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Motivacdo: Entender as imagens

Planck

WMAP

COBE



Introducdo

» Medidas como as do PLANCK demonstram que o Universo
n3o possui temperatura que satisfaca exatamente o Principio
Cosmolégico (homogeneidade e isotropia);

» Universo homogéneo e isotrépico ndo pode dar origem a
estruturas tais como: galaxias, aglomerados e filamentos, que
dependendo da escala observada nio sdo distribuidos de
maneira nem homogéneas, nem isotrépicas;

» E preciso que exista inomogeneidades na distribuicio de
matéria para que estas estruturas se formem.



Introducdo
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» A ideia de um Universo em expansio leva a ideia de um
Universo com um inicio;

» o Universo estad se expandindo, entdo esperamos que a
matéria, no passado, fosse mais quente e densa do que é hoje;



Introducdo

» Como a temperatura do Universo no tempo evolui segundo
T (t)= To/a(t) = To(1+ z), com ag = 1, um Universo cada
vez mais jovem & um Universo cada vez mais quente;

» e em um dado periodo era quente o suficiente para nio
permitir que elétrons estivesse ligado em atomo (> 6.10%K).

Voltando ainda mais, que os niicleos de hidrogénio se
formassem (> 10°K);

» isto porqué a radiacdo é tdo energética e o livre caminho
médio dos fétons é t3o curto, que eles ndo permitem que
nacleos sejam formados.



Introducdo

» Precisamos de uma descricio mais refinada a ponto de
conseguirmos descrever tanto a distribuicio de matéria e as
estruturas que vemos hoje no Universo, quanto as flutua¢des
nas temperaturas da radiagdo césmica de fundo (CMB);



Introducdo

» Para conseguirmos descrever tais questdes, faremos uma
perturbacdo de primeira ordem no tensor métrico, que gerara
correcdes nas equacdes relativisticas,

» e também correcBes nas fontes de deformac3o do espaco, que
no caso sio as densidades de energia dos fluidos.
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G;w = E;w + 5G}M/7

=g, +90 — _
B = Bpw T OBy {T,W S L

pi = pi + 0pi,

comi=Dbh, c, v, .
Definimos ainda

oo

0j = —
Pi Pi



Assumiremos que o "background" & um Universo FLRW-flat, por
conveniéncia. Assim, g, = a(n)? v, €M que 717 é 0 tempo
comével (dt = a®dn) e 1, & o tensor métrico de Minkowski,
(=, +,+,+). Eainda, dgu, = a(n)? huw.

Definindo h#*" = ntFn¥? hyy, é possivel mostrarmos que

g = a2 (" — )

Por definicdo, hy,, tem que ser simétrico uma vez que queremos
que g, também o seja.
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A forma mais geral de representar h,,, é

(A —B;
e —B; —2D(5,'J'—|-2E,'j ’

e portanto,
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L A —B;
e —B; —2D(5,'J'—|-2E,'j ’

e portanto,

g, =2 ~(1424) ~B
w —B  (1—2D)6;+2E; |-



A forma mais geral de representar h,,, é

L 2A —B
S —B; —2D(5,'J'+2E,'j ’

e portanto,

g, =2 ~(1424) ~B
w —B  (1—2D)6;+2E; |-

O elemento de linha, segundo essa métrica, é:

ds? = g dxtdx” =
= a? (—(1+42A)dn? — 2Bidndx’ + ((1 — 2D)d;; + 2Ej)dx’ dx’
Y y
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ds® = a® (—(1 + 2A)dn? — 2B;dndx’ + ((1 — 2D)5;; + 2E;)dx" dx’)

Por conveniencia, chamarei A=W, D = &, B; = w; e Ej = hj;.
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ds® = a® (—(1 + 2A)dn? — 2B;dndx’ + ((1 — 2D)5;; + 2E;)dx" dx’)

Por conveniencia, chamarei A=V, D = ®, B; = w; e Ejj = hj;.

ds? = 2% (—(1 + 2W)dn? — 2widndx’ + ((1 — 20)3; + 2h;;)dx’ dx’)



A discuss3o a cerca do espaco-tempo perturbado requer uma
correspondéncia pontual entre o espaco background e o espaco
perturbado. Dado um sistema de coordenadas no background, ha
muitos sistemas de coordenadas , todos muito préximos uns dos
outros, no espaco-tempo perturbado que mantém valida a métrica
perturbada. A escolha entre esses "sistema perturbados" é
denominado de escolha de gauge.



A discuss3o a cerca do espaco-tempo perturbado requer uma
correspondéncia pontual entre o espaco background e o espaco
perturbado. Dado um sistema de coordenadas no background, ha
muitos sistemas de coordenadas , todos muito préximos uns dos
outros, no espaco-tempo perturbado que mantém valida a métrica
perturbada. A escolha entre esses "sistema perturbados" é
denominado de escolha de gauge.

Trasf. de gauge = transformacdo de coordenadas entre sistemas de
coordenadas no espaco-tempo perturbado



Dois sistemas de coordenadas no espaco perturbado, X% e X%,
associados ao background, x, estdo muito préximos, tal que
podemos relaciona-los segundo uma transformacdo

com £% e suas derivadas sendo no maximo de primeira ordem.
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A partir do Teorema de Helmholtz, podemos decompor um vetor w;
em uma parte irrotacional e uma parte de divergente nulo

Vxw’=0=w’ = -Vw=—w,i

S v
Wi =w; +w; = .
i i i VO(.UV:O:>LUV,-”:O,
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A partir do Teorema de Helmholtz, podemos decompor um vetor w;
em uma parte irrotacional e uma parte de divergente nulo

Vxw’=0=w’ = -Vw=—w,i

S 1%
Wi =w; +w; = .
i i i VO(.UV:O:>LUV,-”:O,
Ent3o,

14
wi = —w,;+w;
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A uma decomposi¢do equivalente para 3-tensores do tipo 2 como hj;

hy = (9,05 — 36;V2) h
hij = h3 +hy +h] = ¢ hY = —1(h;;+ h;;), com &¥h;; =0,



A uma decomposi¢do equivalente para 3-tensores do tipo 2 como hj;

hy = (9,05 — 36;V2) h

hij = h3 +hy +h] = ¢ hY = —1(h;;+ h;;), com &¥h;; =0,

Com isso, podemos dividir o tensor métrico em trés partes: Uma sé
com partes que se transformam como escalares, outra que s6 se
transformam como vetores e outro que sé se transformam como
tensores,



A uma decomposi¢do equivalente para 3-tensores do tipo 2 como hj;

S _ 1
h;j:hg+h,§-/+hi}_:> hb(:—%(h,"j—i-hj’,'), com 6 h;j =0,
SikpT  —
ij,k ’

Com isso, podemos dividir o tensor métrico em trés partes: Uma sé
com partes que se transformam como escalares, outra que s6 se
transformam como vetores e outro que sé se transformam como
tensores,

guw =8+ 8, + 8l



Tipo de perturbacdes

S: S3o induzidas por inomogeneidades na densidade de energia;

S3o importantes por exibirem instabilidade gravitacional e
poderem levar a formagdo de estruturas no Universo;



Tipo de perturbacdes

S: S3o induzidas por inomogeneidades na densidade de energia;

S3o importantes por exibirem instabilidade gravitacional e
poderem levar a formagdo de estruturas no Universo;

V: Est3o relacionadas a movimentos rotacionais do fluido;

Decaem rapidamente em um universo em expansio;



Tipo de perturbacdes

S: S3o induzidas por inomogeneidades na densidade de energia;

S3o importantes por exibirem instabilidade gravitacional e
poderem levar a formacdo de estruturas no Universo;

V: Est3o relacionadas a movimentos rotacionais do fluido;
Decaem rapidamente em um universo em expansio;

T: N3o possui analogo na teoria gravitacional newtoniana;
Descreve ondas gravitacionais;

Na teoria linear as ondas gravitacionais ndo induzem qualquer
perturbacdo em um fluido perfeito;
Terdo importancia cosmolégica desde que sejam fortes o

suficiente tal que tenham efeito observavel sobre a anisotropia
da CMB.



Perturba¢des escalares no gauge Newtoniano

Isto nos leva a termos ao tensor métrico perturbado no gauge
Newtoniano como

g = 2 —(1+2v) 0
v 0 (1+®)d; )’



Perturba¢des escalares no gauge Newtoniano

Isto nos leva a termos ao tensor métrico perturbado no gauge
Newtoniano como

g = 2 —(1+42v) 0
v 0 (1+®)d; )’

e o elemento de linha
ds? = a%(n) (—(1 +2W)dn? + (1 — 20)5;dx’dx/)

Se a = 1, teriamos o caso de um campo gravitacional fraco.
W corresponde ao potencial gravitacional
® a perturbac3o da curvatura espacial.



Perturba¢des escalares no gauge Newtoniano

Isto nos leva a termos ao tensor métrico perturbado no gauge
Newtoniano como

g = 2 —(1+42v) 0
v 0 (1+®)d; )’

e o elemento de linha
ds? = a%(n) (—(1 +2W)dn? + (1 — 20)5;dx’dx/)

Se a = 1, teriamos o caso de um campo gravitacional fraco.

W corresponde ao potencial gravitacional

® a perturbac3o da curvatura espacial.

Com este tensor métrico, podemos calcular as equacdes de Einstein
perturbadas.
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Simbolo de Christoffel perturbado

1
Mo = 587 (8uaw + Bua — guva)
RNV = rfw,a - rZO',V + rZVrZ'fy - rz'y rgw
R = g—/*“”?p]y7
1
Gw = Ruw-—zguwR.

2



Simbolo de Christoffel perturbado

I_ZV
R
R
G
M8 =M + V',
rgk = w,k7
rgo = w,ka

1
Egaa (g,u.a,u + gya,u - g;w,a) )

o _ro ocrvy _rorv
Fiwveo = Diow T Twloy = Ty Tows

g"' Ruv,
1
R;U«V — EgMVR.

r9 = Moy — (2H (V — ®) — ') by,

M = (500 + ©.40)) — @,



Tensor de Ricci e escalar de Ricci perturbados

Roo = V2V +3H (V' —¢') -3 (H +9),
Roi = 2(2HV - ') ,
Rj = —(V+®),+ (M +2H?)5;
+ (- v2¢ H (O —5V) — 2 (H +4H?)) (V — d5;),
RS = a2(3H +30" — VW —3H (V' - d') — 6HV),

R = 2a72(Hv,;—9),
Ry = —R?,
R = a2<(H +2H?) 5 (¢+w)”ﬁ>

+ & ((d> — V20 —H (V' —50')) 5 — (21 + 4H?) W5j)
R¥ T2(6 (H +H?) + 69" — 2V (20 + W) — 6H (V' — 39'))
a2(12 (H?2 = H V) .
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Tensor de Einstein perturbado

G% = a2 (6H°W —3H? +2V?d — 6HV'),
po= =222 (¥ —HY)
GiO = _G0i7

G'; = a?(-(QH +H?) — 20" + V2 (U + ) — H (2V' — 49')) 6
+ a2 ((4H +2HR) W) §—a 2 (0 + W)L

[
51
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Mas temos também o lado direito da equacio de Einstein que
fornece as fontes de deformacio do espaco-tempo.

8rG

G/J,l/ = 7 T/J,y = 87TGTMV.



BINGO

Mas temos também o lado direito da equacio de Einstein que
fornece as fontes de deformacio do espaco-tempo.

81 G
Gy,y - %TNV = 87TGTW,.

Em um cenério relativistico geral, uma componente com uma
fungdo distribuicdo de probabilidade f(t)

T (t.9) =g dP1dP,dP; P*P,
(w2 ) (2n)® /det[g]] P°

f(t,x,p).



BINGO

Mas temos também o lado direito da equacio de Einstein que
fornece as fontes de deformacio do espaco-tempo.
8rG

GH'V = 77_“” = 87TGTMV.

Em um cenério relativistico geral, uma componente com uma
fungdo distribuicdo de probabilidade f(t)

dP1dP>dP; PHP,

Tiuy(ta)?) = gl/
@) (2r)® /det] g]] P°

Aqui eu ja assumo um caso em que a funcio distribuicdo de
probabilidade de uma dada componente pode depender nio
somente do tempo, como também de X e de p. Veremos
mais a frente o porqué disso.

f(t,x,p).



No background T#" descreve um fluido ideal, uma vez que ndo ha
interacdes entre as componentes, o que faz com que a fungdo de
distribuicdo de probabilidades seja conservada no espaco de fase.



No background T#" descreve um fluido ideal, uma vez que ndo ha
interacdes entre as componentes, o que faz com que a fungio de
distribuicdo de probabilidades seja conservada no espaco de fase.

Agora, na época que estamos analisando, ha interacdes e portanto
a funcdo de distribuicdo n3o é conservada no espaco de fase e o
tensor energia-momento ndo é mais o do caso de fluido ideal.
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Em principio, uma fung3o distribuicdo deve ser da forma f;(x*, P¥),
mas uma vez que p> = gijP'P e PP, = —m?, podemos
descrevé-lo como

f = f(t,X(t), p(t)) = (£, %%, p, )
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1-o
pH = (\/pz—l—mz(l—\ll),—pﬁ’).

a

Ou seja, para um féton,

1-0
e (1-912%) o



Equacdes de Boltzmann

Uma vez que f; ndo se conserva no espaco de fase

N
df; df;
L p0Zi £ f]= CI[f

C & conhecido como termo de colis3o e contém a informac3o das
interacdes entre espécies.



Equacdes de Boltzmann

Uma vez que f; ndo se conserva no espaco de fase

& ot qul clf)

C & conhecido como termo de colis3o e contém a informac3o das
interacdes entre espécies.

df _of = of dx'  Ofdp Of dp B
g ot toxdr Topde Tapdr b



Equacdes de Boltzmann

df _ of of d  ofdp  Of dpf
dt ot Ox' dt  9Opdt Op dt
of  Of dx' Of dp
ot " oxi dt opdt

12

A dp/dt # 0 somente se existirem potenciais W e ®, ou seja, &€ um
termo no minimo de 1° ordem, e 8f/8;3i também é no minimo de
19 ordem. Logo, o termo é no minimo de 22 ordem. Por isso
descartamos.
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Equac3o de Boltzmann para os fétons

dx’ &' 1 P (1-®)pp/a
dt dx||d PO (1-W)p

_ (1—¢)(1+W)—~(1—¢+\U)%



Equac3o de Boltzmann para os fétons

O termo dp/dt obtemos da equagdo da geodésica escrita em
termos do quadrimomento,
0 X L dx® d P4 T PopS,
T dX\2 B dN dA T dA
para i = 0, que nos fornece

dp

P
= PV — Hp — pd
=L p—p®o,



Equac3o de Boltzmann para os fétons

O termo dp/dt obtemos da equagdo da geodésica escrita em
termos do quadrimomento,

d?xH dx*dx®  d
0= —5 +Thy—— = PH +ThyPPP,
D2 et ay —an T

para p = 0, que nos fornece

dp

P
L PV ; — Hp — pd
i 4 p—p®o,

Agora nos precisamos da expressdo das derivadas de f.



N\
BINGO

Equac3o de Boltzmann para os fétons

Fétons em equilibrio térmodindmico sdo descritos pela funcdo de
distribuicdo de Bose-Einstein

1
foe = 1

f E_oT
dfee _ o _, OE_OT . g

da E T



Equac3o de Boltzmann para os fétons

Fétons em equilibrio térmodindmico sdo descritos pela funcdo de
distribuicdo de Bose-Einstein

1
fee = T 1
dfee SE 6T .
w ~ 0 = F-77°
com
© =0(t,x,p)

OBS: o espalhamento Compton basicamente n3o altera o médulo
do momento préprio do féton.
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Equac3o de Boltzmann para os fétons

» O quantifica a perturbag¢do na temperatura dos fétons;



Equac3o de Boltzmann para os fétons

» O quantifica a perturbag¢do na temperatura dos fétons;

» Assim, temos que a informacdo da anisotropia e da
inomogeneidade da mesma esta contida nesta quantidade;



Equac3o de Boltzmann para os fétons

» O quantifica a perturbag¢do na temperatura dos fétons;

» Assim, temos que a informacdo da anisotropia e da
inomogeneidade da mesma esta contida nesta quantidade;

» Ent3o podemos supor que a correcdo na funcio de distribuicio
dos fétons possa ser contabilizado pela perturbacdo da
temperatura na fgg,

1
T ep/T(140) _ 1’



Equac3o de Boltzmann para os fétons

» O quantifica a perturbac3o na temperatura dos fétons;

» Assim, temos que a informacdo da anisotropia e da
inomogeneidade da mesma esta contida nesta quantidade;

» Ent3o podemos supor que a correcdo na funcio de distribuicio
dos fétons possa ser contabilizado pela perturbacio da
temperatura na fgg,

1

F= omare — 1

Numa expansdo de Taylor,

oo of oo of
f(t,x,p) =~ fpe (t,p)+ <_8EE> O (t, X, p) = fge (f,P)—Peafp-
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Equac3o de Boltzmann para os fétons
Podemos reescrever a df /dt como
df _ _ Ofse (08 00  pov  p'oo
dt ~ Pop \ot "ot T aox ' aox)
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Equac3o de Boltzmann para os fétons

Agora precisamos da expressdo da colisdo entre fétons e elétrons,
ou seja, devido a interacdo Compton.

e (@) +r(P)=e (7)+7(F).



Equac3o de Boltzmann para os fétons

Agora precisamos da expressdo da colisdo entre fétons e elétrons,
ou seja, devido a interacdo Compton.

e (@) +r(p)=e (d)+7(F)-
A expressdo, nada "simples" é
. 1 d3 d3 / d3 ’
C[f(P)]z_/ 3q / 3q // 3p /
pJ (2m)"2Ec(q) J (27)°2E.(q') J (2m)"2Ey (p')
IMIEx (27)*5 (p + ¢ — " — q")

{fe (@) f (P) — fe (@) F (P)}-
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Equac3o de Boltzmann para os fétons

3 - 1 d3q d3ql d3pl
Clf (Pl = p/(zﬂ)32Ee (q)/(27r)32Ee (q,)/(2W)32Ep’ ()
[ M2 (2m)*6 (p* + ¢ = P — q")

{£(3) F (F) — £ (@) F ()}




Equac3o de Boltzmann para os fétons

_ dq apf
ctrel = / (27T / (27)*2E. (') / (2n)* 2y (o)

1M (2) (“+q"—P'“—q'“)
{fe (@) f () — fe (@ F (P)}-

» ||M|| é chamada de amplitude de espalhamento e esta
relacionada a secdo de choque de Thomson, e portanto, a
probabilidade de uma interac3o ocorrer;



Equac3o de Boltzmann para os fétons

3 - 1 d3q d3q/ d3pl
Clf(p)] = / (27) 3 Ee( / (271')3 2E.(¢') / (271')3 2Ey (p')

1M1 (27)* 6 (“+q“—P/“—q'“)
{fe (@) f () — fe (@ F (P)}-

» ||M|| é chamada de amplitude de espalhamento e esta
relacionada a secdo de choque de Thomson, e portanto, a
probabilidade de uma interac3o ocorrer;

» A funcdo delta de Dirac garante a conservacdo do
quadrimomento;



Equac3o de Boltzmann para os fétons

) - 1 d3q d3q/ d3p/
Clf(p) = /(2773 E.( )/(zﬂ)32Ee(q’)/(27r)32Ep/ (p')

IM12x (2m)* 8 (p* + ¢ — p" — ¢)
{fe (@) f () — fe (@ F (P)}-

» ||M|| é chamada de amplitude de espalhamento e esta
relacionada a secdo de choque de Thomson, e portanto, a
probabilidade de uma interacdo ocorrer;

» A funcdo delta de Dirac garante a conservacdo do
quadrimomento;

» Essa expressdo ndo contabiliza efeitos como bloqueio de Pauli
e emissdo estimulada, que na teoria linear e apés o periodo da
aniquilacdo elétron-positron podem ser descartados.
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Equac3o de Boltzmann para os fétons
Se assumirmos que

» No periodo os elétrons s3o basicamente n3o-relativisticos
(Ee () = me + q2/2me)'



Equac3o de Boltzmann para os fétons
Se assumirmos que
» No periodo os elétrons s3o basicamente n3o-relativisticos
(Ee (§) = me + q2/2me)'
» O fato do espalhamento Compton n3o relativistico transferir
pouca energia, e com isto, 0 médulo do momento préprio é
basicamente constante (p ~ p’).



Equac3o de Boltzmann para os fétons
Se assumirmos que

» No periodo os elétrons s3o basicamente n3o-relativisticos
(Ec (G) = me + q%/2m¢).

» O fato do espalhamento Compton n3o relativistico transferir
pouca energia, e com isto, 0 médulo do momento préprio é
basicamente constante (p ~ p’).

» Obviamente, g > p, p'.



Equac3o de Boltzmann para os fétons
Se assumirmos que

» No periodo os elétrons sdo basicamente n3o-relativisticos
(Ee (G) = me + ¢%/2m,).

» O fato do espalhamento Compton n3o relativistico transferir
pouca energia, e com isto, 0 médulo do momento préprio é
basicamente constante (p ~ p’).

» Obviamente, g > p, p'.

» E, por agora, também que || M|| ndo dependa nem do angulo
de espalhamento, nem da polarizacdo do féton. Logo,
| M||= 8moTm?2, onde o & a secio de choque de Thomson.



Equac3o de Boltzmann para os fétons
Se assumirmos que

» No periodo os elétrons sdo basicamente n3o-relativisticos
(Ee (G) = me + ¢%/2m,).

» O fato do espalhamento Compton n3o relativistico transferir
pouca energia, e com isto, 0 médulo do momento préprio é
basicamente constante (p = p’).

» Obviamente, g > p, p'.

» E, por agora, também que ||M|| ndo dependa nem do angulo
de espalhamento, nem da polarizacdo do féton. Logo,
| M||= 8moTm?2, onde o & a secio de choque de Thomson.

Podemos mostrar que

Ofge

CIF (3] = —neor 250 (£:5) ~ O (£.%.6) + 5 b},



N\
BINGO

Equac3o de Boltzmann para os fétons

B} of . s
CIF (B)] = —neorr =5 ={O0 (t.%) = © (t,%.9) + - %o}.

com a média angular

Qo (t,X) = 417T /dQ’@(t X, p),



Equac3o de Boltzmann para os fétons

. of } o a e
CIF (B)] = —neorr =5 ={O0 (t.%) = © (t,%.9) + - %o}.

com a média angular
@0 (t X) = 7]. /dQ/@ (t X ﬁl)
) 1 ) ) )

e o campo de velocidade é escrito como V,, = Ve = V},, ou seja, o
campo de velocidade dos elétrons é basicamente o campo de
velocidade dos prétons e portanto dos barions, pois, o forte
acoplamento devido ao espalhamento Coulomb entre eles os faz se
comportar como um anico fluido.
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Equac3o de Boltzmann para os fétons
Combinando as expressées
df __ Ofge (08  0®  pOV  p'0O
a  Pop \or Tar T aax T aox

ofy
Clf] = —nerr=5 ={O0 (t,%) = © (£,%,) + p- b}



Equac3o de Boltzmann para os fétons
Combinando as expressées
df Ofge (0O 0d p OV p o0
— —pE (4 S B
dt op \ ot Ot aox'  aox
of; S oAy A o
C[f] = —neO'Ta—B;)E{@()(t,X)—@(t,X, )+p Vb}

¢
a% + ikp®© + a%—t + ikpuV = neora(©g — © + uvp),

ou,

00 . o .
— + ikp© + — + ikpV = neora(©g — © + uvp).
an on



Equac3o de Boltzmann para os fétons

Adicionando as contribuicdes da polarizacdo e do angulo de
espalhamento,
00 . od | 1
— 4+ iku® + — + ikpV = neora | ©g — O + puvp — =P ()M ),
on on 2

n=e,+ (e”)2 + (@P)O.



Equac3o de Boltzmann para os fétons

Adicionando as contribuicdes da polarizacdo e do angulo de
espalhamento,

) 1
@—Fiku@—ka——kiku\U:neara ©o—O+puvy— =P ()],
on on 2

n=e,+ (e”)2+ (e”)o.

Em que defino os multipolos
1
(=)

em que P, é o multipolo de Legendre de ordem /.

Oy =

| Fewriw.



Equacdo de Boltzmann para os neutrinos

A anisotropia na temperatura dos neutrinos sera representada por
N e coincide com a dos fétons, exceto pelo fato de interagir
somente de maneira fraca, levando ao termo da secio de choque
ser basicamente nulo.

ON

0]
—+ikMN+a—+ik,LL\U=O.
on on



Equacdo de Boltzmann para os barions

Sua derivacdo segue de maneira muito parecida com o caso dos
fétons, com as devidas adapta¢des. Como os elétrons interagem via
espalhamento Compton com os fétons e espalhamento Coulomb
com os prétons; e os prétons, basicamente, interagem somente com
os elétrons, ja que a amplitude de espalhamento da interac3o
Compton depende do inverso da massa, e a massa do préton é
muito maior do que a do elétron, temos que as equacdes de
Boltzmann s3o esquematizadas como sendo,

dfe (t,X,q
e(C{tq) = <Ce_P>QQ/q/ + <Ce—7>pp’q’7

dfy(t,%, Q)
pT = <Ce—p>qq’Q'>



Equacdo de Boltzmann para os barions

df. (t,X,q

% = (Ce-p)aaq + (Ce—y)ppra
df,(t. %, Q)

pT - <Ce—p>qq’Q’:

em que uso a representacao

B d3x d3x’ d3y’
<"'>Xx'y'_/ (2@3/ (2m)? (27r)3( )

e os ' representam os momentos apds a interac3o.




N
BINGO
Equacdo de Boltzmann para os barions
Usando
n; t7)_(’ = t, X, p
00 = & [ 5 (ers
Gt 2B — r
niv;i (t, X, p) /(2 (t,%,P) -

ni = ni(1+9(t,X))



Equacdo de Boltzmann para os barions
Usando

ni(6,%) = /(2 t,%, )

S o d3—’ L NP
n,-v,-(t,x,p) = &i Wﬁ(taxap);
ni = n;i(1+0(t, X))
é possivel mostrarmos que
06 1 od 00 o
ot Ta ar " a+ CRRT
vy = vpk.

Esta equac3o é valida tanto para barions quanto para CDM.



N\
BINGO

Equacdo de Boltzmann para os barions

Usando também as relagdes

Mpnp + MeNe /X MpNp,
mpnp = pp,
pb=Pp (L + ),

Pp = MpNp,



Equacdo de Boltzmann para os barions

Usando também as relagdes

Mpnp + MeNe /X MpNp,

mpnp = Pp,
Pb :ﬁb(l—i_éb)’
ﬁb = mpﬁba

também é possivel mostrar que (no espago de Fourier)

Q+Hvb+ kvw = 19T
ot a

(g_ ) (301 + vp) = Tz (3i01 + vb) .



Equacdes de Boltzmann

De modo geral, as equacdes de Boltzmann em tempo comével e no
espaco de Fourier s3o dadas por

1
O + ikp® + & + ikuV = -7’ <@0—@+va—§'P2(u)”),

1
oF + ikuef = 7' (@P -5 (1=P2(p) n)
6 + ikve = =39,
ve + Hve = —ikV,
5bl + ikvp = —3¢I,

/

v + Hvp = —ikW + 7% (3101 + vp),
N+ ikuN = =" — ikpWV.

com p = p- k, angulo entre a propagacio da perturbacio e do
foton.



EINGO
Equacdes de Einstein
Py = - (T(g))'y
d3p o d3p o
- 2/(27T)3P0f(t,x,p) :2/WE7 (p) £(t, %, B)
d3 _
py = 2/#57(,9)&: 40,75,
5, = 01 _ 40,
Py

De maneira equivalente,

5, = 2P _ang,
Pv



Equacdes de Einstein

A partir das espressdes de dp podemos expresser o termo (00) da
equacio de Einstein como

0G) = 2272 (K& +3H (' — HV)) =81Gop=81G Y _dpj,
Jj

ou, em tempo césmico,

k? :
SO+ 3H (q> - Hw) = 47G (pp0p + pede + 4p, 0 + 4o N;) .



Equacdes de Einstein

Na componente (ij) separamos o tensor de Einstein (no espago de
Fourier) em componentes exclusivamente diagonal e outra parte
sem traco. Como queremos somente o termo sem traco, definirei o

seguinte operador
S 1. ,
D; =0'0; - §6J’V .



Equacdes de Einstein

Na componente (ij) separamos o tensor de Einstein (no espago de
Fourier) em componentes exclusivamente diagonal e outra parte
sem traco. Como queremos somente o termo sem traco, definirei o

seguinte operador

1
3
Que quando atuando no espaco de Fourier, assume forma

i rit 1
D = —k? (k ki — gaj) : (2)

i~ A iv72
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Equacdes de Einstein

Tomando somente o termo sem traco
P 2
DisG = —§k4a 2(d 4+ W)
h i 8 8

Portanto,
DisG] = 8rG (DioT])
K2 (® + W) ~327Ga? (@2 + Napy)



Equacdes de Einstein

Ha ainda como obter o termo diagonal do tensor de Einstein. De
modo geral temos:

K2® + 3H (¢ — HV) = 47Ga® (pmOm + 4prOr0) ,
O —HY = %az (PmVm — 4ipr©r 1),
K2 (® + W) = —327Ga*0, 2,
N3o obtivemos a outra equacdo pois basta duas delas, uma vez que
basta nos duas das trés equacdes, ja que elas ndo so

independentes entre si, o que ceva a redundancia.



Equacdes de Boltzmann-Einstein

O + iku® + &' + ikuw

oF + ikuoe®

5 + ikve

ve + Hve

5y’ + ikvy

vy + Hvp

N+ ikuN

K2® + 3H (&' — HY)
k? (& + W)

1
-7 (@o—@+uvb—§P2(M)n>,

v (er-3a-m0n)
_3¢/,
—ikw,
-3¢/,

7_/
kW 4 2 (3101 + vp).,
—o — kW
47 Ga® (PmOm +4pr©rp),
—3271'Ga2@,’2p,.



