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Motivação: Entender as imagens



Introdução

I Medidas como as do PLANCK demonstram que o Universo
não possui temperatura que satisfaça exatamente o Princípio
Cosmológico (homogeneidade e isotropia);

I Universo homogêneo e isotrópico não pode dar origem a
estruturas tais como: galáxias, aglomerados e filamentos, que
dependendo da escala observada não são distribuidos de
maneira nem homogêneas, nem isotrópicas;

I É preciso que exista inomogeneidades na distribuição de
matéria para que estas estruturas se formem.



Introdução

I A ideia de um Universo em expansão leva a ideia de um
Universo com um início;

I o Universo está se expandindo, então esperamos que a
matéria, no passado, fosse mais quente e densa do que é hoje;



Introdução

I Como a temperatura do Universo no tempo evolui segundo
T (t) = T0/a (t) = T0 (1 + z), com a0 = 1, um Universo cada
vez mais jovem é um Universo cada vez mais quente;

I e em um dado período era quente o suficiente para não
permitir que elétrons estivesse ligado em átomo

(
> 6.104K

)
.

Voltando ainda mais, que os núcleos de hidrogênio se
formassem

(
> 109K

)
;

I isto porquê a radiação é tão energética e o livre caminho
médio dos fótons é tão curto, que eles não permitem que
núcleos sejam formados.



Introdução

I Precisamos de uma descrição mais refinada a ponto de
conseguirmos descrever tanto a distribuição de matéria e as
estruturas que vemos hoje no Universo, quanto as flutuações
nas temperaturas da radiação cósmica de fundo (CMB);



Introdução

I Para conseguirmos descrever tais questões, faremos uma
perturbação de primeira ordem no tensor métrico, que gerará
correções nas equações relativísticas,

I e também correções nas fontes de deformação do espaço, que
no caso são as densidades de energia dos fluidos.



gµν = gµν + δgµν =⇒

{
Gµν = Gµν + δGµν ,

Tµν = Tµν + δTµν ,

ρi = ρi + δρi ,

com i = b, c, ν, γ.

Definimos ainda

δi =
δρi
ρi

=
δρi
ρi
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Assumiremos que o "background" é um Universo FLRW-flat, por
conveniência. Assim, gµν = a (η)2 ηµν , em que η é o tempo
comóvel

(
dt = a2dη

)
e ηµν é o tensor métrico de Minkowski,

(−,+,+,+). E ainda, δgµν
.

= a (η)2 hµν .

Definindo hµν = ηµµηννhµν , é possível mostrarmos que

gµν = a−2 (ηµν − hµν)

Por definição, hµν tem que ser simétrico uma vez que queremos
que gµν também o seja.



A forma mais geral de representar hµν é

hµν =

(
2A −Bi

−Bi −2Dδij + 2Eij

)
,

e portanto,

gµν = a2
(
−(1 + 2A) −Bi

−Bi (1− 2D)δij + 2Eij

)
.

O elemento de linha, segundo essa métrica, é:

ds2 = gµνdx
µdxν =

= a2 (−(1 + 2A)dη2 − 2Bidηdx
i + ((1− 2D)δij + 2Eij)dx

idx j
)
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ds2 = a2 (−(1 + 2A)dη2 − 2Bidηdx
i + ((1− 2D)δij + 2Eij)dx

idx j
)

Por conveniencia, chamarei A = Ψ, D = Φ, Bi = ωi e Eij = hij .

ds2 = a2 (−(1 + 2Ψ)dη2 − 2ωidηdx
i + ((1− 2Φ)δij + 2hij)dx idx j

)
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A discussão a cerca do espaço-tempo perturbado requer uma
correspondência pontual entre o espaço background e o espaço
perturbado. Dado um sistema de coordenadas no background, há
muitos sistemas de coordenadas , todos muito próximos uns dos
outros, no espaço-tempo perturbado que mantêm válida a métrica
perturbada. A escolha entre esses "sistema perturbados" é
denominado de escolha de gauge.

Trasf. de gauge = transformação de coordenadas entre sistemas de
coordenadas no espaço-tempo perturbado
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Dois sistemas de coordenadas no espaço perturbado, x̃α e x̂α,
associados ao background, xα, estão muito próximos, tal que
podemos relacioná-los segundo uma transformação

x̂α = x̃α + ξα

com ξα e suas derivadas sendo no máximo de primeira ordem.



A partir do Teorema de Helmholtz, podemos decompor um vetor ωi

em uma parte irrotacional e uma parte de divergente nulo

ωi = ωS
i + ωV

i =⇒

{
∇× ωS = 0⇒ ωS .

= −∇ω = −ω, i ,
∇ • ωV = 0⇒ ωV

,i
,i = 0,

Então,

ωi = −ω,i + ωV
i
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A uma decomposição equivalente para 3-tensores do tipo 2 como hij

hij = hSij +hVij +hTij =⇒


hSij =

(
∂i∂j − 1

3δij∇
2) h

hVij = −1
2 (hi ,j + hj ,i ) , com δijhi ,j = 0,

δikhTij ,k = 0.

Com isso, podemos dividir o tensor métrico em três partes: Uma só
com partes que se transformam como escalares, outra que só se
transformam como vetores e outro que só se transformam como
tensores,

gµν = gS
µν + gV

µν + gT
µν .
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Tipo de perturbações

S: São induzidas por inomogeneidades na densidade de energia;
São importantes por exibirem instabilidade gravitacional e
poderem levar a formação de estruturas no Universo;

V: Estão relacionadas a movimentos rotacionais do fluido;
Decaem rapidamente em um universo em expansão;

T: Não possui análogo na teoria gravitacional newtoniana;
Descreve ondas gravitacionais;
Na teoria linear as ondas gravitacionais não induzem qualquer
perturbação em um fluido perfeito;
Terão importância cosmológica desde que sejam fortes o
suficiente tal que tenham efeito observável sobre a anisotropia
da CMB.
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Perturbações escalares no gauge Newtoniano

Isto nos leva a termos ao tensor métrico perturbado no gauge
Newtoniano como

gµν = a2
(
−(1 + 2Ψ) 0

0 (1 + Φ)δij

)
,

e o elemento de linha

ds2 = a2(η)
(
−(1 + 2Ψ)dη2 + (1− 2Φ)δijdx

idx j
)

Se a = 1, teriamos o caso de um campo gravitacional fraco.
Ψ corresponde ao potencial gravitacional
Φ a perturbação da curvatura espacial.
Com este tensor métrico, podemos calcular as equações de Einstein
perturbadas.



Perturbações escalares no gauge Newtoniano

Isto nos leva a termos ao tensor métrico perturbado no gauge
Newtoniano como

gµν = a2
(
−(1 + 2Ψ) 0

0 (1 + Φ)δij

)
,

e o elemento de linha

ds2 = a2(η)
(
−(1 + 2Ψ)dη2 + (1− 2Φ)δijdx

idx j
)

Se a = 1, teriamos o caso de um campo gravitacional fraco.
Ψ corresponde ao potencial gravitacional
Φ a perturbação da curvatura espacial.

Com este tensor métrico, podemos calcular as equações de Einstein
perturbadas.



Perturbações escalares no gauge Newtoniano

Isto nos leva a termos ao tensor métrico perturbado no gauge
Newtoniano como

gµν = a2
(
−(1 + 2Ψ) 0

0 (1 + Φ)δij

)
,

e o elemento de linha

ds2 = a2(η)
(
−(1 + 2Ψ)dη2 + (1− 2Φ)δijdx

idx j
)

Se a = 1, teriamos o caso de um campo gravitacional fraco.
Ψ corresponde ao potencial gravitacional
Φ a perturbação da curvatura espacial.
Com este tensor métrico, podemos calcular as equações de Einstein
perturbadas.



Símbolo de Christoffel perturbado

Γσµν =
1
2
gσα (gµα,ν + gνα,µ − gµν,α) ,

Rµν = Γσµν,σ − Γσµσ,ν + ΓσµνΓγσγ − ΓσµγΓγσν ,

R = gµνRµν ,

Gµν = Rµν −
1
2
gµνR.


Γ0

00 = H+ Ψ′,

Γ0
0k = Ψ,k ,

Γk
00 = Ψ,k ,


Γi

0j = (H+ Φ′) δij ,

Γ0
ij = Hδij − (2H (Ψ− Φ)− Φ′) δij ,

Γi
jk =

(
Φ,jδ

i
k + Φ,kδ

i
j

)
− Φ,iδkj .
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Tensor de Ricci e escalar de Ricci perturbados

R00 = ∇2Ψ + 3H
(
Ψ′ − Φ′

)
− 3

(
H′ + Φ′

)
,

R0i = 2
(
2HΨ− Φ′

)
,i
,

Rij = − (Ψ + Φ),ij +
(
H′ + 2H2) δij

+
(
Φ′′ −∇2Φ−H

(
Φ′ − 5Ψ′

)
− 2

(
H′ + 4H2)) (Ψ− Φδij) ,

R0
0 = a−2 (3H′ + 3Φ′′ −∇2Ψ− 3H

(
Ψ′ − Φ′

)
− 6HΨ

)
,

R0
i = 2a−2 (HΨ,i − Φ′,i

)
,

R i
0 = −R0

i ,

R i
j = a2

((
H′ + 2H2) δij − (Φ + Ψ),i,j

)
+ a2 ((Φ′′ −∇2Φ−H

(
Ψ′ − 5Φ′

))
δij −

(
2H′ + 4H2)Ψδij

)
Rk
k = a−2 (6 (H+H2)+ 6Φ′′ − 2∇2 (2Φ + Ψ)− 6H

(
Ψ′ − 3Φ′

))
− a−2 (12 (H2 +H′

)
Ψ
)
.



Tensor de Einstein perturbado

G 0
0 = a−2 (6H2Ψ− 3H2 + 2∇2Φ− 6HΨ′

)
,

G 0
i = −2a−2 (Φ′ −HΨ

)
,i
,

G i
0 = −G 0

i ,

G i
j = a−2 (− (2H′ +H2)− 2Φ′′ +∇2 (Ψ + Φ)−H

(
2Ψ′ − 4Φ′

))
δij

+ a−2 ((4H′ + 2H2)Ψ
)
δij−a−2 (Φ + Ψ),i,j .



Mas temos também o lado direito da equação de Einstein que
fornece as fontes de deformação do espaço-tempo.

Gµν =
8πG
c4 Tµν = 8πGTµν .

Em um cenário relativístico geral, uma componente com uma
função distribuição de probabilidade fi (t)

T µ
(i)ν (t, ~x) = gi

∫
dP1dP2dP3

(2π)3√det‖g‖
PµPν
P0 f (t, ~x , ~p) .

Aqui eu já assumo um caso em que a função distribuição de
probabilidade de uma dada componente pode depender não
somente do tempo, como também de ~x e de ~p. Veremos
mais a frente o porquê disso.
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No background Tµν descreve um fluido ideal, uma vez que não há
interações entre as componentes, o que faz com que a função de
distribuição de probabilidades seja conservada no espaço de fase.

Agora, na época que estamos analisando, há interações e portanto
a função de distribuição não é conservada no espaço de fase e o
tensor energia-momento não é mais o do caso de fluido ideal.
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Em princípio, uma função distribuição deve ser da forma fi (x
µ,Pν),

mas uma vez que p2 = gijP
iP j e PµPµ = −m2, podemos

descrevê-lo como

f = f (t, ~x(t), ~p(t)) = f (t, x̂ , x i , p̂, pj)



Pµ =

(√
p2 + m2 (1−Ψ) ,

1− Φ

a
pp̂i
)
.

Ou seja, para um fóton,

Pµ =

(
1−Ψ,

1− Φ

a
p̂i
)
p. (1)



Equações de Boltzmann

Uma vez que fi não se conserva no espaço de fase

dfi
dt

= P0 dfi
dη

=
N∑
j=1

C [fi , fj ]
.

= C [fi ]

C é conhecido como termo de colisão e contêm a informação das
interações entre espécies.

d f
dt

=
∂f
∂t

+
∂f
∂x i

dx i

dt
+
∂f
∂p

dp

dt
+
∂f
∂p̂i

dp̂i

dt
= C [f ],
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Equações de Boltzmann

d f
dt

=
∂f
∂t

+
∂f
∂x i

dx i

dt
+
∂f
∂p

dp

dt
+
∂f
∂p̂i

dp̂i

dt

' ∂f
∂t

+
∂f
∂x i

dx i

dt
+
∂f
∂p

dp

dt

A dp̂/dt 6= 0 somente se existirem potenciais Ψ e Φ, ou seja, é um
termo no mínimo de 10 ordem, e ∂f /∂p̂i também é no mínimo de
10 ordem. Logo, o termo é no mínimo de 2a ordem. Por isso
descartamos.



Equação de Boltzmann para os fótons

dx i

dt
=

dx i

dλ

1
‖ dtdλ‖

=
P i

P0 =
(1− Φ) pp̂i/a

(1−Ψ) p

= (1− Φ) (1 + Ψ)
p̂i

a
≈ (1− Φ + Ψ)

p̂i

a
.



Equação de Boltzmann para os fótons

O termo dp/dt obtemos da equação da geodésica escrita em
termos do quadrimomento,

0 =
d2xµ

dλ2 + Γµαβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
=

d

dλ
Pµ + ΓµαβP

αPβ,

para µ = 0, que nos fornece

dp

dt
= −p

a
p̂iΨ,i − Hp − pΦ,0,

Agora nós precisamos da expressão das derivadas de f .
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Equação de Boltzmann para os fótons

Fótons em equilíbrio térmodinâmico são descritos pela função de
distribuição de Bose-Einstein

fBE =
1

ep/T − 1
dfBE
dt

= 0 =⇒ δE

E
=
δT

T
.

= Θ

com
Θ = Θ (t, ~x , p̂)

OBS: o espalhamento Compton basicamente não altera o módulo
do momento próprio do fóton.
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Equação de Boltzmann para os fótons
I Θ quantifica a perturbação na temperatura dos fótons;

I Assim, temos que a informação da anisotropia e da
inomogeneidade da mesma está contida nesta quantidade;

I Então podemos supor que a correção na função de distribuição
dos fótons possa ser contabilizado pela perturbação da
temperatura na fBE ,

f =
1

ep/T (1+Θ) − 1
,

Numa expansão de Taylor,

f (t, ~x , p̂) ≈ fBE (t, p) +

(
− ∂f
∂E

E

)
Θ (t, ~x , p̂) = fBE (t, p)−pΘ

∂f
∂p
.
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Equação de Boltzmann para os fótons

Podemos reescrever a df /dt como

df

dt
= −p∂fBE

∂p

(
∂Θ

∂t
+
∂Φ

∂t
+

p̂i

a

∂Ψ

∂x i
+

p̂i

a

∂Θ

∂x i

)
.



Equação de Boltzmann para os fótons

Agora precisamos da expressão da colisão entre fótons e elétrons,
ou seja, devido a interação Compton.

e− (~q) + γ (~p) ⇀↽ e−
(
~q′
)

+ γ
(
~p′
)
.

A expressão, nada "simples" é

C [f (~p)] =
1
p

∫
d3q

(2π)3 2Ee (q)

∫
d3q′

(2π)3 2Ee (q′)

∫
d3p′

(2π)3 2Ep′ (p′)

‖M‖2× (2π)4 δ
(
pµ + qµ − p′

µ − q′
µ)

{fe
(
~q′
)
f
(
~p′
)
− fe (~q) f (~p)}.
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I ‖M‖ é chamada de amplitude de espalhamento e esta
relacionada a seção de choque de Thomson, e portanto, a
probabilidade de uma interação ocorrer;

I A função delta de Dirac garante a conservação do
quadrimomento;

I Essa expressão não contabiliza efeitos como bloqueio de Pauli
e emissão estimulada, que na teoria linear e após o período da
aniquilação elétron-pósitron podem ser descartados.
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Equação de Boltzmann para os fótons
Se assumirmos que
I No período os elétrons são basicamente não-relativísticos

(Ee (~q) ≈ me + q2/2me).

I O fato do espalhamento Compton não relativístico transferir
pouca energia, e com isto, o módulo do momento próprio é
basicamente constante (p ≈ p′).

I Obviamente, q � p, p′.
I E, por agora, também que ‖M‖ não dependa nem do ângulo

de espalhamento, nem da polarização do fóton. Logo,
‖M‖= 8πσTm2

e , onde σT é a seção de choque de Thomson.

Podemos mostrar que

C [f (~p)] = −neσT
∂fBE
∂p
{Θ0 (t, ~x)−Θ (t, ~x , p̂) + p̂ · ~vb}.
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Equação de Boltzmann para os fótons

C [f (~p)] = −neσT
∂fBE
∂p
{Θ0 (t, ~x)−Θ (t, ~x , p̂) + p̂ · ~vb}.

com a média angular

Θ0 (t, ~x) =
1
4π

∫
dΩ′Θ

(
t, ~x , p̂′

)
,

e o campo de velocidade é escrito como ~vp = ~ve = ~vb, ou seja, o
campo de velocidade dos elétrons é basicamente o campo de
velocidade dos prótons e portanto dos bárions, pois, o forte
acoplamento devido ao espalhamento Coulomb entre eles os faz se
comportar como um único fluido.
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Equação de Boltzmann para os fótons

Combinando as expressões

df

dt
= −p∂fBE

∂p

(
∂Θ

∂t
+
∂Φ

∂t
+

p̂i

a

∂Ψ

∂x i
+

p̂i

a

∂Θ

∂x i

)
C [f ] = −neσT

∂fBE
∂p
{Θ0 (t, ~x)−Θ (t, ~x , p̂) + p̂ · ~vb}

a
∂Θ

∂t
+ ikµΘ + a

∂Φ

∂t
+ ikµΨ = neσTa (Θ0 −Θ + µvb) ,

ou,

∂Θ

∂η
+ ikµΘ +

∂Φ

∂η
+ ikµΨ = neσTa (Θ0 −Θ + µvb) .
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Equação de Boltzmann para os fótons

Adicionando as contribuições da polarização e do ângulo de
espalhamento,
∂Θ

∂η
+ ikµΘ +

∂Φ

∂η
+ ikµΨ = neσTa

(
Θ0 −Θ + µvb −

1
2
P2 (µ) Π

)
,

Π
.

= Θ2 +
(

ΘP
)

2
+
(

ΘP
)

0
.

Em que defino os multipolos

Θ`
.

=
1

(−i)`

∫
dµ

2
Θ (µ)P` (µ) ,

em que P` é o multipolo de Legendre de ordem `.
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Equação de Boltzmann para os neutrinos

A anisotropia na temperatura dos neutrinos será representada por
N e coincide com a dos fótons, exceto pelo fato de interagir
somente de maneira fraca, levando ao termo da seção de choque
ser basicamente nulo.

∂N
∂η

+ ikµN +
∂Φ

∂η
+ ikµΨ = 0.



Equação de Boltzmann para os bárions

Sua derivação segue de maneira muito parecida com o caso dos
fótons, com as devidas adaptações. Como os elétrons interagem via
espalhamento Compton com os fótons e espalhamento Coulomb
com os prótons; e os prótons, basicamente, interagem somente com
os elétrons, já que a amplitude de espalhamento da interação
Compton depende do inverso da massa, e a massa do próton é
muito maior do que a do elétron, temos que as equações de
Boltzmann são esquematizadas como sendo,

d fe (t, ~x , ~q)

dt
= 〈Ce−p〉QQ′q′ + 〈Ce−γ〉pp′q′ ,

d fp(t, ~x , ~Q)

dt
= 〈Ce−p〉qq′Q′ ,



Equação de Boltzmann para os bárions


d fe (t, ~x , ~q)

dt
= 〈Ce−p〉QQ′q′ + 〈Ce−γ〉pp′q′ ,

d fp(t, ~x , ~Q)

dt
= 〈Ce−p〉qq′Q′ ,

em que uso a representação

〈· · ·〉xx ′y ′ =

∫
d3x

(2π)3

∫
d3x ′

(2π)3

∫
d3y ′

(2π)3 (· · ·) .

e os ’ representam os momentos após a interação.



Equação de Boltzmann para os bárions
Usando

ni (t, ~x) = gi

∫
d3~p

(2π)3 f (t, ~x , ~p)

ni~vi (t, ~x , ~p) = gi

∫
d3~p

(2π)3 fi (t, ~x , ~p)
~p

m

ni = ni (1 + δi (t, ~x))

é possível mostrarmos que

∂δ

∂t
+

1
a
∇ · ~vb + 3

∂Φ

∂t
= 0, ou

∂δ

∂t
+

1
a
kvb + 3

∂Φ

∂t
= 0

~vb = vbk̂ .
Esta equação é válida tanto para bárions quanto para CDM.
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Equação de Boltzmann para os bárions

Usando também as relações
mpnp + mene ≈ mpnb,

mpnb = ρb,

ρb = ρb (1 + δb) ,

ρb = mpnb,

também é possivel mostrar que (no espaço de Fourier)

∂vb
∂t

+Hvb+
1
a
~k ·∇Ψ =

−neσT
a

(
4ργ
3ρb

)
(3iΘ1 + vb) ≡ τ̇

aR
(3iΘ1 + vb) .
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Equações de Boltzmann
De modo geral, as equações de Boltzmann em tempo comóvel e no
espaço de Fourier são dadas por

Θ′ + ikµΘ + Φ′ + ikµΨ = −τ ′
(

Θ0 −Θ + µvb −
1
2
P2 (µ) Π

)
,

ΘP ′ + ikµΘP = τ ′
(

ΘP − 1
2

(1− P2 (µ)) Π

)
δc
′ + ikvc = −3Φ′,

vc
′ +Hvc = −ikΨ,

δb
′ + ikvb = −3Φ′,

vb
′ +Hvb = −ikΨ +

τ ′

R
(3iΘ1 + vb) ,

N ′ + ikµN = −Φ′ − ikµΨ.

com µ = p̂ · k̂ , ângulo entre a propagação da perturbação e do
fóton.



Equações de Einstein

ργ = −
(
T 0

0
)
γ

= 2
∫

d3p

(2π)3P
0f (t, ~x , ~p) = 2

∫
d3p

(2π)3Eγ (p) f (t, ~x , ~p)

δργ = 2
∫

d3p

(2π)3Eγ (p) δf = 4Θoργ

δγ =
δργ
ργ

= 4Θ0

De maneira equivalente,

δν =
δρν
ρν

= 4N0.



Equações de Einstein

A partir das espressões de δρ podemos expresser o termo (00) da
equação de Einstein como

δG 0
0 = 2a−2 (k2Φ + 3H

(
Φ′ −HΨ

))
= 8πGδρ = 8πG

∑
j

δρj ,

ou, em tempo cósmico,

k2

a2 Φ + 3H
(

Φ̇− HΨ
)

= 4πG (ρbδb + ρcδc + 4ργΘγ + 4ρνNν) .



Equações de Einstein

Na componente (ij) separamos o tensor de Einstein (no espaço de
Fourier) em componentes exclusivamente diagonal e outra parte
sem traço. Como queremos somente o termo sem traço, definirei o
seguinte operador

Di
j
.

= ∂ i∂j −
1
3
δij∇2.

Que quando atuando no espaço de Fourier, assume forma

Di
j = −k2

(
k̂ i k̂j −

1
3
δij

)
. (2)
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Equações de Einstein

Tomando somente o termo sem traço

Dj
i δG

i
j = −2

3
k4a−2 (Φ + Ψ)

Dj
i δT

i
j =

8
3
k2Θ2ρ

0
γ +

8
3
k2N2ρ

0
ν

Portanto,

Dj
i δG

i
j = 8πG

(
Dj

i δT
i
j

)
∴ k2 (Φ + Ψ) = −32πGa2 (Θ2ργ +N2ρν)



Equações de Einstein

Há ainda como obter o termo diagonal do tensor de Einstein. De
modo geral temos:

k2Φ + 3H
(
Φ′ −HΨ

)
= 4πGa2 (ρmδm + 4ρrΘr ,0) ,

Φ′ −HΨ =
4πG
ik

a2 (ρmvm − 4iρrΘr ,1) ,

k2 (Φ + Ψ) = −32πGa2Θr ,2ρr .

Não obtivemos a outra equação pois basta duas delas, uma vez que
basta nos duas das três equações, já que elas não são
independentes entre si, o que çeva a redundancia.



Equações de Boltzmann-Einstein

Θ′ + ikµΘ + Φ′ + ikµΨ = −τ ′
(

Θ0 −Θ + µvb −
1
2
P2 (µ) Π

)
,

ΘP ′ + ikµΘP = τ ′
(

ΘP − 1
2

(1− P2 (µ)) Π

)
δc
′ + ikvc = −3Φ′,

vc
′ +Hvc = −ikΨ,

δb
′ + ikvb = −3Φ′,

vb
′ +Hvb = −ikΨ +

τ ′

R
(3iΘ1 + vb) ,

N ′ + ikµN = −Φ′ − ikµΨ

k2Φ + 3H
(
Φ′ −HΨ

)
= 4πGa2 (ρmδm + 4ρrΘr ,0) ,

k2 (Φ + Ψ) = −32πGa2Θr ,2ρr .

.


