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4.2 perturbagées: motivagao

4.2 Perturbagbes cosmologicas: motivagao

*. Radiacdo cosmica de fundo

Observamos um background (fundo) de fétons primordiais, com um espe',
de corpo negro com temperatura 3.726 °K. Mas a unica informacao util g
podemos retlrar desse background €a den3|dage de energia dos fotons:

gJ‘E
pv (2 ) 30 7:/ Bose-Einstein
(h=c=k,=1)

0 que vem a dar, usando T, = 2.726 °K ~ 10-4 eV, o valor usado acima, que
em unidades naturais € p, = 2,1 10-51 GeV4.

Mas quando observamos a RCF com mais
cuidado, vemos que ela tem minusculas
inomogeneidades, regides com temperatura
ligeiramente maiores e menores do que a
ddidrao dessas perturbacdes Jcontém
informacdes sobre: geometria, taxa de
expansao, matéria bariénica, matéria
escura, parametro de desaceleracao,

espectro primordial das perturbacoes etc...



. Estrutura em largas escalas (galaxias, aglomerados etc.):

O universo observado hoje € bastante homogéneo e isotropico, mas

somente em escalas extremamente grandes (bem acima de 100 Mpc). Em

escalas pequenas, o universo é evidentemente bastante inomogéneo.

Para compreender como as galaxias tém a distribuicao observada, €
necessario estudar o processo de colapso gravitacional das primeiras
estruturas. Essa historia de formacao de estruturas depende de varios

parametros cosmoldgicos: a densidade de matéria aglomerativa, a taxa de
expansao, o parametro de desaceleracao e as condigdes iniciais impressas

nos fluidos que compde o universo.

A formacao de uma estrutura se da do seguinte
modo: uma regiao que é levemente mais densa
que a média dos seus arredores exerce uma
atracao mais forte, que puxa mais matéria para
perto de si.

A matéria que migra das cercanias em direcao

ao centro da regiao mais densa deixa um vazio
para tras, que se torna cada vez menos denso,
na mesma medida em que a regiao mais densa
cresce.




4.3 perturbagoes cosmolégicas

Perturbacoes cosmologicas relativisticas

£Z A métrica do background é a métrica de Friedmann-Robertson-W{ Daqui para

ds? = azm)L_ dﬂz s d)_c'zj frente, tomamos

K=0
A

Vi
S =0a M,
tempo
++ Uma perturbagado completamente genérica em torno dessa conforme:
métrica é representada por: .- a(m) dn = dt
g = 8usM) +0g,(XMn)

= a> M)y, +W ., (Fm) ]

Onde entende-se que as perturbacoes sao pequenas comparadas ao
background, ou seja: y,, << 1.

.+ As perturbacoes evidentemente nao respeitam as mesmas simetrias que o
background (elas dependem de posicao e direcdo); mas podem ser
classificadas segundo essas simetrias. A estrutura das simetrias de FRW
pode ser usado para decompor as perturbacoes da métrica em componentes
independentes. Essas componentes se acoplam a setores independentes da
teoria, que podem ser resolvidos separadamente em teoria de perturbacoes.



<+ Note que o background FRW tem uma estrutura 3+1: de um lado, o tempo;
de outro, as componentes espaciais, que sao todas equivalentes. Isso
significa que as matrizes 4x4 podem ser resolvidas em blocos:

foio o o)

(Escalar o | Vetor .

© Vetoro ollensor3x3

lpab =

\O o O O/

Ou seja, podemos separar o (4,4) em (1,1), (1,3) e (3,3)

A parte vetorial contém termos que podem ser obtidos através das derivadas
espaciais de um escalar; o mesmo vale para o tensor 3x3. Para separar
completamente as partes escalar, vetorial e tensorial, fazemos uma decomposicao a
la Helmholtz, em que temos 1-escalares, 3-escalares, 3-vetores e um 3-tensor puro:

0 v 0 0
+ +
Vi U[l' .J] 0 hi]'

Vii=U';=0 Graus de liberdade :
hi=h;=0 4(escalar) + 4(vetor) + 2(tensor) =10
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22 A parte escalar das perturbacdes é a mais importante de todas: é

ela que se acopla as perturbacoes de densidade e de pressao, e
portanto sao perturbacées escalares que sao as grandes responsaveis
pela formacao de estruturas e pela radiagao céosmica de fundo. .

22 As perturbacoes vetoriais se acoplam a campos de spin 1 que
tém uma distribuicao anisotrépica no espaco. Sio elas as
responsaveis pelos campos magnéticos que existem no espaco
intergalactico. Como essas perturbacdes decaem rapidamente,
esses efeitos sdo geralmente irrisorios.

22 As perturbacgoes tensoriais sao simplesmente as ondas
gravitacionais. Essas perturbagcdes da métrica correspondem ao
setor de helicidade 2 da teoria, e portanto ndo se acoplam a
nenhuma fonte de matéria. Ondas gravitacionais nao tém o menor
efeito sobre a formacao de estruturas massivas, mas podem afetar a
radiacao cosmica de fundo medida na terra ao deformar as
geodésicas onde os raios de luz se propagam.



4.3 perturbag6es cosmologicas

++ Nosso foco estara direcionado sobre as perturbacdes escalares, por serem
elas as grandes responsaveis pelas estruturas que observamos hoje. Temos
entao, guardando apenas a parte escalar das perturbagdes, numa notagao
mais padronizada, a métrica:

—1-2d B

l

B,  (1-2w), +2E,

ol

gab = az(n)

++ Antes de substituir essa métrica nas expressoes para as curvaturas, temos
que resolver um detalne comum as teorias de gauge: a invariancia de gauge.



.+ Arelatividade geral € uma teoria invariante por transformacgoes
generalizadas de coordenadas, ou seja, temos total liberdade para redefinir
as reguas e relogios, assim como as trajetorias dos observadores do sistema
de coordenadas. Uma transformacao de coordenadas infinitesimal pode '
expressa como:

xa — ”i{a - xCl +§a
Onde g2 é uma translacao infinitesimal.

Sob uma transformacgao de coordenadas, os objetos que vivem na variedade
(vetores e tensores do espaco-tempo) se transformam segundo a derivade de

Le:  0—=0-0-L0

No caso da métrica, essa transformacao se reduz a:

gab . gab = gab - gab,c§0 - gac% C’b 7 gbcg C’a + O("Ez)
Evidentemente, consideraremos apenas transformacdes de coordenadas tais que a
métrica do background permaneg¢a a mesma. Portanto, o parametro de gauge £2
pode ser considerado um termo perturbativo, que redefine apenas as perturbacoes.
Guardando apenas os termos em primeira ordem nas perturbagoes temos:

S chile ggb "'ang =>10g,;, =0g,;, — g;)b,czc - gc(z)c% b= ggc% "




.+ Em principio, Ex € um vetor qualquer. Se quisermos estudar perturbacoes
genéricas da métrica, devemos considerar todos os 4 graus de liberdade
desse vetor.

»+ Entretanto, ndo estamos interessados em perturbacgdes gerais: queremos.
estudar perturbacdes escalares, as associadas com as inomogeneidades de
energia e pressao. Portanto, temos de considerar o subconjunto dos £ que
preserva o carater escalar das perturbacoes:

—1-20 B, 2
B, + @ fyws oEy )

)

-1-2 B,
B,  (1-2W), +2F,

.l

a’(m)

Assim como na discussao acima da separacgao de um tensor em partes, o 4-
vetor £ pode ser decomposto em um 1-escalar, um 3-escalar e um 3-vetor.

Como o 3-vetor nao preserva a “escalaridade” das perturbacdes, nos o
descartamos, restando:

§a=(§O,§’i) E@ escalares

8



4.4 gauges

Substituindo &« na expressao da transformacao da métrica obtemos, apds um
pouquinho de algebra, que as componentes se transformam do seguinte

: = 1
modo: CI)e(I>=CI>——(a§°)
a »
PP gl
a
B—>B=B+E’-¢E'
E—-E=E-E

Chegamos entao a seguinte conclusao: temos 4 graus de liberdade — 2
vinculos = 2.

Ou seja, podemos usar as duas funcdes escalares, £0 e E, que podemos fixar

com total liberdade. As escolhas dos vinculos que essas funcoes tém que
obedecer significa fixar o gauge.



4.4 gauges

22 Podemos escolhé-las, por exemplo, de tal modo a fazer E=B=0. Esse caso
€ conhecido como gauge longitudinal, ou gauge conforme-newtoniano:

—1-2" 0 .

L 2
gab =d (T]) 0 (1—2WL)6U

2 Outra escolha comum € o gauge sincrénico, no qual as componentes 0-a
sao zero, ou seja, =B=0. Temos:

. . = | 0)
gab =d (T]) O (1—21115)611 +2ES,ZJ

Exercicio: mostre que o gauge sincrénico
nao € completamente determinado, ou seja,
€ possivel encontrar uma transformacao de
coordenadas cujo unico efeito € redefinir as
perturbacoes da métrica W s e Es.



22 Ja passamos pela parte mais dificil, que sao as perturbacées da métrica.
Para escrever as equacg0Oes de Einstein basta agora encontrar o modo de
perturbar a matéria, ou seja, precisamos determinar o tensor de energia e
momento perturbado. .

Se tivermos uma teoria de campos (por exemplo, um campo escalar), € trivial:
basta perturbar o campo, ¢(n) = d(n) + ddp(X,m) .

Porém, para estudar cosmologia, algumas formas de matéria nao necessitam
ser descritas microscopicamente, como uma teoria de campos: basta alguma
teoria efetiva macroscoépica que descreva a hidrodinamica desses fluidos.

Temos entao: T4, — (p F p)uaub e pf)lf

Podemos perturbar a mateéria introduzindo flutuacdes na densidade de energia,
pressao e velocidade do fluido:

Pp=p,M)+0p , p=p,+Op , u’=(-10u')

O que nos da:

g e —O0p = (D ka Po)auj ao consideramos
b = i stress anisotrépico

+ : = :
(Do + Po)OU, 0po; nem cisalhamento

anisotropic shear




:: Agora basta escrever as equacgoes de Einstein para as perturbagoes, ou
seja: obter o tensor de Einstein perturbado, usando a métrica no gauge
escolhido (longitudinal), e iguala-lo as perturbagdes no tensor de energia e
momento acima.

Apos um pouco de algebra tensorial (ou, para as ultimas geracoes, apos a
segundos manipulando algum software algébrico) obtemos:

Limite newtoniano
(a=1)

Eq. de Poisson:
av av Cé' ' VW = 4J'EG P
0-0 -kK®-3- CI)'+—(I>)V=2@JT-€Ba—E{@'+—
a a A a
0-i Kk’ CI)'+iCI>) = 475@&21.6(1)#
a
4! " é%' avZ
i=j D'+ @"+{®g+f —P=4 #3180 (P -
ad a ada
=N V(D - W)

I
(SO se nao ha
stress
anisotropico)

f(x) =f(§;k)3 ei/msz
: 2 2
\c')j —» zkj V°— -k




22 No caso de fluidos perfeitos (e processos adiabaticos), temos uma grande
simplificacao:

dw
p=wp)p = Oop= (w+ pdp)ép = ¢,’dp

Para matéria fria (poeira) e matéria relativistica (radiacao), a simplificacao ’
ainda maior:

p,=0 = op, =0
3P, = Op,=30p,

22 Substituindo essas expressdes nas equacoes de Einstein, podemos eliminar
a densidade de energia dp e chegamos a uma equacgao para o “potencial
newtoniano” & :

D'"'+3< (1 + cS2)®'+cS2k2® + \_2“7 - (3C‘S = 1)—_h> 0

A densidade de energia esta relacionada ao potencial newtoniano por:

P _ |ch1>+3ac1>'+3a'2c1>]

Po 3a7



22 Obtivemos equacdes que descrevem os modos de Fourier do potencial
gravitacional relativistico e da perturbacao de densidade. Podemos agora
resolver essas equacdes para obter a histéria da formacgao das primeira

estruturas.

pr=3
a(l,) e t2/3(1+W) e tl/Z
dt
dn=——=mn <"

a(t)

p, = w, =3 =
1
s a(n)=a0(n)
My
4
D"+ —D '+



Essa equacio tem uma solucao elementar:

2 _ K

W, 3

P, = L3[c1 (k)(wn cosw, —sinw,n ) + ¢, (k)(w,n sinom + cosm,;r]l! |
"

Temos portanto dois limites:

o Ultra-violeta (UV): o, m >>1 (I)k oC Lz ; 6pk o CONSL.
L péo
e Infra-vermelho (IR): v, n << 1
¢ ®, o const. Pe o const.
Po

Portanto, o contraste de densidade dp/p permanece constante durante a
era da radiacao !

Em outras palavras, nao ha formagao de estruturas durante a era da
radiacao.



Poeira (matéria fria)

p,=0 = w,=0 = ¢ (=0

Na era da matéria, temos o fator de escala: .
a(l,) e t2/3(1+W) e t2/3 b 5
1 a’ e
dt 1/3 ( am) =a,l — > f =
dn =——=m %t Mo a m
a(t)
e portanto a equacgao para o potencial gravitacional é:
3 MODO CRESCENTE!
" & ]
N

(Note que o termo de gradiente (k2) foi embora, devido a ¢ ,2=0 p/ poeira.)

A solucao dessa equacao é€ trivial:

d IR, kn <<1: op/p x const.
@, =cy(k)+c,(kn~

UV,kn<<1: 8p/p xn’ xa




4.6 formagao de estruturas

Vamos ver a que correspondem fisicamente esses limites IR e UV.

O numero de onda k é relacionado ao comprimento de onda por:

A 27
=25 = g =atDh —a = .

@©

Podemos entao escrever, usando a relagcédo entre tempo conforme e tempo comovel:

1 k H™' fn>>1: Ag << H'
' » o . -1
@/ aH M\, I <<1: N, >>H

o ~

Resumindo:

:: Durante a era da radiagao, o contraste de densidade 6p/p permanece
constante.

22 Durante a era da matéria, o contraste de densidade dp/p permanece
constante em escalas maiores que o horizonte (A >> H-7) e cresce ~
a(t) em escalas menores que o horizonte (A>>H-1).



Conclusoes:

Ou seja, nao ha formacao de estruturas
durante a era da radiacao: mesmo flutuacées em escalas
pequenas (sub-horizonte) sao incapazes de vencer a
pressao dos fotons e aumentar a aglomeracao.

* A formacao de estruturas (em escalas sub-horizonte!) s6
comeca quando a era da radiacao termina e a era da
matéria comeca.



