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Resumo

Nesse trabalho, apresentamos duas técnicas de comunicagéo por espalhamento es-
pectral com caos. Na primeira, o caos tem sua dindmica modulada pela informacio,
sendo essa recuperada pela reconstrucio do espago de fase do sistema, via sincronizagio
caotica. Para ocorrer a codifica¢@o na dindmica caética do sistema, devemos controlar
o caos. Para isso, desenvolvemos um método de controle de caos, baseado na dinimica
simbolica dos sistemas cadticos. Na segunda técnica, empregamos o conceito de tempo
de recorréncia. Nesse método a informacéo é codificada em segmentos da forma de
onda caética, sendo recuperada pela analise estatististica do sinal cadtico recebido. Em
ambos 0s casos, consideramos o canal sofrendo influéncia de ruidos.



Abstract

In this thesis, we show two communication methods based in spread spectrum
with chaos. In the first approach, chaos has its dynamics modulated by the source of
information. This information is recovered at the receiver. This is synchronized with
transmitter, by phase space reconstruction. The codification of the information into the
chaotic trajectories is done by chaos control. In the second approach, we have used the
notion of return time recurrence. The source of information is coded by segments of
the chaotic signal, larger than strictly necessary to acommodate it, and is recovered by
statistical analysis of the chaotic signal received, which restores the return time of the
transmitted trajectories. In both cases we consider the physical channel undergo the
action of additive gaussian noise.



Capitulo 1

Prefacio

Uma das mais importantes caracteristicas de sistemas cadticos ¢ sua dependéncia
em relag@o as condi¢des iniciais. Isso significa que dado dois pontos muito proximos
um do outro, suas trajetorias afastardo-se exponencialmente uma da outra com O pas-
sar do tempo. Esse fendbmeno é um dos mais importantes fatores que diferenciam os
sistemas cadticos dos ndo-cadticos. Essa divergéncia das trajetorias torna os sistemas
cadticos intrinsecamente ndo previsiveis a longo prazo, ndo importando com que pre-
cisdo conhegcamos as posi¢Oes iniciais.

Os sistemas cadticos escondem por tras de sua aparente aleatoriedade um com-
portamento deterministico. No caos, comportamentos € dindmicas complexas podem
se esconder em sistemas descritos por simples equacdes algébricas ou conjuntos de
equacdes diferenciais. Alguns autores consideram o caos uma espécie de ruido deter-
minista [1], devido a esse comportamento aparentemente aleatorio.

O objetivo central do nosso trabalho é usar as propriedades dos sistemas cadticos
que possam ser Uteis no desenvolvimento de sistemas de comunicagoes. Existe uma
estreita relagdo entre sistemas cadticos € a teoria da informagdo [2], pois sistemas
cadticos podem ser vistos como fontes geradoras de informacdo. Associando-se um
conjunto de simbolos discretos a diferentes partes do espaco de fase, através da dindmica
simbdlica, os sistemas cadticos podem se tornar fontes de sinais digitais. Pelo controle
apropriado das trajetorias podemos fazer com que um sistema cadtico possa gerar uma
desejada seqiiéncia de simbolos, tornando possivel a inser¢do de informacdo no fluxo
cadtico resultante [3, 4]. Isso, junto com a propriedade de sincronizagdo cadtica, em
que dois sistemas semelhantes, porém partindo de condi¢des iniciais diferentes conver-
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gem suas trajetorias, permitem a construgio de sistemas capazes de enviar informacao,
em um arranjo composto de transmissor e receptor.

A aplicagdo de sinais cadticos em comunicagdes tém, em principio, duas vertentes
principais de uso: a primeira objetiva aplica¢des em criptografia, através do embara-
lhamento do contetido da mensagem em uma seqiiéncia cadtica. A segunda aplicagio
t€m como meta a transmissdo de informagdo pela codifica¢cdo ou modulagio de uma
portadora cadtica. Isso pode ser feito de varias maneiras, o que veremos em detalhes
no decorrer deste trabalho. Como o0s sistemas caéticos apresentam espectro de banda
larga, sistemas que utilizam essa propriedade estdo sendo objetos de intensa pesquisa.
Essa area de pesquisa chamada de comunicagdo cadtica por espalhamento espectral,
serd o principal objeto de nosso trabalho. Nessa aplicagdo, o objetivo € espalhar a
informacdo em uma faixa de freqii€éncia muito maior que a necessaria para uma dada
taxa de bits, visando reduzir as interferéncias com outras fontes de sinal, aumentar a
imunidade a ruidos e também permitir o uso compartilhado do canal de comunicacéio
entre VArios usudrios.

Os sistemas caoticos apresentam uma densidade espectral de poténcia aproxima-
damente uniforme, sendo a energia dos sinais espalhada sobre uma faixa ampla de
freqiiéncias, além do que sinais cadticos complexos podem ser gerados utilizando-se
circuitos elétricos relativamente simples [5] dai, o seu uso potencial em comunicagoes.

1.1 Objetivos

Ao longo deste trabalho nosso objetivo serd o estudo, analise € o desenvolvimento
de técnicas de comunicagdo que possam utilizar os sistemas cadticos como pega bdsica.
Dentro do universo dos sistemas ndo-lineares, nos concentraremos basicamente em
dois tipos. Analisaremos os sistemas cadticos que podem ser descritos em termos de
equacdes de diferencas ou mapas. O outro tipo analisado serd aquele que descreve
sistemas dinAmicos modelados por conjuntos de equacgdes diferenciais ou fluxos.

Dentre os varios aspectos dos sistemas nio-lineares, focaremos somente 0s aspec-
tos que possam ter interesse em nossos objetivos. Um representante de cada familia
serd estudada, dos sistemas discretos, nos concentraremos no mapa logistico. Para
sistemas continuos, o circuito elétrico de Matsumoto serd nossa escolha. Em ambos
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os casos procuraremos estender os resultados para sistemas andlogos. Desenvolve-
remos duas abordagens para levar a efeito a transmissdo de informagao com caos.
Na primeira abordagem a fonte de informagio atuard como elemento modulador da
dinimica do sistema cadtico. A propriedade ja descrita dos sistemas cadticos apresen-
tarem espectro de Fourier continuo serd explorada na segunda abordagem. Nesse caso,
a informagio nio esta embutida na dinfimica cadtica do sistema, mas sim sera fungéo
de propriedades estatisticas tipicas de sistemas com caos, 0 que permite a recuperagao
da informag@o espalhada sobre todo o espectro do sinal cadtico.

As técnicas de controle de caos e a sincronizagdo de sistemas cadticos, também
serdo estudadas por serem o cerne dos métodos que iremos desenvolver e analisar.
Ruidos estio sempre presentes em processos que envolvem a transmissao de sinais. Em
nossas andlises iremos verificar qual o efeito que ruidos, em geral aditivos, podem ter
em um canal de comunicag@o ca6tico. Como existem varios métodos de comunicagao
com caos, tentaremos fazer uma andilise comparativa das vantagens € desvantagens
entre eles e as técnicas aqui desenvolvidas.

1.2 Justificativa e Metodologia

Cada dia que passa, fica mais ténue a barreira que separa as pesquisas em ciéncias
puras das pesquisas em ciéncias aplicadas. Em nosso caso, estamos mais interessados
na exploragiio da regido de superposi¢@o entre ambas, a fisica como ciéncia pura e a
engenharia, como ciéncia aplicada.

Nossa motivacio ao empreender esta pesquisa € justamente explorarmos essa con-
vergéncia, ao vincularmos caracteristicas de comportamento de sistemas cadticos com
problemas relacionados ao projeto de técnicas mais eficientes de transmitir e receber
informacao.

Em fun¢@o da maneira como a informagéo é modulada, seja ela na forma de variaveis
continuas ou discretas, podemos ter vdrios esquemas de comunicagdo usando sistemas
cadticos. Inicialmente o uso do caos em comunicacdo tinha como principal objetivo
obter meios de comunicag¢do mais seguros, em duas abordagens distintas. A primeira
visava utilizar o caos para criar sistemas de criptografia. Nesse caso o caos fornece as
seqiiéncias pseudo-aleat6rias necessdrias para a realizagdo da criptografia. Ocorre que
esse campo de pesquisa, atualmente encontra-se em desenvolvimento tanto no sentido
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de obter técnicas mais confidveis, quanto para mostrar que sistemas de criptografia ba-
seados em caos ndo sdo seguros o suficiente frente as novas técnicas de criptoandlise e
velocidade de novos processadores e algoritmos que conseguem quebrar as chaves uti-
lizadas, com relativa facilidade. A segunda abordagem inicialmente proposta, visava
obter meios de comunicagio segura mascarando-se a informagéo dentro da comple-
xidade do caos. Um desses esquemas conhecido como mascaramento cadtico mistu-
rava a informagio, com um nivel apropriado dentro da portadora caotica e esse sinal
composto era transmitido, sendo retirado o sinal cadtico no receptor, recuperando-se
a informacdo enviada. Esse esquema porém, mostrou-se muito fragil ¢ com extrema
sensibilidade & presenga de ruidos [6].

Atualmente, 0s novos esquemas de comunicag@o cadticos estdo focados em fa-
zer pleno uso de algumas caracteristicas fundamentais de sistemas cadticos, a saber:
o espectro de banda larga e o determinismo que possibilita a geracao de seqliéncias
pseudo-aleatérias com propriedades estatisticas que podem ser controladas e se apro-

ximar do ideal para o uso em sistemas de comunicaggo por espalhamento espectral.

Nesta tese, descreveremos qualitativamente e quantitativamente a titulo de revisdo,
e também para podermos comparar, as vdrias técnicas de comunicagao com caos com
os métodos por nés desenvolvidos. No capitulo dedicado & comunicagdo por espa-
Ilhamento espectral, iremos estudar em detalhes os conceitos relativos a esse método,
tais como o efeito do alargamento da faixa espectral na relag@o sinal-ruido, o conceito
de correlagdo entre fungdes, bem como a correlag@o entre sinais provenientes de dife-
rentes fontes (o problema dos multicaminhos). Mostraremos ainda e principalmente
como as caracteristicas dos sistemas cadticos podem ser aproveitados na comunicagao
por espalhamento espectral.

Embora as técnicas de comunicagdio sejam baseadas em sistemas lineares, no-
vos métodos de comunicagdo utilizando o caos tém sido constantemente propostos.
Como ji afirmamos, existe uma vinculagao entre 0 comportamento cadtico e a teoria
da informac@o, um vez que muitos conceitos entre ambos sdo comuns. Portanto, a par-
tir dessa relagéio podemos inferir que novas possibilidades podem se oferecer quando
aplicadas no contexto do desenvolvimento de novas técnicas de comunicac¢iao. Em ter-
mos de objetivos podemos resumir tudo em uma so questao: existe alguma vantagem
no uso do caos em sistemas de comunicacio? Nossa meta é fornecer subsidios para

responder & essa pergunta crucial.
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Em relagfio & metodologia empregada no desenvolvimento do nosso trabalho, cum-
priremos O seguinte programa: na primeira parte faremos fundamentalmente uma
anélise tedrica e fenomenoldgica, na segunda parte faremos a simulagdo numérica dos
sistemas cadticos envolvidos. Também discutiremos ao longo desta tese os conceitos
e fundamentos principais relativos as comunica¢des e aos sistemas cadticos que sejam
de interesse para aplicagdes em sistemas de comunicagao.

Nas simulagdes numéricas que faremos, consideraremos inicialmente os sistemas e
comportamentos cadticos vistos como elementos isolados. Ao final do trabalho reuni-
remos essas partes, € simularemos um sistema completo de comunicagio baseado em
caos, analisando e comparando os resultados obtidos.



Capitulo 2

Principios de Comunicacao com Caos

2.1 Introducao

Nesse capitulo iremos descrever os principais pontos que tornam atraente o uso do
caos em sistemas de comunica¢do, destacando os pontos em que aspectos positivos
possam ser aproveitados, bem como os aspectos negativos que possam ser objeto de
estudo visando a sua minimizagio.

Como ja mencionado o fato de sistemas cadticos apresentarem um espectro de
poténcia continuo, indicando uma complexidade em sua dindmica, podem ser uti-
lizados na concepcio de sistemas de comunica¢des seguros, tanto por via de espa-
lhamento espectral, quanto pela criptografia. Nesse caso, podemos usar o caos para
a geragao de longas seqiiéncias pseudo-aleatérias, uma vez que essas apresentam-se
como seqliéncias ndo-periddicas, podendo ser aplicadas para o embaralhamento crip-
tografico ou para o espalhamento espectral da informagdo. Os sistemas de comunicacio
com caos, tanto quanto oS sistemas convencionais, podem ser do tipo monousudrio,
quando o meio fisico ndo é compartilhado, como podem ser do tipo multiusuério, onde
existe o compartilhamento do meio fisico. Neste trabalho iremos descrever como algu-
mas técnicas de comunica¢ido monousudrio, com caos, funcionam, fazendo simulagoes
numeéricas com os modelos matematicos desses sistemas.

Os trabalhos pioneiros que aproveitavam a idéia de usar o caos como elemento
base de sistemas de comunicagio, tinham por meta mascarar a informagdo no fluxo
caotico, numa abordagem semelhante a criptografia, uma vez que a justificativa era a
comunicagao segura [6]. Porém, os métodos de reconstrucio do espago de fase [7, 8]
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tornaram esse caminho muito vulnerdvel a ataques invasivos [9]. No entanto, a aborda-
gem criptografica tem sido novamente objeto de estudos recentes, uma vez que técnicas
mais elaboradas tem sido experimentadas objetivando evitar ataques via reconstru¢ao
do espaco de fase, tornando as técnicas de criptografia cadtica mais confidveis. A ou-
tra via possivel, explora a idéia do espalhamento espectral, onde a faixa de freqiiéncia
alocada para a informacfo é muito maior que o estritamente necessério, tornando atra-
ente 0 uso do caos, uma vez que podemos utilizar seqiiéncias de formas de onda
cadticas nao-periédicas. Em nosso trabalho nos concentraremos nessa possibilidade,
juntamente com o enfoque na codificagdo dindmica, com a informagao inserida di-
retamente na dinimica do sistema cadtico utilizando-se modulagio cadtica. Faremos
nesse capitulo uma breve descri¢io de alguns fundamentos tedricos da comunicagao
por espalhamento espectral, que serfio de interesse para o nosso trabalho.

Discutiremos ainda, alguns conceitos basicos de comunicagéo cadtica e analisare-
mos, a titulo de comparag@o, alguns métodos de comunicag¢do com caos.

2.2 Elementos de um sistema de comunicacao

Ao longo desta tese contantemente iremos tratar de sistemas de comunicagao refe-
rindo-nos aos elementos que formam uma unidade funcional capaz de levar uma dada
informagio b(¢) de um transmissor para um receptor. A seguir, apresentaremos uma
breve descrigio dos elementos constitutivos de um sistema de comunicagio.

O primeiro elemento fundamental € a fonte de informagao b(t) que pode ser analo-
gica ou digital. A informagdo continua ou analdgica pode ser voz ou video por exem-
plo. Essa informagdo b(t), ainda na forma original, passa por um primeiro processo
de codifica¢iio sendo convertida em um formato comum aceito entre as partes trans-
missora e receptora. Em geral esse processo de codificagdo na fonte tem por objetivo
principal retirar o maximo possivel de redundancias presentes nos dados gerados pela
fonte de informagéio, para a otimizag@o do uso da largura de banda do canal de trans-
missdo. Nesse processo de codificagio pode haver mudanga no formato da informagao,
de analGgico para digital ou vice-versa.

O funcionamento do bloco de codificacdo do canal estd baseado na afirmagao de
Claude Shannon: um canal com uma largura de banda B,, = |fo — fi| (sendo f, a
freqiiéncia inferior e f1 a freqiiéncia superior) transmitindo um sinal com poténcia Ps
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em um meio com ruido aditivo gaussiano 7(t) ( densidade espectral de poténcia "”20

e variancia o2) terd uma capacidade C. de transmissio dada por:

C, = log,(1 + %—) (2.1)

N

sendo que a poténcia média do ruido Py € dada por:

i o
e 2/ —dw (279
o 2

0

Shannon, mostrou que adicionando-se um certo grau de redundéncia ao sinal que
contém a informagao util, poder-se-ia reduzir a quantidade de erros na recep¢ao a um
patamar tdo baixo quanto se quisesse, desde que a taxa mixima de transmiss@o esteja
abaixo do limite dado pela equagdo 2.1. Portanto, a codificacdo de canal utilizando
essa propriedade pode ser aproveitada para a detec¢lo e corregdo de erros, atraves da
adi¢do de informagdo extra (redundéncia controlada). Em seguida, esse sinal deve
assumir uma forma adequada 2 transmissdo pelo meio fisico!, operagéo essa que €
levada a termo pelo bloco modulador.

Em alguns sistemas a codifica¢@o do canal ¢ combinada em um bloco tnico junto
com o processo de modulagdo, procedimento que também adotaremos ao longo deste
trabalho, salvo mengdo em contrario. Adiante, entraremos em mais detalhes sobre essa
operacdo, quando abordaremos aspectos relativos 2 modulagdo cadtica. O sinal ()
resultante da modulagio sofre a adicio de uma parcela de energia indesejavel 7)(t) cha-
mada ruido, durante o processo de transmissdo do sinal ao receptor. Em um sistema
de comunicac@o real, o processo de adi¢do de ruido ao sinal z(f) sempre ocorre em
menor ou maior grau. Do lado do sistema receptor, 0s processos devem ocorrer na or-
dem inversa ao efetuado no sistema transmissor, resultando o sinal m(t) = x(t) +n(%)
recebido ser convertido 4 informagéo original b(t). Na figura 2.1 todos os elemen-
tos mostrados sdo vistos interligados, formando um sistema de comunicagdo basico,
composto de transmissor € receptor.

Os processos de comunicagio entre os seres humanos sdo inerentemente feitos
na forma de sinais analdgicos. Assim, embora os sistemas de comunica¢io digital

I A modulagdo pode ser digital ou analégica, tendo por objetivo imprimir a informagdo na onda
portadora.
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Figura 2.1: Esquema geral de um sistema de comunicago.

sejam baseados em valores discretos, a maioria dos processos na natureza, em nivel
macroscopico, processa-se, com as varidveis assumindo valores continuos no tempo e
no espaco.

Ocorre que, em geral, a transmiss@o da informagio sob a forma anal6gica nao
€ a maneira mais eficiente de usar a capacidade de um canal de comunicagao, embora
a transmiss@o no meio fisico seja otimizada quando os sinais se apresentam na forma
analogica. A comunicagdo digital pode ser feita mais eficiente através da codificacio
da fonte, cujo objetivo € a eliminac¢do da redundincia da informacio, além disso os
sinais digitais s30 por natureza ideais para o processamento por computadores e pro-
cessadores digital de sinais, o que pode proporcionar sistemas com grande velocidade
e complexidade, como por exemplo, a moderna telefonia celular digital.



2.3 Fundamentos da comunicag¢io por espalhamento espectral 27

2.3 Fundamentos da comunicac¢io por espalhamento es-
pectral

A comunicagio por espalhamento espectral € uma técnica na qual um pseudo-ruido
(PN)? de banda larga, independente da informagdo, ¢é empregado como elemento
codificador da informagéo desejada. Isso, promove o espalhamento da energia do sinal
sobre uma largura de banda muito maior que a necessdria para acomodar a informagcio
[10], permitindo sistemas de comunicacio que apresentam sinais com baixa densidade
espectral de poténcia, possibilidades de miiltiplos acessos, seguranga quanto ao sigilo
das comunicagoes [11], além de grande imunidade 2 diversas formas de interferéncias,
como por exemplo: ruidos e sinais provenientes de multipercursos (multipath)’

No receptor o sinal recebido deve ser desespalhado fazendo-se uso do mesmo
pseudo-ruido (P V) utilizado no transmissor. Para isso é necessério a sincronizacio®
entre transmissor e receptor nos casos em que se faz uso da detecgfo coerente ou,
fazendo-se a andlise das propriedades estatisticas do sinal, quando se usa o método
de detecg@o nido coerente. Quando nos referimos & sincronizagiio entre transmissor
e receptor, estamos deixando implicito que trata-se da sincronizaglo entre sistemas
caoticos.

Os sinais cadticos apresentam uma estrutura complexa, assemelhando-se a sinais
de origem aleatéria, o que torna dificil a sua distingdo dos ruidos verdadeiros, por
meio de métodos de andlise linear. Por também apresentarem um rdpido decaimento
na correlagdo entre porgdes atrasadas de um mesmo sinal e terem espectro de banda
larga, os sinais cadticos sdo naturalmente candidatos para a codificagio de mensagens
em sistemas de espalhamento espectral [12].

Em geral, os métodos de modulag@o utilizados em espalhamento cadtico consistem
na multiplicagdo da portadora caética pelo sinal da informagio. A decodificagio é
feita dividindo-se o sinal recebido pelo sinal caético de referéncia. Apés isso, circuitos
estimadores fazem a decis@o de bits, baseado em algum critério, geralmente a energia

2Um pseudo-ruido ou seqiiéncia pseudo-aleatéria é uma sucessio periddica de bits (chips) de curta
dura¢do com comportamento aparentemente aleatério dentro de cada periodo.

‘Em sistemas de comunicacio por espalhamento espectro, esses sinais sdo também aproveitados,
utilizando-se os chamados receptores RAKE.

*Nesse contexto a sincronizagio refere-se aos sistemas isécronos, quandos todos os elementos devem
compartilhar uma mesma base de tempo.
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Ey do sinal recebido, utilizada como variavel de decisio.

2.3.1 O principio da ortogonalidade e o compartilhamento do meio

Nesta segdo, iremos destacar os fundamentos matematicos da técnica de espa-
Ihamento espectral e também consideragdes sobre o compartilhamento do meio fisico
entre varios usudrios.

Os conceitos mais importantes utilizados na comunicagdo por espalhamento espec-
tral s@o a correlacio cruzada entre sinais e a autocorrelagdo entre um sinal z(¢) e outra
parte do mesmo sinal deslocada 7 unidades no tempo, ou seja: (¢ — 7).

1 2
Hoo(r) ="lim — / z(t)z(t — 7)dt (2.3)

T—oo T = sz

A fungdo de autocorrelagio R,z(7) mede o grau de similaridade entre partes de
um mesmo sinal x(t), defasados por um intervalo de tempo 7 [13]. Para as seqiiéncias
pseudo-aleatérias (PN), a fungio de autocorrelagdo R, (7) s6 ndo serd nula, quando
0 tempo de correlagio 7 for nulo (para sequiéncias ideais). A funcdo de correlagio
entre sinais diferentes z(¢) e y(t), chamada de correlagdo cruzada, também relaciona-
se com a similaridade, porém agora entre fungdes diferentes. Nesse caso, a equacao
2.3 torna-se

1 [HI/2
eyls) im —/ z(t)y(t — 7)dt (2.4)

=
T—oc TYQ

quando as fungdes x(t) e y(t) sdo ndo-periédicas. No caso em que z(t) e y(t) sdo
periddicas de periodo T} , tém-se

1 e
R / 2(0)y(t — 7)dt 2.5)
To J-1pp2

Ao contrério da autocorrelagio, a fungiio de correlagao cruzada deve ser nula para qual-
quer deslocamento relativo do tempo 7, para seqliéncias pseudo-aleatérias (PN) ideais.
Para sistemas com meios compartilhados, classicamente, usa-se o principio da ortogo-
nalidade para fazer a separaciio da informag@o de cada usudrio. O principio da ortogo-
nalidade diz respeito a correlagio entre sinais; dois sinais sio nao-correlacionados se
0 produto escalar entre os dois sinais for nulo.
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Sejam os sinais x;(t) e z;(t), se eles forem ortogonais no intervalo [a,b], entdo
pelo principio da ortogonalidade

b B
/ = % A () X3 w)der = 0 2.6)

com X;(w) e X (w) sendo as transformadas de Fourier dos sinais z;(t) e z;(t). A
igualdade entre as duas integrais ¢ garantida pelo teorema de Parseval. A integral do
lado esquerdo da equagio 2.6 € a correlagio entre os sinais x;(t) € z;(t), no dominio
do tempo. Quando os sinais sdo gerados por funcdes ortogonais, eles podem ser se-
parados no receptor fazendo-se sua correlagdo com a seqiiéncia pseudo-aleatoria (PN)
do usudrio. Nesse caso, as outras seqiiéncias pseudo-aleatérias que ndo se correlacio-
nam com as do destinatario, parecerdo ao receptor do usudrio, como ruido a ser rejei-
tado, pois em sistemas com meios compartilhados cada usudrio utiliza uma seqiiéncia
pseudo-aleatéria (PN) diferente.

Existem dois tipos principais de comunicag¢@io por espalhamento espectral: os sis-
temas com saltos de freqiiéncia (FH - frequency hopping) e os sistemas de seqii€ncia
direta (DS - direct sequence).

Os sistemas por saltos de freqiiéncia (F /) [14] dividem o espectro disponivel em
N canais e dividem a informag@o por estes canais segundo uma seqiiéncia pseudo-
aleat6ria, que deve ser conhecida tanto pelo transmissor quanto pelo receptor. Devido
ao compartilhamento dessa seqiiéncia pseudo-aleatoria, um problema chave nesse tipo
de esquema € que isso requer uma SinCronizagdo rigorosa entre transmissor e receptor
[15]. Por essas caracteristicas, os sistemas cadticos podem ser alternativas interessan-
tes, pela possibilidade de geracéo de seqiiéncias pseudo-aleatdrias com periodo infinito
e a capacidade de sincronizagdo entre circuitos caoticos.

No sistema chamado de seqiiéncia direta (DS), o sinal de entrada é modulado
em uma seqiiéncia pseudo-aleatdria, essa modulagdo é efetuada pela multiplicagdo da
seqiiéncia (PN) pela informagdo, que deve estar na forma bipolar (£1), ou somada em
modulo 2 quando a informago estiver na forma unipolar (0, 1). Uma maneira genérica
de vermos as possibilidades da separacdo dos sinais, devido ao compartilhamento do
meio, pode ser feito pela exploragio da equag@o 2.6, onde sdo possiveis trés formas de
fazer a correlagio entre os sinais.
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e Por divisiao de tempo’
Se os dois sinais 2(t) e x;(t) forem disjuntos no tempo, de tal modo que exista
um intervalo 7 de separagdo entre eles, entdo a integral 2.6 ira se anular. Os
canais para diferentes usudrios serdo formados designando-se janelas de tempo
diferente para cada usudrio.

e Por divisao de freqiiéncia®

Se as transformadas de Fourrier X;(w) e X;(w) dos sinais ndo se sobrepoem, a
integral 2.6 também se anulara. Os diferentes canais serdio formados atribuindo-
se diferentes freqii€ncias a cada usudrio.

e Por divisao de cédigo’
Nessa técnica a cada canal € associado uma seqiiéncia pseudo-aleatdria orto-
gonal a todas as outras no conjunto, tornando nula a integral 2.6, para os ou-
tros sinais ndo-correlacionados. Nessa técnica, os sinais sdo sobrepostos no
tempo e compartilham a mesma faixa de freqiiéncia. O sinal € recuperado pela
Gnica seqiiéncia que apresentar uma correlag@io ndo nula com a seqiiéncia de
referéncia.

Seja um sistema de comunicag@o discreto bindrio com o sinal recebido sendo
uma seqiiéncia temporal de comprimento IV, do tipo r[k], com k € {0, N —1}, definida
por:

r[k] = €b[k] + n[k] )

blk] € {£1} sendo a seqiiéncia dos simbolos contendo a informacfio (bindria anti-
podal), e n[k], um ruido branco gaussiano aditivo (additive white noise gaussian)®,
com amplitude média zero, varidncia 02, tendo € como o valor médio da portadora, em
um periodo T .

>(TDMA - Time division multiple access)

®(FDMA - Frequency division multiple access)

’(CDMA - Code division multple access)

8Considera-se o rufdo branco como sendo de natureza aleatéria, possuindo largura de faixa infinita,

amplitude média nula e autocorrelagdo nula fora da origem. Chama-se de gaussiano por possuir uma
fun¢do de densidade de probabilidade gaussiana com média nula e varidncia igual 2 sua tensdo média
quadrdtica (rms).
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Utilizando-se um detector de correlagdo pode-se determinar se um simbolo +1 ou -
1 foi enviado em um dado instante de tempo ¢,,,. Por hipotese, a fonte emite os simbolos
+1 com igual probabilidade (possivelmente apds uma codificacdo de fonte). Nesse
caso, a detecgdo serd feita por um simples detector de nivel, tal que

y[k] > 0: indica que osfmbolo+1 foi enviado (2.8)

y[k] < 0: indica que osimbolo-1 foi enviado (2.9)

onde y[k] é a varidvel de decisdo, sendo que sua estatistica determina o desempenho do
receptor. Mostra-se adiante, que y[k] apresenta uma distribui¢do gaussiana, com valor
médio eb,,, e varidncia o2

n’

Se, agora modularmos cada sfmbolo b[%] com outro conjunto de simbolos bindrios
(seqiiéncia de espalhamento) {c[n]} =, de modo que cada simbolo b[k] a ser transmi-
tido serd dado pela nova seqiiéncia: b[k](c[0], ¢[1], ¢[2], ..., ¢[IN — 1]), que dependera do
valor do simbolo b[k].

Assim, cada bit de duragdo T serd codificado em uma seqiiéncia de N, chips de
duracdo t, = % Como resultado, teremos um aumento na taxa de sinaliza¢@o por um
fator de N, conhecido como fator de espalhamento .

A seqiiéncia recebida pode ser descrita como:

r[n] = eblklc[n] + n[n] (2.10)

comn=20,1,2,..N, — 1 em que,

i = ek

€
N,

Uma propriedade das seqiiéncias de espalhamento {¢[n]} é ter um valor médio
aproximadamente Zero ou seja:

Ne—1

> dn]=0 (2.12)

n=>0

¢ uma autocorrelacdo dada por:
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Ne—1 ;

: N =

Z cnlefn +i] = ° (2.13)
= 0, para qualquer outro

Essas sio condicdes ideais, mas que podem ser aproximadas na pratica. Tais pro-
priedades fazem com que essas seqiiéncias tenham a aparéncia de um ruido, por isto o
nome de pseudo-ruidos (PN), seqiiéncias pseudo-aleatorias.

O detector de correlagio executa a seguinte operag@o para obter a variavel de de-

cisdo yk|
Ner 1
ylkl= Z r[n]cn] (2.14)
=0
ou
Nt
k] = (Ecb[k]c[n] - T,r[n]) c[n] (2:15)
n=>0

o qual fornece, baseado nas propriedades das seqiiéncias de espalhamento:

Ne—1

ylk] = eblk] + + > nlnjen] (2.16)

Portanto a varidvel de decisdo é normal (gaussiana) com média N.eblk] = ebe
variancia o2. Comparando-se com sistemas ndo baseados em espalhamento, ndo ha
melhoria no canal com ruido aditivo gaussiano. Isto pode ser visto notando-se que a
taxa de sinalizacio é aumentada por um fator N, mas isto também aumenta a largura
de banda do sinal e, portanto, a poténcia de ruido por um fator de N..

Como veremos a seguir, a for¢a do espalhamento espectral vem do seu efeito em
sinais de banda estreita (sinais correlacionados). Esses efeitos, incluem os sinais de
interferéncia, sinais de multipropagac@o ou sinais provenientes de outras fontes dentro
de uma mesma érea fisica. Agora, suponhamos que um canal tenha um agente de

interferéncia: isto equivale adicionar uma constante real I[n] ao sinal recebido

rlk] = eblkleln] + I[n] + nln}, n=10,1,2,..Ne — 1 i)

Entio o detector de correlagio produzird a varidvel de decisao:
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Ne—1
k= Z (ecb[k‘]c[n] + I[n] + T;[n])c[n] (2.18)
n=>0
a qual se torna:
Ne—1 Ne—1
ylk] = Neeblk] + I[n] Z c[n] + Z n[nle[n] (2.19)
n=0 n=0
ou
Ne—1
ylk] = Neeblk] + 0 + Z n[n)c[n] (2.20)
n=0

dando, novamente uma varidvel de decisdo com média N.e.b = ¢b[k] e variéncia o> de
modo que a interferéncia € suprimida pela operagao de desespalhamento (correlagao).
Em contraste, a variavel de decisdo em sistema sem espalhamento poderia ter uma
média de eb[k] + I[n], o que iria deixar o sistema ndo operacional para |/[n]| sufici-
entemente grande. Tanto em sistemas com caos, como em sistemas com espalhamento
por seqiiéncias pseudo-aleatdrias, um requisito chave é que o receptor de correlagao
tenha uma cdpia exata e sincronizada da seqiiéncia de espalhamento usada no trans-
missor [15, 16].

Seja agora um canal com multiplos caminhos, um caminho direto e outro caminho
especular (refletido), o qual faz uma cépia do sinal chegar ao receptor com um atraso [
e atenuagdo [3:

blkle[n) + Bblk —1]e[Ne =l +n]+nn] n=0,1,2,...,1 -1
rln] = (2.21)
Bblk]c[n] + Bblk]c[n — 1], = L il

assumindo-se que | < N, ou seja que o retardo seja menor que a duragdo 7' do
simbolo.

O caminho especular causa uma interferéncia em ambos os sinais; na versdo atra-
sada b[k — [] e na versd@o atual b[k] do simbolo. Portanto na operagdo de correlagao
tem-se:
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-1 -1 Ne=1

y[k] = Neblk]c[n]c[n]+Bb[k—1] Z c[n—1]c[n]+ ... + Bblk] Z e[n—l]e[n]+ Z n[n]c[n]

(222
o qual se torna:

Ne.—1
ylk] = Neb[k] +0+ ... +0+ > nlnlc[n] (2.23)
n=0

Assim, o sinal proveniente do multicaminho € suprimido na operagao de desespalha-
mento. Se ndo houvesse o desespalhamento, um canal assim, poderia sofrer de inter-

feréncia intersimbélica (1S1)°, resultando em perda de desempenho.

2.3.2 Geradores de seqiiéncias nao-caoticas

Um requisito chave nos sistemas de comunicagdo por espalhamento espectral em
meios compartilhados, sdo as seqiiéncias pseudo-aleatérias que codificam as informa-
¢Oes de cada usudrio. As caracteristicas ideais para essas seqii€éncias pseudo-aleatdrias
de espalhamento, devem ser:

1. ter uma fungéo de autocorrelagiio (equagdo 2.3) concentrada, ou seja R, (7) = 0
para T # 0

2. ter baixa correlacdo (equacdo 2.4) entre elas, e as outras seqiiéncias, para a
recuperacao da informagao.

Os vinculos indicados nos itens (1) e (2) acima, sao satisfeitas, quando as fungoes
que geram as seqiiéncias de espalhamento s@o ortogonais.

Sistemas convencionais utilizam geradores de seqiiéncias pseudo-aleatérias base-
ados em fungdes com varidveis de estado discretas, como registradores bindrios de
deslocamento'®, podendo gerar uma grande classe de seqiiéncias pseudo-aleatérias

binarias [16]. Essas seqiiéncias sdo descritas por equagoes de diferencas do tipo

9Intersymbolic Interference
1%binary shift register
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o[kl =) azlk —i] mod 2,2[j] € GF(2) 2.24)
1—:

em que a; sdo coeficientes polinomiais. Essas operagdes sdo realizadas no corpo finito
de Galois, ou seja, GF(2) para sistemas bindrios. Nesses algoritmos, as seqiiéncias
geradas apresentam perfodo finito, o que em termos de seguranca implica em perda
de confiabilidade, porque em geral, quanto maior o periodo da seqiiéncia, maior a
seguranca do sistema. Seja um sistema bindrio produzindo os simbolos by € b;. Agru-
pando-se esses simbolos em unidades de comprimento 7, serdo possiveis gerar N = 2"
diferentes seqiliéncias, com periodo N. Por exemplo, adotando-se n=10 como sendo o
nimero de simbolos bindrios, serdo possiveis 2! = 1024 diferentes seqiiéncias com
10 bits. Como necessitamos que as seqii€ncias geradas tenham média nula, podemos

conseguir isso, por um mapeamento um-a-um dos simbolos {0 , 1}, nos simbolos'’

{-1, +1}.

2.3.3 Espalhamento espectral com seqiiéncias cadticas

Seja o sistema cadtico discreto dado por uma funcdo do tipo:

zln + 1] = f(z[n]) (2.25)

sendo z[n| = (z1[n], z2[n], ..., zpr[n]) um vetor de estado do sistemae f = (fi, f2, ... far)
¢ uma fungdo que mapeia o estado z[n] no préximo estado z[n+1]. Assim, comegando
com uma dada condig¢do inicial z[0] e aplicando a fungdo f, obteremos o conjunto su-
cessivo de estados dados por z[n]. Pode-se obter uma fungéo de codificacio, com o
uso de uma fung@o suave ¢(.), tal que a uma nova seqiiéncia y[n] = g(x[n]) seja obtida.
Uma maneira de fazer o espalhamento espectral do sinal de informagdo s[n|, €

multiplicar esse sinal pela seqiiéncia cadtica y[n]. O sinal transmitido p[n| sera entdo:

pln] = y[n] * s[n] = g(x[n)) * s[n] (2.26)

O processo de decodificagdo € conseguido através do processo inverso, ou seja:

divide-se o sinal recebido p[n] pela inversa da fungdo de codificagdo. Ou seja:

" Codificagio anti-podal
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q[n] = pln] * y[n]™* = s[n] (2.27)

Esse processo de codifigiio € conhecido como sistemas baseados em seqii€ncias cadticas,
onde cada bit de informagédo s;[n] ¢ substituido por uma forma de onda cadtica com
duracé@o 1" maior que a duragéo 7}, do bit.

Aqui nesse ponto, podemos afirmar que os sistemas que fazem uso de caos podem
gerar seqiiéncias aparentemente aleatérias com perfodo infinito, de uma maneira deter-
ministica [15] e, que tenham as propriedades de autocorrelag@o concentrada na origem
€ baixa correlag@o cruzada [16]. Além disso, os geradores cadticos podem produzir
seqiiéncias com propriedades estatisticas reprodutiveis, em um sinal de banda larga,
permitindo sistemas poténcialmente mais resistentes as interferéncias por multipercur-
sos [17].

2.4 Técnicas de modulagio em comunicacio com caos

Modulagao consiste na alteragdo sistematica de uma forma de onda, denominada de
portadora, de acordo com as caracteristicas de outra forma de onda (o sinal que contém
a informagdo), com o objetivo de otimizar o uso do canal. Ou seja, a modulacio € feita
para que a forma de onda apresente as propriedades mais adequadas ao processo de
comunicagao considerado [18, 19], casando o sinal ao canal de transmissao.

Existem duas abordagens quando se trata da modulagio de sinais cadticos. A pri-
meira abordagem conhecida como modulagio dinidmica, substitui a portadora e o sis-
tema de modulag@io, por um sistema caético o qual é de alguma maneira, controlado
em fun¢ao do contetido da informago, conforme indicado no diagrama de blocos da
figura 2.2. Devemos observar que nesse processo de modulagio existe uma interagdo
direta entre a informacio e a evolugdo da dinimica do sistema cadtico, uma vez que
o conteddo desta influéncia o comportamento futuro do sistema. Qualquer varidvel
de estado X (), ou combinagdo de estados, podem formar o sinal transmitido. Esse
método tém a vantagem de ser menos dispendioso em termos de energia de controle,
entretanto para sistemas com freqiiéncias mais altas pode ser dificil a implementagdo
devido a dificuldades no controle [19].

Na outra possivel abordagem, ndo existe uma interacio direta entre o contetido da

informagao e a dinmica do sistema cadtico. Na modulagdo estitica cada sequiéncia
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1
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Fonte
de }___ de = dO _.__:_“_-
N Gerador
Informag&o Codificagio Cabtics
I\

Varidvel de estado X

Sistema Cadtico

Figura 2.2: Esquema de modulagdo dinamica.

discreta de simbolos é mapeada em um segmento de sinal cadtico de duragdo 7" >
T}, produzido por um gerador de c6digo, conforme indicado no diagrama de blocos
da figura 2.3. Nesse método, pode-se utilizar o classico esquema de translag@o de
freqiiéncia entre os sinais, junto com o par modulador-demodulador. Como desvanta-
gem, porém, mostra-se mais caro e complexo de implementar. Aqui, o sistema cadtico
tem a funcao principal de fornecer uma portadora de banda larga.

Varios métodos de comunicag@o com caos fazem uso da modulagio estética. En-
tre estes métodos podemos citar 0 mascaramento caotico, adequado para transportar
informagdes digitais ou analégicas. Outro método é o chaveamento cadtico'?, e suas
variantes tais como o chaveamento caético diferencial'® e o chaveamento caético liga-
desliga'*. Apresentaremos ¢ exploraremos alguns destes métodos neste trabalho.

Nos métodos de modulagdo dindmica, ao contrario da modulag@o estética, o conte-
ido da informacio altera a maneira como o sistema cadtico evolui ao longo do tempo.
Essa alteragdo se processa em geral, pela variagdo de algum pardmetro acessivel do
sistema cadtico ou de uma variavel de estado (funcdo base). Nesses casos, podem
ocorrer o efeitos de memoria, quando um simbolo influi no préximo. Na figura 2.2
mostramos um diagrama em blocos da modulagio dinamica. Podemos ver que a fonte
de informacéo através da funcdo de codificagdo, modula o sistema cadtico, via uma
varidvel de estado X.

Uma outra consideracio possivel refere-se a maneira pela qual a informagio é recu-

12CSK - chaos shift keying
3DCSK - differential chaos shift keying
'“COOK - chaos on-off keying
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Figura 2.3: Esquema de modulagio estitica.

perada (problema da detecgdo) no receptor, uma vez que a decodificagio deve reverter
a codificagdo executada no médulo de transmissdo. Para enfrentar as imperfei¢des
inerentes aos canais fisicos, esse processo deve ser robusto o suficiente, na presenga
de ruidos. O problema da detecgao da informagfo, em comunicagio cadtica pode ser
classificada em trés formas:

¢ Detec¢io usando-se um sinal de referéncia (deteccio coerente);
e Deteccio via andlise de estatisticas do sinal

e Detec¢do por inversao do sistema.

2.4.1 Detecgio coerente ou detec¢ao por correlacao

Nesse tipo de detecg¢do, uma cépia das fungdes base X (¢) utilizadas na codificagdo
deve estar presente na decodificagdo, para ser correlacionada com o sinal recebido
s(t). As fungdes base de referéncia podem ser obtidas por sincronizagio de circui-
tos, neste caso diz-se que € um sistema com referéncia armazenada'®, uma vez que a
sincronizag@o prové uma réplica das fungdes base X (¢). Se estas fungdes forem envia-
das juntas com o sinal codificado s(t), entdio, chama-se a esse método, de sistemas com
referéncia transmitida'®. Um filtro passa-faixa'’ pode ser utilizado como limitador da

largura de banda dos sinais que chegam ao receptor.

SR - stored reference
16TR - Transmitted reference
Y"BPF bandpass filter
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Um exemplo de esquema que envia a fungdo de referéncia z(t) separadamente
do sinal que contém a informagé@o é o chaveamento cadtico diferencial, proposto por
Kolunbam em 1998 [20]. Através da sincronizagido de circuitos cadticos, também,
¢ possivel a recuperacio das funcdes base z(t). Existem vdrias técnicas que fazem
uso da sincronizagdo entre eles temos: o deslocamento caético, proposto por Parlitz e
Kocarev [21, 22] e ainda o0 método de mascaramento cadtico proposto por Oppenheim
[23, 24], sdo exemplos de métodos com referéncia transmitida (TR). Existe ainda outra
abordagem diversa, na forma de obter as fung¢des de referéncia, pelo controle do caos,
através da aplicacdo de pequenos pulsos de controle. Este caso € considerado como
referéncia armazenada (SR).

2.4.2 Deteccao via analise de estatisticas do sinal

A recuperacio da informag@o também pode ser feita amostrando-se o sinal cadtico
recebido m(t) e analisando-se determinadas propriedades estatisticas, onde um cir-
cuito de decisdo recupera a informagfo. Para informacéo digital, pode-se por exemplo,
utilizar duas fontes cadticas com diferentes propriedades estatisticas. Um exemplo, €
o método por chaveamento cadtico liga-desliga (COOK) [25].

2.4.3 Deteccao por sistema inverso.

Este método de deteccdo aplica-se somente quando se utiliza a modulagdo dindmica
ou codificadores por convolug@o, pois a informag@o b(¢) é recuperada pela inversio do
fluxo do sinal recebido m(t) dentro do sistema. A fungdo de codificagdo G(x) deve
ser inversivel (G~!) com respeito & transformagio b(t) — m(t). A figura 2.4 mostra
um diagrama de blocos da detecg¢@o por sistema inverso. Podemos escrever para o
transmissor:

m(t) = G(b(t), z(m(t)) (2.28)

€ para O receptor:

b(t) = G~ (m(t), z(m(t)) ' (2.29)
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Figura 2.4: Detecgdo por sistema inverso

2.4.4 Deteccao coerente x detec¢cao ndo coerente

Neste trabalho, descrevemos sistemas de comunicacdo baseados em caos, tanto
na forma analdgica quanto na forma digital, uma vez que sistemas cadticos podem
se apresentar como varidveis de estado continuas ou discretas (fluxos e mapas). Para
sistemas cadticos continuos descritos por equagdes diferenciais, podemos também ob-
ter uma representagao discreta, via uma transformagdo homeomorfica para um mapa
discreto [26]. Isso pode ser feito, por exemplo, usando-se uma descri¢do baseada na
dinamica simbdlica ¢ nos mapas de Poincaré mapas). Para sistemas cadticos continuos
descritos por equagdes diferenciais, podemos também obter uma representacio dis-
creta, via uma transformacéo homeomorfica para um mapa discreto [26]. Isso pode
ser feito, por exemplo, usando-se uma descrigio baseada na dinimica simbdlica e nos
mapas de Poincaré mapas). Para sistemas cadticos continuos descritos por equagoes di-
ferenciais, podemos também obter uma representagio discreta, via uma transformagéo
homeomorfica para um mapa discreto [26]. Isso pode ser feito, por exemplo, usando-
se uma descri¢do baseada na dindmica simbdlica e nos mapas de Poincaré. Faremos
isto com um sistema cadtico continuo como o circuito de Matsumoto, em que iremos
aplicar a técnica de controle por ndés desenvolvida para inserir o sinal de informago na
dindmica do atrator cadtico. Para tratarmos com um sistema cadtico discreto utiliza-
remos um representante tipico, o mapa logistico, derivado do modelo de crescimento
populacional.

Considerando-se que podemos ter a informagao na forma analégica ou digital, des-
creveremos a seguir, formas de modulagao e detecgdo compativeis, para a inser¢io e
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recuperacdo da informag¢d@o misturada ao caos.

Os métodos de comunicagao por espalhamento espectral podem fazer a recupe-
racdo da informacfo de dois modos diferentes. No primeiro modo, o sistema receptor
deve produzir uma cdpia exata das fungdes ortogonais da base, em geral obtidas por
meio de sincronizagdo de sistemas cadticos. Este método ¢ chamado de detecgéo coe-
rente [27, 17].

Sejam os sinais gy(t) e ¢, (¢) gerados por fun¢Ses de base ortogonais entre si, para
um sistema que transmite informagéo bindria. Sejam os sinais () € ¢1(f) gerados
por fungdes base obtidas no receptor, por sincronizag@o ou outro método de obté-las.
Aos sinais go(t) e g;(t) é somado o ruido gaussiano 7(t) com densidade espectral de
2

poténcia Ny /2 e a varifincia o2, sempre presente no canal, resultando nos sinais 7o (t)

e r1(¢). Para um sistema que transmite sinais bindrios teremos:

= ro(t) = go(t) +n(t) para bit=0 2:30)
r1(t) = g1 (t) + n(t) parabit=1

Quando o sinal ry(t) for enviado, efetuando-se a correlag@o teremos:

v

2= fo 9o(8)go(t)dt + fn w(OnOd+ [ @+ [D D@ (t)dt @31)

e para o sinal r(f) enviado, correlacionado, teremos:

T T g i
2= f a1 () (£)dt + / g1(t)do(t)dt + fﬂ n(t)go(t)dt + / n(£)gi(t)dt (2.32)
0 0 0

onde §o(t) e g1(t) sdo as fungdes de base do receptor € z; € z; as varidveis de de-
cisdo. Devido ao principio da ortogonalidade, os trés ltimos membros das equagdes
2.31 e 2.32 sdo aproximadamente nulos (quase-ortogonalidade), pois sdo termos nao
correlacionados, ou seja:

T T i T
f 9o ()1 (t)dt ~ / g1(t)go(t)dt ~ / 7(t)go(t)dt ~ / n(t)g1(t)dt = 0
0 0 J0 0
(2.33)
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A varidvel de decisio 2 pode assumir entao, os valores:

T
20 = / ‘g(}(t)‘(}u(i)dt (234)

0

-
] “—‘/ 91(8) 1 (t)dt (2.35)
0

que em seguida passam por um processo de decodificag¢do adequado.

tfnj=sa] + [ n] >3 Detetor de _/ g

= correlacio Circuito
Circuito cadtico 1 T
. b de b[n]
para it ( %r _——
7, Decisdo
Detetorde | /",
% correlacdo
Circuito cadtico 2 A 4\
B para bit | 5. I,

Figura 2.5: Esquema de detecgdo coerente.

O segundo método de recuperacdo da informaciio é a detec¢do ndo coerente, que
pode ser conseguida sem que haja sincronizagdo entre os sistemas transmissor e recep-
tor, ou seja, ndo € necessirio o conhecimento prévio da forma de onda cadtica. Nesse
caso, a informag@o pode ser recuperada pela estimag@o de propriedades estatisticas do
sinal m,(t) = g¢;(t) + n(t), com i e {0,1}. Entre as propriedades estatisticas que
podem ser avaliadas no correlacionador, estdio a energia média por simbolo £}, ou a
varidncia o; da energia dos sinais. A decisio é feita pela comparagiio com um valor de
limiar Z,;, previamente escolhido e adequado ao sistema, tal que:

i / -mg{t)dt para bit=0 (2.36)
Jo
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ou

G / m?(t)dt para bit=1 237
0

Em ambos os casos, 7 € o intervalo de integrag@o que € igual A duracdo do bit. O valor
m?(t) ¢ a energia E, do sinal, obtida por um detector quadrético.

Sendo Z; o valor de limiar escolhido para um dado sistema, o circuito de decisdo
faria bit=0 para z, < Z, e bit=1 para z; > Z,, por exemplo. A figura 2.6 mostra um
diagrama em blocos de um receptor com detec¢do ndo-coerente.

___ _Detetor de Correlagao Circuito de
e R decisdo
rit) = s:(t) + ny(0) : : “ = ‘ e
. : ':‘_..-.-/——f—\ ﬁSd[ —:—O/O—- — = Decodificado
| —
I
|
e L R, I iR
Limiar

Figura 2.6: Esquema de detec¢do ndo-coerente.

2.5 Descricao de alguns tipos de modulacéo caética

Nesta se¢io abordaremos alguns tépicos necessdrios a nossa exploracio das di-
versas propostas de comunicagido com caos. Embora existam muitas propostas de
comunicagdes com caos, veremos que em geral, sdo derivados de alguns tipos bésicos.
Apresentaremos consideragdes sobre dois tipos basicos de detec¢io da informagio no
receptor.

Também mostraremos um aspecto fundamental na comunicacio com caos, a sin-
cronizagdo de circuitos cadticos. Na sincronizagdo, dois sistemas cadticos de mesma
natureza, porém com condigdes iniciais diferentes, irdo convergir os mddulos de suas
varidveis de estado.

2.5.1 Mascaramento caotico

Este foi um dos primeiros sistemas criados para utilizar o caos para transmitir
informagdo. Foi proposto por Kocarev e Halle [24]. Nessa técnica, a safda z(t) do
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sistema caético € adicionada ao sinal s(t) que contém a informacdo. O resultado é o
mascaramento do sinal s(¢) sobre a largura de banda do sinal caético. O sinal transmi-
tido m(t) € a soma de z(t)+s(t) + n(t) onde n(¢) é o ruido no canal, que, soma-se ao
sinal composto por z(t) + s(t), conforme pode ser visto na figura 2.7.

Para o sinal da informag@o ser recuperado é necessario fazer a subtracdo da com-
ponente cadtica x(t) do sinal r(t). Para isso, transmissor e receptor devem ter seus
parametros casados e estarem em sincronismo caético. No receptor serd gerado, apOs
a sincronizagio, o fluxo caédtico &(¢). Supondo que o sinal s(¢) ndo altere sufici-
entemente a dindmica cadtica do receptor, devemos ter x(t) = i(t). Da operacdo
m(t) — #(t) na qual subtraimos do sinal () que chega, o sinal catico %(t) gerado
localmente,resulta o sinal recuperado §(t) + n(t). Devido ao ndo cancelamento do
ruido 7(¢), essa técnica € muito mais sensivel & presenca de fontes espirias de sinais.

Apresentamos agora alguns resultados de nossas simulacdes numéricas. Utiliza-
mos o circuito de Matsumoto com o paramétro G = 0.5750 (atrator tipo Rossler).
Consideramos dois tipos de sinais: um anal6gico s, (¢) e outro digital s,4(t). No caso da
informagao analégica, usamos um sinal senoidal s(¢) = sen(27100)¢, para informagio
digital usamos uma seqiiéncia binaria aleatéria com duragéo 7,. Em ambos os casos
adicionamos um ruido gaussiano 7(¢) de tal modo que obtemos uma relagdo sinal-ruido
(SNR = 75 dB) em relagdo a poténcia do sinal Ve, do circuito cadtico. Na figura 2.8
indicamos a superposigdo do sinal analGgico s, (t) junto com o sinal §(¢) recuperado
no receptor. Podemos observar a distor¢do no sinal de entrada devida a presencga do
ruido 7(¢). Na figura 2.9 mostramos uma seqiéncia de sinais digitais enviados pelo
circuito transmissor, sobreposto a esta tém-se a mesma seqiiéncia, recuperada apos a
sincronizagdo no receptor.

No método do mascaramento cadtico, a dindmica cadtica do circuito de Matsumoto
ndo ¢ alterada pela presenga do sinal s(t), desde que sua amplitude nio seja muito
grande em relagio a amplitude do sinal de sincronizagio V.

2.5.2 Chaveamento Caético Liga-Desliga

Existe outra variagdo do método de chaveamento em que um dos geradores cadticos
¢ substituido pela auséncia de caos, conforme apresentado na figura 2.10. Esse método
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Figura 2.7: Diagrama em blocos do mascaramento caotico.
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Figura 2.8: (a) Sobreposic¢o do sinal analégico s,(t) com o sinal s/, (¢) recuperado. (b)
Série temporal do sinal cadtico r(t) composto.
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Figura 2.9: Sobreposi¢do do sinal digital s4(¢) com o sinal s/,(t) recuperado.

€ chamado de chaveamento caético liga-desliga'® [25]. Nesse método, quando se de-
seja enviar o bit 1, chaveia-se para o circuito caético, enviando-se a variavel de estado
x(t), durante a duracio T}, do bit. Para se enviar o bit 0, desliga-se o circuito cadtico.
Quando isso acontece, o circuito receptor recebe somente o ruido 7(t), adquirido du-
rante o percurso do sinal no canal."” Como varidvel de decisio, toma-se a energia
média £, do sinal, durante o tempo T}, de duragdo do bit, o que pode ser feito com o
uso de um detector quadratico. Supondo que ambos os simbolos sejam equiproviveis,
entdo se obtera uma separagfio igual a 2, entre os elementos de sinal. Na figura
2.11 mostramos o histograma das energias £} para um canal sem ruido. Ainda, na fi-
gura 2.12 mostramos o histograma das energias £, para canal, para uma relagdo sinal-
ruido de 13.4d B, em ambos os casos utilizamos um fator de espalhamento N, = 100.
Em nossas simulagdes numéricas, usamos o método de detegiio nido-coerente, com as
varidveis de decisdo ndo sendo obtidas por sincronizagio. Como podemos observar

pela andlise das figuras 2.11 e 2.12, o valor da varidvel de decisio Ej, depende do

18Chaotic On-Off Keying (COOK)

10 ruido pode ser introduzido no sistema nio somente no percurso de propagagio do sinal, como
também ser produzido internamente ao proprio sistema. Doravante, vamos considerar por questdes de
simplicidade, somente os ruidos como sendo adicionados durante o percurso do sinal no meio fisico.
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valor da relagdo sinal-ruido. O circuito de decodifica¢do opera atribuindo um valor de
limiar para a vériavel E). Assim, para a situag@o exposta na figura 2.12, a informagio
b; serd recuperada da seguinte forma: com Ep = 2.5 o valor de limiar da varidvel de
decisdo, tém-se:

bt — ) para Eg <25 (2.38)

bt = para Ep>2,5 (2.39)

Detetor de Correlacio

Circuito
Decisao

Gerador _"(t)/

Cadtico

Canal

Sinal Digital

Limiar (Z)

h(t) <—| Decodificador [<

Figura 2.10: Esquema do chaveamento cadtico liga-desliga (COOK).

2.5.3 Modulacao por chaveamento caotico

Nesse método, proposto por Dedieu [22], existem m fontes de sinais caoticos e
a informagdo na forma discreta comanda o chaveamento entre as m fontes cadticas.
Vamos nessa segdo considerar o caso onde existem somente duas fontes cadticas, por-
tanto um sistema binario. A figura 2.13 mostra um diagrama de blocos desse esquema
Para se enviar um bit 0 escolhe-se o circuito caético 1, para enviar um bit 1 chaveia-
se para o segundo circuito caotico. Os dois sistemas cadticos podem ser diversos ou
iguais, porém com parametros diferentes, isso seria equivalente a fazer um chavea-
mento entre dois diferentes tipos de atratores. O circuito de decisdo para a recuperagao
da informac@o baseia-se na diferenga da energia Fj transportada pelas diferentes for-
mas de ondas cadticas. Seja z; o sinal de observagdo utilizado pelo circuito de decisao
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Histograma

Figura 2.11: Histograma dos sinais s;(n) na auséncia de ruidos.
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no receptor. Para o caso de sistemas cadticos continuos em que a duragio do bit seja
T}, na presenca de ruido gaussiano aditivo 7)(¢) e utilizando um detector quadritico,

teremos:

= / g / [5:(8) + n()2dt (2.40)
T Ty

z,f_:/ s;f‘-(t)dt+2f si(t)n(t)dt—kf n?(t)dt (2.41)
T, T

Ty

sendo 7() o sinal cadtico efetivamente recebido pelo receptor e s,(t) o sinal cadtico
chaveado em func@o da informagdo b;. Os termos [;. s;(t)n(t)dt Jz, n*(t)dt sdo de-
vidos a presenca de ruidos e sdo nulos quando esses ndo existem. Nos sistemas de
comunicagdes convencionais em que a informacéo é modulada em funcdes periddicas,
a duragéo T do bit ¢ um muiltiplo do periodo da fungdo, o valor da energia I, si(t)dt
associada a amostra z; ndo apresenta flutuagio entre cada intervalo 7;,. Em oposicio,
quando a informagao estd codificada com fungdes caéticas, cada intervalo 7, de duragio
do bit ndo serd exatamente periddico, uma vez que as formas de onda cadticas também
ndo sdo periddicas, portanto, a integral fTh s2(t)dt que representa a energia de cada bit,
ndo terd valor constante durante a durac@o 7}, do bit. Devido a essa ndo-periodicidade
existirdo varidncias ndo-nulas o7 e o3, em torno das energias 5,(1) e F,(2), corres-
pondentes aos bits 1 e 0, respectivamente.

Nessa andlise, utilizaremos o circuito de Matsumoto como elemento gerador das
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Figura 2.12: Histograma dos sinais s;(n) na presenca de ruido de 13,4 dB.

seqiiéncias cadticas. Usando-se o método de deteccdo coerente, haverd uma variancia
o.(t) devida ao erro de sincronizagio entre a varidvel de estado x;(¢) gerada local-
mente no receptor e a variavel de sincronizagdo s(t) = z;(t) + n(t) recebida. Entdo, a
varidncia o2 = |s(t) — x;(t)|* do erro de sincronizag@o serd utilizada como a variavel
de decisao.

A codificagio utilizada no método de chaveamento cadtico (CSK) € a bindria anti-
podal. Nesse tipo de codificagdo, atribui-se valores simétricos para as varidveis de
estado, para a representagio dos simbolos. No método anti-podal de codifica¢do, as
varidveis de estado assumem os valores +s;(t) para bit 0 e —s;(¢) para bit 1. Se NV, for
o fator de espalhamento, teremos que o sinal de observagio z; sera:

N,
il Ze 5

O circuito de decisdo atribuird o simbolo 1 para z; < 0 e simbolo 0 para z; > 0.
Apresentamos alguns resultados obtidos por simula¢io numérica com o circuito de
Matsumoto em que utilizamos a detecg@o coerente e um canal com ruido gaussiano
aditivo n(t). Na figura 2.14 mostramos em (a) um histograma dos valores médios dos
desvios entre os tempos de retorno para os simbolos 0 ¢ 1 e (b) as séries temporais
correspondentes aos simbolos 0 e 1. Ainda em relagdo a esse grafico, podemos ver a
separacdo entre 08 histogramas com uma relag@o sinal-ruido de 29dB. No gréfico 2.15
tem-se o desempenho de erros do método CSK em relagéo a presenga de ruidos. No
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Figura 2.13: Modelo em blocos de um sistema de chaveamento por deslocamento
cadtico.

eixo horizontal tem-se a relagdo sinal-ruido (SNR) e no eixo vertical a taxa de erros
relativa (BER) do sistema.

2.5.4 Chaveamento caético diferencial

Nesse método de modulagio, proposto por Gesa Kolumban [5] cada simbolo con-
siste de duas amostras caéticas, a primeira parte € utilizada como sinal de referéncia,
sendo o préprio sinal cadtico sem modulagéo e a segunda parte é fun¢do da informacio
a ser transmitida, ou seja, esta é uma técnica de referéncia transmitida (TR). A fi-
gura 2.16 apresenta um diagrama em blocos de um médulo DCSK com detecgio ndo-
coerente. Se z(t) for o sinal cadtico do gerador, T' o tempo de duragio do bit e ¢ o
instante de tempo em que 0 K — esimo bit é transmitido e se bit = 1 for o simbolo
a ser enviado, entdo o primeiro sinal de referéncia fornecido pelo gerador cadtico serd
transmitido duas vezes, ou seja:
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Figura 2.14: (a) Histograma dos sinais s;(n) na presenca de ruido. (b) Série temporal
para bit O e bit 1.
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Figura 2.15: Relacio sinal-ruido para o método CSK coerente.
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z(t), do < i gy 0L
Ltransmitido — - . 2 (2.43)

Quando b1t = 0, o procedimento consiste em enviar-se, primeiro o sinal de re-
feréncia e em seguida a sua versio invertida:

z(t), B ot
Ltransmitido = T T ’ (244)
=l et St<t + 7T

Gerador \‘/ \
Cadtico ——={ T/2 /l\ Modulador = m(t)

i

T/2

b(t)
Bloco de
atraso

Fonte de
Informacio

Figura 2.16: Diagrama de blocos do transmissor para Chaveamento Caético Diferen-
cial (DCSK)

A detecgao € efetuada fazendo-se a correlag@o entre sucessivos segmentos do sinal
recebido de duragdo % a informag@o € recuperada por um circuito de decisio. O sinal
recebido m(t) = z(¢) + n(t), deve sofrer um retardo de tempo T para ser correlacio-
nado com uma cépia desse mesmo sinal m(t). O sinal de observagdo z; (i=0 ou i=1)
t€m a seguinte forma:
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Z = / ri(O)ri(t — T/2)dt (2.45)
JT/2

= [ lt) + (s 0 + nte ~ /2 (2.46)

2 = f si(t)*dt + / si(t)[n(t) + n(t — T/2)]dt + ] n(t)n(t —T/2)dt (2.47)
/2 T/2

T
Devido a propriedade da integral de correlagdo, na equagéio acima os dois dltimos
termos sdo aproximadamente nulos.

Presentemente esse esquema de comunicagio com caos € o que tem apresentado
o melhor desempenho considerando-se a robustez a ruidos, apresentando uma taxa de
erro relativa (BER), de uma em mil, para relagdo sinal-ruido da ordem de 13.3 dB
[20, 19].

Existem outras variagdes desse método. Em uma delas se faz uma modulagdo em
freqliéncia do sinal cadtico antes de se efetuar o chaveamento. Esse método é conhe-
cido pela sigla FM — DCSK?° e, apresenta como principal vantagem uma melhoria
no desempenho, pois a decisio de bits fica independente da relagdo sinal-rufdo do
sinal [5]. Duas outras variagdes de DCSK foram propostas por Sushchik e Tsimring
[28], baseadas também na correlagio entre o sinal recebido e o sinal de referéncia.

2.5.5 Métodos por controle de Poincaré preditivo

A idé€ia por tras dessa abordagem € usar a dindmica simbdlica para efetuar a modu-
lagdo da informac@o na dindmica do atrator cadtico. Seja um sistema dindmico cadtico
obtido pela iteragdo do mapa F : RY — RN e da funcéo de saida G : RN — RN . As
trajetorias sdo definidas pela condigdo inicial da varidvel de estado z[0]. Em qualquer
instante um ponto x|k + 1] da trajetéria serd dado por:

gl 1] =—2E(clf]) Necont Wk = 01728 (2.48)

e o sinal de saida, por:

s[k] = G([k)) (2.49)
®Frequency Modulation- Differential Chaos Shift Keying




54 Principios de Comunicacio com Caos

Assim, cada condi¢io inicial ird gerar uma seqiiéncia de simbolos 0s € 1s (a seqiiéncia
simbolica), pela escolha de um subconjunto {S} € R e utilizando-se a defini¢ao:

e 1 sezlk] € {S} (2.50)
0  sezx[k] ¢ {S}

sendo ok] os bits recebidos. A equagio 2.50 significa que se a seqiiéncia bindria
z[k] pertencer ao conjunto {S?} entio olk] = 1 e o[k] = 0 caso z[k] ndo pertenga ao
conjunto {S'}.

A informagdo bindria serd transmitida pela seqliéncia simb6lica gerada por uma
funcdo que associe segmentos de uma forma de onda cadtica a simbolos discretos
(bits). Chamaremos essa funcio, de fungdo de parti¢do G(z[0]), que apresentaremos
em detalhes, quando tratarmos da dinamica simélica de sistemas cadticos.

Teoricamente, dada uma seqiiéncia bindria inicial com 7, simbolos de comprimento
poderiamos assinalar um conjunto {X;[0]} de condi¢des iniciais, cada uma correspon-
dendo a uma seqiiéncia binaria de comprimento 7 (palavra). Assim, para se transmitir
uma certa seqtiéncia r[k] de simbolos seria fornecido ao sistema cadtico a respectiva
condi¢@o inicial z[k]. Porém, 4 medida que fazemos o comprimento n da seqiiéncia
bindria ficar cada vez mais longo, também teriamos que aumentar cada vez mais a pre-
cisdo do conjunto {_X;[0]} de condicdes iniciais, o que acabaria levando a limitacoes
fisicas ou de representagiio numérica. Isso ocorre pela dependéncia sensivel dos siste-
mas cadticos as condigdes iniciais. A maneira de se contornar esse problema, é man-
tendo o0 comprimento n das seqiiéncias binérias pequeno e controlando as trajetérias
cadticas através da aplicaciio de pequenas perturbagdes de controle. Devido a essa sen-
sibilidade as condi¢des iniciais esses pequenos pulsos de controle tém um grande efeito
Nno comportamento futuro das trajetorias. No capitulo 3 descreveremos como podemos
contornar algumas limitagdes oferecidas por essa técnica, através de um método de
controle por nés desenvolvido e que faz uso intensivo do conhecimento da dindmica
simboélica do sistema cadtico em uso.
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2.6 Consideracoes sobre o desempenho na presenca de

ruidos

Nesta se¢io discutiremos algumas quantidades e consideragdes sobre os efeitos da
presenca de ruidos nas comunicagdes com caos. Quando tratamos de quantificar e
qualificar o desempenho de sistemas de comunicagdes, duas grandezas sdo de funda-
mental importancia: a relagdo entre o nivel de poténcia do sinal e o nivel de poténcia
do ruido presente no canal, essa grandeza adimensional é conhecida como relagao
sinal-ruido?!. Podemos tratar essa relacio, considerando a razdo entre as poténcias

dos sinais envolvidos, conforme a rela¢ao abaixo:

SN b= 1.0Z0g&- a1
PN

sendo que Ps é poténcia do sinal e Py € poténcia do ruido. Podemos, também, colocar
a equagdo 2.51 como uma relagio entre amplitudes de sinais

g

SN = 20509%"‘ (Z252)
/JI\].

com Vg sendo a amplitudes do sinal ¢ Viy a amplitude do ruido. Em ambos os casos a
relagdo sinal-ruido (SNR) € adimensional. Doravante, consideraremos sempre a forma
dada pela equagiio 2.51, embora outras representagdes também sejam possiveis. Por
exemplo, para um sistema discreto formado por M simbolos, com sinais de amplitude
s[n] e ruido com amplitude 7[n], a relagio sinal-ruido ficaria segundo a forma dada por
251

M 1712
SN — 1[]209102?5415[”]—— (2.53)
ne1 )2
Outra grandeza importante na medida do desempenho de sistema de comunicago,
¢ a relagio entre o numéro de bits recebidos com erros bite,, € O nimero de bits

enviados it .,piades» cONhecida como taxa de erro de bits (BER)*

BER = ——L (2.54)

bucnumdos

2ISNR - Signal Noise Ratio
22BER - Bit Error Rate
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Ambas as grandezas (BER e SNR) caracterizam o comportamento do sistema,
quando considerado como um todo, ou seja, equipamentos de transmissio e recepcio
mais o canal fisico. Para que um enlace digital de comunicagio seja operacional em
termos praticos € necessario ter-se a menor taxa de erro de bits possivel, evitando-se
procedimentos de retransmiss@o e corre¢ao de erros que degradam o desempenho e
confiabilidade do sistema. Segundo [25] uma taxa de erro (BER) menor que 1073. é o
minimo necessario para um sistema de comunicagdo digital realizavel (para sistemas
com baixa velocidade de transmissao de dados).
E conveniente tratar os cdlculos da BER em fun¢do da energia F, do sinal e da den-
sidade espectral de poténcia do ruido Ny/2. Em nossas andlises estaremos conside-
rando um canal fisico onde sempre haverd a presenca de uma parcela nio desejavel
de energia, devida a presenca do ruido. As andlises consideram ruidos do tipo branco
Gaussiano, com média nula e variancia o2.

A taxa de erro de bits (BER) em um canal com ruido gaussiano aditivo depende de

vérios fatores, entre os quais:

e Esquema de modulagdo: A BER depende em alto grau dos esquemas de modulagio
adotados € da maneira como o receptor ¢ implementado;

e Quantidade de ruido: quanto maior o nivel de ruido em um canal, maior a taxa
de erros;

e Poténcia Py do sinal transmitido: quanto menor a poténcia do sinal para um

dado o nivel de ruido, maior serd a taxa de erros de bit;

e Tempo de detecgdo 7, disponivel para transmissio e deteccdo de um bit. Isso,
deve-se ao fato que existe uma relag@o inversamente proporcional entre tempo
de deteccfio de bit e taxa de erros.

Verifica-se que a taxa de erro de bit € uma fun¢do complexa (BER = f(Ny, Ps, Tp))
de varios fatores, sendo em geral de dificil avaliacio analitica, exceto para alguns casos
mais simples [16, 29, 28]. Uma meta fundamental é procurar obter uma dada taxa de
erro de bits com a menor quantidade de energia por bit. Um sistema € dito ser robusto
a presenga de ruidos quando for possivel expressar a sua taxa de erros de bit somente
em fungdo da poténcia £}, do sinal e da densidade espectral (Ny/2) do ruido [30].
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2.7 Conclusoes

Em relacdo, a técnica de mascaramento cadtico, verificamos ser bastante sensivel
a presenca de ruidos aditivos, uma vez que estes ndo podem ser totalmente separa-
dos da informagdo. Também ndo oferece uma vantagem significativa em termos de
seguranga, pois em alguns casos obter sincronizagao cadtica entre dois circuitos se-
melhantes pode ndo ser muito dificil. O uso do caos em comunicagio por espalha-
mento espectral torna-se vantajoso, pois 0s sistemas cadticos apresentam um nimero
infinito de estados, enquanto que geradores de seqiiéncias pseudo-aleatérias convenci-
onais apresentam periodo finito [15].

Entre os dois tipos de detec¢@o da informagcéo, podemos verificar que na detecciio
coerente as fungdes de base devem ser recuperadas pela sincronizagio entre as partes
transmissora ¢ receptora. Na detec¢@o ndo coerente, a recuperagio estd baseada na
andlise de propriedades estatisticas do sinal recebido, uma vez que as fun¢des de base
ndo sdo conhecidas. A presenga de ruidos tém grande influéncia no comportamento
em relagdo a taxa de erros de bits, sendo sua avaliagdo quantitativa de dificil obtencio.

Em algumas modulagdes caéticas como por exemplo CSK, COOK e DCSK 0s si-
nais transmitidos s3o mapeados em amostras de comprimento finito das portadoras
cadticas, sendo cada amostra diferente uma das outras. Esse ponto, é uma das princi-
pais diferencas entre a modulacd@o convencional e modulagio cadtica.



Capitulo 3

Sistemas Caoticos de Interesse em
Comunicacoes

3.1 Introducao

Comportamentos cadticos podem aparecer em muitos sistemas fisicos descritos
por sistemas de equagdes ndo-lineares. Muitos desses comportamentos sdo de grande
interesse no desenvolvimento de sistemas de comunicacdo. Um elemento chave, que
nos guiard na escolha dos sistemas ndo-lineares e que estardo sob o nosso interesse,
€ a caracteristica da universalidade de comportamento qualitativo e quantitativo que
esses apresentam. Essas caracteristicas, sdo independentes do tipo particular do sis-
tema. Podemos por exemplo, aprender sobre o comportamento de um determinado
circuito nio-linear ou um modelo matematico e aplicar imediatamente as conclusdes
para sistemas diferentes, descritos por equagdes semelhantes.

Para fins de estudo e sistematizacdo podemos fazer uma classificacio dos sistemas
cadticos em dois grandes grupos: sistemas continuos e sistemas discretos. O primeiro
grupo compreende aqueles no qual os sistemas sdo representados por um conjuntos de
equagdes diferenciais ordindrias (ODEs)! da forma & = F f’f:') com F representando
um conjunto de equagdes ndo-lineares nas varidveis z;, zs, ...Z,, que evoluem de forma

continua com o tempo. Nessa classe, encontramos o modelo de Lorenz de convecgao

Ordinary Differential Equations
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de fluidos, parte integrante de um modelo para previs@o do tempo, surgido na década de
60 [31]. Historicamente é um sistema importante, pois foi um dos primeiros modelos a
mostrar toda uma gama de comportamentos cadticos, notadamente como resultado das
primeiras simulagdes numéricas com o uso do computador. Esse sistema é composto
de trés equagdes a derivadas parciais acopladas, provenientes do modelo de Navier-
Stockes para fluidos. Embora, existam muitos outros sistemas cadticos descritos por
fluxos, como emissdo de lasers, correntes em diodos, reagdes quimicas, focaremos
nossa atengdao em um oscilador elétrico, conhecido por circuito de Matsumoto, por
razoes de ordem pratica e por ser um tipico representante desses sistemas.

O outro grupo sdo representados pelos sistemas que evoluem discretamente no
tempo, também chamados de mapas, e que sio representados por equagdes de diferengas,
cuja forma genérica é: Z[¢ + 1] = F,(Z[i]), sendo Z[7] um vetor n-dimensional, e F),
uma funcdo ndo-linear discretizada segundo o indice i. Os sistemas discretos néo-
lineares ou mapas podem exibir um comportamento cadtico mais complexo que uma
simples equagdo diferencial, uma vez que estes estdo livres da restrigdo da continui-
dade, podendo passar de um valor z[n], para outro z[n + 1] sem assumir valores inter-
medidrios. Um modelo de mapa unidimensional, derivado do crescimento logistico de
populagdes bioldgicas, o mapa logistico, serd o nosso elemento de estudo para siste-
mas discretos. Os mapas também sdo importantes, pois podemos estudar um sistema
cadtico continuo, por meio de uma transformacio chamada de secc¢do de Poincaré, tor-
nando o sistema discreto. Podemos ainda ter mapas bidimensionais, como por exemplo
o mapa de Hénon [32], que pode ser obtido como uma simplicagio para a sec¢ao de
Poincaré do modelo de Lorenz [1].

Nosso objetivo neste capitulo € apresentar um representante de cada um desses dois
grandes grupos. Estudaremos as caracteristicas de sistemas caéticos explorando suas

vantagens e potencialidades em sistemas de comunicacio.

3.2 Sistemas Caoticos Continuos: O Circuito de Mat-

sumoto

O circuito de Matsumoto [33], também muito conhecido como circuito de Chua,
juntamente com o mapa logistico, esta entre os sistemas cadticos mais exaustivamente

estudados. Quanto ao circuito de Matsumoto, tal fato, deve-se a sua grande versatili-
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Figura 3.1: Diagrama Elétrico do Circuito de Matsumoto.

dade, facilidade de construgio e simulagao numérica.

Apresentado em sua forma bsica tém apenas cinco componentes: dois capacito-
res, um indutor, um resistor linear e um resistor linear por partes, sendo este o tnico
componente ativo do circuito. Nesta se¢do estudaremos os aspectos do circuito de
Matsumoto que possam ser do interesse quanto a capacidade de servir como elemento
de um sistema de comunicagdo baseado em caos.

Pelo diagrama elétrico do circuito de Matsumoto, mostrado na figura 3.1, pode-se
ver que ele € um circuito oscilador do tipo LC paralelo. O resistor linear por partes
Ry introduz, via acoplamento com o resistor 2 uma realimentacio de energia para
a associacdo paralela entre o indutor I e o capacitor Cy; este resistor também atua
como um limitador para a corrente no circuito. Como todos os outros componentes
540 passivos, o resistor Ry, atua como o elemento ativo, fornecendo a energia para a
manuteng¢ao das oscilagdes no circuito. A implementagdo pritica do circuito de Mat-
sumoto pode ser feita utilizando-se componentes convencionais, o resistor Ry pode
ser implementado através de amplificadores operacionais. Uma boa referéncia sobre
a construgdo desse circuito pode ser encontrada em [34]. Também, j4 existem versdes
integradas desse resistor [35], numa montagem conhecida como diodo de Chua.
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3.2.1 Modelagem do Circuito de Matsumoto

O circuito de Matsumoto é modelado por um conjunto de trés equacoes diferenciais
ordinarias de primeira ordem, acopladas. TEm ainda, uma equagdo linear por partes,
que representa a relagé@o entre corrente e tensdo (curva caracteristica) do resistor Ry,
- Essas equacdes sdo obtidas aplicando-se as leis de Kirchoff as duas malhas e aos nos
do circuito. Sendo um sistema autdénomo, as equagoes que o modelam nao apresentam
fontes de sinal externo? [36]. As tensdes V1 € Voo nos capacitores Cy e Cs, juntamente
com a corrente 7y, no indutor constituem as variaveis diniAmicas do sistema, sendo que
um ponto no espago de fase serd dado pelas trés varidveis: (Vei, Ve, ip).

Abaixo as trés equagdes diferenciais que modelam o circuito:

AV 1 (17 - ;
G = 3(Vea —Ver) —ins,

Ve s =
Czr_d(f,i — %(1/01 i L;CZ) -+ if, (31)
A

sendo 7y, a corrente que circula pelo resistor ndo-linear Ry 1 € R oresistor de acopla-
mento entre Ry, € o circuito tanque oscilador LC.

A relac@o entre tensdio e corrente no resistor linear por partes Ry, € o resultado
de dois valores diferentes de condutincia em fun¢io da tensdo aplicada, conforme
podemos ver pela figura 3.2. A equagio que define essa curva, mostra que a corrente
iy 1, depende das tensd Vi aplicada nos extremos do resistor e da tenséo de quebra Bp,
também depende das condutancias G e G. O parAmetro Bp ¢ a tensio de quebra’,
representado pelos pontos onde a curva apresenta mudanga brusca no valor de sua
conduténcia S, as condutincias Gy e G indicam a inclinagdo das retas, conforme a
equagdo a seguir:

—GoVe1 + (Go — G1)Ver para Vey > Bp
ine = —(G1)Ver pare Vel < Bp (3.2)
—GoVe1 + (G1 — Go)Ver para Vg, < Bp

Fisicamente o comportamento cadtico do circuito aparece devido ao fato da con-

duténcia do resistor Ry, depender do ponto de operagdo do circuito. Isso resulta em

>Ou, podemos dizer que, um sistema auténomo € aquele em que a varidvel tempo ndo aparece
explicitamente nas suas equagoes.
Sbreakpoint voltage
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Figura 3.2: Curva caracteristica do resistor Ry, do circuito de Matsumoto.

um balango instdvel no ciclo de transferéncia de energia entre as partes do circuito
1.

3.2.2 Reescalonamento dos valores dos componentes

Inicialmente, os valores originalmente utilizados dos componentes e parimetros
$d0 0s seguintes:

Gy = —0,80m.S (condutincia em siemens)
G1 = —1,391m.S (condutincia em siemens)
C1 = 0,0052F (capacitincia em farads)
Cy = 0,056 F (capacitincia em farads)

R = 17392 (resisténcia em ohms)

L =9,2mH (indutancia em henrys)

Bp = 1,0V (tensdo em volts)

Para nossos objetivos (simulagdo numérica), convém tornar essas grandezas adi-
mensionais por uma mudanga de varidveis [38] . Para isso, fazemos G = }—1,, € opera-
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mos as seguintes substituigdes, conforme indicado a seguir.
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sendo 7 o tempo normalizado. Podemos transformar as equagdes 2?2, ?? e 3.1, nas

novas equagoes normalizadas abaixo, em termos de x,y e z.

L —ofy—gz— f(z)}

X=¢ & —p_yi, (3.4)
o =Py

A corrente ¢y no circuito de Chua, pode agora ser colocado em uma forma, em que
fica evidente a linearidade por partes:

br+a—0b para z>1
flamr= <Nag para |z| <1 (3:5)
bxr —a+b para v < -1

onde a = 1 — RGyeb =1— RG,. Vamos colocar a fungo caracteristica f(z) do
resistor ndo-linear (R, ) na forma de um vetor coluna F(x)

F)=| o (3.6)

Doravante, vamos nos referir a G como sendo o pardmetro de controle, que utiliza-

remos para caracterizar os diferentes tipos de topologias e comportamento do circuito.

3.2.3 Pontos Fixos do Atrator

Para acharmos os pontos fixos do atrator, que s@o simétricos em relagdo a origem,
colocaremos o grupo de equagdes 3.4 na forma matricial JX + F(z), sendo J a jaco-
biana do sistema
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or ok 0i
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A constante c foi introduzida com o objetivo de levarmos em conta os diferentes va-
lores que a fungio f(z) assume, conforme indicado na equacéo 3.9. Podemos entéo
reescrever o grupo de equagdes 3.4, em funcdo da equagio 3.7 e usando 3.6, tal que

; —ac a 0 T af(x)
X=JX+Fx)=| ¢ | = L =l g | = 0 (3.8)
. 0 -8 0 # 0

Em fung¢do da localizag@o dos pontos fixos a constante ¢ pode assumir os seguintes
valores:

b para o dominio D_
¢c=14 a para o dominio Dy 3.9

b para o dominio D_

Resolvendo o sistema X = (, encontramos os trés pontos fixos P~, P% Pt do
sistema, que sdo pontos de equilibrio hiperbélico; P* e P~ sdo simétricos em relacdo
ao ponto Py* como mostrado na figura 3.3.

A estabilidade dos pontos fixos ¢ obtida pela andlise dos autovalores da jacobi-
ana (3.8), que fornece o fluxo linearizado préximo a origem. Voltaremos a utilizar o
conceito de fluxo linearizado em torno da origem (ponto fixo), quando abordarmos os
calculos dos expoentes de Lyapunov. Resolvendo-se o sistema abaixo para a varidvel
§, encontramos os trés autovalores A;, Ay, A3 da matriz jacobiana.

s+ s*(ac+ 1) + 5(8 — a+ ac) + afc =0 (3.10)

Resolvendo-se equagiio 3.10, tem-se que A; € um autovalor real e positivo, Ay € A
formam um par de autovalores complexos conjugados, com parte real é negativa, jus-
tificando a afirmacédo dos pontos de equilibrio hiperbélico.

#Um ponto de equilibrio é hiperbélico quando o fluxo linearizado em torno dela, apresenta um
autovalor com parte real ndo-nula .
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Figura 3.3: Diagrama espacial dos pontos fixos do circuito de Matsumoto.

Para o ponto fixo na origem ¢ = a = G, /G e para os pontos fixos P ou P~ ¢ = b =
G/G. Sendo G, o reciproco da conduténcia Gy e G, reciproco da condutancia G; da
curva caracteristica Ryy.

Fazendo-se: p = (b — a) e £ = (b + 1), podemos escrever as expressdes para os
pontos fixos P™ e P~ como sendo:

P+ =(2,0,-2)
P = (0,0,0)) (3.11)
==l £)

validas para a # b, b # —1 e (a+1)(b+1) < 0.

O conjunto de equagdes diferenciais 3.1, serd integrado numericamente. Como
algoritmo de integragdo utilizamos o integrador de quarta ordem de Runge-Kutta, com
passo fixo. As rotinas de integragiio e outros algoritmos, foram escritos em lin guagem
de programacio Ansi-C.
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3.2.4 A Dinamica do circuito de Matsumoto

Um dos principais motivos do circuito de Matsumoto ser um dos paradigmas do
caos: trata de um sistema simples, que pode exibir comportamento dindmico com-
plexo. Nao obstante sua simplicidade, apresenta caracteristicas de universalidade.
Comportamentos como bifurcacdes, rota para caos via duplica¢do de periodo, bi-
furcagdes de Hopf e caos no sentido do teorema de Shil’nikov, ja foram observados
neste circuito. Esses comportamentos podem ser atingidos utilizando-se o parimetro
G, como elemento de controle. A sua variagdo permite obter diferentes topologias
e comportamentos cadticos. Assim por exemplo, fazendo-se G = 0.575 obtém-se o
atrator tipo Rdssler, que apresenta uma tnica espiral, como mostrado na figura 3.4.

2

Figura 3.4: Projec@o do atrator tipo Rdssler no plano (Vi )x (Vo) para G = 0.5750.

Outro atrator, conhecido como atrator tipo dupla espiral® é obtido fazendo-se G =
0.585 como mostrado na figura 3.5. Nos gréificos 3.6 e 3.7 mostramos as projegdes

SDouble Scroll
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para o atrator tipo Rdssler nos planos (V) x (ig) e (Vez) x (ir,). Para outros valores
podemos Conseguir orbitas periddicas desse mesmo atrator, conforme apresentado na
figura 3.8. Lembramos que, quando falamos em atrator com uma Gnica ou dupla espi-
ral, estamos nos referindo a uma projecio no plano, uma vez que a estrutura topolégica
do atrator do circuito Matsumoto apresenta uma topologia muito complexa, distribuida
no espago e nao somente no plano.

—0.5 -

V

(3]

Figura 3.5: Atrator tipo dupla espiral para G=0.5850.

O aparecimento do caos no circuito de Matsumoto é devido a uma seqiiéncia de
duplicagdo de perfodo. Esta rota para o caos via duplicacdo em cascata de periodos
€ conhecida como cendrio de Feigenbaum, isto pode ser visto pela série mostrada na
figura 3.8 em que para G' = 0, 55695 tem-se 6rbita de periodo® 1, para G = 0.5710
tem-se Orbita de periodo 2, para G = 0.5720 a 6rbita apresenta periodo 3 e finalmente
para G = 0.5750 ocorre regime cadtico apds uma seqiiéncia de bifurcacoes.

Na figura 3.9 pode-se ver diferenga qualitativa existente entre as duas séries tem-
porais da tens@io V-, para os dois tipos de atratores.

%Quando dizemos que uma érbita cadtica é tem perfodo 7 isso implica que dado um ponto  de sua
trajetéria 0 mesmo retornard em um tempo finito n vezes i sua e vizinhanga tal que (z + €) ~ z.
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Figura 3.6: Projeg@o do atrator tipo Rdssler no plano (V) x (i), para G=0.5750.

Figura 3.7: Projegéo do atrator tipo Rdssler no plano (Ve2) x (i), para G=0.5750.
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Figura 3.8: Seqtiéncia de duplicagio de perfodos para o atrator de Matsumoto (a)
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Figura 3.9: Série temporal da tensdo V4 para atratores: (a) Tipo Rdssler (b) tipo dupla
espiral.
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3.3 Expoentes de Lyapunov para fluxos

Uma das caracteristicas fundamentais dos sistemas cadticos € a sua dependéncia
em relagdo as condigdes iniciais. Isso quer dizer que dados dois pontos préximos no
espago de fase, z¢ e x;, tal que T ~ xy + Az, suas trajetdrias irdo divergir em média,
exponencialmente com o tempo, divergéncia que serd tanto maior, quanto maior for
0 grau de ndo-linearidade do sistema. Uma idéia aproximada disso pode ser visto na
figura 3.10.

£ 1

e
Figura 3.10: Divergéncia de dois pontos préximos, com o passar do tempo.

Os expoentes de Lyapunov sdo uma das maneiras de quantificar essa sensibilidade
as condiges iniciais. Sejam zy(t) e z; (¢) as trajetérias que se originam a partir desses
dois pontos, a distancia 6, = xo(t) — () entre eles ird se contrair ou se expandir
segundo uma taxa exponencial A\. Se a equagdo dindmica do sistema cadtico é da
forma:

e ) (3.12)

Como afirmamos que os pontos z, € ; s80 muito proximos, podemos desenvolver em
série de Taylor a fungdo f(x) em torno do ponto z;:

F(z1(t)) = flag) + d—gi—(})lm(m - Zg) + ... | (3.13)

€ a taxa § da variagdo da distancia entre os pontos é dada por
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5(t) = 1 (t) — (1) (3.14)
ou ainda por

Podemos entéio, manter somente o termo de primeiro grau na série de Taylor de f(z),
desse modo o expoente ) deve satisfazer a relagio:
s(t) = s(0)eM (3.16)

Diferenciando a equagio 3.16 com relacio ao tempo ¢, temos

s =s(0)le S = As(T) (3.17)

Comparando as equagdes 3.17 e 3.14 podemos ver que o coeficiente A € dado por

e df (z1)

dxy

o (3.18)

ou seja, A mede a variagdo das trajetérias que se originam no ponto z, de modo que
sendo A > 0 as duas trajetdrias divergem e A < 0 as trajetérias se contraem ou con-
vergem. Em termos préticos podemos ver que a equacdo 3.18 varia, pois z(#) também
varia. Por isso, deixa-se o sistema evoluir por um tempo suficentemente longo e a partir
de um conjunto z;(0) de condigdes iniciais, toma-se um valor médio para o coeficiente
A, chamado também de expoente de Lyapunov, ou seja:

= E}I&A—r;). (3.19)

sendo N o niimero de expoentes A somados em um dado intervalo de tempo.

Como estamos tratando com sistemas que geram fluxos, podemos atribuir um ex-
poente de Lyapunov para cada dimens&o do nosso espaco de fase, formando o espectro
de expoentes de Lyapunov do sistema. Para o circuito de Matsumoto podemos ter
entao trés expoentes (Aq, Ay, A3) que medem o afastamento das trajetorias envolvendo
as varidveis de estado Vi, Ve € 4, respectivamente.
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Em fun¢do dos sinais dos expoentes A;, A; € A3, podemos ter uma descri¢io qualitativa
do comportamento do sistema [26]:

Sinal dos expoentes | Tipo de atrator
-3=5-) Ponto fixo
(0:--) Ciclo limite
(0,0,-) Quase-periddico
(E0) Cagdtico

Assim, para um sistema ser considerado como caético, deve existir pelo menos um
expoente de Lyapunov positivo. Quando o sistema tém mais de um expoente positivo,
em um espaco de fase com pelo menos quatro dimensées, diz-se que € um sistema
hipercadtico [39].

Descreveremos a seguir o procedimento para calcular os expoentes de Lyapunov
para sistemas descritos por fungdes iteradas (mapas), como por exemplo, o mapa
logistico. Se z, for um ponto no espago de fase do mapa f")(z) e (z, + €) um
ponto vizinho. Iterando a fungdo f™(x) n vezes e considerando-se o valor absoluto
da diferenga d,, entre as duas trajetérias f™ (xo) e f™(xy + €), teremos

d = |f™ (0 + €) = F™)(z0)] (3.20)

sendo que, para comportamento cadtico, esperamos que a distancia d,, cresga exponen-
cialmente com o indice n.

_dil - |f{n}($0 o 6) = f{n)(ml}” = 8}m, (321)
€ €

ou

T fz

5= (1 £n|f{n} (zo +€) — f{n)(.’ﬁg”) (3.22)

Na equagdo 3.22 se fizermos ¢ — 0, podemos tomd-la como sendo a derivada
n-ésima de |f(z)| ou |f™(x)|. Utilizando a regra de derivacio em cadeia, podemos
escrevé-la como um produto de n derivadas de f(z)

(m|f’(a:(,)| w|f (@) % ... % |f’(g,-n|) (3.23)

| —

A=

=

1



74 Sistemas Caéticos de Interesse em Comunicacoes

o.2 L s [ﬂ e —
_ { A~y /A R 0 Frvr’ I | ‘Fw
0.0 L N J{‘r! ‘ Y\:‘:ﬂmﬁ ilr'l i || :l[ L!‘ T ! J‘ I Fr |
- ,f'f \i ||if l/ ‘ v\ hf‘ [ '
-0.2 _ ( |‘ H
0.4 | Y \ ‘ e

Figura 3.11: Coeficiente de Lyapunov em funcido do parametro GG para o circuito de

Matsumoto para a variavel V.

A= % (115 (@)l + nlf (@0)] + .. + Inlf (zal) (3.24)

Podemos interpretar a equagio 3.24, como definindo o expoente de Lyapunov A pela
média das somas dos logaritmos dos valores absolutos das derivadas da fungéo f(x,,)
do mapa, avaliada nos pontos da trajetdria ou, genericamente

1 n 1 (z,,
— (%) (3.25)

Usando-se os expoentes de Lyapunov para quantificar o grau de caoticidade do
sistema de Matsumoto podemos afirmar que, quando G = 0, 5750 o circuito oscila em
regime caotico. Comparando-se as figuras 3.11 e 3.12, podemos ver que nas regioes
onde existem bifurcacdes de periodos e janelas periddicas, o expoente de Lyapunov
€ negativo. Na obtencdo do grafico da figura 3.11 empregamos o método sugerido
por Wolf ez al [40]. Nas regides em que o comportamento € cadtico, o expoente de
Lyapunov € positivo € negativo, onde o comportamento € periddico.

Podemos ver também como varia o comportamento do sistema, em funcdo do
parimetro (i, plotando-se no eixo horizontal o valor de G. No eixo vertical plota-
mos uma série de valores para a varidvel em questdo, para cada um dos valores as-
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Vel

0.56 0.58 0.60 0.62 0.64 0.66
parametro G

Figura 3.12: Diagrama de Bifurcagdo para a tensdo Vi; em fungio do parametro G,
para a varidvel Vi do circuito de Matsumoto.

sumidos pelo parametro G. Essa andlise € conhecida como diagrama de bifurcagao.
O gréfico da figura 3.12, mostra o diagrama de bifurcacdo para o circuito de Matsu-
moto. Para sua obtengdo, variamos em pequenos incrementos o valor de G no in-
tervalo {0.56 < G < 0.66}. Para cada um desses valores, iteramos 500 vezes o
sistema. Desprezamos um pequeno periddo transiente € plotamos esses valores no
eixo vertical. O diagrama de bifurcag@o permite verificar os pontos em que ocorrem
mudangas na dindmica do sistema. Regides onde existem janelas periddicas, caos e
pontos onde as trajetdrias bifurcam-se podem ser facilmente observadas. Por exemplo,
para regides proximos do valor G = 0, 63, temos uma janela de periodo 3. Isto pode
ser visto também pelo expoente de Lyapunov que é negativo para esta nessa vizinhanga
do parimetro G.

Pela analise espectral do sinal, podemos obter o espectro de Fourier ou espectro de
poténcia e caracterizar o aparecimento do caos. Essa anélise, foi feita para o circuito de
Matsumoto. O espectro de uma trajetoria periédica com um ciclo limite ird aparecer
como um espectro discreto, enquanto uma trajetoria ndo-periddica ird aparecer com
um espectro continuo, o qual € tipico de sistemas cadticos. Um sinal com espectro de
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banda larga, significa que 0 mesmo nio apresenta uma freqiiéncia dominante e que sua
poténcia encontra-se espalhada ao longo do seu espectro.

Para a série temporal de V¢, mostrado no grifico 3.13 podemos ver o espectro de
poténcia, (@) para 6rbitas periddicas e em (b) para 6rbitas cadticas.
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Figura 3.13: (a) Orbita de periodo 4. (b) Atrator Caético (c) Espectro de Fourier para
orbita periodica (d) espectro de Fourier para o atrator cadtico.

3.4 Seccoes de Poincaré de sistemas caéticos continuos

Os sistemas cadticos continuos que sdo descritos por conjuntos de equacoes dife-
renciais (fluxos) podem ser reduzidos a um sistema discreto pelo uso das secgoes de
Poincaré ou mapas de Poincaré. Essa técnica sera muito utilizada em nosso desenvol-
vimento de sistemas de comunica¢iio com caos.

O mapa de Poincaré € o conjunto de pontos obtidos pela interseccdo da trajetdria
cadtica com um plano transversal a essas trajetérias. Uma Orbita de periodo 1 apa-
recerd como dois pontos (um para cada sentido do plano), conforme mostra a figura
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3.15. Uma 6rbita quase-periédica formard uma curva fechada, enquanto que trajetérias
cadticas aparecerdo como pontos espalhados ao longo da superficie. Este conjunto de
pontos normalmente néo estd contido em uma dimenséo, apresentando uma dimenso
fractal entre 1 e 2 [41].

Para o circuito de Matsumoto, a aplica¢do da sec¢@o de Poincaré nos permite uma
redugdo da dimensdo do sistema de trés para duas, passamos do dominio contfnuo para
0 dominio discreto. Uma trajetéria continua ao atravessar o plano ¥ pela primeira vez
originard o ponto Z,, e em seguida o ponto Z,,; € assim sucessivamente, como mostra
a figura 3.14, criando uma sequéncia de pontos no plano ¥. Conforme j4 convenciona-
mos anteriormente, o plano £ no qual as sec¢des de Poincaré estdo imersas é formado
pelas varidveis dindmicas z = Vi, e y = iy, a tensdo no capacitor C; e a corrente no
indutor i, respectivamente.

—
c;(?-)

c (1)

Figura 3.14: Transformagao de um fluxo em pontos discretos no plano o.

Seja um espago de fase ¥ de dimensio d, entdo a secgiio de Poincaré de um fluxo
imerso nesse espago tera dimensdo d — 1. Genericamente, um mapa P de Poincaré é
uma funcdo da forma:

X'n.—f—l = p(){n) (326)

com X,,, X;,;1 € Pecomn e Z+.

O uso das secgdes de Poincaré nos permite uma nova descricio de um sistema
cadtico. Assim, drbitas periddicas aparecerio como pontos discretos distribuidos no
plano ¥ e drbitas ndo-periddicas descreverfio uma trajetéria aparentemente aleatéria
no plano .

Embora a escolha da sec¢do no espaco de dimens3o d seja arbitrdria, para o caso
especifico do circuito de Matsumoto, adotaremos a secgdo de Poincaré como aquela
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gi’z)

=Ly

Figura 3.15: Orbita de periodo 1 aparece como um ponto no plano ¢.
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Figura 3.16: (a) Atrator para G=0.5750 (b) projecio da se¢iio de Poincaré no plano
I/r(;;g = (e {?;)X(Irgl)

gerada quando o fluxo passar pelo plano y = Ve = 0, indo do sentido negativo para
positivo, ou seja 0 médulo de Vi;; é menor antes de atravessar a secgdo de Poincaré e
maior ao sair. A figura 3.16 mostra o atrator de Matsumoto com a projecdo da secgdo
de Poincaré tomada no plano Vg = 0.
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3.5 Sistemas caéticos discretos: O Mapa Logistico

Ao contrario do que acontece com sistemas continuos que sdo descritos por sis-
temas de equagdes diferenciais e precisam de pelo menos trés dimensdes para exibir
comportamento cadtico, existem sistemas que sdo descritos por fungdes de iteragao e
também apresentam comportamento cadtico, nao obstante terem somente uma ou duas
dimensdes e serem nio-inversiveis. Muitos fendmenos fisicos podem ser modelados
por sistemas de tempo discreto, também chamados de mapas. Por exemplo, o modelo
de crescimento populacional pode ser modelado por um sistema muito simples conhe-
cido como mapa quadrético ou mapa logistico, cuja forma € do tipo:

z[n + 1] = pz[n](1 — z[n]) = F.(z[n]) (3.27)

onde x[n] é um nidmero que reflete a populag@o apés o enésimo ciclo, como uma fun¢ao
da populagio em um momento anterior z[n—1]. O pardmetro 1 depende das condigoes
do ambiente (comida, agua etc), e serd utilizado como elemento de caracterizagao
do sistema. Assim, dada a populagdo z[n] em um dado momento podemos obter a
populagio apés n ciclos, pela aplicagdo repetida da fungdo F),(x[n]) ao valor inicial

x[0], em processo de iteragdes sucessivas, ou

ol1] = Fy(a(0)), 2[2) = Fy(al1]), ., aln — 1] = Fu(aln — 2], aln] = Fu(efn ~ 1)
(3.28)
A seqiiéncia de pontos z[0], z[1], z[2], ..., z[n] provenientes da iteragdo da fungdo
F,(z[n]) n vezes gera a trajetéria do mapa. Existe um valor especifico z[PF] para a
varidvel z[n] que retorna o mesmo valor, quando a fungio F,(z[n]) € iterada, ou seja
z[PF] = F,(z[PF]), esse ponto & chamado de ponto fixo da fungdo F,(z[n]). No
grifico (@) da figura 3.17 o ponto fixo é o encontro da linha diagonal com a curva
que representa o conjunto das trajetérias do mapa iterado, pois F'(z[n]) leva a z[n]. O
grifico de z[n + 1] contra x[n] é chamado de mapa de primeiro retorno. Plotando-se
o ponto z[n| contra o ponto z[n + 2], obtemos o gréfico da figura 3.17b, chamado de
mapa de segundo retorno. Em ambos os gréficos o pardmetro y tém valor p = 4.0
O mapa logistico pertence a classe dos mapas unimodais, que sdo mapas mais

simples, apresentando um tnico ponto de maximo z,., ndo pertencendo a classe dos
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Figura 3.17: Mapa de primeiro e segundo retorno para o mapa logistico.

sistemas inversiveis [26], ou seja, ndo podemos partir de um ponto x[n] e aplicar a
fungdo F), reversa no tempo para obter #[n — 1]. Sendo unimodal s6 existe um ponto

de maximo que ocorre para z, = +, obtido tomando-se a primeira derivada da fun¢io
Fu(z[n])

d(F,)  d(uzl — z])
dr da
a solugdio da equagio 3.29 fornece o valor do ponto critico z, = 0,5, a figura 3.18
mostra 0 mapa de retorno com o ponto critico z,. indicado.

= u(l —2z) =0 (3.29)

3.5.1 Diagrama de Bifurcaciio do Mapa Logistico

Analogamente ao que foi feito com o circuito de Matsumoto, vamos analisar o
diagrama de bifurcagdo do mapa logistico. Para isto, plotamos no eixo x o valor do
pardmetro y versus o valor do ponto genérico z,, no eixo vertical. Isto est4 indicado
na figura 3.19a, o pardmetro 1 estd plotado na faixa de 2.8 < # < 4.0. Para cada
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Figura 3.18: Mapa de primeiro retorno para o mapa logistico.

valor de y iteramos 200 vezes a fungéio z[n + 1] = z[n]u(l — z[n]). Para a faixa de
1.0 < p < 3.0 tem-se, somente, Orbitas de periodo p = 1. Para g = 3.0 ocorre a
primeira bifurcagdo com duplicagdo de periodo, i.e. p=2. Em p = 3.447 ocorre nova
duplicagdo de periodo, agora as 6rbitas tém perfodo p = 4. A partir desse ponto, ocorre
uma série de duplicagdes do perfodo p (cascata de duplicagdes de periodo), isso pode
ser visto na figura 3.20, na qual ampliamos a faixa do pardmetro 3.5 < g < 3.65. Com
0 aumento do pardmetro p, p — 00, € comega a aparecer 0 comportamento cadtico.
Esse caminho para o caos, via duplicagio de periodo, € uma cascata de bifurcagdes do
tipo flip, uma vez que a matriz jacobiana do sistema tém um autovalor com parte real
de médulo menor que 1.

Para calcularmos o expoente de Lyapunov para o mapa logistico, aplicamos a
defini¢do dada pela equagfio 3.24 . A partir da equagdo 3.27 calculamos a Jacobiana
J(x) que, para o mapa logistico, é igual a sua derivada

Ty el GG S Gl (3.30)
g dzx

Assim, pela iteracio da equag@o 3.30, obtemos o expoente de Lyapunov para o mapa

logistico, em fun¢do do parametro u.

A figura 3.19 mostra o grafico (a) do diagrama de bifurcagdo e o expoente de Lya-
punov, juntos, para efeito de comparagdo. Nos eixos horizontais plotamos o pardmetro
€ no eixo vertical o valor de z,, para o diagrama de bifurcagiio e o valor do expo-
ente de Lyapunov em fungdo de u, no grafico (b). Podemos notar pela andlise desse
grafico, que os pontos onde ocorrem bifurcagdes das 6rbitas periddicas, o expoente de
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Lyapunov € nulo, bem como nas regides onde existem janelas periédicas, como indi-
cado pelas linhas pontilhadas que unem os dois graficos. Ainda, a partir de 1 = 3.41, 0
expoente de Lyapunov comega ficar positivo, indicando comportamento cadtico, como
podemos observar na regido correspondente no diagrama de bifurcag@o. Para y = 4.0

0 expoe?te atinge o seu valor maximo, existindo uma regido de pleno regime caético.

Figura 3.19: Expoentes de Lyapunov para o mapa logistico.

Ampliando-se a figura 3.19 veremos outros fendmenos tais como crises interiores,
onde um comportamento caético dd lugar, abruptamente ao comportamento periodico.
Podemos ver isso pela figura 3.21, em que a partir do valor y = 3.828 temos uma
janela periodica com p = 3.

Pode-se ver também a divergéncia entre pontos inicialmente proximos, pelo gréfico
da figura 3.22, onde plotamos as séries temporais desses pontos. A divergéncia entre
as trajetorias comega a ficar evidente a partir da décima iteragdo, aproximadamente.
Esses pontos foram obtidos tomando-se o valor i = 4.0, como pardmetro do mapa

logistico.
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Figura 3.20: Ampliagdo do diagrama de bifurca¢io do mapa logistico.
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Figura 3.21: Aparecimento de crise no mapa logistico.
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Figura 3.22: Dependéncias as condig¢es iniciais no mapa logistico.
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3.6 Conclusoes

Foram analisados nessa sec¢@o, alguns aspectos dos sistemas cadticos, tendo em
vista nossos objetivos iniciais; construir esquemas de comunicacdo baseado em caos.
Foram apresentados dois representantes tipicos de uma ampla gama de sistemas cadticos,
o circuito de Matsumoto e o mapa logistico.

Os diferentes tipos de topologias apresentadas pelo circuito de Matsumoto po-
dem ser aproveitadas por exemplo, em esquemas de comunicagio que codificam a
informag@o ora em um atrator ora em outro [42], em um esquema de modulacio co-
nhecido como 7" — CSK (topological chaos shifi keying). Codificagdes desse tipo ndo
sdo as Unicas possiveis, como veremos ao longo desse trabalho.

O pardmetro G para o circuito de Matsumoto e o parimetro y no caso do mapa
logistico, nos permitem controlar a dindmica cadticas desses sistemas, caracteristica
esta que serd fundamental para a transmissio de informagio nos sistemas de comuni-
cagdo com caos. Embora, o circuito de Matsumoto seja um sistema cadtico continuo,
através das sec¢des de Poincaré, podemos fazer uma discretizagio em um espago
de fase bidimensional. Com o uso dos diagramas de bifurcagfio, pudemos ter uma
descrigdo do comportamento dindmico dos sistemas, em fungio de algum pardmetro.
Para o circuito de Matsumoto, escolhemos o pardmetro G e para o mapa logistico, es-
colhemos o pardmetro .. Comportamentos como movimentos periédicos, movimentos
quase-periodicos podem ser previstos com o uso dos diagramas de bifurcagdo. Os ex-
poentes de Lyapunov, bem como os espectros de poténcia, também sdo utilizados para
a caracterizagdo do caos, como foi apresentado para o mapa logistico e o circuito de
Matsumoto.



Capitulo 4

Dinamica Simbédlica e Entropia
Topologica em Sistemas Caoticos

4.1 Introducao

Neste capitulo serdo discutidos aspectos do problema da quantidade de informagao
que pode ser codificada em um sistema de comunicagdo com caos. Essa questio € rele-
vante porque, em alguns esquemas a informagao € codificada diretamente na dinamica
do sistema. Como os sistemas caoficos podem ser vistos como fontes de informagdo,
uma véz que a partir de uma condig?o inicial mais e mais detalhes se revelam durante
a evolucdo do sistema. Uma maneira de medirmos essa informacgédo criada, € pela
introducdo do formalismo da dinimica simbélica.

O problema da codificagdo pode ser visto do ponto de vista da parti¢do do espago
de fase do sistema. Atribuindo-se sfmbolos a cada divisdo e procurando-se atingir o
maximo de entropia para o sistema. Mostraremos entdo, a luz da teoria da informagao,
como obter a melhor maneira de fazer esse particionamento. Isso, nos conduz direta-
mente ao conceito de dindmica simbdlica, que também serd importante no método de
controle de trajetdrias por nés implementado e apresentado nos capitulos posteriores.
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f(x) f(M )

X (a) (b)

Figura 4.1: (a) Trajetéria descrita por um ponto x. (b) Transformacio do espago de
fase pela aplicacdo de f?.

4.2 O Espaco de fase e a diniAmica simbélica

Comegaremos essa seciio estabelecendo algumas conceitos fundamentais para as
nossas consideragdes futuras.

Um sistema dinimico X = f(X), pode ser descrito em termos de um ponto que
s€ move em um espago abstrato. A esse espaco onde as grandezas de interesse sio
indicadas, chama-se espago de fase £2. Nesse espaco abstrato, podemos estudar a
dinmica do sistema. Existindo uma regra especifica f*, regendo o comportamento das
variaveis nesse espaco de fase, podemos dizer que esse sistema tém um comportamento
deterministico.

Sejax € Qcomx = {z,, s, T3, ..., Zq}, sendo o vetor d-dimensional das varidveis
do sistema e d a dimensdo do espago de fase ) regidos regra f7, que governa a
evolugdo temporal do sistema, tal que f*: () — O entéo, a dupla (Q, f*) pode descre-
ver a dindmica do sistema.

Quando a varidvel tempo ¢ continua, ou seja: t € R a fung¢do f? descreve um
fluxo e sendo a vdriavel tempo discreta ou seja: ¢t € Z, entdo a fungdo f! descreve um
processo discreto ou mapa.

Dado um ponto inicial xy de uma trajetoria, a evolugdo segundo f! gera uma
sequiéncia de pontos que descreve essa trajetéria: x(t) = f'(xo), conforme indicado
na figura 4.1(a). Uma regido {2; do espago de fase é transformado em outra regido ft();
pela aplicagdo da regra f*, o que nos sistemas cadticos implica contragdes e expansdes
a0 longo do espago de fase, conforme indicado na figura 4.1b.

Um sistema dindmico caético pode ser descrito de muitas maneiras e em alguns
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casos uma descri¢do exata da dindmica do sistema pode ser muito dificil. A dindmica
simbdlica fornece uma maneira alternativa e rigorosa de descrever o caos [43].

Uma trajetdria no espago de fase percorre vérios caminhos, percorrendo ao longo
da sua dinamica partes desse espago (2. A dinimica simbélica nos fornece uma visio
topologica das trajetérias no espago de fase. Vamos considerar nossa discussio para o
caso de um sistema discreto do tipo:

e =i e com r€R 4.D

uma descri¢do completa desse sistema necessitaria o conhecimento de todos os ele-
mentos do conjunto {x,, Xy, X, ...} para todas escolhas do ponto inical x,, 0 que ob-
viamente € impraticivel. Outra maneira possivel, é considerarmos o espago de fase
(2 sendo particionado, segundo algum critério, em parti¢bes €2y, Q, ..., Qy, distintas
e disjuntas. A cada uma dessas parti¢des, associamos um simbolo diferente. Essa
divisdo € tal que tenhamos:

Qgﬂ () ﬂQN ) (4.2)

Um exemplo, pode ser visto na figura 4.2, onde o espago de fase {Q : X YV} foi dividido
em seis regides disjuntas. Podemos agora saber qual o itinerério resultante da iteracao
do ponto partindo por exemplo da particio Qy. A seqliéncia das parti¢des €2; percor-
ridas por uma trajetdria, chama-se itinerdrio e ser (til quando tratarmos do alfabeto'
do sistema. Essa € uma maneira de acompanharmos a evolugio temporal da dindmica
do sistema, agora, em termos de varidveis discretas (simbolos discretos), no espaco de
fase do sistema. Portanto, no espago de fase €2, uma trajetéria pode ser analisada como
uma seqiiéncia de simbolos discretos, correspondente as diferentes partigdes, visitadas
por essa trajetoria. A essa descrigio do sistema, em termos topoldgicos chamamos de
dindmica simbdlica [43].

Um exemplo de itinerdrio pode ser visto na figura 4.3, com o espago de fase () =
XY particionado em seis parti¢des distintas e disjuntas. A diniAmica do sistema pode
ser descrito segundo a seqiiéncia dos simbolos atribuidos a 05042, s..., gerados

'No espago topolégico do sistema, chamamos de alfabeto ao conjunto de simbolos gerados pelo
sistema, segundo um conjunto de regras (gramdtica).
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Figura 4.2: Exemplo de divisio do espaco de fase.

pela iteragdo da condicio inicial Xo € Qy. A seqiiéncia assim produzida, mantém o
ordenamento temporal da dinAmica do sistema, em um espaco de fase discreto [44].

Em um sistema dinimico de dimensio N, representado em um espaco de fase
15 ..., Xn }, podemos através de uma transformagdo homeomérfica pas-
sar do espago de fase X para outro espago de fase® (. O espaco de fase pode ser
representado por uma colegfo finita de conjuntos abertos disjuntos {€2;} com a propri-
edade 2, N Q; = @ para (k # i). Em Q, uma parti¢do serd definida como particdo
topoldgica, se a unido de todos os seus sub-conjuntos §2; cobrir todo o espaco de fase
(2 ou seja:

N
Q= Z (33 (4.3)
]

Consideremos agora a divisio do espaco (2 de fase da figura 4.2 em dois sub-
espagos {2y e §); tais que N = D e QU Q; =9

Ao conjunto {S : 505183...85|s; = 0V s; =1}, com j € Z, chamamos de espago
de simbolos ou espago de estados relativos aos simbolos 0 e 1. Nesse espaco de fase,
uma dinéimica caética, serd representada pelas seqii€ncias do tipo (5951 $953.. .) e 6rbitas

*Uma transformagdo /» : X — () € dita ser homeomérfica se preservar a equivaléncia topoldgica
entre X e (), através de uma correspondéncia um-a-um entre os elementos de ambos [45].
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Figura 4.3: Exemplo de itinerédrio no espacgo de fase

periédicas serfio representadas pelas seqiiéncias periddicas (Sgs;5283...50515253...50515253)-
Por exemplo, vamos indicar abaixo como representar nessa notagio, algumas orbitas
periodicas:
5 e e
e Periodo 1: 00 , 00

” o —
e Periodo 2: 0101, 1010

o e P e N o
e Periodo 3: 000000, 001001, 010010, 100100, 101101

Também € possivel, orbitas com periodo arbitrdrio serem representadas da mesma ma-
neira.

Assim, um itinerario é uma seqiiéncia infinita de simbolos Os e 1s, gerados pelos
pontos da trajetéria que pertencem ao espaco de fase €2.

Em termos priticos, a dindmica simbdlica ¢ muito util porque nos fornece duas
caracteristicas uteis no estudo de sistemas cadticos:

e As 6rbitas periddicas podem ser facilmente seguidas, pela assinatura® fornecida
pelas suas seqiiéncias simbolicas.

3Padrio de simbolos discretos gerados pela dindmica simboélica do sistema.
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e Pelo itinerario gerado pela divisdo do espago de fase, podemos obter uma des-
cricdo de qualquer 6rbita no espaco de fase, com qualquer grau de resolucio
[46].

4.3 A entropia topolégica

Como vimos na se¢dio anterior, conforme aumenta a periodicidade das orbitas,
também aumenta os possiveis graus de liberdade do sistema. Uma maneira de quan-
tificar esse incremento, é pela utilizagdo de uma métrica adequada. Vamos utilizar
como métrica, a entropia topolégica (#+) . Por meio da entropia topolégica, podemos
medir a complexidade dos itinerérios seguidos pelas trajetrias cadticas no espago de
fase do sistema dinimico. Para um espaco de fase ( podemos definir a entropia (H),
medida em bits, utilizando a relag@o entre o nimero | (n) de seqiiéncias geradas e o
comprimento n dessas seqiiéncia. A entropia* (M) topoldgica [45], pode ser definida
como:

Hr = lim sup (M) (4.4)

n— o0 n

Assim, para uma dada divisdo do espago de fase, quanto maior o nlimero de possiveis
seqli€ncias, maior a entropia topoldgica do sistema. Podemos portanto dizer, que a en-
tropia (H7), como definido na equacdo 4.4 ¢ dependente da parti¢do do espago de
fase. De um ponto de vista dindmico, a entropia topolégica mede a complexidade do
conjunto invariante cadtico [47].

Vamos supor o espago de fase dividido em 2 regides diferentes e iteremos o sistema
por um longo tempo. Sigamos entdo, o itinerdrio descrito por um ponto de uma tra-
jetéria qualquer, considerando seqiiéncias de 10 simbolos bindrios (um itinerario pode
ser representado por seqiiéncias de simbolos). Para um sistema estocéstico [48], ao
fim do processo possivelmente teremos observado que existirdo 2 = 1024 diferentes
itinerdrios. Pela equag@o 4.4, podemos calcular que a entropia (#H,.,;) desse sistema
seré:

*O nome entropia deriva da fisica estatistica, onde ¢ usada como medida do estado de desordem
(nimero de graus de liberdade) de um sistema.
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J0gy (210
T (@21—(0—)) — = (4.5)

que é o maximo valor possivel para Heg;.

Facamos a mesma andlise para um sistema dindmico cadtico. Nesse caso, veremos
que no espaco de estados do sistema, nem todas os possiveis 2 024 lincranos
existirio. A implicagiio disso é que a equagdo 4.4 fornece para a entropia (o) de
um sistema com caos, um valor menor que o dado pela equagéo 4.5. Sistemas cadticos,
tipicamente exibem uma entropia (Hcqos) Mmenor que a méxima possivel (Hest) para
um dado comprimento n de simbolos.

A entropia topoldgica ¢ importante porque tém relagdo direta com a quantidade
de informacdo que podemos codificar nas trajetérias cadticas (capacidade do canal
cadtico) [49, 50].

4.4 O mapa de retorno e dinimica simbdlica

Na se¢iio anterior, vimos os conceitos de dindmica simbdlica, o conceito de entro-
pia topolgica e o problema dos sistemas cadticos em geral apresentarem uma entropia
(H.ca0s) menor que a entropia maxima (H.), comparando-se com um processo pura-
mente estocastico. Nessa se¢iio, vamos conceituar o que seja mapa de primeiro retorno,
e como podemos emprega-lo para otimizar a colocagdo da linha de particdo, para os
circuito de Matsumoto e o mapa logistico.

Seja o conjunto de pontos z[i] € {0,1,2,..., N—1} de umatrajetoria de um sistema
cadtico. O mapa de primeiro retorno serd obtido quando tomarmos pontos no espago
de fase formados pela dupla z[i], z[i + 1]. Isso significa que, conhecido o ponto z[i]
e utilizando-se o mapa de primeiro retorno podemos prever que o sistema ird para o
ponto z[i + 1]. Analogamente, um mapa de segundo retorno seria o conjunto de pontos
{x[4], z[i + 2]}, que indicaria que apds duas unidades discretas de tempo o ponto x[i]
evoluiria para o ponto z[i + 2], passando pelo ponto z[i + 1].

Na figura 4.4 podemos ver que o mapa de primeiro retorno do circuito de Matsu-
moto é um mapa do tipo unimodal. Um mapa unimodal pode ser descrito por uma
fungdo f(x) de R — R, definida em um intervalo S com um crescimento monotdnico
de um lado (Z,) e um decaimento monotdnico do outro (3;). Nesses mapas, existe

um ponto critico X, que pode ser de mdximo ou de minimo. Um ponto serd maximo
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de f(X.), se paratodo z € S — f(z) < f (X.). O préprio ponto critico X, nfio
pertence a nenhum dos ramos do mapa unimodal. Justificaremos na proxima secgio
que o ponto critico (X) gera a mdxima entropia para o sistema.
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Figura 4.4: Parti¢io bindria do mapa de retorno (Circuito de Matsumoto)

Para o circuito de Matsumoto, com G = 0.5750 podemos observar que o ponto
critico X¢ = —0.953 é um ponto de mdximo contido no intervalo S — (—2.0,0.5). A
figura 4.4 mostra o ponto critico X, a linha tracejada indica a separagdo entre os dois
sub-espagos topoldgicos X e 3;.

No gréfico 4.5(a) mostramos a linha de partigéo Vp, colocada na coordenada Vi; =
—0.953 para o atrator tipo Réssler. Em (b) a sec¢io de Poincaré correspondente
do atrator € mostrado, com o trago indicando a localizagio da linha de parti¢do, e a
atribui¢cao dos simbolos 0 e 1.

Analogamente a figura 4.6 mostra o mapa de primeiro retorno para o mapa logistico,
que também € um mapa unimodal. O ponto critico X estd localizado em Xo = 0.5,
0 qual divide o espaco de fase simetricamente.

Uma parti¢ao serd geratriz se houver uma correspondéncia bi-univoca entre dife-
rentes pontos no espaco de fase com distintas seqiiéncias de comprimento infinito [44],
ou de maneira equivalente, existe uma funcio bi-unfvoca entre trajetérias cadticas e
seqliencias simbdlicas.

Em geral, descobrir uma fungéo geratriz nio é uma tarefa simples, sendo mais facil
encontrar fungdes geratrizes para seqiiéncias finitas de simbolos [51, 45]. Para mapas
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Figura 4.5: (a) Atrator tipo Rdssler com a linha de parti¢do indicada. (b) Linha de
parti¢cdo na projecao da seccdo de Poincaré.

bi-dimensionais ndo existe uma regra unica para a colocag@o de uma parti¢ao geratriz.
O problema de encontrar parti¢des que sejam geratrizes € de grande importincia em
esquemas de comunicag@o com caos [49], uma véz que a entropia topoldgica ndo serd
maxima, quando a mesma nao for encontrada. Para o mapa logistico, a linha que passa

pelo ponto critico (X(; — jE , separa o espaco de fase de tal forma que a particao

seja geratriz [49, 51], e que para mapas bi-dimensionais, pode ter uma forma mais
complexa. Esse ultimo caso, ocorre por exemplo, nos mapas de Poincaré do atrator do
circuito de Matsumoto. Em mapas ndo inversiveis obtidos de fluxos nao-auténomos,
através da seccdo de Poincaré, a linha de particao pode ter uma forma complexa, devido
ao infinito namero de Grbitas periddicas instdveis nas quais as direcdes das variedades
estaveis e instaveis coincidem (sub-conjuntos ndo hiperbolicos).

Mostraremos, na seqiiéncia do nosso trabalho, como evitamos esse problema através

da introdu¢do de uma técnica de controle, na qual usaremos a dindmica simbélica po-
dada’ do sistema.

Spruning symbolic dynamics (uma dindmica simbélica podada niio gera todos as possiveis seqiiéncias
no espaco de estados do sistema)
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Figura 4.6: Parti¢do bindria do mapa de primeiro retorno (Mapa Logistico)

4.4.1 Dinamica simbélica do circuito de Matsumoto

Para comegar a estudar a dindmica simbélica do circuito de Matsumoto, o primeiro
passo serd escolhermos uma parti¢do. Vimos anteriormente, que escolher uma partigio
geratriz ndo € uma tarefa facil para mapas bi-dimensionais.

Descreveremos agora, o procedimento numérico, para acharmos a melhor colocacio
para a linha de parti¢do. O critério que adotaremos, serd aquele da maxima entropia,
considerando-se uma parti¢do bindria. Por ora, consideraremos apenas a entropia ab-
soluta (Hs) de Shannon, dada pela equagdo

20

Hs(po, p1,pa, ) = = > " pilog, p; (4.6)
=1

em que p; sdo as probabilidades da ocorréncia dos simbolos considerados (Del) A
entropia Hs de Shannon ¢ expressa em bits e serd maxima, quando as probababilida-
des p; forem iguais para todos os simbolos, conforme pode-se ver no grifico 4.7, a
entropia atinge seu maximo valor para p; = 0.5, ou seja, quando os dois simbolos sdo
equiprovaveis. Adiante aplicaremos esse mesmo crit’erio para a colocagio da linha de
parti¢éio do espago de fase. Nos extremos do intervalo a entropia se anula, uma véz que
pi = 1 ou p; = 0, o que significa que nio existe incerteza nos simbolos. Outra propri-
edade apresentada pela entropia g, € que ela sempre serd ndao-negativa, ou Hg > ()

[52].
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Figura 4.7: Curva da entropia ‘Hg, em fungdo das probabilidades p;.

Na seqiiéncia levaremos em conta o efeito das restrigdes impostas pela dindmica
do atrator. No intervalo (S) de variagéo de Vi, ou seja S = [—2.2, +0.5], integramos
as equagdes 2?2, ?? e 3.1, calculando a entropia (Hs) na se¢@o de Poincaré contida
no plano Vg, = 0, para cada incremento AV, até cobrirmos todo o intervalo (S).
Esperamos com isso, encontrar um ponto (Vp), em que H s seja maximo. Nesse ponto,
colocaremos a linha de particdo. No célculo de Hs, adotamos uma particdo bindria,
associando os simbolos () e 1 a cada lado da parti¢do. Seja Vp o valor da coordenada
associada a linha de parti¢fio, os simbolos gerados (s,,) serdo da forma:

a1 F i
o 0 paraVg > Ve 47)
1 paraVg < Vp

Entdo, iteramos o sistema discreto e via se¢io de Poincaré, vamos coletando os
simbolos 0 e 1 gerados pelo sistema. Os simbolos sdo contados e calculadas as por-
centagens (p;) de aparigdes relativas em relagdo a quantidade total de bits gerados. Para
cada valor da coordenada Vi, calculamos a entropia H s, de acordo com a equacgao 4.6.
Na figura 4.8a, podemos ver o resultado desses calculos para o atrator tipo Rdss-
ler do circuito de Matsumoto. A curva obtida mostra como a entropia Hs varia em
fungdo da localizag@o da linha de parti¢do nas coordenadas X p. A entropia topoldgica
atinge um ponto de maximo em Vp = Vi-; = —0.95, valor esse que ja haviamos ado-
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tado como coordenada da linha de parti¢ao (Vp), porém agora, justificada pelo critério
da mdxima entropia.

De uma maneira alternativa mostramos no grafico 4.8b o cilculo das entropias para
os bits 0 e 1 considerando-se a probabilidade relativa entre ambos. A linha cheia refere-
se ao bit | e a linha tracejada ao bit 0. Podemos ver que elas se cruzam no ponto de
coordenada Ve = Ve = 0.95; justamente o ponto onde as probabilidades sdo iguais
para os bits 0 e 1, ou seja, o ponto onde temos a maxima entropia. Esse procedimento
aparentemente arbitrrio de localizagio da linha de parti¢do, baseia-se na idéia de um
valor (Vp) limiar de cruzamento® e tém sido empregado na auséncia de um critério
rigoroso para a escolha da particio geratriz [45].

(a)

o
N

-2 -1.4 0.8 =0= 0.4

Figura 4.8: Entropia topolégica para o atrator tipo Rossler em funcdo da posicio da
linha de parti¢io X p

Em seguida, o grifico 4.9 mostra uma ampliagdo do box indicado no grifico 4.8a,
onde revela-se uma estrutura com comportamento monotonico tipo escada-do-diabo’.
Estruturas com a mesma topologia, também aparecem nos trabalhos de Bollt [45],
sobre o problema da inadequada localizagdo da linha de parti¢do no mapa da tenda®,

Sthreshold-crossing method
Tdevils’staircase

8(tent map) definido por: f : [0,1] = [0,1],2 = (1 - 2|z — 1|) ou z41=2,mod(1). Esse mapa,
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onde também se afirma que uma mé colocagdo da linha de parti¢iio, pode ter por efeito
uma diminui¢@o na entropia topolégica (Hg) do sistema.
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Figura 4.9: Ampliagao do box da figura 4.8.

A entropia Hg mostrada no gréfico 4.8, foi calculada considerando-se somente
simbolos binarios.

Vamos calcular H g agora, tomando-se um conjunto S = (545, 5, ...8,) de simbolos
(bits), formando palavras de comprimento V. Quando calculamos a entropia para pa-
lavras, devemos utilizar o conceito de entropia condicional #,,,q ou entropia mutua,
pois como jé citamos, sistemas cadticos apresentam limitagdes no comprimento maximo
das seqiéncias de bits. O resultado disso é que o sistema apresentard uma entropia Sg,
menor que um sistema que nao apresente tal restri¢do. Vejamos o que seja, € como po-
demos calcular a entropia condicional H,4. Se um sistema pode gerar dois simbolos
r e y e sendo X(z) e Y(y) as probalidades de ocorréncia de cada um deles. Entdo,
podemos definir a entropia condicional H.,g = H(X|Y') como sendo:

HX|Y)=-) X > (¥|X)log(Y]X) (4.8)

Nessa equagio, Y'|X ¢ a probabilidade de aparecer o simbolo z, apds ter aparecido y
com X e Y sendo as probabilidades de aparecimento dos simbolos z e y respectiva-
mente. Na figura 4.10, temos uma representagdo pictérica da relago entre as entropias

pertence a classe dos mapas que podem gerar seqiiéncias completas de simbolos (fullshift).
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H(X), H(Y), e as entropias condicionais H(Y |X) e H(X]Y). A entropia conjunta
H(X,Y) representa a soma das entropias H(X) ¢ H(Y).

GRS )

= O\

S

/ HY)

HX)
Figura 4.10: Diagrama: relagdo entre as entropias

Nessa figura 7(X'; ') representa a informagio matua que um simbolo tém do outro,
sendo a informagdo comum entre os dois simbolos z e y. Em sistemas cadticos a
informag@o mitua /(X; Y) reduz a entropia, pois como podemos ver pela figura 4.10:

e = (@ X) = (0 ) ) X

= HI A (e HE YY)
4.9)

A entropia condicional mede o grau de relagio, que um sfmbolo tm com o ou-
tro. Exemplificando, para o paramétro G = 0.5750 o atrator tipo Réssler nio produz
sequiéncias com mais de quatro simbolos iguais.

Portanto, quando ocorrer a seqiiéncia 00000 ou 11111, com certeza, o proximo bit
serd 1 ou 0, ou seja, houve perda de entropia. Isso, justifica porque sistemas caoticos
em geral, ndo atingem uma entropia méxima, para um dado comprimento n de bits. O
resultado, pode ser visto no grafico 4.11 onde podemos ver que a entropia H atinge
um valor méximo de aproximadamente 0.95. Isso resulta da perda de entropia quando o
sistema gera seqiiéncias de 5 bits iguais, pois nesses casos nio haverd incerteza quanto
a0 proximo bit. Calculemos a perda de entropia resultante: como n = 5 , teremos de
acordo com a equagio 4.4:
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. 50‘92(25 = 2)

b}

H =ds hits (4.10)
subtraimos 2 do lado esquerdo de 4.10, uma véz que as seqiiéncias do 00000 e 11111
ndo serdao produzidas.

A entropia condicional H .4, foi calculada deixando-se o sistema evoluir natural-

mente por um longo tempo e amostrando-se as seqiiéncias de palavras geradas’.

Para um processo puramente estocdstico, com simbolos binérios teriamos uma en-
tropia Hg méaxima'®, porém os sistemas cadticos tipicamente nido conseguem atingir
uma entropia unitaria, conforme podemos observar na figura 4.11. Esse fendmeno
€ derivado de uma dindmica simbdlica podada e essa limitagdo de seqiiéncias proi-
bidas'!, imp&e algumas restri¢cdes na codificagio da informacdo quando utilizamos a
dindmica ndo forgada de um sistema cadtico. Uma de nossa metas, € contornarmos
essa restricao.
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Figura 4.11: Entropia condicional para palavras (N=5).

%free running
190 valor médximo € 1, porque normalizamos, dividindo pelo niimero de bits da palavra. Hg =1
"run length constraint
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4.4.2 A Funcio cédigo para o circuito de Matsumoto

Até agora, tratamos de analisar os sistemas de Matsumoto € 0 mapa logistico, con-
siderando os simbolos como sendo bits. Vimos, que pela escolha de um ponto Vp,
podiamos obter a maxima entropia permitida para o sistema. Também vimos que ha-
via um limite superior para a entropia, visto que tinhamos restricoes nas seqiiéncias
de bits. Para nosso objetivo principal, que é o controle e codificagdo da informagio
nas trajetorias cadticas, precisamos ir um passo além. Vamos definir uma fungdo
G : R? - R? onde G = G(s0,75), em que dada uma condigdo inicial 55 = V, e
um nimero r, : |r, € Z, nos informe de forma inequivoca, quais os proximos N
simbolos o sistema caético produzira.

Isso equivale a podermos Prever, no espago de fase, qual o itinerdrio seguido por
uma dada trajetéria, que comega no ponto sy. Devido a propriedade da dependéncia
sensivel as condigdes iniciais, essa previsdo serd limitada a um comprimento n menor
que o comprimento /N das seqiiéncias simbélicas consideradas.

Nesse ponto, podemos introduzir a métrica para r,, associando um nimero inteiro
obtido da forma indicada a seguir;

N-1
o=y b;CON- (4.11)
1=0

em que N € o niimero de bits nas seqiiéncias e ', o niimero de divisdes do espaco de
fase e b; o0 simbolos considerados. Chamemos s, o valor da coordenada V., amostrado
quando o primeiro bit b, for obtido. A fungdo G(sg,r) é obtida associando-se um
nimero r, com a condigdo inicial s.

A métrica r; é equivalente ao espaco simbdlico do circuito de Matsumoto, pois
dado um valor 7, podemos associar univocamente uma seqiiéncia byb, ...by de simbolos. |2

O significado fisico da fungio G(sy,7g) é: existe uma relagdo univoca entre uma
palavra r, do alfabeto'® e uma condigao inicial s,, dado pela coordenada Vi, que
iterada na secgdio de Poincaré, fornecers os simbolos bindrios b; que formariio a palavra

o

"2Podemos chamar a esse conjunto de N bits de palavra.
130 alfabeto, consiste no conjunto de todos os simbolos permitidos de serem criados pelo sistema
dindmico, segundo um conjunto de regras (gramatica do sistema).
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Descreveremos agora como a fungfo cdigo G (s, rs) € obtida: na sec¢io de Poin-

caré do circuito de Matsumoto amostramos a tensio s = V7, assim, uma seqiiéncia

de bits bgb) babs...by vai sendo gerada. De acordo com a equagao

10—1

Ty = Z b2 et (4.12)
i=0

obteremos o nimero r, associado a cada condicio inicial sy,. Dessa forma, o bit by
serd o digito mais significativo (M SB)", e ao bit b, serd associado o valor s, = Vg
correspondente ao primeiro cruzamento na sec¢do de Poincaré. Para N = 10, r;
estara contido no intervalo 0 < r < 1023. Assim, podemos associar através da fung¢do
cédigo G(sp, rs), uma seqiiéncia de cruzamentos pela se¢io de Poincaré, a partir de
uma condigdo inicial s,., ou seja, obtemos a fungio de codificagdo G(sg,7,) = s(r).

O grafico 4.12 mostra a fungdo codigo G(s, r), obtida para o atrator tipo Rossler,
considerando-se palavras com comprimento /N=10 bits.

Esta fun¢do mostra que gramatica que rege a dindmica simbdlica do atrator é do
tipo restrita, ou seja nem todas as palavras sdo permitidas. A funcio cédigo G(sg, rs),
serd de grande importancia em nosso método de controle, pois quando quisermos ge-
rar uma determinada seqiiéncia de simbolos 7, de comprimento [V, aplicaremos um
controle A, que levard o sistema a condigdo inicial so = Vi1, dada pela fungédo c6digo
G(s0,7s)-

“most significant bit
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Figura 4.12: Fungio c6digo para atrator tipo Rassler

4.5 Conclusoes

Vimos neste capitulo a relagiio entre a parti¢io do espaco de fase, dindmica simbélica
e entropia topolégica do atrator.

Em sistemas de comunica¢io uma das metas é a obtengdo de maxima entropia no
canal de transmissdo, uma véz que isso estd diretamente relacionado com a capaci-
dade # de transmissdo de informacdo do canal. Também pudemos verificar que os
sistemas caéticos apresentam uma dindmica simbélica podada com alguma restrigio
na gramatica do sistema. Isso, tém por conseqiiéncia, um alfabeto restrito, o que leva
a dificuldades na codificacio.

A divisgo do espago de fase tém grande influéncia na entropia do sistema como
pudemos ver no grafico ??. Também vimos como as gramadticas restritivas dos sistemas
cadticos impedem que consigamos obter uma entropia mdxima para um dado ndmero
de divisoes do espago de fase.

A fungdo c6digo G/(s, ,) obtida a partir da dindmica simbélica, também mostrou
o alfabeto limitado da dinAmica simbélica do atrator de Matsumoto. Finalmente, dada
uma condi¢do inicial s, podemos, empregando a fungio cédigo G (s0,75) saber pre-
ditivamente qual a seqiiéncia de simbolos r, serd gerada, uma véz que conhecemos a
relagdo s(r).
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Finalmente, 0 que mais interessa do ponto de vista de sistemas de comunicagao, é
que dada uma determinada seqiiéncia r de bits, podemos atribuir uma condicdo inicial
s que levem as trajet6rias do sistema a cruzarem a sec¢do de Poincaré, gerando a
seqiiéncia de simbolos desejada.



Capitulo 5

Sincronizacao de Sistemas Cadticos

5.1 Introducao

Entre as diversas propriedades de interesse no desenvolvimento de sistemas de
comunicag¢io utilizando o caos, a sincronizagéo reveste-se de grande importancia. Isto
fica evidente quando do projeto de esquemas de recuperagdo dos sinais recebidos,
através da deteccdo coerente e daqueles métodos em que o sinal cadtico estd embu-
tido na dindmica do sistema, como por exemplo, na codificagido dindmica.

Sincronizagao € a capacidade de osciladores com diferentes regimes de freqliéncia
alterarem o seu comportamento em func¢ao do outro. Em geral, esse comportamento
culmina com o ajuste de uma das freqii€ncias convergindo para o valor da freqiiéncia
de um dos osciladores, ou uma razao inteira entre ambas. No caso de osciladores
ndo-lineares, devido a instabilidade local das trajetérias, existem faixas de valores para
o acoplamento entre eles, que tornam possivel a sincronizagao [53, 54]. A ampli-
tude do sinal proveniente do sistema condutor deve ser intensa o suficiente para domi-
nar o comportamento independente do circuito conduzido. Podemos ter ainda, como
resultado final, em func¢do desse acoplamento e das ndo-linearidades dos circuitos,
oscilagdes idénticas, quase-periddicas, ou pontos fixos [54].

Em 1990, em um trabalho seminal, Carrol e Pecora [55], propuseram um método
para obter a sincronizag@o entre dois circuitos cadticos e a partir dai, varios traba-
lhos foram propostos, tanto de natureza tedrica [56, 57], quanto de novas aplica¢des
da sincronizacdo; notadamente no desenvolvimento de novos métodos de se obter
comunicagao utilizando sistemas caédticos [21, 6, 58, 59].
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Nossa motivagio ao efetuarmos um estudo sobre a sincronizagio cadtica justifica-
S€, uma vez que nos meétodos de detecgiio coerente, uma copia da forma de onda caética
deve ser fornecida ao receptor, para uso do detector de correlagio. Esta cpia pode ser
obtida através da sincronizagdo entre os circuitos cadticos do transmissor e o receptor.

Os primeiros trabalhos em comunicag¢do com caos em que portadoras cadticas
eram utilizadas para mascarar a informagfio til, langavam mao exclusivamente da
sincronizagio para a recuperacio da informagido [6]. Neste processo, como ja des-
crevemos, subtraia-se do sinal recebido a portadora cadtica obtida localmente por
sincronizagdo, porém, este método caiu em desuso, por mostrar-se muito sensfvel A
presenca de ruidos.

Uma maneira de conservar a seguranga em sistema com mascaramento cadtico
pode ser explorado com o uso de sistemas que exibam comportamento hipercaético,
ou seja, que apresentem multiplos expoentes de Lyapunov positivos [60], tornando
mais dificil a interceptagdo da mensagem, por reconstrugdo do espago de fase [9, 61].
Peng [62], mostrou que ao contrario do que se pensava, em um sistema hipercadtico
ndo € necessario transmitir tantas varigveis quantos sejam os expoentes positivos de
Lyapunov, tornando mais vidvel o uso dessa técnica.

Nesse capitulo, estaremos interessados nos aspectos relacionados a sincronizacio
entre circuitos cadticos, com a finalidade de obter sistemas de comunicagio, embora a
sincronizagdo cadtica possa ser vista sob um aspecto mais amplo, como por exemplo,
a sincronizagdo entre redes de mapas discretos acoplados [63, 64].

5.2 Método Carrol e Pecora de sincronizacao de siste-
mas caoticos

Descreveremos, nessa se¢io, o método de sincronizagdo baseado na abordagem
mestre-escravo, embora outros esquemas também sejam possiveis. Esse método, que
foi primeiramente proposto por Carrol e Pecora [56, 55], consiste em dividir o sistema
caotico em dois subsistemas: um chamado de mestre, que ird conduzir o outro, cha-
mado de escravo. Essa subdivisio estd condicionada i estabilidade de cada subsistema.
Essa condigido de estabilidade que garante que o sistema ird assimptoticamente conver-
gir através de uma varidvel de sincronizagdo ¢ dada pelos coeficientes condicionais de
Lyapunov [60].
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Vamos mostrar como é possivel essa sincronizagdo. Suponhamos um sistema
dinAmico n-dimensional
dX
—— = F(X (5.1
no qual sistema F'(X) € subdividido em dois subsistemas autdnomos V e W tais que
V=il s, umlT € W = Wltmi1, Umi2s - u,|T. Podemos, entdo, substituir a

equagio 5.1 por

dV

SR e (AN i

— = G(V, W) (5.2)
W _ g, w) (5.3)
dt

A partir do sub-sistema original W = H(V, W), criamos outro sub-sistema
W' = H(V,W') idéntico, substituindo o conjunto de varidveis V' pelas varidveis V' na

fungdo H, com essa nova varidvel, ttm-se 0 novo sistema aumentado.

aVv

T e 7 4
7 G(V,W) (5:4)
dW
— H(V.W &
- (V,W) (5.5)
AW’ o
= HV,W) (5.6)

Em termos das componentes, os dois sub-sistemas ficariam na forma:

vV =G(V,W)

: Sistema condutor
w = H(V,W)

W =i W’)} Sistema conduzido

Para o caso especifico do circuito de Matsumoto, com x(t) sendo a varidvel de
condugdo, teremos a seguinte configuracao:
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T= —aly—o g(z))
sistema condutor — {( ¢ = T—y+z (5.7)
z= —By
sistema conduzido —» ?’.‘, - Ty T ‘ (5.8)
Z = —By

Essa configuragio, é apresentada na figura 5.1.

—— Subsistema 1

Z
]

Sistema Condutor Sistema Conduzido

L

Figura 5.1: Divisdo do sistema aumentado u(V,W,Z).

Queremos esclarecer que por questdes de uniformidade de notagao, quando nos re-
ferirmos a sistema mestre, estaremos nos referindo ao sistema transmissor e referindo-
nos ao sistema escravo, queremos dizer o sistema receptor, uma vez que estamos tra-
tando do assunto no contexto da engenharia de comunicacio.

Ocorrerd a sincronizagio entre os subsistemas mestre e escravo quando

V() - V'®)| =0 (5.9)
W) - W'@)| =0 (5.10)
2@ = 2@ =0 (5.11)
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Isso, significa que, no espaco de fase de sincronizacdo, a distincia entre as duas
variaveis tende a zero. Genericamente, podemos dizer, que ocorrendo a sincronizagéo,
a seguinte situa¢do ocorrera:

Jm Jle®)ll = IV(E) = V')l = 1w ) - W)l = 1120) - Z@)| =0 (5.12)

com |[e(t)]

» sendo a fungdo erro de sincronizagio para ¢t — oo, ou seja, quando os va-
lores das varidveis do sistema escravo se aproximarem assimptoticamente dos valores
das varidveis do sistema mestre, o sistema estard em sincronismo. Isto ocorre devido a
variedade de sincronizagfio ser estdvel. Um exemplo disso, pode ser visto no gréfico da
figura 5.2 mostrando a série temporal da tensio V1 entre dois circuitos de Matsumoto
sincronizados. Nesse grafico, podemos ver a convergéncia entre as duas varidveis, A
linha cheia indica a varidvel condutora e a linha tracejada, a varidvel conduzida. Ou-
tra maneira de observamos que o erro de sincronizagio ||e(#) || tende a zero, pode ser
visto no grifico da figura 5.3 onde plotamos a diferenga entre as tensdes V-, do cir-
cuito mestre e a tensdo V,,; do circuito escravo. Nota-se nesse grafico, a existéncia de
um intervalo de tempo transiente, até que o erro se aproxime de zero, uma vez que a
sincronizag¢do néo € instantanea.

Essa técnica na qual substituimos uma das varidveis do sistema escravo pela varidvel
correspondente do sistema mestre é chamada de sincronizagéo por substituicio com-
pleta. A seguir, descreveremos como podemos escolher subsistemas que possam ser
sincronizados, uma vez que podemos ter virias possibilidades de divisio dos sistemas.
Mostraremos a seguir, detalhes como fazer isto para o circuito de Matsumoto.

5.2.1 Variedades de Sincronizacio

Geometricamente, a sincronizagio no espago de fase pode ser vista se plotarmos as
variaveis V, W e W'. Uma vez que W = W' e Z = Z’ 0s movimentos devem perma-
necer restritos aos planos definidos por essas igualdades. Essas i gualdades definem um
hiperplano no espago de fase 5-dimensional {(V\W,W',Z,Z'} [38]. Esse hiperplano
¢ também conhecido como plano da variedade de sincronizag@o. A sincronizacio ¢

dita idéntica se 0 movimento estd continuamente confinado ao hiperplano no espaco
de fase [57].
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Figura 5.2: Série temporal do erro de sincronizagdo
Definindo as varidveis transversas e tangentes como: W.1= W — ¥, W=W +

W', Z1=7-Z"eZ||= Z + Z', podemos fazer uma transformagdo de modo que as
trés varidveis (V, W ||, Z||) estejam na variedade de sincronizagdo e W1 e W_L este-
jam em um plano perpendicular & variedade de sincronizagdo (variedade transversal)
de sincronizagdo. Na condi¢@o de sincronizagio devemos ter V.. e Z.1 indo a Zero
quando ¢ — oo, isto implica que o ponto (0,0) na variedade transversal deve ser um
ponto fixo dentro da variedade de sincronizagio. Utilizaremos novamente, as varisveis

transversas quando da andlise da divisdo e a estabilidade dos subsistemas resultantes
0 que faremos na préxima secgio.

Para o circuito de Matsumoto o grafico 5.4, mostra a variedade de sincronizagio
entre (V™ ||) e e (V£ |]), dos circuitos mestre e escravo, na auséncia de ruidos. Em

(a) indica-se a ex1stenc:a de sincronizagdo entre os circuitos e em (b) o estado de nio
sincronizacao.
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1,0

o) 500 1000 1500 2000
tempo

Figura 5.3: Série temporal do erro entre as varidveis

5.2.2 Estabilidade dos Sistemas e os Expoentes Condicionais de
Lyapunov

Na se¢é@o anterior, quando fizemos a sincronizagio por substituicdo completa, vi-

mos que a diferenca |W - W/| — 0e |Z - Z'| — 0, quando o tempo ¢t — oo. Isso

ocorre quando a variedade de sincronizagio € estivel. A estabilidade deve ser conside-
rada nas variedades tangentes (//) bem como nas variedades transversas (L) a dire¢io
de sincronizagdo. Basicamente existem dois métodos de analizar a estabilidade das
trajetorias caodticas sincronizadas.

O primeiro critério € por meio das fung¢des de Lyapunov e aplica-se as perturbagdes
na variedade transversal. O critério das fun¢des de Lyapunov, embora seja geral, tem
pouca aplicagdo pritica, uma vez que pode ser muito dificil construir a funcao de Lya-
punov para sistemas arbitrarios. O outro método para estudo da estabilidade, baseia-se
na anélise dos expoentes de Lyapunov das equagdes linearizadas das variedades trans-
versais (L) e pode ser em geral aplicado a todo tipo de sistemas. Embora um sis-
tema para ter sincronizagao estdvel deva ter os expoentes de Lyapunov das variedades
transversais negativos, isto nem sempre assegura estabilidade. Esse fato ocorre por-
que podem existir Orbitas atipicas na variedade de sincronizago, que geram trajetérias
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Fi gura 5.4: Variedade de sincronizagio para circuito de Matsumoto no plano (V/ "1”}} I
x (V5 }} ||). (a) estado sincronizado (b) estado nio sincronizado

divergentes, desestabilizando a sincronizagio [54].

Vamos agora considerar um sistema composto de dois circuitos de Matsumoto, um
circuito que ird conduzir, chamado de circuito mestre. O circuito conduzido serd cha-
mado de circuito escravo. Dentro da técnica de sincronizagio Carrol e Pecora, pode-
mos fazer varias divisoes, algumas podem levar a variedades de sincronizagdo estaveis
e outras, a instdveis. Vamos considerar a escolha, utilizando os expoentes condicionais
de Lyapunov. Abaixo, mostramos as equagdes de estado para os circuitos, utilizando
os indices (7') e (R) para indicar os circuitos mestre e escravo, respectivamente.

Para o circuito mestre (transmissor) temos as varidveis com indice ik

dvil ; Ty
= fVE). V) = = =GV -V - 6.13)
( _ v ‘“"rc(*;j _ ALY AT . (D)
I 9(1 f’l 2 =0, e GU’(H =t i (5.14)
dill il s
TI% = —E‘-"c{.-? (3.15)

€, para o circuito escravo (receptor) temos as varidveis com indice (R) :
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‘(R (R (B avi (R R
I/(_{n) :f( ;G(_LJ?TV((E)) ¢ Q G‘(I’( )__IC )_ o )
q

A (Vé?),vc‘ﬁ?)acf‘ = QP - KVED) +i? (5.16)

Assim, as varidveis transversas ¢ tangentes ficam sendo:

o L=V D VP
X(@) 1= 4 Ve L=VE_ yiB (5.17)

1= zg}_ A

Para o calculo dos expoentes condicionais, precisamos das equagbes variacionais'

J(t) L dos sistemas mestre e escravo (variedades transversas)

Vor L C—I(C + Ai 1) C%G 0 Ve
J)1l=| Ve L | = & R 1 Veo | (5.18)
ir L 0 7 0 i,

com K sendo uma constante de acoplamento linear [65, 66] entre os dois circuitos,
para o caso de acoplamento unidirecional onde As € a diferenga entre as correntes nos

resistores ndo-lineares envolvidos Ry, , ou seja:

Ai 1= — {8 (5.19)

do i\ istor nio-linear do transmi
Sendao zNL a corrente no resistor nao-linear do transmissor

Dy O 5(G1 = Go)lVey + Brl + 5 (c*u GVl = Be|  (5.20)

R
e 33\ g a corrente no resistor ndo-linear do receptor

ITambém chamada de jacobiana do sistema
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1 1
ing, = GoViP + =(G1 — Go)|[VER + Bp| + 5(Go—G)IVe - Bp|  (5.21)
Efetuando a operago de subtragiio resulta para A7 |
Ai L = [ Go(Ve)® = VED)) = Go((Ver)® Vé?)n sy
Ai L = : D)) #(R) (5.22)
G1((Ver)™® — V")) = Gi (Vo)™ c1))

Os expoentes condicionais de Lyapunov sdo calculados integrando-se numerica-
mente o conjunto de equagdes 5.17 e 5.18 segundo o algoritmo descrito em [8]. Ou
seja, integramos

£0) {5.23)
I(t) L
com o conjunto de condigdes iniciais abaixo:
) (5.24)
J(0)

Em nossas simulagdes sempre consideramos uma constante de acoplamento K de
valor unitdrio, embora em implementagdes experimentais , este valor possa ser variado,
para um acoplamento 6timo [38].

5.3 Sincronizacido do Circuito de Matsumoto

Nessa se¢do mostraremos como fazer a sincronizagao entre dois circuitos de Mat-
sumoto na configuragdo mestre-escravo. Na pratica, torna-se dificil afirmar que dois
circuitos sejam idénticos [67]. Esse problema, também foi analisado por Zhong [65],
levando em conta os efeitos da intensidade do acoplamento e as diferentes condi¢des
iniciais entre os sistemas. Por isso, podemos considerar uma pequena faixa de variagdo
dp nos pardmetros dos dois sistemas, ou seja

X = F(p + 0p, X) (5.25)
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sendo ép um vetor contendo as diferencas entre os parAmetros dos dois sistemas
cadticos. Devido a esse fato, devemos impor uma condi¢@o mais fraca a equagao i
ou

lim le(t)]| = ¢ (5.26)

¢ << 1 éum vetor que reflete os erros de sincronizagdo entre os dois sistemas.

O problema gerado pelas incertezas que advém das imperfei¢oes na sincroniza¢do
devido ao descasamento entre os pardmetros dos dois sistemas, foram investigados por
Carrol [67] e Taherion [68].

Nossa meta ao obter esse conjunto sincronizado € a transmisséo da informagao co-
dificada na variedade de sincronizagdo. No circuito mestre adotaremos como variavel
de sincronizacio © = Vi, seguindo o critério dos expoentes condicionais de Lya-
punov serem menor que 1 para a varidvel de sincronismo. Para o sistema escravo,
faremos a divisdo em dois subsistemas. O primeiro subsistema incluird as varidveis de
estado W' = L”'({j} ez = 'E,Erfz), este subsistema serd conduzido pela varidvel de estado
X — Vg) proveniente do sinal cadtico recebido do circuito mestre. O outro subsis-
tema é formado pela varidvel X = CE‘?} conduzido pelo sinal W' = {'c{? A figura
5.3 mostra um diagrama em blocos da divisdo do circuito de Matsumoto, utilizada em
nossas simulacdes. Na figura 5.6, indicamos como a subdivisdo dos sistemas foi feita.
Destacamos nessa figura, a existéncia de um circuito isolador (buffer), separando um
subsistema do outro, uma vez que desejamos um acoplamento unidirecional entre eles.
O retangulo pontilhado indica a parte correspondente ao segundo subsistema do cir-
cuito escravo.

Vamos analisar a estabilidade dessa configuragdo, para isso precisamos obter a
jacobiana do sub-sistema conduzido formado pelas varidveis de estado (normalizadas)

y:VGQGZ:?:L.

. W =r—=-1y-+z
W= j o 8; (5.27)

Da equagio acima, obtemos a jacobiana para o subsistema conduzido:

' dij di
Ver \ _ [ & z et - (5.28)
éL i i -3 0 l
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Figura 5.5: Diagrama em blocos da sincronizagio entre dois circuitos de Matsumoto

sendo /3 o fator adimensional dado por

&
b= 3.2
= (5.29)
obtido das equagdes normalizadas do circuito de Matsumoto.
Os autovalores da Jacobiana sdo dados por
1 1 I 1 —
/\1:—§+§ 1—4,5=~§+z§\/4;3—1 (5.30)

1 i
,\2:__;._5‘/1_45:_5_35\/4,5-#1 (5.31)

pois 1 — 453 < 0. Os expoentes condicionais de Lyapunov (CLE) )\, e A; sdo as
solugdes da equacio de variagio temporal

X(7) = x0e™" s + X0y 552
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Figura 5.6: Sincronismo unidirecional entre sistema mestre e escravo

onde o; e ap sd0 0s autovetores correspondentes a | e A, respectivamente. Ou seja:

. / il 1
X(T) = ol ACOS —15 — 5 i B-S'?:n 43 o 5 i (5-33)

com A, B, C'e D sendo constantes. Entdo, os coeficientes condiconais de Lyapunov
sdo (-0.5,-0.5), quando lim,_,, x(7) = 0, indicando a estabilidade do sistema, visto
que os coeficientes condicionais de Lyapunov sdo negativos.

No circuito conduzido, necessitamos recuperar a variavel If'é,?), para isso, devemos
observar que ndo existe acoplamento interno entre as varidveis dos dois subsistemas
conduzidos, uma vez que essa € a varidvel de sincronizag@o. Isso pode ser visto na
figura 5.7 onde um segundo buffer isola o subsistema 1 conduzido por v " formado

(B) . (R o

pelas varidveis de estado V., e i} ). O subsistema 2, por sua vez, deve ser conduzido

por 1"(%}

e conforme indicado pela relag@o entre V/ Eff} e Vé.f'}, dado pela equagio 5.16,

R
fornece o valor local de V(g] 5
Veremos brevemente aqui, como a presenca de ruidos e pequenas diferengas no

casamento entre os parametros afetam a sincronizagdo entre os sistemas mestre ¢ es-
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Figura 5.7: Acoplamento unidirecional no sub-sistema €scravo

cravo. Maiores detalhes dos efeitos devido a ruidos serdo Vistos nos capitulos onde
tratamos dos esquemas de modulagdo cadtica e comunicagdo por espalhamento es-
pectral. Nessa discussio, faremos a sincronizago entre o sistema mestre e 0 sistema
€scravo com a variavel condutora contaminada com ruido gaussiano, e analisaremos o
comportamento da variedade de sincronizagio.

Os resultados sdo apresentados nos graficos da figura 5.3. Nos eixos verticais estdo

plotados as varidveis (V,,,)de sincronizagdo do circuito mestre e nos eixos horizontais
as varidveis de sincronizaciio V, do circuito escravo. Quando néo existe presenca de
ruido no canal, a variedade de sincronizagfo apresenta-se como indicado em 5.3a2. A
medida que a relagio sinal-ruido (SNR) se torna menor como em 5.3b com (SNR) de
32,7dB e em 5.3c com (SNR) de 38.7dB e (SNR) de 26,7dB em ?2d, pode-se ver como a
variedade de sincronizacio apresenta maior variéncia, indicando que existe uma maior
diferenca entre as dindmicas dos dois sistemas, como indicado pela equacdo 5.26.

Em sistemas reais ndo podemos assegurar a exata igualdade entre os parametros dos
sistemas mestre € escravo. Uma pequena tolerincia deve ser possivel, como indicado
pela equagdo 5.25. Suponhamos dois circuitos de Matsumoto acoplados pela varidvel
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Figura 5.8: Erro de sincronizagido devido a presencga de ruidos.
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Figura 5.9: Erro de sincronizacio devido ao descasamento dos parAmetros

de sincronizagdo V¢ € com pardmetros G = 0.5750 e Gy = 0.5752, ou seja existe
uma pequena diferencga entre eles. No grafico da figura 5.3, plotamos a série temporal
do erro de sincronizagio e no grifico da figura 5.10 a série temporal das varidveis L”C{:P
€ :;g’j’-) do sistema mestre e escravo. Em ambos os graficos observa-se pequenas rajadas

de erros.
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Figura 5.10: Diferenca entre as séries temporais de V¢, devido ao descasamento dos
pardmetros

5.4 Conclusoes

Nesse capitulo pudemos verificar que a sincronizagio entre dois sistemas cadticos
de mesma espécie, porém com ligeiras diferencas em seus pardmetros, mostra-se possivel.
No entanto, algumas restri¢des sdo impostas quanto a liberdade para escolher as varidveis
de sincronizagdo, que devem obedecer ao critério dos expoentes condicionais de Lya-
punov. Vimos ainda, que dado um sistema, podem ser feitas sub-divisdes em sub-
sistemas menores. Nessas configuragdes um sub-sistema atua como condutor e outro
como conduzido.

O circuito de Matsumoto apresenta sincronizagdo cadtica robusta, sendo bem tole-
rante a ruidos presentes no sinal caético condutor. Pudemos observar como a presenca
de ruido junto com a varivel de sincronizagdo pode afetar a variedade de sincronizago.
Como na pritica torna-se dificil a construg@o de dois circuitos absolutamente idénticos,
analisamos os possiveis efeitos que pequenas diferencas no descasamento entre os
parametros pode ter sobre a sincronizagio cadtica.

Outrossim, a propriedade de sincronizagéo ¢ de fundamental importancia na co-
municagdo caotica por modulagao dindmica, bem como nas técnicas de comunicacio
com detecgado coerente, quando uma copia exata das fungdes de base devem ser recu-
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peradas no circuito de recepgio.




Capitulo 6

Controle de Sistemas Caoticos com
Aplicacoes em Sistemas de
Comunicacao

6.1 Introducao

A necessidade de fazer o controle do caos, em um sistema de comunicagdo, apa-
rece naturalmente, quando necessitamos inserir a informagéo no fluxo caético. Alguns
métodos de comunicac@io com caos nao fazem uso explicito do controle do caos, como
por exemplo, os que usam o caos como sinal modulador de uma portadora. Outras
técnicas porém, fazem uso pleno do controle cadtico como a codificagio dindmica de
informacao.

O controle do caos pode ser entendido, como a alteragdo na dinidmica natural de um
sistema cadtico, levando-o a exibir outro comportamento. Por exemplo, por meio do
controle, podemos estabilizar uma 6rbita periddica instavel, ou podemos ainda, fazer
com que o caos deixe de existir (supressio do caos) [69]. Outra possibilidade pode ser,
o direcionamento das trajetérias cadticas, pela aplicagdo de pulsos de controle [3, 70].

Os métodos de controle de caos, podem ter vdrias aplicagdes na engenharia. Em
sistemas mecanicos para controle de vibragdes em uma fita eldstica [71], em sistemas
biolégicos [72], em controle de lasers [73], controle de reagdes quimicas [74], além da
aplicagdo em sistemas de comunicag@o.

Alguns desse métodos aplicam pulsos de pequena amplitude, néo alterando de
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forma significativa a dindmica do sistema, como por exemplo o método OGY [75].
Outros, fazem uso de pulsos de controle de maior amplitude para controle do caos,
como o método devido a Hubler e Jackson [76]. Por exemplo, usando-se um sistema
cadtico como elemento de comunicagdo, necessitamos, de alguma maneira, inserir a
informagio desejada dentro da dindmica cadtica do sistema considerado, isso pode ser
feito através do controle das trajetorias do sistema caético [70]. Dentro desse contexto
podemos desejar que as trajetorias si gam determinadas Grbitas, quando adotamos uma
divisdo espacial do espago de fase como elemento codificador da informacio.

Neste capitulo mostraremos como controlar érbitas cadticas, levando-as para regides
em particular do espago de fase, usando o método de controle por nds desenvolvido.
Duas abordagens séo de interesse particular a0 se usar o caos para codificar informagao
em sua dinimica. Na primeira abordagem, leva-se as trajetorias da sua dindmica
natural para uma dinidmica forcada, em que as trajetorias sdo conduzidas através da
aplicag@o de perturbagdes de controle, em geral de pequenas amplitudes [3]. A outra
abordagem possivel envolve levar a trajetéria caGtica migrar rapidamente de um ponto
para outro, através da aplicagdo de uma perturbacio em al guma varidvel de controle
do sistema, em um processo conhecido como direcionamento (targeting) de trajetdrias
[77, 78, 79, 70]. Nosso trabalho, aqui, concentra-se nessa ultima vertente, em que,
por meio do direcionamento de trajetérias, codificaremos a informagio no sistema
dinamico cadtico. Aqui, ndo temos a preocupacao quanto a amplitude dos pulsos de
controle, mas sim quanto ao tempo para direcionarmos uma determinada trajetdria,
uma vez que em sistemas de comunicagio ndo ha necessidade de se restringir a ampli-
tude dos pulsos de controle [80].

6.2 O método OGY de controle de sistemas caoticos

Descreveremos, nessa seccdo, a técnica de controle de caos conhecido como
método OGY (Ott, Grebogi e Yorke) [81]. Esse método tem como principio funda-
mental, o fato de todo sistema cadtico ter um nimero infinito de Orbitas periddicas
instaveis, embutidas em sua dinimica [82, 83]. Essas 6rbitas periodicas instdveis po-
dem ser controladas pela aplica¢io em determindas instantes de tempo, de pequenos
pulsos de controle em uma pequena regido préxima do ponto' em que desejamos man-

'A essa regido do espago de fase com raio e, chamaremos doravante de e-vizinhanca de um ponto
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Xn+1 o X(& ar 1:?70) = A[Xn - X(31 pﬂ)] g BApn (63)

sendo Ap,, = p, — py 0 médulo do pulso de controle, tal que Ap, < §, A é a matriz
(2x2) jacobiana do sistema e B um vetor coluna bidimensional.

A= DJ:F(Xvp)|:r=:t:{i],p:;nu (64)

B = DPF(X, p)|$:${‘-‘:),'ﬂ=P0 (6‘5)

Os autovetores associados a matriz A fornecem as dire¢des correspondentes as
direcoes estdveis e instaveis do ponto fixo Xp.

Dentro do atrator existem muitas 6rbitas periédicas estiveis e instdveis e, associa-
das a cada uma delas, tem-se uma diregio estivel e outra dire¢do instdvel. Os pontos
da trajetoria que se afastam exponencialmente da 6rbita estio associados i diregao
instdvel, e aqueles pontos que se aproximam da érbita estio associados A direcdo
estavel. O método de controle OGY repousa na existéncia dessas variedades estiveis e
instaveis, imersas na dinidmica do atrator.

Lai et al [84] propuseram um algoritmo para a determinacao dessas di re¢oes estaveis
€ instdveis.

Associando os vetores ¢, ¢ €; as diregdes estdveis e instdveis no ponto X (1), sejam
dois outros vetores f:st e f;,w tais que as seguintes condi¢des sejam obedecidas:

fr:st‘ €ins = 0
i -—

fest- Cest = 1
fz'ns- €ins = 1

fins: €est =0

esses vetores sao chamados de contravariantes.

(6.6)

Na figura 6.1a vemos as diregdes estdveis e instdveis associadas ao ponto X,
em 6.1b podemos ver o resultado da aplicagdo de um pulso de controle §p no ponto
Xo, levando a trajetéria a passar agora pelo ponto X, na proxima iterac@o. O ponto
X também estd contido na érbita que passa pela variedade estivel da trajetéria. O
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parametro p, € o valor associado ao ponto X, para pulsos de controle com amplitude
nula.

a) Variedade estavel b)

Figura 6.1: a) Variedades estaveis e instdveis b) Influéncia de uma pequena perturbagio
na variedade instavel,

Para uma orbita ser estabilizada, um pulso de controle € aplicado quando na proxima
iteragdo um ponto da trajetoria, apds entrar na vizinhanga em torno de X (4), permane-
cer ao longo da diregdo estavel, ou seja, que a condicio abaixo é obedecida:

[Xn+l - X(? + 1);}’)(]] fms =0 (6?)

Desenvolvendo o produto interno entre os dois lados da equac@o 6.3 com o vetor con-
travariante instavel f;,, ;.1 € usando o resultado da equac@o 6.7, obteremos a amplitude
do pulso de controle que serd, entdo, dada por:

Lt Xn = X Slins T '
A= 1| (4, po)]. £, ,+1} (6.8)
=B fins,a'—l—l




18ibntrole de Sistemas Caéticos com AplicacGes em Sistemas de Comunicacio

Em resumo o método OGY de controle de caos deve ser implementado segundo o
roteiro abaixo:

I. Encontrar uma 6rbita periddica instivel que passe pelo ponto X a ser controlado.

2. Encontrar as direcdes estdveis (est) e instaveis (ins) e os respectivos veto-
res contravariantes f.g; e fi,. da 6rbita cadtica a ser controlada, obedecidos os
vinculos entre eles.

L8]

Aplicar o pulso de controle Apy, calculado segundo a equacao 6.8, quando a
orbita entrar na e vizinhanga do ponto X.

Ogorzalek [85], apresentou consideracdes sobre o projeto de controladores reais,
baseados no método OGY, apontando vantagens e dificuldades priticas que advém de
uma implementacio real.

6.3 Nosso método de controle

Nesta secgilo iremos mostrar como desenvolvemos um método de controle base-
ado em algumas idéias derivadas do método OGY, mas com significativas diferencas.
Nesse método, uma preocupagio fundamental é manter os pulsos Ap,, com amplitude
pequena em relagdo a grandeza de controle, que no caso do circuito de Matsumoto &
a corrente 7y, no indutor. Essa limitacdo, deve ser obedecida para nédo haver grande
alteragdo na dindmica caética do atrator. Nessa condi¢do, o modelo de aproximagcio
linear na vizinhanga do ponto X (i) continuar4 sendo vilido,

6.3.1 Motivacao

Nos métodos de controle como o OGY, que fazem uso de perturbagdes de pequena
amplitude, uma 6rbita pode demorar um tempo grande para atingir um certo local
do espago de fase do atrator. Embora esse raciocinio esteja validado pela hipétese
ergordica das trajetorias, em aplicagdes que envolvem modulagdo dindmica isso, pode
implicar limitagdes na forma como a codifica¢do pode ser efetuada e na efetiva veloci-
dade de transmisséo de informagio.
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No método por nés desenvolvido tivemos dois principais objetivos.

O primeiro objetivo é eliminar o que no contexto de codificagcdo de informagao
torna-se indesejével: a inser¢do de bits extras para contornar os problemas de seqtiéncias
proibidas, um fenémeno tipico de sistemas cadticos’. A informacio a ser transmitida
pelo sistema cadtico pode ser codificada fazendo-se o controle das trajetorias do atrator
para que ele visite determinadas regides do espago de fase. Esse método de codificagdo
€ conhecido como modulagdo dinamica [80], porque a informagdo fica inserida na
dinamica do sistema cadtico.

Esquemas de comunicagdes cadticas, fazendo uso da codificagao dindmica, devem
inserir um bit extra* no processo de codifica¢@o, para contornar o problema de codificar
longas seqiiéncias de simbolos repetidos. Por exemplo, o circuito de Matsumoto com
divisdao bindria do espago de fase, ndo gera seqiiéncias do tipo 00000 ou com mais
de trés simbolos bindrios iguais, isso foi mostrado quando tratamos da dinamica do
circuito de Matsumoto. Esse procedimento, (aumento na quantidade de bits), ndo €
interessante do ponto de vista da otimizagio do uso do canal fisico.

O segundo objetivo a ser atingido pelo nosso método de controle € diminuir a
sensibilidade a presenga de ruidos durante a fase de transmissao. Como o processo de
codificag@o baseia-se na particdo do espaco de fase, pode ocorrer que alguns pontos
da trajetérias caiam em regides proximas a linha de parti¢do. Pequenos ruidos podem
levar alguns pontos dessa regido limiar a cairem do outro lado da linha de parti¢ao’.
Isso, gerard um erro de decodificagdo.

6.3.2 Descricao do Método

A idéia central do nosso método de controle de trajetérias baseia-se em calcular
previamente uma perturbacido A p que serd nosso paramétro de controle. O diferencial
desse método, é a maneira como a perturbagdo Ap serd calculada e aplicada. No
capitulo que tratou da dinamica simbdlica, vimos que podiamos fazer uma divisdo do
espaco de fase do sistema cadtico atribuindo-se simbolos discretos a tantas quantas
fossem as divisdes adotadas. Seja Vpg o volume ocupado pelo espago de fase de um
sistema caético, dividindo-se esse volume em um nimero /N, teremos no limite quando

run-length constraint
*bit stuffing
Sthreshold line
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N = o0;
'i/.'
gy = him ( PS)} (6.9)

N—oo \ N

considerando-se que podemos entdo associar cada ponto® P, do espaco de fase a um

volume elementar d,,. Sejam os pontos I’y de coordenadas X(0) e o ponto P, de
coordenadas X(1), no espaco de fase do sistema cadtico. Teoricamente, seria possivel
achar uma fung¢éo

F(A,) = F(X(0),X(1)) (6.10)

tal que P, seja o ponto da trajetéria que serd alcangado pelo sistema, apds receber o
pulso Ap como perturbag@o, partindo do ponto P,, como mostrado pela equagdo 6.11.
Devemos observar que o ponto P, é interior ao volume elementar Oy .

Embora ndo seja possivel uma forma analitica para a fungédo F'(X(0), X (1)), pode-
mos calculéd-la através de métodos numéricos por aproximagdes sucessivas. Para con-
seguir a divisdo do espaco de fase utilizamos a dinimica simbélica do sistema cadtico.
Sejam X (0) e X(1) as coordenadas de dois pontos diferentes de uma trajetoria cadtica,
entao, aplicando-se o pulso de perturbagio A p, teremos:

X(1) = F(X(0) + Ap) (6.11)

Podemos, ainda considerar que a varidvel cadtica X(1) na forma da equagio 6.11
¢ equivalente a associar uma condigéo inicial X () a cada ponto P; do espago de fase,
tal que

X(+1) = F(X(5)) (6.12)

sendo X (¢ + 1) a coordenada do ponto a ser alcancado pela trajetdria.
Descreveremos agora 0 nosso procedimento para obter a funcio F(X(0),X(1)),
para um espago de fase bidimensional. Anteriormente, quando descrevemos a dinimica

®Os pontos aqui considerados sio os pontos que se referem ao conjunto das condigdes iniciais que
sd0 obtidos quando obtemos a dindmica simbélica do sistema. Por exemplo, quando consideramos
grupos de 10 cruzamentos pela seccio de Poincaré teremos um conjunto com aproximadamente 724
condigdes iniciais, cada uma correspondendo a um ponto no espaco de fase.
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simbolica, faziamos uma associagdo entre uma varidvel de estado caética, por exem-
plo Vg1 = s para o circuito de Matsumoto e z[n] para o mapa logistico e um nimero
inteiro 7’ sendo que a relagdo entre eles é dado pela fungiio cédigo G(r, s). Portanto,
podemos associar a cada nimero r(s) um valor Ap, que levaria o ponto s = P, da
trajetoria ao ponto P;. Entdo, dado um ponto P, construimos a matriz coluna bidi-
mensional My, y, em que N € o niimero de dreas elementares d;, em que o espaco de
fase foi dividido. Daqui por diante, nos referiremos & matriz Mo, v, como matriz de
codificacdo M.

Os elementos da primeira coluna da matriz M,y sdo os elementos do conjunto
m;; com i € {0,1,2,..N}, que representam as coordenadas dos pontos associados
a cada drea elementar dq, do espago de fase. Por sua vez, cada elemento m,; estard
associado com um elemento m;, com j € {0,1,2,...N}, formando o par (m;;, m;s),
onde 7, representa a perturbacdo A p associada com o elemento m;;, parai = j.

Indicaremos agora, como a matriz de codificagio M pode ser obtida numerica-
mente. A partir da dindmica simbélica do sistema, tomam-se as coordenadas s(7),
associadas a cada drea elementar dg do espaco de fase. Isso, é fornecida pela fungao
c6digo G(r, s) do sistema. e tendo-se a coordenada P; do ponto a ser atingido itera-se
0 sistema caotico, com pequenos passos de perturbagiio, o que é feito somando-se a
cada iteragdo um incremento d,, em algum paramétro de controle. Para o circuito de
Matsumoto, o pardmetro de controle € o valor da corrente i; no indutor. Isso, si gnifica
que quando iteramos as equagdes ??,2? e 3.1, devemos substituir a equagdo

dVey 1 L
Cr— 2 = =(Vor = Vo) + i (6.13)
por
dVer 1 L
Cz_d% = p(Vo1 = Vo) + (i + 6) (6.14)

onde, a cada iteragio adiciona-se uma pequena® perturbagio §,, incrementada a cada
iteragdo. Quando a trajetéria do sistema alcanga o ponto P, o processo é encerrado.
Se n iteragoes foram aplicadas, o valor da perturbagdo A, serd obtido por:

’Como veremos a seguir o niimero r estd associado a uma seqiiéncia de simbolos bindrio. Utilizamos
uma conversao para a notagio decimal, por questdes de simplicidade.

8Por pequena, queremos dizer uma relagio da ordem de 1% da amplitude da grandeza considerada,
no caso em questao, a corrente ¢y, no indutor.
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Ap=nxd, (6.15)

Esse valor da perturbagio é entdo associado com a coordenada r(s) = r(P) da
dindmica simbdlica do sistema. Esse procedimento deve ser executado IV vezes, até
que todos os elementos 1;; da matriz matriz de codificagio M, tenham o valor de
A, correspondente. Ou seja, para cada ponto que se deseja atingir devemos calcular
previamente a matriz M., com as coordenadas s(r) associadas as perturbacoes A p.
Uma suposigdo fundamental nesse modo de calcular a matriz matriz de codificagio
Mec, € a validade da equacdo 6.3. Isso, implica que se partirmos de um ponto X (z)
¢ apos a aplicagdo do pulso dp iterarmos o sistema 6.14, a dinimica do sistema ird
do ponto X[i] ao ponto X[i + 1]. Admitimos entdo, que o segmento de trajetéria
F,P;,, possa ser aproximado por uma reta que vai do ponto X[i] = P, ao ponto
Xli+1] = Py, ou seja, que a aproximagio linear continuard valida. Essa técnica

€ o cerne de métodos numéricos de integracio de equacdes diferenciais, como por
exemplo o método iterativo de Euler [86].

Vamos exemplificar esse procedimento para o circuito de Matsumoto. A fungéo
codigo G(s, 7) € 0 nosso ponto de partida, uma vez que ela jd nos fornece a divisdo do
espago de fase em pontos discretos s associados a um nimero inteiro r. Seja P, = X[1]
0 nosso ponto de chegada; para construirmos a matriz M, precisamos calcular os
valores das perturbacdes A p para cada ponto r(s,) do atrator cadtico.

No grifico da figura 6.2 mostramos a plotagem das matrizes de codificacdo M,
para dois alvos distintos. A curva superior indica o resultado do célculo da perturbacio
Ap quando o alvo escolhido foi Fy de coordenada V;; = —0.50 ¢ a curva inferior in-
dica os pulsos Ap para alvo P, de coordenada Ver = —1.6. Denominamos essas
curvas de controle, curva bit0 e curva bitl por razoes que nos serdo tteis adiante. To-
das as unidades sdo adimensionais. Analisando-se essa figura, podemos notar algumas
particularidades, como por exemplo a simetria entre elas em relagdo ao um eixo vertical
que passe ponto de abcissa Ve = —0.93. Ocorre que esse €, justamente, o ponto onde
foi feita a parti¢io da secgio de Poincarg, quando da obtengao da dindmica simbdlica
do sistema. A curva inferior que representa as amplitudes dos pulsos de controle A p
apresenta-se transladada no eixo das ordenadas, indicando uma relacio aproximada-
mente linear entre ambas, para todo o espago de fase do sistema. As fungGes mostradas
em 6.2, provém das matrizes de codificagdo My, calculadas previamente.
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Figura 6.2: Fung¢oes de codificagio M¢ para bit O e bit 1.

Vamos introduzir uma melhoria na aplicacio desse método de controle.
Em lugar de trabalharmos com a matriz M, podemos fazer um ajuste quadrético
e substitui-la pela sua curva ajustada com os seguintes coeficientes:

bit0 = 0.1493 — 0.9503 * X — 0.5564 * X? (6.16)

bitl = —0.2601 — 0.889 x X — 0.5263 * X (0-17)

com X sendo o ponto atual da trajetéria no momento da aplicagdo do controle. As
duas curvas ajustadas podem ser vistas no gréfico da figura 6.3, onde em (a) plotamos
novamente as curvas bit0 e bit1 para efeito de comparacao, em (b) sdo vistas as curvas
bit0 e bit1 ajustadas, segundo um polindmio de segundo grau.

Temos agora, pelo uso das equagdes 6.16 € 6.17, expressOes analiticas entre um
ponto qualquer no espaco de fase e os pontos alvos Py e P, tornando a aplicagio do
controle ou direcionamento das trajetérias, mais eficiente. Isso, se deve ao fato de nido
ser, agora, necessdrio fazer uma busca na matriz de codificagdo M¢, procurando-se
pelo valor da coordenada V; que esteja 0 mais proximo de algum elemento mil da
matriz Mc.
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Figura 6.3: Curvas ajustadas das matrizes de codificacio M para bit O e bit 1.

Aplicando-se repetidamente esse procedimento, podemos fazer o controle® de tra-
jetorias a partir de qualquer ponto do espago de fase do atrator, uma vez que dado um
ponto inicial F de qualquer trajetéria podemos, utilizando as equagdes 6.16 e 6.17,
levar em uma unica iterago, a trajetdria para os pontos de destino Py ou P,.

6.3.3 Aplicacoes do método

Quando pensamos na criagdo desse método, tinhamos em mente uma técnica de
direcionamento de trajetérias para aplicagdo no método de comunicagdo cadtica por
modulagdo dindmica. A motivagio principal era eliminar o problema causado quando
precisassemos codificar longas seqiiéncias do mesmo simbolo bindrio. Como ja mos-
tramos, os sistemas cadticos em geral, apresentam gramdticas restritivas'?. Para con-
tornar esse problema quebra-se essas longas seqiiéncias, pela insergdo de bits extras, o

°De agora em diante, por controle, nos referimos 2 aplicagio repetida do procedimento de direci-
onamento. Isto porque, uma vez que o ponto se dirigiu a regido desejada, repetir o processo, implica
manté-lo na e vizinhanga desse ponto.

"run lenght constraint
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que aumenta o comprimento da informag@o adicionada ao sistema'’.

Nosso método de controle, elimina esse passo, pois permite o direcionamento di-
reto da trajetdria cadtica em uma tnica iteragfio, embora as custas de uma pequena
alteracdo na dindmica do sistema.

Podemos imediatamente aplicar essa técnica de direcionamento também no con-
trole de trajetdrias. Isso, pode ser feito se observarmos que na concepgao original do
método, haviamos dividido o espago de fase cadtico em duas particdes e calculado as
perturbagdes Ap para cada um dos alvos pré-definidos como sendo bits 0 € 1. Pois
bem, pela codificagio de longas seqiiéncias de bits 0 e 1 podemos fazer com que as
trajetorias fiquem confinadas na e vizinhanga dos alvos P, ou P;, criando-se assim uma
dinamica cadtica forgada que apresenta 6rbitas cadticas periédicas, dentro do conceito
da e vizinhanga.

Vejamos os gréficos indicados na figura 6.4, em que aplicamos o nosso método
para quatro distintos alvos. No grifico 6.4a, o alvo é P, = —0.13, para 6.4b, o alvo
€ Py = —0.094, em 6.4c P, = —0.5 e finalmente em 6.4d P, = —1.462. Nos quatro
graficos podemos observar como a aplicagdo continuada da técnica de controle torna
0 movimento cadtico periédico, dentro de uma pequena faixa de variacio da varidvel
cadtica. As linhas que estdo mais fracas indicam as trajetérias antes do método ser
aplicado. A figura 6.5 mostra outros exemplos de Grbitas cadticas controladas, para
diferentes alvos.

Figura 6.4: Comparag@o de trajetérias com diferentes alvos (caso 1).

Do inglés overhead, que é sempre um fato a se evitar em sistemas de comunicacio.
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Figura 6.5: Comparacio de trajetorias com diferentes alvos (caso 20

As figuras 6.6 e 6.7 mostram dois exemplos do controle de trajetérias em que esco-
Ihemos controlar as trajet6rias que passam pela coordenada de V-, = —0.14. Em 6.6a
880 mostrados os valores assumidos pelos pulsos de controle A p. Em 6.6b, mostramos
a série temporal controlada. No grafico 6.7a mostramos a trajetéria escolhida para ser
controlada com Vi;; = —1.25 e em 6.7b os pulsos de controle empregados. Em am-
bos os casos podemos ver como o método apresenta bom desempenho na estabi lizagdo
das orbitas cadticas instaveis. Quando da aplicacio da perturbagdo de controle, nio
temos um periodo transiente, uma vez que, aplicada a perturbagio, as trajetorias sdo
imediatamente controladas, como podemos observar em ambos os grificos.

Uma outra maneira de vermos a aplicagcdo do método ¢ através da andlise dos
graficos das figuras 6.8 ¢ 6.9 e em (c) apresentamos a série temporal da varidvel
cadtica de Ve, em (b) a série temporal da perturbagio Ap aplicada e em (a) os valores
da perturbacdo Ap aplicados em cada ponto que a trajetéria da varidvel Vi, percor-
reu. Podemos ver pela série temporal de V(>; o desdobramento em bandas cadticas em
torno do alvo estabelecido e também a relativa constancia da amplitude dos pulsos de
controle, uma vez atingido o alvo pois, nesse caso, o sistema tem apenas que aplicar
pulsos para manter a trajetéria dentro da regido desejada.

Afirmamos, ser fundamental a para o funcionamento desse método a aproximagio
linear expressa pela equagdo 6.3. Podemos ver isso, pelos graficos da figura 6.10
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Figura 6.8: Orbitas caéticas controladas para alvo=V,=-1.70

onde nos eixos y plotamos os valores das perturbagbes Ap para manter a trajetéria
confinada a € vizinhanga de diferentes alvos escolhidos. Nos eixos T, sao plotados
as variagdes das coordenadas Vi, do circuito de Matsumoto, que estdo sob controle.
O que podemos observar nos grificos (a), (b), (¢) e (d) é justamente a linearidade
entre Ap e Ay, com |Ay,,| < |e|. Essa linearidade, também pode ser vista nos
gréficos 6.8a € 6.9a, em que a amplitude dos pulsos Ap, varia proporcionalmente com
a amplitude da varidvel V.

Finalmente, podemos fazer uma aplicacdo desse método na comunicagio cadtica
por modula¢do dindmica. Para obter isso, faremos uso agora das curvas bitQ e bitl
dadas pelo grafico 6.2. Na comunicagio por modulagdo dindmica o contetddo da fonte
de informagao controla diretamente a evolucdo da dinamica cadtica do sistema, via
aplicagdo dos pulsos de controle. A curva bit0 indica a amplitude dos pulsos Ap
necessdarios para fazer com que uma trajetéria, estando em qualquer ponto do espaco
de fase, seja direcionada diretamente para a regido codificada como sendo o simbolo
0. Analogamente, a curva bit1 indica os valores de A p que levardo as trajetérias para
a regido do espago de fase atribuida ao bit1.

A figura 6.11 mostra como podemos utilizar o direcionamento de trajetérias para
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Figura 6.10: Relagdo entre as perturbagdes Ap € a € vizinhanga.

aumentar a robustez do sistema. Na figura 6.11a, em que vemos a sec¢ao de Poincaré
resultante apos a codificagdo de uma longa seqiiéncia de bits 0 € 1 de forma aleatoria,
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Figura 6.11: (a) Sec¢do de Poincaré (b) atrator controlado

podemos ver uma maior separagdo entre as parti¢des. Isso também pode ser visto em
6.11b, em que vemos que o espaco de fase do atrator ndo € totalmente ocupado pela

dindmica do sistema. Nessas figuras a linha pontilhada indica a localizagio da particdo
logica.
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6.4 Conclusoes

Quanto 2 proposta inicial que tinhamos em mente, podemos concluir que nosso
objetivo foi atingido, pois 0 método mostrou-se eficiente quanto ao direcionamento
e controle das trajetérias. Embora o método utilize alguns conceitos do método de
controle OGY, como a aproximagio linear em torno de uma pequena regido €, esten-
demos este conceito. Com algumas modificagdes, aplicamos esse procedimento para
o cdlculo prévio dos pulsos de controle.

A idéia de se utilizar a dinAmica simbélica serviu para fazermos um mapeamento,
um por um, entre um alvo P; e o pulso de controle (A,) que, aplicado localmente,
colocava a trajetéria proxima ao alvo, dentro do conceito da € vizinhanga. Uma vez
definido qual o nosso alvo, a matriz de codificagdo M¢ pode ser calculada como ex-
plicado. Na prética, ap6s a sua obtengdo, podemos utilizar uma curva ajustada por um
polinémio de segundo grau, tornando o controle do sistema mais eficiente, uma vez
que agora temos uma equagao explicita para o célculo das perturbagdes.

Como método de direcionamento de trajetérias, a técnica também € muito eficiente,
uma vez que podemos partir de qualquer ponto no espago de fase e, em uma Unica
iteragdo, levarmos a trajetéria ao ponto desejado, sem que para isso novos calculos
e iteracdes sejam necessdrios. O grau com que podemos obter precisdo no direci-
onamento ou controle das trajetérias depende de quantas iteragdes sdo utilizadas na
construgdo da dinimica simbélica, uma vez que, a0 aumentarmos o comprimento da
palavra adotada, consideramos sub-conjuntos do espago de fase cada vez menores.
Esse procedimento encontra limites préticos na precisdo numérica do algoritmo utili-
zado.

Na comunicagio cadtica por modulagido dinamica, essa técnica de controle € in-
teressante, uma vez que reduz a quantidade de informagdo extra a ser inserida na
informagcdo ttil. Com a idéia de colocarmos uma regido de exclusdo, podemos au-
mentar a robustez & ruidos, uma vez que pela escolha apropriada das regides onde
codificamos os bits 0 e 1, podemos ampliar a separagao entre essas regioes.

Em resumo, vimos que podemos utilizar esse método para controlar 6rbitas cadticas
instdveis a partir da dindmica simbdlica do sistema ca6tico.

Podemos afirmar, entio agora, que nosso objetivo inicial de desenvolver um método
de controle de trajetérias que pudesse ser aplicado em sistemas de comunicagao com
caos foi atingido.



Capitulo 7

Direcionamento de trajetorias
aplicados a modulacao dindmica

7.1 Introducao

Em capitulos anteriores, apresentamos o controle do caos, em que desenvolvemos
um método de direcionamento de trajetérias onde a dindmica simbdlica do sistema
caotico era utilizada para o cédlculo das perturbagOes necessarias para levar as trajetoria
diretamente a regido do espaco de fase desejada.

Veremos nessa secao como podemos usar isso, para codificar informagéo no caos,
em uma técnica por nds desenvolvida, como uma aplicacio de nosso método de dire-
cionamento de trajetdrias.

Quando a informagdo s(t) é utilizada para alterar diretamente o comportamento
do sistema cadtico, dizemos que estd havendo modulagdo dinamica. Essa técnica €
diferente daquelas em que dindmica do sistema cadtico néo € alterado pela presenga da
informag@o. Nessa modulacido , o contetddo da informagéo s(¢) influencia o comporta-
mento dindmico X do sistema cadtico, via uma fun¢do F' de codificagdo, ou seja

X(t) = F(X, () (7.1)

Essa influéncia, realiza-se via controle do caos.
Os seguintes fatos nos motivaram no desenvolvimento do nosso método.

e (a) Evitar a insercio de bits extras nos sistemas cadticos com gramatica restrita.
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® (b) Aproveitar as propriedades do método de direcionamento de trajetorias, por
n6s desenvolvido.

* (c) Aumentar a margem de tolerdncia a ruidos na modulag@o cadtica.

e (d) A dificuldade em encontrar uma parti¢ao geratriz adequada.

7.2 Algumas consideracoes tedricas

Quando apresentamos o nosso método de direcionamento de trajetérias vimos que
a dado um ponto inicial P de uma trajetéria caotica, podiamos associar uma perturbacio
Ap, que levaria essa trajetéria outro ponto P, do espacgo de fase.

Nosso objetivo é codificar informagdo na dinimica caética do sistema. Para isso,
iremos associar univocamente um ponto Fy ao bit 0 e ao bit 1 associaremos um outro
ponto P, ambos localizados no espaco de fase do circuito de Matsumoto.

Quando fizemos a colocagio da linha de parti¢do, como indicado na figura 4.5,
vimos que pontos da trajetéria poderiam passar muito préximos a linha de particéo.
Na presenca de ruidos alguns desses pontos passando préximos a linha de parti¢do
poderiam ser levados a serem decodificados erroneamente, devido a “cairem” no lado
errado da linha de parti¢io. Esse fato elevaria a taxa de erro de bits (BER) do sistema,
0 que ndo ¢ desejavel.

Podemos evitar em parte que isso ocorra, fazendo uma restrigdo na dindmica do
sistema, de modo que as trajetérias cadticas ndo passem pr6ximas da linha de partigio.
Essa restrigio serd feita da seguinte maneira: considerando-se a localizag¢@o da linha de
partigdo, no espago de fase 2 excluimos do mesmo, uma regido de largura ¢y, regido
essa simétrica em relaciio a localizagdo da linha de parti¢do. Com isso, resulta que a
dinémica do sistema ficard limitada em um espaco de fase ), tal que:

Q=0 Jov i)

Devido a ergodicidade do sistema, pontos da trajet6ria acabardo por passar préximos
da linha de parti¢o 16gica (dentro do conceito da ¢ vizinhanga).

Pontos vizinhos 2 linha de particdo podem serem erroneamente decodificados,
mesmo na presenga de ruidos 7(t) de pequena amplitude, que somados 2 varidvel de
decisdo Vi1, podem levar a erros o circuito de decodifi¢do.
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7.3 Exemplo de aplicacio do método

Vamos aplicar nosso método de modulagio dinimica a um sistema composto por
um transmissor e receptor cadticos acoplados por sincronizagdo. Utilizamos o esquema
de sincronizag@o ja visto anteriormente, na configuragdo mestre-escravo. Um fluxo
aleatorio de informagdo composta de bits 0 e bits 1 serd enviado e posteriormente
recuperado, no circuito de recepgdo. Nessa primeira simula¢do queremos verificar
como o sistema se comporta em relagio a regido do espaco de fase que foi excluida.

Quando a relag@o sinal-ruido SNR diminue (implicando uma maior energia do
ruido), a dindmica do sistema tende a ocupar a regidao proibida do espaco de fase.
Podemos verificar isto no gréfico 7.2, onde em (a) tem-se a série temporal para uma
seqliéncia aleatéria de bits 0 e 1 sem a presenca de ruidos, em 7.2b tem-se uma relagcdo
sinal-ruido (SNR) de 30.7dB. No gréfico da figura 7.3a temos SNR de 27.3dB e em
7.3b uma relagdo sinal-ruido de 25.1d3.

1 —_— —e I —

(a)

=1 E

I A e B e e A T N TR e o AN 0 s oo L P P 2 . A tacd

0 2000 4000
iteracao (n)

0 2000 4000
iteragao (n)

Figura 7.2: Série temporal de Vi, para uma sequéncia aleatéria de bits (a) sem ruido
(b) com SNR de 30.7dB .
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Em ambos os casos, podemos ver que a regido proibida encolhe com 0 aumento do
nivel de rufdo. Com relagdo sinal-ruidos da ordem de 25.0dB a regido proibida fica
totalmente sombreada pela dindmica cadtica do sistema. Outra maneira de vermos a
separacdo entre as regioes do espaco de fase pode ser visto no gréfico 7.4 onde em (a)
temos a projegdo da sec¢do de Poincaré no plano (z,2) <==>(V¢,i;) para SNR
de 27.4dB no sinal cadtico, em (b) tem-se a mesma projecdo para um sinal cadtico
livre de ruidos, onde se pode ver a regido que foi excluida da dindmica do sistema. No
caso do grifico (a), pode-se ver a perda de defini¢io na linha de parti¢do entre as duas
projegdes, devido ao ruido.,

(&)

0 2000 4000
iteracao (n)

(b}

2000 i 4000
iteracdao (n)

Figura 7.3: Série temporal de V(> para uma sequéncia aleatéria de bits (a) com SN R
de 25.1dB (b) SN R de 27.3 dB.

Consideremos agora o caso, diferentemente do anterior onde enviamos uma infor-
magcdo codificada na dindmica caética do sistema e recuperada no bloco receptor. Para
1ss0, codificamos a mensagem BRASIL. Para a codificacdo, utilizamos utilizamos o
c6digo ASCII' para representarmos cada letra como uma seqiiéncia de sinais bindrios.
Na secg@o de Poincaré do sistema (o circuito de Matsumoto), atribuimos o simbolo
0 para os sinais com amplitude V; < —0.93. Esse valor corresponde  localizagio

! American Standart Code for Interchan ge of Information
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Figura 7.4: Projecdo das sec¢des de Poincaré no plano (V1,11) (a) com SNR de
27.4dB (b) sem ruido.

da linha de partigdo no espago de fase. Para o simbolo 1 sio atribufdos valores de
Ver > —0.93. Para este exemplo néo consideramos o sistema na presenca de ruidos.
Como o codigo ASCII atribui um conjunto de oito bits por letra do alfabeto, na palavra
BRASIL temos um total de 48 bits. A série temporal de Vi resultante pode ser visto
no grafico 7.5. A linha de decisio no médulo receptor, aparece como o traco horizontal
separando nitidamente as duas regides do eixo das coordenadas. As linhas tracejadas
verticais no grafico indicam para fins de clareza, a duracdo varidvel de cada simbolo,
considerando-se a dindmica do sistema.

7.4 Conclusoes

Os métodos de modulagio cadtica dinimica quando utilizados para transportar
informagdo mostram ser vidveis, para sistema onde seja possivel manter uma baixa
poténcia de ruido no sistema.

Uma maneira de se aumentar a robustez presenca de ruidos, pode ser pela limitagio
de parte da dindmica cadtica, excluindo-se aquelas regies préximas 4 linha de particdo.
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Figura 7.5: Série temporal da mensagem BRASIL codificada em Vi

As simulagdes indicam viabilidade de comunicagdo, com relagao sinal-ruido da ordem
de 30dB. Vale mencionar que essa relagio sinal-ruido ¢ o valor normalmente tido
como aceitdvel para a telefonia fixa.

Este método mostrou-se de facil implementagdo, uma vez que necessitamos so-
mente das equagdes de controle 6.16 e 6.16 para efetuarmos a codificagdo na dindmica
do sistema.

Escolhendo-se os dois alvos P, e P, suficientementes afastados da linha de parti¢@o,
podemos aumentar a robustez a presencga de ruidos, uma vez que haverd menor proba-
bilidade de pontos da trajetoria serem decodificados com erro.

Considerando-se ainda o uso dessa técnica de modulagdo com o método de di-
recionamento de trajetérias por nds apresentado, podemos afirmar que esta técnica de
modulagdo dindmica apresenta ainda como ponto positivo o fato eliminar-se a inser¢ao
de bits extras, colocados para se evitar os problemas de codifica¢do de uma dinamica
simbdlica restrita, uma caracteristica tipica de sistemas cadticos.



Capitulo 8

Espalhamento Espectral por Analise
do Tempo de retorno

8.1 Introducao

Muitos trabalhos foram propostos em que o caos é o elemento que transporta a
informacdo. Com algumas excessoes, todos os métodos de comunicagdo que utilizem
caos como elemento portador da informagdo, podem ser considerados de espalha-
mento espectral.

Embora essa seja uma forma muito ampla de classificagdo, podemos dentro dessa
ampla classe, considerar dois tipos distintos de espalhamento espectral. O primeiro
tipo de comunicagio cadtica faz uso da dindmica cadtica para a modulacdo da infor-
magdo, técnica essa a que ja referimo-nos como sendo a modulacdo dindmica. Esse
método necessita o conhecimento da dinamica do sistema cadtico, uma vez que se
torna necessério lancar médo de algum método de controle de caos, para que o fluxo
de informag@o possa controlar as trajetorias do sistema cadtico, pois a informagao sera
codificada em regides do espaco de fase do sistema cadtico [42, 3, 87]. Do ponto de
vista da recuperagdo da informagdo, de alguma forma serd necessario reconstruir o
espaco de fase original, o que pode ser conseguido via sincronizagdo cadtica. Este €
o esquema de detecg¢do coerente, onde uma copia da forma de onda portadora deve
ser providenciada no lado receptor do enlace de comunicagdo. Uma outra maneira de

evitar a reconstrug¢ao do espaco de fase sdo os sistemas em que o sinal de referéncia
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¢ transmitido alternadamente' com o sinal cadtico. Essa abordagem ¢ utilizada no
método de chaveamento caético por deslocamento diferencial (DCSK). Uma proprie-
dade importante dos métodos de comunicacdo por espalhamento espectral é a reducdo
significativa das interferéncias no canal, devido & utilizagdo de uma largura espectral
muito maior que a necessdria para conter a informagdo, isto € o que se chama de ganho
de processamento?®[28].

Assim, para se obter espalhamento espectral torna-se necessédrio aumentar a largura
de banda do canal em relagéo a largura do sinal de informagdo. Porém, isso niio garante
necessariamente ganho de processamento [28]. Um exemplo, pode ser visto no método
de mascaramento caético, onde uma portadora caética sobrepde-se 4 informagio til
e onde nao existe ganho de processamento pelo emprego de portadora banda larga.
Aumentar o ganho de processamento em sistemas de espalhamento espectral com caos
nao ¢ tarefa facil, uma vez que se torna dificil a recuperacao das sequiéncias cadticas
nao-periddicas empregadas no espalhamento espectral na presenga de ruidos, além
disso, construir e projetar filtros casados em tempo-real para sinais ca6ticos, também
¢ dificil de realizar.

Nesse capitulo descreveremos o método de comunicagao por espalhamento espec-
tral por nés desenvolvido. Esse método baseia-se na estatistica dos tempos de re-
corréncia das trajetérias, considerando-se uma sec¢do de Poincaré perpendicular a es-
sas trajetorias. Nosso objetivo € conseguir uma técnica de comunicagdo com caos, com
uma boa relagio sinal-ruido, e que apresente melhoria no ganho de processamento. Os

'TR - Transmitted Reference

*Ganho de processamento (GP) - € a melhoria da relagdo sinal-ruido que um sistema utilizando a
técnica de espalhamento espectral é capaz de obter em relagdo a um sistema que ndo utiliza esta mesma
técnica, conservadas as demais condi¢des. Para sistemas que empregam espalhamento espectral em
seqtiéncia direta esse ganho estd diretamente relacionado a relagdo entre o comprimento da informagdo
€ 0 comprimento do cédigo de espalhamento.

Para sistemas por saltos em fregiiéncia, o ganho de processamento é uma funcio direta do mimero
de canais de salto nos quais estd sendo espalhada a informagéo transmitida. O ganho de processamento
de um sistema em seqiiéncia direta deve ser pelo menos de 10 dB, e deve ser determinado a partir da
relagdo sinal-ruido em dB com a seqiiéncia de espalhamento desligado e essa mesma relagdo com a
seqiiéncia de espalhamento ligada.

(S—"'\'TR).%m espalhamento
G — i (8.1
{é*\ IB)ES]DH’.”BGC!O )
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resultados que obtivemos foram obtidos por simulagdo numérica com o circuito de

Matsumoto, com 0s pardmetros ja vistos anteriormente.

8.2 Tempo de recorréncia em sistemas caoticos

Em sistemas cadticos podemos fazer a caracterizagdo da série temporal por uma
andlise estatistica da distribuicao assumida por esses valores. Valores médios, varidncias
¢ desvio padrao sdo as grandezas mais comumente utilizadas na caracterizagio de
séries temporais. Podemos ainda, definir outra grandeza, chamada de tempo de re-
torno ou tempo de recorréncia de Poincaré. O conceito de tempo de retorno pode ser
aplicado a mapas unidimensionais € modelos descritos por fluxos estacionarios [88].

No espago de fase do sistema (2 , escolhemos um ponto arbitrario X, € consi-
deramos uma e-vizinhanga de raio r, ou seja, o conjunto dos pontos cuja distincia
D, ao ponto X, seja menor que o raio 7. Em um sistema cadtico ergddico o ponto
X, pode ser arbitrariamente escolhido. Tomemos agora, um conjunto de N pontos
em uma trajetéria cadtica, e dentro desse conjunto, consideramos um subconjunto
S; = {X;, Xii1, ...} dos pontos dessa trajetria que passem pela e-vizinhanga de raio
r. Ao sub-conjunto desses pontos, S;, chamamos de pontos recorrentes de Poincaré e
aT() =ty —t; para 1=0,1,2,.., 0 tempo gasto para um ponto da trajetéria
retornar para o interior da e-vizinhanga ou seja: r < D,.

Uma representagdo dessa idéia ¢ apresentada na figura 8.1, onde o circulo ponti-
lhado de raio ¢, contém trés trajetorias 1,2 e 3. O tempo de recorréncia de Poincaré,
¢ o tempo T'(7) gasto para que cada trajetdria retorne a drea interna do circulo ponti-
lhado. A distribui¢do dos valores de T'(i) obedece & uma lei de poténcia, com uma
estatistica do tipo Poisson [89]. Seja u(e(X,) uma medida associada com €(Xj), ou
w(e(Xo)) = p(S;) ~ r¢. A medida pe(X,) pode ser calculada pela freqiiéncia com
que a ¢ vizinhanca € percorrida pelos pontos da trajetoria.

N/T(r)/T

e (8.2)

Ty (r) = r¢ | (8.3)
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A quantidade T (r)/r~? depende da escolha do ponto X, o que indica que algumas
regides do espaco de fase sdo mais freqiientemente visitadas que outras.

Figura 8.1: Conceito de tempo de retorno.

3.3 Estatisticas do tempo de retorno para o Circuito de

Matsumoto

Para analisarmos a distribui¢iio do tempo de recorréncia para o circuito de Mat-
sumoto devemos estabelecer o plano segundo o qual as trajetérias irdo atravessar.
Levando-se em conta o periodo das Orbitas, estamos interessados somente naquelas
que correspondem ao primeiro tempo de retorno. Olhando-se a figura 8.2, o tempo
de recorréncia de Poincaré€ € o tempo necessdrio para uma trajetéria passando pelo
ponto % atravessar o plano ¥ e retornar ao ponto Fy. Isso é equivalente a uma 6rbita
cadtica com recorréncia de ordem 1°. Os pontos P e P, estdo contidos no plano

*Em um sentido menos restritivo podemos entender uma trajetdria de ordem de recorréncia n como
sendo uma 6rbita cadtica de periodo n.
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Y = (Ve1)x(iz). Daqui por diante nos referiremos a esse tempo como sendo .
Também consideramos o tempo gasto para um ponto ir de Py ao ponto Py, referido da-
qui por diante como sendo o tempo 71, independente do sentido adotado. No circuito

de Matsumoto consideramos a sec¢io de Poincaré tomada na altura do plano Vez = 0.

A

X
Figura 8.2: Diagrama do tempo de recorréncia na secgao de Poincaré.

O gréfico 8.3 mostra um histograma com a distribui¢do dos tempos de retorno em
que consideramos 08 tempos de retorno 7j € 7. Aproximadamente 1700 cruzamentos
na seccdo de Poincaré resultaram em diferentes freqliéncias para os tempos 7, € ;.
Nos grafico 8.3a indica-se os tempos de retorno 7, € em 8.3b mostra-se 0s tempos
de retorno 7,. Podemos ver ainda, que os tempos 71 tém uma maior variancia e que
estdo mais espalhados que os tempos 7, que por sua véz, estao mais concentrados em
torno do valor 7; = 89. Os histogramas foram obtidos em um sistema mestre-escravo
sincronizados pela varidvel Vi1 sem presenca de ruidos. Nos gréficos onde aparecem
histogramas, adotamos como convengdo, colocar a palavra histograma como legenda
eixo vertical.

O grifico da figura 8.3 foi obtido sem considerar fluxo de informagées no circuito
cadtico. Seja agora o esquema onde quando se deseja enviar 0 bit 0, a varidvel de

sincronizagiio Vg, € enviada, sendo recebida pelo circuito receptor juntamente com o
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ruido 7)(¢) aditivo do canal, suposto gaussiano com média nula, ou seja, o sinal m; (%)
t = 0 ou 1 recebido € da forma

mi(t) = Vo1 +n(t) —  para bit Il (8.4)

€ quando se descja enviar o bit 0 a varidvel de sincronizag@o é tornada nula ou seja
Ver = 0 e o circuito cadtico de recepgdo somente recebe o sinal 1my(t) composto do
ruido aditivo adquirido durante o tempo de transmisséo, assim,

mo(t) =n(t) — para bit 0 (8.5)
(a)
1500 | ]
(37
£
S 1000 1
g :
B
A=
(=)
500 -
0 Illll S I I‘ I
30 50 70 90

tempo de retorno (n)

Figura 8.3: Histograma do tempo de retorno.

8.3.1 Efeito da presenca de ruidos no tempo de retorno

O histograma do gréfico 8.3 foi obtido considerando-se o sistema isento de ruidos.
Vamos agora, considerar o caso onde o ruido esteja presente junto com o sinal. O

grafico 8.4 mostra os histogramas resultantes quando existe ruido presente junto com
a varidvel cadtica. Em ambos os casos (a) e (b), relagio sinal-ruido é (% = 2.9

dB, com P, sendo a poténcia do sinal e Py sendo a poténcia do ruido. No grifico
(a) o histograma mostra a distribui¢io dos tempos de retorno para o sinal m(t), apds
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Figura 8.4: Comparago entre a distribuicdo dos tempos de retorno com ruido (2.9 dB.)

ser reconstruido via sincronizagio cadtica. Podemos ver a dispersdo produzida pela
presenca dos ruidos, produzindo um espectro de distribuicdo dos tempos aproximada-
mente continuo?, com a moda concentrando-se em valores mais baixos do tempo de re-
torno, havendo uma ligeira tendéncia para uma distribui¢ao bimodal. Essa distribui¢do
é nitidamente bimodal quando o sinal m(t) ¢ formado pela varidvel cadtica Ve, so-
mada com a varidvel 7(t) aleatéria, conforme pode ser visto na figura 8.4b.

No grifico 8.5 indica-se o a distribui¢do da variavel de sincronizacio V¢, sem a
presenca de ruido. Conforme afirmamos anteriormente, alguns pontos do atrator sao
percorridos com mais freqiiéncia, o que € indicado na figura 8.5 pelo histograma onde
vemos duas modas concentradas nas coordenadas Vi &~ —6.64 ¢ Vo = —1.48.

Niveis elevados de poténcia de ruido adicionados a variével de sincronizagdo ainda
conseguem ser discriminados pelo circuito de recepgao sincronizado. No gréfico da
figura 8.6a temos uma relag@o entre poténcia do sinal e poténcia do ruido da ordem de
2.89 dB e na figura (b) mostramos o histograma do sinal recuperado na saida do cir-
cuito receptor (circuito escravo). Com essa relag@o sinal-ruido a distribui¢do dos tem-

4Um espectro de freqiiéncias composto por um grande nimero de raias discretas pode ser aproxi-

mado por um espectro continuo.
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Figura 8.5: Histograma para a varidvel de sincronizacio V-, sem ruido.

pos de retorno jd mostra uma tendéncia 2 uma distribuicgo tipo gaussiana. Em 8.6b o
sinal m(t) = n(t) é composto somente do ruido adicionado ao sinal m(t), equivalente
a codificagdo do bit 0. O histograma apresenta uma distribui¢do aproximadamente
plana, o que era de se esperar, uma vez que estamos considerando um ruido gaussiano
com média nula, onde supostamente deveriamos ter um histograma aproximadamente
plano de distribuicdo dos tempos de retorno.

A mesma andlise anterior pode ser aplicada ao grafico 8.7 em que a relagdo sinal-
ruido € da ordem de 16.8d B, menor que o caso anterior, Podemos ver que com uma
menor relagdo sinal-ruido, ainda existe uma forte correlagiio na varidvel Vi, pois o
grafico 8.7a mostra que ainda existe uma distribui¢do bimodal dos valores de V7, em-
bora com uma variancia menor. No grifico 8.7b, os valores de V¢ sio devidos somente
a recepgdo do ruido, a distribui¢do dos tempos de retorno também é aproximadamente
plana, como em 8.6b. Na figura 8.8a o histograma mostra uma distribui¢iio do tipo
Poisson devido a uma relagdo sinal-ruido relativamente baixa com (SNR da ordem de
16.8dB). Quando os tempos de retorno sdo devidos somente & varidvel aleatéria, a
distribuigdo apresenta-se aproximadamente bimodal, uma vez que ainda existe o pre-
dominio da varidvel caética sobre o comportamento diniAmico do circuito, isso pode
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Figura 8.6: Comparagio entre a distribui¢ao da varidvel de sincronizagdo V1 (@) com
SNR de 2.89dB (b) somente ruido.

ser visto no gréfico da figura 8.9.

Outra maneira de ver como os ruidos influenciam na variacdo do tempo de re-
corréncia é indicado pelo gréifico 8.10, no qual plotamos os tempos de recorréncia
tomados na sec¢io de Poincaré, para vérios niveis de ruido. Em 8.10a o sinal cadtico
ndo contém nenhum ruido, o tempo de retorno € da ordem de aproximadamente 90
iteracdes. Doravante nos referiremos ao tempo em termos de iteragGes, em analogia
com as nossas simulagdes, onde o passo de integragdo € dado em unidades discretas de
tempo. Assim, por exemplo se o tempo de recorréncia for de 90, isto significa que a
variavel considerada consumiu 90 iteragdes do bloco integrador para cruzar novamente
a secgdo de Poincaré. Vemos que no mesmo grifico em (b), (c), (d) e (e), temos relacdo
sinal-ruido (SNR = 16.1 dB), (SNR = 12.2dB), (SNR =8.0dB)e (SNE = 4.2
dB) para as curvas b,c,d e e respectivamente. Podemos novamente observar que com
o aumento do ruido os tempos de retorno diminuiram.
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Figura 8.7: Comparagio entre a distribuicéio da varidvel de sincronizagao Vg e ruido
de 16.89 dB.

8.4 Comunicacio caética por tempo de retorno

Quando estudamos o método de comunicacao cadtica por chaveamento cadtico
diferencial DCSK, vimos que a principal diferenga entre a técnica de chaveamento
caotico CSK era a maneira como a informagdo era recuperada. No método CSK
o circuito de correlagdo fazia a decisdo sobre o bit baseado na energia Ej, do sinal
cadtico recebido. Porém, o valor de limiar variava para cada nivel de ruido presente
no sinal composto m(t) = Vi + 7(t). Isso implica que deve haver pelo menos um
periodo de aprendizagem do sistema para o que a decisio possa ser efetuada.

Para contornar esse problema, o nosso método langa mado de um segundo circuito
cadtico idéntico ao primeiro, porém, cujo sinal de entrada provém de um gerador de
sinais aleatérios, o qual serd utilizado como referéncia local.

O sinal caético m(t) = Vi + n(t) é a varidvel condutora do gerador cadtico
responsével pela recuperagio da informacio. A saida desse gerador passa por um
circuito de andlise estatistica que extrai o tempo médio de recorréncia 7,. A saida do
gerador caético de referéncia passa por um segundo circuito analisador de estatistica,
fornecendo o tempo médio de retorno 7,, - A figura 8.11 mostra um diagrama em
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Figura 8.8: Comparagdo entre a distribui¢ao dos tempos de retorno com ruido de 16.8
dB.

blocos do nosso esquema.

Comparando-se com a correlagdo obtida entre o primeiro semi-ciclo com o segundo
semi-ciclo, faz-se a decis@o do bit. Esse procedimento evita que o circuito de decisao
seja dependente do nivel de ruido presente no canal. Os métodos que empregam esse
recurso sao chamados de sistema com referéncia transmitida 7R. Lembrando ainda
que as técnicas CSK e DCSK fazem uso de detecgdo ndo-coerente, onde o sinal de
referéncia ndo € obtido por sincronizagdo cadtica.

Nosso método, semelhantemente a técnica DCSK também nio faz a decisdo de bit
baseado na energia do sinal caético. Para isso, considera o valor médio dos tempos
de retorno para o sinal cadtico obtido por sincronizac@o caética. Explicaremos agora,
como codificar a informag@o em nosso esquema. Vamos considerar sinais digitais.
Quando queremos enviar o bit 1, enviamos um segmento de onda cadtica, com duragao
Ty,. Para se enviar o bit 0, desliga-se o sinal cadtico, durante o tempo (7},) de duragao
do bit. Essa abordagem é a mesma empregada no método de modulacdo cadtico liga-
desliga (COOK)

Sendo T}, a durag@o do bit e 7; o tempo de retorno de Poincaré no atrator cadtico,
entdo a relagiio n, = & é o fator de espalhamento espectral adotado, com n, sendo

T1
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Figura 8.9: Histograma da distribuicgo do tempo de retorno para sinal V; aleatério.

um numero inteiro. Devemos ter naturalmente Ty >> 7 para que haja o espalhamento
espectral. Isso implica que para a transmissdo de um bit, uma trajetéria cadtica deve
cruzar ng vezes sece¢ao de Poincaré. O valor médio 7, do tempo de retorno para um
ciclo de transmissdo de um bit, serd dado por:

= Zz—] a (86)

T, =
M

Esse valor ¢ calculado a cada cruzamento pela sec¢do de Poincaré, pois para uma
dada duracao T}, de um bit, e tendo-se em conta que o tempo médio de retorno T, é
menor que 7, devem haver pelos menos 7}, /71 cruzamentos pela sec¢iio de Poincaré,

A idéia central para a recuperacio da informag@o ¢ partir do fato que mesmo na
presenca de ruidos, a sincronizagdo cadtica entre os circuitos cadticos & suficiente-
mente robusta, para manter correlagio ndo-nula com a varidvel cadtica condutora,
(V£1), no caso do circuito de Matsumoto e sincronizagdo tipo Carrol-Pecora.

A correlag@o entre duas varidveis indica a 1nten31dade da relagdo linear entre elas.
Fagamos provisoriamente z; = ’{TJ 5l — I . O grau de correlagdo entre x e y é
medido pelo coeficiente 7.y, ca]culado como se segue:
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Figura 8.10: Dependéncia dos tempos de retorno em fungdo do ruido.

T = SIT?JH (87)

\/Sx TIT \/Sy RYR

onde

Swyr = Bz Tt)( )
Sy = Z(x, — To)? (8.8)
Syr'yr E( jr)2

sendo T, o valor médio de x; e 3, 0 valor médio de y;.

Da expressio acima pode-se ver que o coeficiente r pode variar continuamente no
intervalo [-1, +1]. Valores de r préximos de +1 indicam que existe uma forte relagao
entre as grandezas z € y e valores de r proximos de 0 indicam que x € i S20 pouco cor-
relacionadas, o que em geral ocorre quando & € y seguem uma distribui¢ao aleatéria.
O grifico 8.12 mostra o grau de correlagdo entre z7 = 1(*1 , variavel condutora e

R
7in =l c(,1)= varidvel conduzida, para diferentes niveis de rufdo. Nesse grifico, com
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Figura 8.11: Diagrama em blocos do receptor baseado no tempo de retorno.

uma relacao sinal-ruido de 13.3 dB a correlagiio é préxima de 1, enquanto que em b,
¢ e d, podemos ver o grau de correlagio aproximando-se de zero conforme a relacdo
sinal-ruido SNR diminui. Consideragdes sobre a correlagio entre as varidveis cadticas
do circuito mestre e do circuito escravo sdo relevantes, porque isso relaciona-se di-
retamente com a taxa de erro de bits (BER) do sistema de comunica¢do. Quando
calculamos a correlag@o entre partes do mesmo sinal, porém atrasado de (7) unidades
de tempo, estamos calculando a auto-correlagdo. Os sistemas cadticos, devem apre-
sentar sinais com baixa auto-correlagdo, para 7 # (. Esse fato, pode ser explorado
com vantagens na geragao das seqiiéncias pseudos-aleatérias para compartilhamento
do meio, como na técnica CDMA [16].

Para se efetuar a decodificagdo do sinal caético m(t) = Vi, + 7(t), o circuito de
decisdo calcula o valor médio dos tempos de retorno 7, re do sinal caético, calculado
durante o perfodo de durag@o 7; do bit. Em seguida, esse valor é comparado com
o valor médio 74,, s dos tempos de retorno de um outro circuito utilizado como re-
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G1 Cl

feréncia, mas que recebe como sinal de entrada somente o ruido 7(t), ou seja devemos
ter m'(2) = nlz).

As equagdes 8.9 e 8.10 mostram como a decodificagdo € feita. Ao atribuirmos o
bit 0 quando 7. ¢ for menor que 7, ., estamos levando em conta que, na presenga de
ruidos, os tempos de retorno se tornam menores.

bit=0 se (?1;331') = (?1}{3;) (8-9)

bit=1 se (f:]_[gef) = (F].Rii}) (8.10)

Os tempos de recorréncia demostraram ser afetados pelo ruido presente de uma
maneira inversamente proporcional ao tempo de duragiio T}, do bit. Isso faz sentido,
uma vez que o analisador estatistico tem um nidmero muito maior de amostras para ob-
ter um valor médio para o tempo de retorno. Como ja vimos na figura 8.12, mesmo na
presenca de ruidos ainda temos uma correlag@o ndo-nula entre o sinal recebido e o sinal
recuperado no circuito de decisdo. Com indices de correlagdo mais elevados, ou seja,
cuja amplitude esteja proximo de +1, podemos utilizar um tempo de duragéo de bit
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menor, 1880, impacta diretamente a velocidade transmissio de informagdo (diminuigdo
do fator de espalhamento). O grifico 8.13 mostra a distribui¢do dos tempos de re-
corréncia para um bit com duragio 7, = 500 amostras e relagGes sinal-ruido da ordem
de (a) SNR = 18.5dB e (b) SNR = 10.6 dB. Pode-se ver que com um menor
relagdo sinal-ruido a distincia entre o sinal de referéncia e sinal propriamente dito
diminui, atingindo um ponto onde comegam a se entrelagar’, quando isso ocorrer, ha-
verd um erro de decisdo de bit. Os graficos 8.14 mostram que para uma dada duracio
(T3) do bit, niveis progressivos de ruido fazem com que haja uma aproximagéo entre
as duas distribuigdes, indicada pela linha pontilhada em (a) temos a distribuicio de
freqti€ncias dos tempos de retorno quando ndo existe ruido ¢ em (b) mostramoas a
mesma distribuicao de freqiiéncias para relagdo sinal-ruido (SNR=16.6dB). Isso torna
a separagao entre ambas menos nitida, o que poderi levar a taxas de erro de bit (BER)
maiores, conforme veremos adiante.
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Figura 8.13: Comparagdo entre a distribui¢do dos tempos de retorno para 7 = 500 (a)
SNR =18.5dB, (b) SNR =10.6 dB .

Também podemos ver o comportamento do sistema em relagdo ao ruido se olhar-
mos a série temporal dos tempos de retorno do sinal e do sistema de referéncia, uma

Soverlapping
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Figura 8.14: Comparagdo entre a distribuigio dos tempos de retorno (a) sem ruido (b)

com ruido (SNR=16.6dB).

vez que, nesse caso, podemos perceber se existe entrelagamento entre 08 modulos dos
tempos de recorréncia. O grifico 8.15 mostra a nitida separagao entre as duas séries
temporais para uma relagéo sinal-ruido (SNR = 10.45 dB). Como ja afirmamos, a
sensibilidade aos ruidos aumenta quando aumentamos o tempo de duragdo do bit. No
grifico 8.15a o tempo T}, de durag@o € T = 500 amostras € no grafico 8.15) para a
mesma relacdo sinal-ruido tem-se uma durag@o de bit 73 = 1000 amostras. Nesse caso,
o circuito de decisdio consegue discriminar com baixa probabilidade de erros os dois
sinais, 0 que ja ndo acontece no caso indicado no grafico 8.15(b). No grafico 8.16a
temos a série temporal dos tempos de retorno para uma relagio sinal-ruido de 8.67d3
e no gréfico 8.16b para relagdo sinal-ruido de 7.87 dB. A duragdo (T3) do bit € 1000

em ambos 0s casos.
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normal.

8.5 Consideracoes sobre o desempenho do método

Vimos nas secgdes anteriores como diferentes niveis de ruido afetavam os tempos
de recorréncia, mantido fixo a dura¢io do bit. Também verificamos que a presencga de
ruido influenciam os tempos de retorno. Uma vez, que nosso método faz a decisao de
bits, em fung¢ao dos tempos de retorno, isto implica que a taxa de erro de bits também
serd afetada. Nessa se¢do, mostraremos os resultados de algumas simulagdes, para
verificar essa influéncia. Ndo faremos consideracdes de ordem teérica. Trabalhos
que tratam da relag@o analitica entre ruidos e taxa de erros, para algumas técnicas
de modulacgio, podem ser encontradas nas referéncias [16, 28, 30]. Em geral, essas
analises levam em conta um modelo para o canal, suposto linear e com ruido gaussiano.

O griéfico 8.18 mostra a taxa de erro de bits obtida numericamente para diferentes
duragdes de bits. A relagdo sinal-ruido (SNR) € plotada no eixo das abcissas e no eixo
vertical, nomeado como BER, plotamos a taxa de erro relativa, ou seja a razio entre o
nimero de bits decodificados com erro (N.,,.,) € 0 ndmero (N,,.) de bits transmitidos:

N

Gl = (8.11)
j\'lti‘

No grafico 8.18a temos um perfodo de 7;, = 1000 amostras, em 8.18b o periodo é
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Ty = 1500 amostras ¢ em 8.18c a durago do bit é de 2000 amostras. Podemos ver que
aumentando-se o fator de espalhamento, dado pelo maior periodo de duracao do bit,
obtemos maior resisténcia a presenca de ruidos; isso indica ganho de processamento,
como cra nosso objetivo inicial. Para T, = 1000 amostras temos uma taxa de erro
em bits menor que uma em um milhiio (BER < 107%), com relacdo sinal-ruido de
SNR = 3.2 dB. Para T, = 1500 amostras tem-se taxa de erros menor que 1076
quando SNR = —0.12d B e para 7,=2000 amostras e relagio sinal-ruido de — 42dB
temos também uma taxa de erro pequena (BER < 107%). Podemos ver que essas
relacoes sinal-ruido sdo adequadas para sistemas de comunicagdo com caos, 0 que
indica a eficiéncia do método empregado.
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8.6 Conclusoes

Neste método, podemos verificar que o tempo de recorréncia de Poincaré ¢ uma ca-
racteristica que mantém um alto grau de correlagdo com a dinamica cadtica, mesmo na
presenca de altos niveis de ruido. Através da sincronizagao cadtica torna-se possivel
recuperar o tempo de recorréncia tomada em uma sec¢do de Poincaré no espaco de
fase. Uma preocupagao que tivemos foi sempre considerar um sinal cadtico contami-
nado com ruidos. Assim, verificamos que o efeito de ruidos € abaixar o valor médio
dos tempos de retorno, tornando menos diferencidvel o sinal cadtico que contém a
informagdo do sinal utilizado como referéncia.

Através da analise da correlag@o entre os sinais cadticos e de referéncia, podemos
verificar que o grau de correlagdo entre os dois fluxos vai diminuindo a medida que o
nivel de ruido aumenta, esta andlise indica o grau de robustez do sistema aos ruidos. A
presenca do ruido tém por efeito uma dispers@o na distribui¢do dos tempos de retorno,
produzindo para niveis altos de ruido, distribui¢des bimodais. A velocidade de trans-
missdo de informagdo também foi afetada pelos ruidos, pois para se conseguir uma
deteccdo com baixas taxas de erro, precisamos aumentar o fator de espalhamento; pois
isso implica um tempo maior de amostragem do fluxo cadtico.

Verificamos ainda que adotando-se seqiiéncias cadticas mais longas (fator de es-
palhamento) aumentavamos a resisténcia ao ruido do sistema, ou seja, consequimos
obter ganho de processamento, que era um dos nossos objetivo principais. Este ganho
de processamento obtido quando espalhamos a informagao em partes maiores do fluxo
cadtico, permite a obtengdo de taxas de erro (BFE R) menores, mesmo na presenca de
maiores niveis de ruido, o que torna o sistema de grande interésse para comunicacao
em ambientes com alto grau de adversidade.

Outro objetivo que conseguimos atingir foi fazer a decis@o de bits ndo mais em
funcdo da energia do sinal, o qual varia em fungdo da relagdo sinal-ruido do canal.
Isso implica que o circuito de decisdo fica independente do nivel de ruido presente no
sinal.



Capitulo 9

Conclusoes Finais

Comecaremos a conclusdo desta tese relembrando a nossa questdo inicial, pode o
caos ser vantajoso em sistemas de comunicagdo? Podemos concluir que sim. Abaixo,
apontaremos em resumo os principais pontos que nos levam a essa conclusdo.

O caos apresenta muitos pontos que podem ser aproveitados em sistemas de comu-
nicacao. Identificamos muitos elementos em comum entre sistemas cadticos e sistemas
de que tratam da informag¢do, como por exemplo entropia, capacidade, modulagio e
geracdo de sequéncias periddicas ou ndo-periddicas.

Alguns dos vérios possiveis esquemas de comunicagdo com sinais cadticos foram
apresentados, onde pudemos comparar aspectos positivos € negativos entre eles. Fo-
ram mostrados alguns representantes tipicos de sistemas cadticos que pudessem ser
interesse em sistemas de comunica¢io. Assim, estudamos alguns aspectos da familia
dos sistemas cadticos discretos, representados pelo mapa logistico. O mesmo procedi-
mento, porém com maior detalhamento foi aplicado aos sistemas cadticos continuos,
onde escolhemos entre vérias possibilidades o circuito elétrico de Matsumoto.

Com o controle do caos pudemos fazer sistemas onde controlamos a distribui¢ao
no espaco de fase dos pontos das trajetorias onde as informagdes estdo codificadas.
Pela escolha adequada das regides de codificacio e pela aplicagdo do nosso método
de direcionamento de trajetérias conseguimos aumentar a resisténcia a presenga de
ruidos, bem como a eliminagdo dos bits extras na informag¢ao, como apresentamos
na comunicagdo por modulagdo cadtica. Verificamos também a estreita relagio entre
a topologia do espaco de fase cadtico e a capacidade de codificacdo de informagao,
via entropia topolégica. Embora, tenhamos trabalhado com uma divisdo bindria do
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espaco de fase, pode-se estender essa divisio, podendo-se codificar mais informacio,
na dindmica cadtica do sistema.

A partir de caracteristicas fundamentais dos sistemas cadticos como a sincronizagio
cadtica e o controle de érbitas periddicas instdveis, também pudemos derivar novas
possibilidades de comunicag@o com caos. Principalmente quando consideramos os si-
nais provenientes dos sistemas cadticos como portadoras de banda larga, podendo-se
estender suas aplicagdes para a comunicagio por espalhamento espectral. Pois, vi-
mos que os sinais cadticos decorrelacionam-se rapidamente entre si, com a funcio de
autocorrelagao apresentando um pico acentuado em zero e decaindo rapidamente.

Verificamos também que embora nosso método de controle aplique pulsos de con-
trole de amplitude maior que no método OGY, tal fato nio altera a dinAmica de forma
significativa, que leve a perda de sincronizacéo, por exemplo.

O método da comunicag@o por espalhamento espectral baseado no tempo de re-
torno mostrou apresentar uma boa relagdo sinal-ruido, bem como ganho de processa-
mento, o que pode favorecer sistemas que necessitem operar em condi¢des de baixa
relagdo sinal-ruido, seja por estarem em ambiente hostis, ou por precisar operar com
niveis muito baixos de poténcia. Um exemplo dessa dltima abordagem temos hoje
na telefonia celular, onde os aparelhos celulares empregando o espalhamento espec-
tral, apresentam cada vez mais autonomia e seguranga, através da melhoria na relagio
sinal-ruido e de geradores de seqiiéncias pseudo-aleatorias com baixa correlagio. Am-
bos os requisitos podem ser alcangados com o uso do caos.

Portanto, podemos novamente afirmar: sim!, o caos apresenta qualidades que po-

dem ser aplicadas com vantagens no desenvolvimento de sistemas de comunicagio.
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