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PENDULO ELASTICO

e Mola massa desprezivel, constante
elastica k, comprimento |, auséncia de
forcas

e Uma extremidade mola presa em
(x,y) =(0,0)

e Massa m presa a extremidade livre
mola

e Movimento apenas plano vertical:
2 graus liberdade

e Posicao equilibrio estavel:
forca elastica = forca gravitacional

(X1y) - (O1'I)

o | =Ilp+mg/k, g é aceleracéo gravidade

AY




APLICACOES

e Paradigma para estudo sistemas nao-lineares acoplados

e Diversas propriedades dinamicas de interesse:
- caos
- ressonancias
- transi¢cao ordem-caos-ordem
- troca de energia entre mola e péndulo

e Representacao gualitativa muitos sistemas:
- Orbitas corpos celestes (ex: satélites, asteroides)
- analogo classico modos vibragcao moléeculas triatbmicas produzindo
ressonancia Fermi espectros infravermelho e Raman
- interacao ondas eletromagnéticas em meio nao-linear
- acoplamento ondas em fisica plasmas
- componente sistemas mecanicos, etc.
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COORDENADAS FISICAS

e Hamiltoniana coordenadas cartesianas:

Cmetlca

grotal
IO

grotal =H=

e Sistema melhor compreendido quando utilizamos
se relacionam

coordenadas

2 2
X“+Yy
p:
I
6 = arctani
-y
_mg _

+<€P

otencial Gravitacional +

Ep

otencial Elastica

+mgy+ (\/x +y° —1,)°

(adimensionais)
diretamente aos movimentos mola e péndulo
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compresséao ou distensdo mola a partir |y

angulo entre massa m (péndulo) e eixo
vertical apontando para baixo (-Yy)

razao frequéncias péndulo simples e
oscilador harménico simples



e Coordenadas fisicas: e Momentos:
,O:f—l+\/(x2+y2)/|2 p,=dp/dt
0 = arctan(x/ —y) p, =(p+1-f)*do/dt

e Qutras variaveis e parametros:

f=mg/kl=1-1,/1 t=7vk/m (tempo adimensional)
e Hamiltoniana coordenadas (,0):
pz n pz K A Y
H=—""—214mgy+— (/X +y° —1,)° .
2m 2 -
A lg
E, =H =H/K ) pl
1 p2 pZ k
E.=H==|p’+ d +Z —(p+1-f)fcos@ m
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TIPOS TRAJETORIAS

e Dois graus liberdade

e Energia total Er Unica constante movimento

e Sistema nao-integravel:

pode apresentar comportamento regular, ressonancias, caos

e Solucoes analiticas aproximadas apenas configuracdes restritas:

baixas energias e pequenas amplitudes oscilacao

e Demais configuracoes:

integracao numerica



e Ressonancia paraméetrica (regular):
Baixas energias, pequenas amplitudes oscilacao,

f =0.25 (razédo frequéncias péndulo simples e oscilador harmonico = 1/2)

0 50 100 150



e Ressonancia parameétrica (regular):
Baixas energias, pequenas amplitudes oscilacao,

f =0.25 (razédo frequéncias péndulo simples e oscilador harmonico = 1/2)

0 50 100 150

e Orbita quase-periddica (regular):

0 50 100 150



e Ressonancia parameétrica (regular):
Baixas energias, pequenas amplitudes oscilacao,

f =0.25 (razédo frequéncias péndulo simples e oscilador harmonico = 1/2)

0 50 100 150

0 50 100 150

e Orbita cadtica:

.‘I*"\N‘l*" AL ",AI“‘\H,A »

0 50 150
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SECOES DE POINCARE

 Orbitas individuais: evoluc&o temporal para condic&o inicial especifica

e Secoes Poincaré: varias oOrbitas mostram diferentes comportamentos sistema

pode apresentar para valor fixo E; e f

e Energia total E; conservada:
trajetdrias restritas superficie 3D delimitada por Et

no espaco fases 4D (X, Y, p,, p,)

e SeclOes Poincaré (p, =dg,/dt) x (g, =x/1)
no plano g, =(y+1)/1=0, com p, =dqg, /dt >0

e Essa sec¢do Poincaré contém posicéo equilibrio estavel (x,y) = (0,—I)
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TRANSICAO ORDEM-CAOS-ORDEM

e Péndulo elastico apresenta transicdo ordem-caos-ordem com aumento E+
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e Péndulo elastico apresenta transi¢cdo ordem-caos-ordem com aumento E1 e f
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DISTRIBUICAO ENERGIA

e Péndulo elastico:

péndulo e oscilador harmonico acoplados

e Subsistemas trocam energia através acoplamento nao-linear

e Como analisar acoplamento nao-linear e movimento acoplado?

e VVamos considerar energia total distribuida entre 3 termos:

oscilador harmonico (mola), péndulo e acoplamento

M. C. de Sousa et al., Physica A 509, 1110 (2018)



"
e Energia mola:

_p+p

E, (p+1-f)f

-> funcéo apenas (p, pp)

-> oscilador harmonico vertical,
sob acao gravidade

-> energia cinética,
potencial elastica, gravitacional



e Energia mola:

_p+p

E, (p+1-f)f

-> funcéo apenas (p, pp)

-> oscilador harmonico vertical,
sob acao gravidade

-> energia cinética,
potencial elastica, gravitacional

Energia péndulo:
p2
E, = ?9 — f cosé

-> funcéo apenas (6, p,)
-> péndulo simples
com haste fixa comprimento |
-> |: comprimento mola distendida
equilibrio estavel sistema
-> energia cinética,
potencial gravitacional



e Energia mola: e Energia péndulo:
2 2 2
_|_

ES:pp—p_(p+1_f)f EP:%—fcose
-> func&o apenas (o, p,,) -> fungéo apenas (6, p,)
-> oscilador harménico vertical, -> péndulo simples

sob acao gravidade com haste fixa comprimento |
-> energia cinética, -> |: comprimento mola distendida

potencial elastica, gravitacional equilibrio estavel sistema

-> energia cinética,
potencial gravitacional

e Energia acoplamento:

Pg 1
E. = —1|—(p—- f)fcosé@ 1- f)f

-> funcéo (p,6, p,)
-> energia responsavel acoplamento nao-linear entre mola e péndulo



e Energia mola: e Energia péndulo:
2 2 2
_|_

ES:pp—p_(p+1_f)f EP:%—fcose
-> func&o apenas (o, p,,) -> fungéo apenas (6, p,)
-> oscilador harménico vertical, -> péndulo simples

sob acao gravidade com haste fixa comprimento |
-> energia cinética, -> |: comprimento mola distendida

potencial elastica, gravitacional equilibrio estavel sistema

-> energia cinética,
potencial gravitacional

e Energia acoplamento:

Pg 1
E. = —1|—(p—- f)fcosé@ 1- f)f

-> funcéo (p,6, p,)
-> energia responsavel acoplamento nao-linear entre mola e péndulo

e Energia total péndulo elastico (sistema acoplado): E; =E¢ +E; + E.



ENERGIA ACOPLAMENTO

o 1
E. = —1|—(p—f)fcos@+(p+1-F)f

e Casos limite:

1) Apenas oscilador harmonico (mola) se move:

60=0,p,=0 = E. constante

2) Apenas péndulo se move:

p=1,p,=0 = E. constante

e Energia acoplamento Ec representa corretamente acoplamento sistema

M. C. de Sousa et al., Physica A 509, 1110 (2018)



E, =—0.200, f =0.25 E, =0.275, f =0.25
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DISTRIBUICAO ENERGIA
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e Distribuicdo energia diferente para cada tipo trajetoria:

toros invariantes, ilhas ressonancia, caos
e Comportamento sistema diferente para cada valor E; e f

e Energia media para grande namero trajetorias:

como distribuicdo energia varia com E1 e f
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e Energia total baixa:

Coupling

acoplamento forte, | E. |,> 0.5,

I
o0

mola e péndulo trocam muita energia,
dificil distinguir dois tipos movimento

0.8

0.6 4
_ -
e |E. | =1: toda energia, em média, 0-4
no acoplamento, | E |, = E, | =0 0.2
e Energia total intermediaria: -05 00 05 10 15 20 25 30

— E
acoplamento fraco, | E. |, < 0.3, !

mola e péndulo trocam pouca energia,
possivel distinguir movimentos individuais mola e péndulo

e |E. | =0: toda energia, em média, mola e péndulo,

energias mola e péndulo sdo maximas
M. C. de Sousa

e Energia total elevada: acoplamento moderado, 2:[ a;l'(’)gphﬁsﬁg

movimento péndulo domina dinamica (2018)



Coupling
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" A
e Sistema nao-linear e ndo-integravel

e Descricdo Hamiltoniana para termos energias

e EXpressodes analiticas podem ser usadas
qualquer valor E1 e f
qualquer valor amplitudes oscilagédo mola e péndulo
acoplamento fraco e forte

todo tipo trajetoria (regular, caotica, rotacao e libracdo péndulo)

e Possivel saber como acoplamento n&o-linear
provoca trocas energia entre mola e péndulo

determina comportamento sistema acoplado



