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Transformada de Legendre

» fungdo de duas varidveis: f(z,y)

f of ;
dx + -~
oy @Y.
» definimos uma nova fun¢io g(z,y,u) = ux — f(z,y), onde u
€ uma nova variavel, cuja diferencial é
of of 4

dg = udzx + zdu — %daz 8y dy.

» escolhemos a nova variavel tal que u(z,y) = 0f /0, tal que

dg = xzdu — a—fdy
Ay

df—a

» de modo que g é uma fungdo apenas de u e y.
» invertemos obtemos = = z(u,y) de modo que resulta a
transformada de Legendre da fun¢do f(x,y)

9(u,y) = ux(u,y) — f(z(u,y),y),



Transformada de Legendre
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a transformada de Legendre nos fornece uma fungdo g(u,y)
da varidvel u = df/0x, sem perda da informa¢do dada por f
podemos sempre recuperar f(x,y) a partir de g(u,y), usando

99 _ oy D9 _0f
auy_ 7y7 6yu_8y’
transformada inversa de Legendre de g.
.29
f=u"—g
U

significado geométrico da transformada de Legendre: graficos
de uma fun¢do qualquer f(x) monotonicamente crescente
(convexa, na verdade) e da fun¢&o linear ux

para cada valor de u, g(u) = ux — f(x) representa a maxima
distancia entre os dois graficos, pois

of

d
S~ f@) =0 u=t,



Equacdes de Hamilton

» a funcdo de Hamilton, ou Hamiltoniana, é a transformada de
Legendre da sua Lagrangiana
» momenta generalizados: p1,po,...Pn

pu%a Zquz - QZaqiat)'

» diferenciando esta expressdo

n

dH = (¢i dp; + pi dg;) — dL.
=1

» calculando a diferencial total de H e L

Z{aﬂ dg; + OH dpi} +6—Hdt:

2\ og " opi ot
- "~ [OL oL oL
i dp; + pi dg;) — - dgi + - dg p — - dt.
;(q pi + pi dd;) i:1{8qiq+aqi q} 5



Equacdes de Hamilton

» o termo sublinhado, em vista das equag¢bes de Lagrange, é

oL _ d (0L
0qi_dt 8qz '

» definimos o momentum generalizado como

oL

;. — 5 :1727' 5
Pi = 5 © n)
n N
OH OH OH oL
—dg; + —dp; p+——dt = i; dp; — p; dg;)—— dt.
;:1{‘9%‘ q+api p}+ 5 ;Zl(q pi — Pi dg;) T

» comparando termos semelhantes em ambos os membros da
expressao acima obtemos as chamadas equacdes candnicas ou
equacgdes de Hamilton

dpi __OH  dg _OH 9L __0H
dt g’ dt — Op;’ ot ot




Equacdes de Hamilton

>
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p; € o momentum canonicamente conjugado a coordenada
generalizada ¢;, de modo que (p;, ¢;) serd um par candnico

o nimero de graus de liberdade é o niimero de pares
canonicos do sistema

num sistema com n graus de liberdade, as equac¢des de
Lagrange representam um conjunto de n equag¢des diferenciais
de segunda ordem em relagdo ao tempo. Ja as equagdes de
Hamilton formam um conjunto de 2n equagdes de primeira
ordem em relagdo ao tempo.

se a Hamiltoniana n3o depender explicitamente de uma dada
coordenada generalizada ¢; (coordenada ignoravel, ou ciclica),
0 momentum canonicamente conjugado é uma constante do
movimento (dp;/dt = 0)



Particula num campo de forcas conservativas
» Lagrangiana

1 Sy
D) mZ%‘ -
=1
» momenta generalizados
0L
pi = 87%

» Hamiltoniana = transformada de Legendre da Lagrangiana

3 3 2
H:ZQipi_L:Z%_ ZqﬂrU (:) Z pi LU (a:)-
i=1 =1

P coincide com a energia total do sistema: H=T+U=F
» equagbes de Hamilton
dpi . OH . oU dqi . oOH __ Di
dat - 0q Og dt  ap m
» derivando em relagdo ao tempo a segunda equacgdo e
substituindo na primeira obtemos p; = md;,

=mg; =ma;, (i=1,2,3),

I



Movimento em uma dimens3ao

\ Ve
u(@) :

q q,

> energia total da particula

H(p,Q):T(p)+U(Q)=%p2+U(q):E

» pontos de retorno ¢ 2: dados por T'=0o0u U(q) = E
P> para q; < g < g2 0 movimento é governado pelas equac¢des

OH OH p
)= —— = —U, y = —— — _
p 94 (q) = " m
> ponto de equilibrio ¢* é um extremo da energia potencial:
U'(¢*) = 0. Se for um minimo local, U"(g*) > 0, ¢* é um

equilibrio estavel; caso contrdrio, U”(¢*) < 0, serd instavel



Oscilador harmonico

» equagbes de Hamilton

dp OH dg OH
— =———=-Fq, — =——=0Gp,
dt dq dt Op

> pontos de retorno: ¢ 2 = £+/2E/F

» ponto de equilibrio: ¢* = 0. Como U”(q*) > 0, é estavel



Plano de fase do oscilador harmonico

BNIZS
&

» dadas condi¢des iniciais pg = p(t = 0) e go = q(t = 0)
2 2 2
Do % D q
E=G—+F—-—=G—+F—.
2 * 2 2 + 2
P as trajetdrias no plano de fase serdo elipses dadas por

2 2
P’
Ste=1

P cujos semi-eixos sao

_ 2, 2E
““Ve TV

P para cada valor de E haverd uma trajetéria de fase diferente
» E = 0: ponto de equilibrio estavel na origem (p* =0,¢* = 0)



Hamiltoniana e Energia
» sua derivada total da Hamiltoniana em relacdo ao tempo

Za gi + Za pi +

» usando as equacdes de Hamilton
7H728H8H 8H8H OH aHi_aiL
N 0q; Op; Op; 8(]Z ot ot ot

P> se a Lagrangiana ndo depende explicitamente do tempo, o
segundo membro é nulo dH/dt = 0: a Hamiltoniana é uma
constante do movimento (condigdo necessaria e suficiente)

P para um sistema de particulas que interagem por meio de
forcas conservativas, a energia potencial ndo depende das
velocidades generalizadas: 0U/0¢; = 0

» como a Lagrangiana do sistema é L =T — U, os momenta
generalizados s3o

oL 0T

Oi; 0%

pi =



Hamiltoniana e Energia

> energia cinética de uma particula, em func¢3o das coordenadas
e velocidades generalizadas, e tempo

. 1 .. .
T(qir Gist) = Y 5 Ae(ain)irde + ) Br(gi e + To(ai 1),
k,l k
» momenta generalizados: derivando em relagdo a &;
pi =Y A+ Bi.
k

P> se as equacgdes de transformacgdo entre coordenadas
cartesianas das particulas e as coordenadas generalizadas nao
dependem epricitamente do tempo By, =0e Ty =0

T(gi, 4it Z Akeqrqe = pi=Y A
k

» multiplicando por ¢; e somando sobre o indice %

D dpi = Airdide = 2T,
i

ik



Hamiltoniana e Energia

» é um caso particular do Teorema de Euler: se f é uma funcio
homogénea de grau n, entao

Z xz axl

» a Hamiltoniana, dada como uma transformagao de Legendre, é

H=) ¢pi—L=2T—(T-U)=T+U=E,

que é a energia total do sistema
> condi¢des (suficientes, mas n3o necessdrias) para que a
Hamiltoniana H seja igual a energia total do sistema E:
1. o sistema é conservativo;
2. a transformac¢do de coordenadas é independente do tempo.
» resumindo, podemos supor que H = F, a menos que o
sistema de coordenadas esteja em movimento em relacdo a
um sistema de referéncia fixo



Péndulo
P> Lagrangiana

L= % a? 0% — mga(1 — cos ),

» momentum conjugado a variavel 0
p= GL/(%? =ma’0,

P> a transformac¢ao de Legendre leva-nos a Hamiltoniana
2

2ma?

» tirando a constante e definindo F = mga e G = 1/ma?
H=Gp*/2— Fcosf =E.

» equacdes de Hamilton

dp OH dd OH
at 00 SR T P
» derivando a segunda equacdo e usando a primeira temos

§ =Gp=—FGsenf = —w? sen

H=pd— L=

— mga cos 0 + mga.



Andlise qualitativa do péndulo

» energia potencial: U(0) = —F cosf

» se —F < E < F ha dois pontos de retorno #, = —60, onde
61 = arccos(—E/F): o péndulo tem oscilagdes limitadas ao
intervalo 6, < 6 < 60, ("libragdes”). O periodo destas oscila¢Bes
aumenta com a amplitude 6,

T =4+/a/gK(senb,/2),

» se ¥ > F n3o ha pontos de retorno, e o movimento do péndulo
consiste de rotacdes ndo-uniformes

» se E = F os pontos de retorno sdo #; = e f; = —w. O periodo
tende a infinito nesse caso, pois K(1) — co.



Andlise no plano de fase

i/ /;\\
N

» se —F < E < F as libragcoes do péndulo correspondem a
trajetérias fechadas no plano de fase em torno do ponto de
equilibrio estavel na origem, e no sentido anti-horario. Na
vizinhanca desse ponto as trajetérias de fase sdo elipses
(oscilador harménico). A origem (6* = 0,p* = 0) é um ponto
de equilibrio estavel

> se I/ > F' as rotacbes do péndulo correspondem a trajetérias
abertas no plano de fase. Na verdade, como identificamos os
pontos +m e —m, as trajetdrias fecham-se numa superficie de
fase cilindrica.



Andlise no plano de fase

i [ /;\\
)

> se I/ = F temos curvas que interceptam-se nos pontos 6 = +m, que
sdo dois ramos de uma separatriz, que segrega trajetdrias fechadas
das abertas

» os pontos de equilibrio (6* = 4, p* = 0) sdo instdveis
» equacgdo para os ramos da separatriz
ps = £1/2F(1 4 cos 0,) /G = +(2wo/G) cos(b/2),

> como O, = Gp,, temos que 0,(t) = 4arctg (e“°?) — 7. Logo
05(0) =0 e 5 — 7 no limite em que t — oo: sobre a separatriz, o
movimento conduz assintoticamente aos pontos § = £, mas leva
um tempo infinitamente grande



Particula num potencial central: revisao

» o0 movimento sistema de duas particulas m; e mo é separado
no movimento do centro de massa e no movimento relativo

» Lagrangiana do movimento relativo (com a massa reduzida

m = myma/(m +ma2))
L= % (1’"2 + 12 60% 4 12 sen29g/52> —U(r).

> para uma for¢a central o torque é identicamente nulo, de
modo que o momentum angular £ = mr26 é conservado

» o movimento ocorre no plano perpendicular a direcdo do
momentum angular ¢: coordenadas (r,6) em relagdo ao
centro de forca

» problema de Kepler: U(r) = —k/r, onde k = Gmimsa > 0

» para E < 0 as trajetdrias sdo elipses (se¢des conicas) com

foco no centro de forga, de semi-eixo a (proporcional a
energia |F|) e excentricidade 0 < e < 1



Particula num potencial central
» momenta canonicamente conjugados as coordenadas (r, 6, ¢)
=—=mr,pg=—=mr"0,p, = — =mr-sen“d
Pr=5- Po = 25 P ) ¢

» Hamiltoniana como transformada de Legendre da Lagrangiana

. . 1 3 pi
H = p,i+py0 —L=—|pP+2+ 5" |+U(r),
Pr7+po 0+py & om (pr + ) + 2 sen 20 +U(r)

» por ser independente do tempo, é igual a energia E
P> equacdes candnicas

dr O0H p. d0 O0H py dop OH D¢

E_apr_ﬁ’ﬂ_fm_mr2’ﬂ_@_mr2 sen 26

dp, OH 1 (2 pi) U

dt  Oor mr3 pe_sen29 Cdr
dpg  QH  cosOpi dp,  OH _

dt — 90  mr2sensd’ dt %_0'



Particula num potencial central

>

>
>

como H n3o depende explicitamente de ¢, ela é uma
coordenada ignordvel e p, € uma constante do movimento

py = 0 entdo ¢ também € uma constante

isso reforca nossa observacdo de que o movimento se restringe
ao plano ¢ = const. Escolhemos ¢ = 0 por simplicidade.

mas H também n3o depende explicitamente de 6, de modo
que py € uma constante do movimento, igual ao momentum
angular ¢ = mr20

Hamiltoniana efetiva contém apenas a coordenada radial

Het (s C) v )= 2L U, = F
= — —_ )= —— = .

om \Fr T2 2m of
representa a reducdo a um problema unidimensional
equivalente, com o potencial reduzido

62

Uep(r) =U(r) + 2



Estabilidade de érbitas circulares

ef

» dois pontos de equilibrio no movimento radial,
correspondentes a extremos do potencial efetivo:
» para E = E, existe uma 6rbita circular em r = r}, que é um
minimo local de Uy

U/ef(r;;) =0, Ullef(TZ) > 0,

» para E = E existe uma érbita circular em 7 =, que é um
maximo local de Uey:

U'ep(ry) =0, Ues(ry) <0,



potencial do tipo lei de poténcia U(r) = —kr"~1/(n — 1)
potencial efetivo associado
ko1 2

n—1rr=1  2mpr2

Uep(r) = =

extremo: Oérbita circular de raio

. mk 1/(n—3)
<)

serd estdvel, em relacdo a pequenas perturbacdes radiais, se

n < 3, pois
€2
3— — 0
3—mn) <m> >0,

equacdo de movimento radial

. 0 U'(r)
T 2 / — e = - _ —
mit —mré* +U'(r)=0=7 - g(r) = -

a 4rbita circular é tal que » = # = 0, com frequéncia

wo = 0 = /U (r*) Jmur*



OscilacGes radiais para uma érbita estavel

» definindo os desvios radiais de uma érbita estdvel r = r* + z
P> equacgdo de evolugdo temporal dos desvios radiais:

£2
P = —g(r" + ).
m2(r* + z)? g( )
» usando as aproximagdes (|z| < r*)
1 1 3z
——=— (1=, r*+x) = g(r*)+zg' (r*)+. ..
(1 E) e =)

i - % <1 - 333) =—g(r") —zg'(r").

mer T*
P para a 6rbita circular ndo-perturbada @ = & = 0, donde
9r7) = £ /m?r,
» equacio de um oscilador harmdnico & + w?z = 0, onde
w? = 3g£:*) +4'(r").
> solugdo geral para w? > 0: z(t) = Acos(wt +19),




O O

This wave fils parfectly This wave, howaver,
on tha circle doubles aver on itsell

corresponde a uma oscilacdo harmdnica com frequéncia w,
indicando uma 6rbita cujo raio é alternadamente maior ou
menor que r*.

se w? < 0 a solucdo n3o é mais oscilatéria, pois ird tender a
zero ou infinito com o passar do tempo: 6rbita instavel

para verificarmos se a érbita é aberta ou fechada computamos

w _fgy r*U" (r*) 1/2
wo U'(r*) '

se w/wo = p/q (nlimero racional) a drbita correspondente ird
fechar-se sobre si mesma apds um dado nimero de oscilagGes

completas.
se w/wq for um ndmero irracional, a érbita nunca ird se fechar



Teorema de Bertrand

» para o potencial do tipo lei de poténcia w/wy =3 —n
» a condigcdo para érbitas fechadas é satisfeita para os seguintes

expoentes:
» n =2, para o qual w = wq, correspondendo ao problema de
Kepler,;
» n = —1, para o qual w = 2wyq, que corresponde ao oscilador

harménico isotrépico, para o potencial central é U(r) = kr?/2.
P estes resultados foram obtidos linearizando a equag¢do das
Orbitas, para pequenas perturbacdes radiais
» Bertrand (1873): estas sdo as Unicas solu¢Bes possiveis para
orbitas fechadas no caso geral
P> na demonstracdo, ele empregou termos de ordens mais altas

na expressdo da perturbacdo radial. Ver apéndice do
Goldstein, 2a. ed.



Orbitas limitadas

ef

> E, < E. < E,: havera dois pontos de retorno r; e r9, obtidos
pelas solucdes reais e positivas de
£2

U =K —.
(T1’2) 2mri2

» no intervalo vy < r < ry a particula realizard oscilagGes radiais
em torno do ponto de equilibrio estavel r*.

P> a trajetdria da particula estara limitada ao anel de raios
interno e externo iguais a r; e ry (pontos apsidais)



Orbitas limitadas e fechadas

(-3 ps

> Af: angulo entre as diregdes de um mesmo ponto apsidal,
apo6s uma oscilacdo radial completa

» da conserva¢do do momentum linear (para um potencial
central) @ = ¢/mr?, donde

2% [T dr (2 2 1) V2
A = B U B o .
o= fao= 2 [l v g}

P para que a trajetdria seja fechada apds uma oscilagdo radial
completa A0 = 27(p/q): a rbita fecha-se sobre si mesma
apds q oscilacGes radiais 71 — r9 — r1 € apds p voltas em
torno da origem

» por exemplo, se p/q = 1/2, temos que Af = 7 e a érbita é
uma elipse, se p/q = 1, entdo A = 27 e a trajetdria é a elipse




Orbitas limitadas e abertas

> se A6 for um nimero irracional, a trajetéria passara um
nimero infinito de vezes pelos pontos apsidais r; e 9, mas
nunca se fechara sobre si prépria, ou seja, serd uma trajetdria
aberta que preenche densamente o anel r; < r <19



Problema de Kepler

» potencial central U(r) = —k/r (for¢a é atrativa para k > 0)
» energia potencial efetiva

2 k

omr?2 o’

Uey(r)

» andlise qualitativa do movimento na diregdo radial
» ha um ponto de equilibrio estavel no minimo local de Ue¢(r)

02 mk?
To—%, = Eo—Uef(To)——72£2 .



Problema de Kepler

\
1\ fem®
1

=

» pontos de retorno: solugdes de 2mFEr? + 2mkr — 2 =0
> se Fy < E < 0 haverd dois pontos de retorno

1/2

1,2

)

k

+

k

62
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(

2|E|

’

© 2m|E|

P> a coordenada radial ird executar oscilagdes entre os pontos de
retorno, que podem ser encarados como os raios de dois
circulos concéntricos

> a trajetéria da particula (elipse) estd limitada pelo anel
r1 <71 <ry taisquer; =a(l —¢) ery =a(l+e¢)



Problema de Kepler

v
i

\ E>0
T

\

\

\
1\ fem?
1\

\ Bound orbits

are elliptical

» se £ = FEj os dois pontos de retorno coalescem no ponto de
equilibrio g, que serd o raio de uma trajetdria circular.

» se E > 0 haverd apenas um ponto de retorno r, que
corresponde ao ponto de maxima aproximacdo entre a
particula e o centro de forca, para uma trajetéria ilimitada
(hipérbole)

» se £ =0 um dos pontos de retorno estd no infinito, e a
trajetdria continua ilimitada (pardbola)



Plano de fase radial para um potencial central

» plano de fase radial do problema de Kepler (p, versus )
P o tipo de trajetéria também depende da energia do sistema
1. se Ey < E <0 as trajetérias de fase sdo fechadas, tendo r; e
r9 como pontos de maxima e minima aproximac3o,
respectivamente. As trajetdrias orbitam em torno do um
centro em r = rq (equilibrio estavel)
2. se E > 0 as trajetdrias de fase sdo abertas, com um unico
ponto de retorno
3. se £ =0 temos uma separatriz entre as duas situacoes
anteriores, que se aproxima assintoticamente do eixo
horizontal, quando r — oo.



Particula carregada num campo eletromagnético

» Lagrangiana de uma particula de massa m e carga e, sob a
acao de um campo eletromagnético

L(r,v,t) = mv?/2 — e®(r,t) + eA(r,t) - v.

> momenta canonicamente conjugados
p=VyL=mv+eA.
» a transformacdo de Legendre fornece a Hamiltoniana
H=p-v—L=(p—eA(r,t)*/2m + ed(r,t).
» equagbes de Hamilton
r=VpH =p—cA
b=—VH="[(p—cA) V] A+ (p—cA)x(VXA)—eVe

» usando a derivada total do potencial vetorial

dA/dt = (v - V)A + OA /0t



Particula num campo magnético uniforme

>

>

E=0eB= Boi: 0s potenciais eletromagnéticos sao
A=—-Byyied=0
Hamiltoniana (girofrequéncia Q = eBy/m)

1 2\ 2 L9 2 2 L 522
equacgdes de Hamilton

dv  O0H p,+Qy dy OH py, dz OH p,

dt ~ Op, m ’dt_aT)y_m’dt_apz_m
dpy oH dp, oOH o dp, OH
—_— —— = —_— = —— = —Q r— Q , _—— =
dt ox T dt oy SR T 0z

como a Hamiltoniana é ciclica nas coordenadas x e y, os
respectivos momenta s3o conservados: p, = Aep, =C
a Hamiltoniana n3o depende explicitamente do tempo, ela é
igual a energia E, que também é conservada no movimento



Campos elétrico e magnético uniformes

» E=(E;,0,E.) e B=(0,0,Bp), com os potenciais
®=—-F,x—FE,ze A=—By(y,0,0)
» Hamiltoniana

1 1
H = — (0% + 9y + ) + Qups + 5mQ%° — qBot — q 22,
» equacdes de Hamilton

de _OH _ 1o a4y _on_1
dt — Op, P ¥ dt — Opy ~mb

©_oH_ 1 dp oW
dt  9p. = mPe dt  Oxr
dpy  0H dp. 0H

= = —Qp, — mQ? = =
dt oy Pe =Y, dt 0z

qEq,

qF.



Plano de fase

» a varidveis que especificam o estado de um sistema
Hamiltoniano no espaco de fase s3o as coordenadas e os
momenta generalizados

» para um sistema tem n graus de liberdade, o seu espaco de
fase tera dimensdo 2n.

» se n = 1 espaco de fase, neste caso, é bidimensional e tem
como coordenadas a posicdo ¢ e 0 momentum p

» em cada instante de tempo, o estado do sistema é
representado por um ponto (p, ¢q) no plano de fase

» a evolugdo temporal dos ponto no plano de fase é governada
pelas equactes de Hamilton

dp _ OH  dg _OH
dt  9q’ dt  0p’
» dada uma condigdo inicial (p(t = 0), ¢(t = 0)), e resolvendo

estas equag¢des, a sequéncia de pontos (p(t),q(t)) define uma
trajetdria no plano de fase



Plano de fase

qt)

atty

plty o) p

P> teorema de existéncia e unicidade para equag¢des diferenciais:
caso H e suas derivadas sejam func¢des diferencidveis entdo,
dada uma condigio inicial (p(t = 0),q(t = 0)) existird uma e
somente uma trajetdria passando por este ponto

» se H nao depende explicitamente do tempo, € igual a energia
E (constante do movimento)

1 1
H(Z%Q):%p2+U(Q):%p%+U(QO):Ea

» para um dado valor da energia, haverd uma unica trajetéria de
fase



Plano de fase

olty o b

P as trajetdrias podem ser abertas ou fechadas, dependendo da
natureza do movimento

» duas trajetdrias jamais poderdo se cruzar no plano de fase

P caso elas o fizessem, o suposto ponto de interse¢do entre elas
poderia ser considerado uma condic3o inicial no plano de fase

P como deste ponto emanariam duas trajetdrias, haveria uma
violacdo do teorema de existéncia e unicidade

P limitagOes severas aos tipos de trajetéria possiveis no plano de
fase



Pontos de equilibrio

» pontos de equilibrio (¢*, p*) sdo pontos singulares do campo
vetorial definido pelas equacdes de Hamilton

(3H) _0 <‘9H> 0
O ) gy 00 ) (grpry

P particula de massa m movendo-se em uma dimensao sob a
acao de uma forca conservativa

» Hamiltoniana H = p2/2m +U(q)

dp  OH dU  dg 9H p

dt 8¢  dq’ a — op m
» pontos de equilibrio p* =0 e U'(¢*) = 0: particula em
repouso num extremo da energia potencial, que pode ser um
maximo, minimo ou um ponto de inflexdo.



Estabilidade dos pontos de equilibrio
> equacdes de Hamilton
dp  OH dg OH

%——quf(p,q), E—afng(p,q),

» pontos de equilibrio (p*,¢*): f(p*,q*) =0e g(p*,q*) =0
P para investigar a estabilidade linear dos pontos de equilibrio,
consideramos pequenos deslocamentos em relacdo a eles

p(t) = p* + dp(t), (lopl < [p*|),

q(t) = q" +6q(t),  (logl < lq7]),
P expandindo em séries de Taylor em torno do ponto de
equilibrio (até termos de segunda ordem)

s of of
op = op (ap>(q*7p*) + dq <8Q>(q*,p*) + ...

: dg dg
0qg = op | == oq | =
! i <ap>(q*,p*) o <aq)(tf‘,p*) ’ 7



Estabilidade dos pontos de equilibrio

P> elementos da matriz Jacobiana, calculadas no ponto de

equilibrio
().~
Op (g*p*) 9pdq (g*,p*)
(), (5
9q (g*:p*) 9g* (g*.p*)
(), ()
9p (g*.p*) ap? (g*:p*)

(), (),
dq (q*,p%) dqdp (g*,p*)

» equacao linearizada para os deslocamentos: v =J - v

() () )




Estabilidade dos pontos de equilibrio
» procuramos solucdes de v = J - v na forma
v(t) =ueM,
» onde u é um vetor constante. Derivando e substituindo
J-u=~¢£u,

» u é um autovetor da matriz J, correspondendo ao autovalor £
» equagdo de autovetores

(J - 51) u = Oa
P é um sistema linear homogéneo: tem solu¢des ndo-triviais se e
somente se o determinante dos seus coeficientes for nulo, o
que nos leva a chamada equacao secular
a—¢& b

c —a—£

det(J —£I) = = +A=0

» onde definimos o coeficiente A = det J = —a? — be
P as raizes da equacdo quadratica sdo os autovalores da matriz

Jacobiana J: &1 =vV—-Ae&=—vV-A



Autovalores complexos

> se A >0 entdo &2 = +iw, onde w = v/ A: autovalores
imaginarios puros, complexos conjugados entre si
P> autovetores complexos, que escreveremos como

u = a+10, u = a — 10,

> onde a e 3 s3o vetores reais e ortonormais,

a-a=06-8=1, a-B=0.

» procuramos solucdes na forma

etlu = et (a + i) = (coswt + isinwt)(a + iB)
= (accoswt — Bsinwt) + i(asinwt + B coswt).

P as partes real e imaginaria da expressdo acima sdo solu¢des
linearmente independentes: a solucdo geral serd uma
combinacdo linear delas

v(t) = c1(acoswt — Bsinwt) + co(asinwt + B coswt),

» onde c; 2 sdo constantes de integra¢do, definidas a partir das
condicodes iniciais dg(t = 0) e dp(t = 0).



Pontos elipticos

>
>

P (@)

usando as relacoes de ortonormalidade obtemos
v.ov=c+d,  (0p)°+ (9" = R,

as trajetdrias no plano de fase em torno do ponto de equilibrio
(p*,q*) (que corresponde a dp = g = 0) sdo circulos
concéntricos de raio R

o ponto de equilibrio é chamado centro ou ponto eliptico
como as trajetdrias ndo se afastam nem se aproximam do
ponto de equilibrio com o passar do tempo, (¢*,p*) é
marginalmente estavel, ou estdvel no sentido de Lyapunov



Autovalores reais
> se A < 0entdo &2 =%\, onde A = IAIY2 > 0: autovalores
reais e distintos
» ha duas solugdes linearmente independentes: a solugdo geral
serd a combinacgdo linear

v(t) = crure + couge ™M,

> onde c; 2 sdo constantes de integracdo, e uy 2 0os autovetores,
que determinam duas dire¢des no plano de fase:
1. escolhendo ¢y = 0 os desvios afastam-se assintoticamente do
ponto de equilibrio ao longo de u; (direcio instdvel E?) tal que

[v(t)| o< e* — oo, (t = o),
2. escolhendo ¢; = 0 os desvios aproximam-se assintoticamente
do ponto de equilibrio ao longo de uy (direcdo estdvel E¢) pois
[v(t)] oc e — 0, (t — 00),

P> com excecdo da direcdo determinada por us, todos os demais
pontos afastam-se do ponto de equilibrio na origem
(6p=10,0qg =0)



Pontos hiperbdlicos

P (@)

» o ponto de equilibrio (¢*,p*) é instdvel, e também chamado
ponto de sela ou ponto hiperbdlico (devido a forma das
trajetdrias cujas assintotas s3o as dire¢des estavel e instavel)

P as direcOes estavel e instavel s3o invariantes em relacdo a
dindmica gerada pelas equagcdes de Hamilton: se uma dada
condic¢do inicial (¢(0),p(0)) é escolhida sobre elas, todos os
demais pontos (q(t),p(t)) pertencerdo as direcdes E° ou E“

P as direcOes invariantes nao sao trajetdrias, ja que as direcoes
invariantes se cruzam transversalmente no ponto de sela, e
trajetdrias no plano de fase ndo podem se cruzar



Pontos de equilibrio para o péndulo
» Hamiltoniana (com F =G =1)

1
H = §p2—0089,

> derivadas parciais relevantes

OH PH . PH 0
ap P a2 T poe
oOH | 0’H 0’H
— =sinb, W:cosﬂ, 898;0:0‘

» pontos de equilibrio s3o determinados pelas condicoes

(p*,0%) (p*,0%)

Op
(pi&ik) = (070)7 (P§79§) = (07 :|:7T),



Estabilidade dos pontos de equilibrio para o péndulo

|
»
m
%3
g ¥
pi,
a
=
N
m
73

» estabilidade de (p7,67) = (0,0): elementos de sua matriz
Jacobiana: @ =0, b = —1, c =1, com determinante
A=1>0

P os autovalores da matriz Jacobiana s3o imaginarios puros
&12 = +i, e (0,0) é um ponto eliptico (ou centro), estavel no
sentido de Lyapunov

P as trajetérias em torno da origem, e em sua vizinhanga
préxima, sdo circulos concéntricos, que correspondem a
libracdes do péndulo de pequena amplitude

» estabilidade de (p7,67) = (0,£7m). Os elementos de sua matriz
Jacobianasioa=0,b=1,c=1,talque A=-1<0



Estabilidade dos pontos de equilibrio para o péndulo

» os autovalores sdo reais £ 2 = %1, e (0,£7) é um ponto
hiperbdlico (ou ponto de sela), instavel em relagdo a pequenas
perturbacdes em sua vizinhanca.

» Os autovetores correspondentes a £ =1 e £, = —1 sdo

o) w-(1)

» u; define a direcdo instavel que emana do ponto de sela,
enquanto us define a direcdo estavel

> ambas s3o dire¢Oes invariantes pela dindmica do sistema
linearizado nas vizinhancas dos pontos de equilibrio



Variedades invariantes

» retrato de fase do péndulo, levando em conta os termos
nao-lineares: trajetérias fechadas e abertas

» o ponto (0,0) é um ponto eliptico (centro) também quando
os termos ndo-lineares sao considerados

» os andlogos as direcOes invariantes, considerando agora os
termos ndo-lineares das equacdes de Hamilton, s3o as
chamadas curvas (" variedades”) invariantes



Variedades invariantes

» dos pontos hiperbdlicos (0, £7) emanam as variedades
invariantes estdvel e instdvel, que correspondem aos ramos da
separatriz que conecta os pontos de sela

P as variedades estavel e instavel sdo tangentes as direcoes
estavel e instavel nos pontos hiperbdlicos

P teorema das variedades invariantes
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