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Transformacoes candnicas

P sistema com n graus de liberdade descrito pelas varidveis
canonicamente conjugadas (p;, ¢;)

» podemos fazer uma transformac3o destas varidveis antigas
para novas variaveis (P;, Q);)

» a transformacdo é candnica se as equacdes de Hamilton
tiverem a mesma forma tanto para as varidveis antigas como
para as novas.

» equagdes de Hamilton nas varidveis antigas (i = 1,2,...n)

dt dg; dt opi
» equactes de Hamilton nas varidveis novas

dpP;  O0K(B;,Qi,t) dQ;  OK(P;,Q;t)

dt 0Q; ’ dt P, ’
to to n
) Ldt=94§ / dt sz‘%‘—H(pi;CIiat) =0.
31 t i=1




Funcao geratriz
» Principio de Hamilton modificado
to to n
5| Ldt=6 / dt | > pigi — H(pi,airt)| p = 0.
t1 t i=1

P> se as equagdes de Hamilton tém as mesmas formas nas novas
variaveis, o principio de Hamilton também deve valer para elas

5{/t2 dt Zn:PiQi—K(Pi,Qi,t)] } = 0.
t i=1

» os integrandos de ambas as expressdes podem diferir, no
maximo, pela derivada total de uma funcio arbitraria do
tempo, que chamaremos “funcdo geratriz”

P estamos interessados em funcdes geratrizes de varidveis mistas
(uma antiga e uma nova)

» ha quatro espécies de fungles geratrizes deste tipo



Funcao geratriz de primeira espécie

» fungdo geratriz de primeira espécie: F(g;, Qi,t)

n
[sz‘q'i - H(m%ﬁ)] -

i=1
» a derivada total da fungdo geratriz é

dt _Z Iqi qz+3Qz’ ) e

_dR
o dt

> PQi— K(Pi,Qit)
=1

i=1
» comparando os termos semelhantes temos as equacdes da
transformac3do candnica de primeira espécie

_ 8FI(qZ7Q’L’t)
7 8(]1 )

P _ OF (g, Qi’t),

0Q;
aF iy iat
K(P;,Qi,t) = H(ps, qi, ) + 1(q8tQ)

(i=1,2,...n)



Funcao geratriz de segunda espécie
» F5(q;, P;,t): é a mais importante, na prética
» ¢ a transformada de Legendre de I}

n
Fy(qi, Piyt) = Y Qi P+ Fi(gi, Qi 1).
i=1

dFy  dF) =~/ - :
Cﬁzcﬁ+;<Qiﬂ+QiH)~

" (OF, . OF, . OF,
i P; =
;(aqiq " oR, >+ ot

n
Z{pi(ji_H_PiQi'f‘K"FQiPi'i‘QiPzﬂ}‘

i=1
» equacgdes da transformacdo candnica de segunda espécie
8F2 8F2 aFQ
P — P = A K = H .
N dq; ’ @i op; + ot



FuncOes geratrizes de terceira e quarta espécies

P terceira espécie

F3(pi7Qi7 ) F1 qZ7Q’Lv ZQZPH

P> equacgles da transformagdo candnica

OF, OF, OF;
= g OB g O
=" 20; o

P> quarta espécie

F4(pi7Pi,t) Fl q“Qu sz%"‘zp@u

» equacdes da transformacdo candnica

8F4 8F4 aF4
e - I
“="3p 9= ap o




Oscilador harménico
» Hamiltoniana: H(p,q) = Gp?/2 + Fq?/2
» funcdo geratriz de primeira espécie

Fi(q,Q) = \/F/G g°cotg Q/2

» equacdes da transformacdo candnica

oF,  [F OF 1 [F ¢
= — = — P:—izf
P dq GqCOth’ 0Q 2V G sen2q’

P resolvendo para as varidveis antigas em termos das novas

o\ V4 B\ /4
q= <F> V2P sen (@, p= <G> V2P cosQ),

» Kamiltoniana: K(P,Q) = H(p(P,Q),q(P,Q)) =
PVFG(cos?Q + sen?Q) = PVFG
> equacgbes de Hamilton nas novas varidveis
dP oK dQ 0K
dt oQ 0, dt 0P ¢

P(t)=P(t=0), Q) =Q(t=0)+tVFG.



Particula num campo magnético uniforme
» Hamiltoniana (2 = eBy/m)
1 2 2 2 1 2,2
H = o (p; +py +92) + Qype + 5mQy".

» primeira TC: (2,y : pz,py) = (6, Y Py, Py)
» funcdo geratriz de primeira espécie
Fi(z,y;¢,Y) = mQ[(1/2)(y - Y )*cotg ¢ — 2Y]

P> equagles da transformagdo candnica

8F1 8Fl
Pe= g = TSy = 50 = mQ(y —Y)cotg ¢,
oF, 1 9 9
Py=———=-mQy-Y
b 9 57 (y )“cosec “¢
OF,
Py = oy = mQ [(y — Y)cotg ¢ + x].

» isolando y =Y + /2P;/mf)sin ¢, donde a Kamiltoniana é

1
K(p., Py) = %]92 + QPy.



Particula num campo magnético uniforme
segunda TC: (¢,Y, z; Py, Py,p.) —

>
>

(¢,Y,Z; Py, Py, Py)

fung¢do geratriz de segunda espécie: Fy(Pyz,z) = zP7 gera a

transformacio identidade
OF5

Z = =z, Pz = 7

0Pz
nova Kamiltoniana

K(Pgz, Py) = P2/2m + QP,.

equacoes de Hamilton

. 0K . 0K

= op, Y= oPy
. 0K . oK
Po==9s =% = oy =

)

0,

0K

:TPZ:

Z = —

0z
como K é ciclica em ¢, Y e Z os momenta conjugados sio

Py

0K

constantes do movimento, em termos das quais definimos

p = +/2Pymfl,

X = Py /mQ

=0.



Particula num campo magnético uniforme

centro de guia

» colocando em evidéncia as varidveis x e y obtemos
x =X+ pcos o, y=Y — psin¢.

» (X,Y,Z): coordenadas do centro de guia, que é o centro de
uma circunferéncia de raio p = mv, /eBy = v, /€, onde

v = 4/vZ 42, e ¢ é a girofase, com momentum conjugado
Py =mQp*/2 = mv? /2Q = mp/e
» momento de dipolo magnético (7 = 27 /) é o giro-periodo)

p=(e/7)(mp?) = eQp? /2



Colchetes de Poisson
» os colchetes de Poisson das fun¢des u(p;, ¢, t) e v(pi, i, t)

"/ Ou v Oov Ou
u, v} = — .
tu,v) ; (3% Opr.  Oqy 31%)
» propriedades dos colchetes de Poisson

{u,v} = —{v,u}, {u,u} =0
{u, v}, wi+{{w, u}, v}+{{v,w},u} =0, (ident. de Jacobi)
{uv,w} = {u, {v,w}} + {v,{u,w}}

Q u,v} = a—u vy +<u @
ot ot "ot [’
> nocasou=gq; e v=p;j
" (g 9p;  Op, 3%‘) .
i Dit = —_— = | = 0ik Ok
ta.pi} kz::l <8Qk Opr  Oqi Opy Z WOk
» colchetes de Poisson fundamentais

{g;,pj} = 6i;  {@i,q;} =0, {pi,pj} =0



no caso u = qi e v = H, usando as equacdes de Hamilton
0¢; OH OH dq Z” .

analogamente {pi, H} =p;
derivada total de uma fung¢do arbitraria u(p;, i, t)

d ou d Oou d 0

au Z U agg L+ v U apg 4 ou

dt P Aqr, dt ' Op dt ot
_Z<8U8H_8U(9H>+8u{ H}+a“_
— \Oqr Opr  Opr Ogi ot
se u ndo depender explicitamente do tempo (Ou/dt = 0)

du/dt = {u, H}.

u(p;, q;) serd uma constante (ou integral) do movimento se
du/dt = 0. Logo {u, H} =0
como {H,H} =0, entdo se H n3o depender explicitamente

do tempo, a Hamiltoniana é uma constante do movimento
(igual a energia E)



Dois teoremas importantes
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Teorema de Poisson: se u e v forem constantes do
movimento, entdo {u,v} também o serd

demonstracdo: se u e v ndo dependam explicitamente do
tempo, fazendo w = H na identidade de Jacobi

{{U7U}7H} + {{Hv u},’u} + {{Uv H}7u} =0.
se u e v sdo constantes do movimento, entdo
{u,H} ={v,H} =0, donde {{u,v}, H} =0, provando que
{u,v} é uma constante do movimento.
Teorema: os colchetes de Poisson s3o invariantes mediante
uma transformagdo candnica: (pi, ;) — (P, Qi)

{% U}(p,q) = {Uv U}(P,Q)-

demonstracdo: se as equacdes de Hamilton s3o vélidas em
ambos os conjuntos de variaveis, (p;, q;) e (P;,Q;), entdo os
colchetes de Poisson fundamentais também s3o os mesmos:

{Qi, P} =di5,  {Qi,Q;} =0, {P,Pj}=0.



supondo que as quantidades u(P;, Q;) e v(FP;, Q;) ndo
dependam explicitamente do tempo

ou _Z ou 8Q] ou OP;
8(11 8@] an 8Pj 8% ’

ou _Z ou QQJ ou OP;
apz aQ] apz 8Pj 8}71‘ ’

com expressoes analogas para as derivadas de v

substituindo em {u, v}(p q) € usando os colchetes de Poisson
fundamentais

- ou Ov ov Ou
{U, U}(p,q) = Z (an 8Pk - 8Pk an) = {u7v}(P,Q)7
k=1

os colchetes de Poisson sdo exemplos de invariantes
canédnicos: invariantes sob transformacdes candnicas.



Transformacoes de contato infinitesimais

» a transformacio identidade Q; = ¢;, P, = p; € candnica e
corresponde a seguinte fungdo geratriz de segunda espécie

Qz7 Z QJ

> transformacdo de contato |nf|n|teS|maI' fungdo geratriz

Fy (q“ z ZQJP +5G(Qza1317t)
7=1
> onde € < 1. As equacgdes da transformacao candnica sao

0F, oG 0F, oG
i = P ; — —/ = ; —_—
bi 9qi +e€ a(b Qi ap, g +¢€ ap,
» transformacdes infinitesimais dos momenta e das coordenadas
oG oG
5191:3—192‘:—6?, (5%:@2'_%:583-

5]
oG 0G Op; oG %G oG
- 1 o(e),

9P~ 9m 0P 9 \' T e aa ) " om T




Transformacoes de contato infinitesimais
» substituindo na transformac3o

oG oG
Qi=aite (G ole)) —ate g o),

2

» desprezando os termos de ordem £“ ou superiores, a variacio

correspondente é
0G

opi
» calculando os colchetes de Poisson da fun¢do geratriz com as
coordenadas e os momenta

dq; 0G dq; 8G> oG oG
.G} Z <3Qk Opr  Opi Oqs ; F ook Op;

Op; 0G  Op; 80) oG oG
i, G} = T~ | == ik =,
{pi G} Z (3% Opr  Opr Oqx zk: em g

dgi=¢

P variagdes das coordenadas e momenta
opi=e{pi;, G}, g =¢e{q, G}



Transformacoes de contato infinitesimais

> o momentum p; é o gerador de translagdes espaciais
infinitesimais: fazendo G = p;

opi = e{pi,pi} =0, 0¢; = e{qi,pi} =,

> o momentum angular £ = r X p é o gerador de rotacdes
infinitesimais: fazendo G = {, = xp, — yp, temos que € = 0
é o angulo correspondente a uma rotac3do infinitesimal em
torno do eixo z

6pz = €{pa, L=} = 60 {pa, (xpy—ypz)} = 60({px, 20y} —{P2> YP2})
» usando os colchetes de Poisson fundamentais
{pz, xpy} = —2{py, P2} — Py{®, P} = —py

{Pesype} = —y{pe, P2} — Pa{y, pa} = 0,
» tal que dp, = —d00p,. Analogamente teremos

5py = 00p, dp. =0
dx = —d0y, oy = d0zx, 0z =0.



Transformacoes de contato infinitesimais

P> a Hamiltoniana é a geradora da evolug¢ao temporal
infinitesimal: fazendo G = H e ¢ = dt,

op; = dt {p;, H} = dtp; = dp;

dgi = dt{q;, H} = dt ¢; = dg,
» nos primeiros membros das equacdes acima temos as variacoes
em p; e ¢; devido a transformag¢do de contato infinitesimal

» nos segundos membros temos as mesmas variacdes num
intervalo de tempo infinitesimal.

> as transformacdes de contato infinitesimais correspondem ao
proprio movimento do sistema.



Conexao com a Mecanica Quantica

>

v

na Mecanica Classica as quantidades fisicas, como
coordenadas e momenta generalizados, s3o representadas por
quantidades escalares ou vetoriais: A

na Mecanica Quantica as observéveis fisicas sdo operadores
lineares e hermitianos (A) que atuam sobre os vetores de
estado que descrevem o sistema fisico analisado

comutador: [A,B]=AB—-BA

se dois operadores comutam, ent3o [A, B] = 0

regra de Dirac: conexao entre colchetes de Poisson e
comutadores

1 .~ -
A, B —[A, B
(4B} = - [A.B]

onde h = h/2m é a constante de Planck reduzida.

relacdes de comutagao fundamentais para os operadores de
posicao e momentum linear

i, ;] = 1 hdyj, Gi> 4j] = [pi,Ps] = 0,



Conexao com a Mecanica Quantica

» na descricdo de Heisenberg da Mecanica Quantica os
operadores podem variar com o tempo, ao passo que os
vetores de estado permanecem fixos

dgi 1. » dpi 1 .. =
— =—|¢,H — = —1[p;, H
ar ~ap el = gyl Hl,
P> equacgdo de Heisenberg para um operador arbitrario A
dA 1.+ -
—=—[AH
dt ih[ A,

» onde H é o operador Hamiltoniano.
> se as observaveis A e H sdo compativeis [A, H] = 0, entdo
dA/dt = 0. Logo A é uma constante quantica de movimento:

~

A(t) = A(t = 0).
» Hamiltoniano de uma particula livre

~ 1 . R R
H= (2 + 05+ p2) -



Conexao com a Mecanica Quantica

» todas as componentes do operador momentum linear
comutam com H: sdo constantes quanticas do movimento:

pi(t) = pi(t =0)

» componentes do operador de posicao satisfazem a relacdo
dz; 1

dt  m

pi(0).

» cuja solugcdo fornece as seguintes relacdes de comutagio

[ii(o)?ij(o)] =0, [ji(t%jj(o)] =



Espaco de fase

» sistema com n graus de liberdade: espaco de fase
2n-dimensional, cujas coordenadas sdo (p;, ¢;), onde
i1=1,2,...n

» elemento de volume no espago de fase

dw =dp1dq, ...dp, dg, = H dp; dg;.
i=1

» o estado do sistema mecanico é representado no espaco de
fase por um dnico ponto, de coordenadas (p;, ¢;)
» evolugdo temporal do sistema: trajetdria de fase, determinada
pela solu¢ao das equagdes de Hamilton
dpi . oH dqi . oOH .
dt - aqﬁ dt N api (,L
» dado o estado do sistema num tempo inicial t = 0,
representado pelo ponto de coordenadas (p;(0),¢;(0)) no
espaco de fase, haverd uma e somente uma trajetéria de fase
passando por este ponto (teorema de existéncia e unicidade).




Densidade de pontos representativos

P transformac¢ao de regiGes no espaco de fase limitadas por
contornos fechados

» p(p,q,t) densidade de pontos no espa¢o de fase: p(p,q,t) dw
¢ a probabilidade de encontrarmos um ponto no elemento de
volume dw do espaco de fase centrado no ponto de
coordenadas (p;, g;), no tempo t.

> normaliza¢do: [ dw p(p,q,t) =1 (sobre todo o espaco de
fase)

» disco infinitesimal de drea dS projetando-se da superficie S ao
longo da direcdo do vetor unitario n perpendicular a superficie



Divergente no espaco de fase

» velocidade v dos pontos representativos no espaco de fase:
v; = (Pi, ¢i) (equagdes de Hamilton)

» ndmero de pontos fluindo através da superficie do disco por
unidade de tempo:

p(hdS)
dt
» fluxo liquido de pontos através da superficie S

@z}{dSp(v-ﬁ).
S
P teorema do divergente
o= / dw div (pv),
R

» divergente do campo vetorial no espacgo de fase

: o (Olppi) | O(pgs)
dlv(pv)—;< O + 90 )

dd =

= p(v-n)dS




Equacao da continuidade

P> sistemas Hamiltonianos s3o conservativos

» como n3o ha criacdo nem destruicdo de pontos a variacdo do
nimero de pontos na regido fechada R deve-se unicamente ao
fluxo liquido de pontos pela superficie fechada S.

3} :
~ Rdwp—/ndwdlv(pv),

dp .. B
/Rdw (at + div (pv)) =0,

P para uma regido arbitraria temos a equa¢do da continuidade

% +div (pv) =0,

, _ 9pi  Op dpi 94  Op dg
dlv(pv)_z<p opi opi dt P 0q og dt )



Teorema de Liouville

» usando as equacdes de Hamilton e os colchetes de Poisson

[ 0p; Op OH 9§  Op OH
div (pv) = Z < Op;  Op; Og; te 0q; * 0q; Op;

=1

- 0’H  9p OH O’H  0p 0H
= Z —p Aot p + o
dpidg;  Ap; Ig; 0q;0p;  0q; Op;

op OH 0p OH
= —— ——— > ={p, H
Z {8(], 8]31 apz 8(11 } {p7 }’
» substituindo na equacdo de continuidade
op dp
hlid o =22 =

» a densidade de pontos no espaco de fase é uma constante do
movimento (fluxo no espaco de fase é incompressivel)

» 0o volume de uma regido do espaco de fase w = fR dw
também é conservado com o passar do tempo.



Conservacao de areas no plano de fase

p(1)da(1)
p(O)

> (p(1),q(1)) e (p(0),q(0)) sdo pontos representativos nos
instantes t1 e tg
> se t; =ty + 0t, onde 0t < tp, expandimos

p(1) = p(to+0t) = p(0)+t dp(0) +o(6t)% = p(o)—éta—HJro(ét)z,

dto 9q(0)
q(1) = q(to+0t) = Q(O)Mtdfzig) +o(6t)? = q(O)—i-(St(%—i-o(&t)z,

» s elementos de drea no plano de fase nos tempos t e t; estdo
conectados por

dp(1)dq(1) = |7 |dp(0)dq(0),



Conservacao de areas no plano de fase
» Jacobiano da transformagdo (p(0),¢(0)) — (p(1),q(1))

7= ’010(1)/319(0) 361(1)/329(0)‘
9p(1)/94¢(0)  9q(1)/94(0)

1— gty P 5t 21
¢ 2 2
= £(0)04(0) - 5tdp(%)z |+ o(0)% =1+ o(61)
0q(0)2 0q(0)9p(0)

» intervalo de tempo finito T' =ty — t;, subdividido em N
intervalos de duragdo 6t = T/N

dp(N)dq(N) = |7 ¥ dp(0)dg(0) = [1 + o(6t)*]" dp(0)dg(0)

= (1 + <§>2> Ndp(O)dq(O) ~ (1 + Ni;) dpodqo,

» jd que T/N < 1. No limite N — oo teremos
dp(N)dq(N) = dp(0)dq(0): elementos de area sio
conservados no plano de fase



Invariantes integrais de Poincaré

» pelo teorema de Liouville, o volume de uma regido R(t) do
espaco de fase num instante de tempo ¢ fixo é um invariante

7, = / do — / dp; dg;
R(t) R(t)il_[l

» 7, é o n-ésimo membro de uma familia de invariantes integrais

I, = / / dp; dg;,
So (t) Z

=1

T — / / / / dp; dai dpr day.
S4(t) Z

i#£k

n_ dld'L7
/S% H i dg

onde Sa(t) é uma superficie bldlmensional no espaco de fase,
a um tempo fixo ¢; S4(t) é uma “superficie”
quadridimensional, etc.



Invariante integral relativo

» aplicando o teorema de Stokes no invariante integral 7;
obtemos o invariante integral relativo

Ji = f )szd%a
C(t

» C é um caminho fechado no espaco de fase num tempo fixo ¢

» o simbolo Sa,(t) indica uma regido R(t) do espago de fase
2n-dimensional em um dado tempo.

» a aplicacdo do Teorema de Stokes reduz a ordem de
integracdo por uma unidade, transformando o invariante
integral Z;; para uma dada regido Ss;, num invariante integral
relativo Jj para o contorno (2k — 1)-dimensional dessa regido



Espaco de fase estendido

» mudamos a varidvel de integracdo do tempo t para um
parametro ( , o princiio de Hamilton é

sy da gt
(Lo nt]) -

» absorvemos o tempo como uma das varidveis, fazendo uma
transformac3do candnica: funcdo geratriz de segunda espécie

n
Fy (P, qi,t) = Z P g+ P t.

=1
8F2 8F2
- —p o _ o2 _
Di EX i Qi ap, qis
oF:
Qn+1 = 2 :tv K(PMQl):H(plaql?t)*H
aPnJrl




Espaco de fase estendido

P> espaco de fase estendido de dimensao n + 1 descrito pelas
variaveis (P;, Q;), e onde as trajetérias de fase sdo
parametrizadas por { ao invés do tempo

» equagbes de Hamilton no espaco de fase estendido

dP;, 0K dQ; 0K

¢~ 0Q;’ d¢ ~ 0P,

» a Kamiltoniano n3o depende explicitamente do tempo ¢: K é
uma constante do movimento no espaco de fase estendido,

com t(¢) = ¢.

» a Hamiltoniana de um sistema com n graus de liberdade e
dependente explicitamente do tempo, H (p;, ¢;, t), é
equivalente a uma Hamiltoniana para n + 1 graus de liberdade
porém independente do tempo: K (P;,Q;). O momentum

canonicamente conjugado ao tempo é —H.



Varidvel de acao

| 2
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variavel de acdo para o i-ésimo grau de liberdade

1
Ji = 5= ¢ pidgi,
%7{19 q

a integral se estende sobre um ciclo completo de oscilagao.
invariante integral relativo no espaco de fase estendido

n+1

T :%Zpid%:y{ <Zpiin_Hdt>
Ci=1 ¢ \i=1

onde C é um caminho fechado no espaco de fase estendido a
um dado valor fixo do parametro (: escolhemos C tal que
parte dele coincida com a trajetéria no espago de fase

se a Hamiltoniana do sistema n3o depender explicitamente do
tempo ela serd uma constante do movimento

jl—%Zpidqi—Hj{ dt—pridqi—const.
Cizt ¢ Ci=1

pois § dt = 0 para qualquer caminho fechado



Varidvel de acao
P

NS

» dividindo o caminho C em duas partes: C1 é um caminho ao
longo de um ciclo completo de oscilagdo, enquanto Cs é
escolhida tal que g; é constante, ou dg; = 0.

7{]91' dg; = / pi dg; +/ p; dg; = const.
¢ cl C2

/ pidg; = 2w J; = const.
C1

P a varidvel de ac3o é proporcional ao invariante integral relativo
P> ambos sdo constantes de movimento e invariantes canonicos




Integracao numérica das equacdes de Hamilton

» sistemas com um grau de liberdade: H(p, q)

> equagbes de Hamilton

dp _ 9H(p,q) dg _ 0H(p,q)
dt dq dt op
» condi¢des iniciais: p(to) = po e q(to) = qo
P teorema de existéncia e unicidade: existe uma e somente uma
solu¢do (p(t), q(t)) que passa pela condi¢do inicial (po, qo)-

» consideramos o intervalo de tempo ty <t < ty, dividido em
N sub-intervalos de tamanho h = (t; — t9)/N (passo de
integracao)

» aproximacdo numérica para a solucdo:
pn = p(t = to+nh), qn = q(t = to+nh), (n=0,1,2,...N),

a intervalos de tempo constantes (passo fixo)



Método de Euler Explicito

» se h de integracdo for suficientemente pequeno expandimos

dp OH
p1 = p(t =to+h) = p(t = to)+h<> = po—h<> ,
dt t=to 9q t=to
» de forma geral paran=20,1,2,... N temos
OH (pn, qn) OH (pn, qn)
n — Pn — hi, n — {n h———=
Pnt1 =P o4, Gn+1 = Gn + opn

» os pontos (py, ¢,) sdo aproximag¢Bes numéricas da solucdo
exata (p(tn),q(tn)) em t, = to + nh, quer dizer,
(Pns an) = (p(tn), q(tn))

» os valores de (pn, qn) dependem do passo de integracdo h, de
modo que o erro cometido é p(ty + nh) — p,

» pode-se mostrar que o erro para o método de Euler explicito
cresce com o passo h: o método é de primeira ordem.



Método de Euler implicito

» calcula as derivadas da Hamiltoniana no ponto (Zy41,Yn+1)

haH(anrla QnJrl) aH(pn+1a Qn+1)

Pn+1 = Pn— ) dn+1 = Qn+h

0Gn11 Opn+1

» (Pn+1,9n+1) sdo determinados de maneira implicita em
fungdo de (pp, qn)

» Ex.: se gn41 for determinado implicitamente por f(gn+1) =0,
encontraremos o seu valor achando a raiz da fun¢do f(x)

» método de Newton-Raphson: fornece aproximacdes sucessivas
para a raiz da fung¢do z*, tal que f(z*) =0, com f(z*) #0

» iniciamos por um “chute” inicial o (o valor de ¢,)

P> as aproximagodes sucessivas sao dadas pela férmula

Thol = Tk — ;/((xk)), (k=0,1,2,...)

T

. N 0o - .
> admitimos que a sequéncia {x}},—, convirja para a raiz x
que, por sua vez, passa a ser o valor de g,41.-



Exemplo: péndulo
» Hamiltoniana do péndulo para FF =G = 1:

1
H(p,q) = 5192 — cosq.

> método de Euler explicito
P4l =DPn — hsingn,  Gni1 = gn + hipn,
» método de Euler implicito
Pnt1 = Pn —hsingni1,  Gu1 = Gn + hpnya.

P substituindo p,1 teremos a relacdo que determina
implicitamente g,41

Qi1 + h3singui1 = gn + hpn,

» que pode ser colocada na forma q; + h?sing; = qo + hpo = C
» o valor de ¢; serd a raiz da fungdo f(z) =z + h?sinz — C



Comparacao entre os métodos de Euler para

> método de Newton-Raphson

xp + h2sinz, — C

PN O LN w s oo
T T

o péndulo

L |— Euler explicito
— Euler implicito
~ |— Euler simpletico
-~ Stormer-Verlet

Th+1 = Tk —

1+ h2cos

(k=0,1,2,...)

» apds 100 iteragbes temos g1 = x*, donde p1 = py — hsin ¢q
» energia do péndulo (Ey = 0 para go = /2 e pg = 0)

En(pm Qn) =

1

2
= Pp, — COSQn

2



Método de Euler simplético
P requisitos para a integracdo numérica
> a energia E = H(p, q) deve ser conservada para quaisquer
valores de (pn, qn);
P as areas no plano de fase devem ser conservadas, ou seja,
dpn+1dgn+1 = dpndq, para todos os tempos n
» a transformacdo (pn,qn) — (Pn+1,@n+1) é candnica
(transformagdo de contato infinitesimal) com a fungdo
geratriz de segunda espécie

Fo(pn+1,9n) = Pnt1qn + hH (Pnt1,qn)-

P> equagles da transformagdo candnica

_ 0Fy - n h@H
b= Oqn — Pt aC_In,
oF: OH
gn+1 = —2 - Gn +h )
Opn1 OPn+1

> método de Euler simplético

8E[(pn-l—lv C_In)

OH (pn+1,4
Pnt1 =DPn—h Jdq ) Gn+1 = qnth (Prt1, 4n)
n

820n+1



Método de Stormer-Verlet

>
>

>
>

é a composicao de dois métodos de Euler simpléticos
introduzimos, entre (men) € (pn—l—laQn—I—l). um ponto

intermedidrio (ppy1/2; Gnt1/2)
o método é de segunda ordem (erro aumenta com h?)
usando metade do passo de integracao

h OH (Pry1/2 qn) h OH (Pry1/25 qn)

Pnt1/2 = Pn—5 o0, ) Qn+1/2 = Qn+§ P12
para a segunda metade do intervalo
D =p haH(p7L+1/27qn+1) q =q +haH(pn+1/27Q7l+1:
1= -5 yGn41 = 5
n+ n+1/2 9 aqn+1 n+ n+1/2 9 8pn+1/2

combinando as duas expressoes

- _hOH(Pnt1/2,0n) _ ~ hOH(ppia/2,Gnt1)
Pn+t1/2 Pn 9 8qn y  Pn+1 Pn+1/2 9 8C]n+1

E {8H(pn+1/2’qn) + 6H(pn+1/27Qn+1)}
2 apn-‘rl/Q apn-‘,—1/2 ’

gn+1 = Q4n +



Comparacao entre os métodos simpléticos para o péndulo

|- |— Euler explicito
— Euler implicito
— Euler simpletico
~~ Stormer-Verlet

vV L O . N W A o
T
L

» a Hamiltoniana é separdvel: ambos os métodos tornam-se
explicitos

2

H(p,q) =T(p) +U(q) = % —cosq

» energia do péndulo (Ey = 0 para ¢o = 7/2 e py = 0)

1
En(pna Qn) = 5]9% — COS(gn
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