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Equacao de Hamilton-Jacobi dependente do tempo

>

transformagdo candnica (p;, gi,t) — (P;, Q;,t) efetuada por
meio da fun¢do geratriz de segunda espécie F(q;, P;,t)

O

| _OF OF;
bi = 94 ,

— K—=H4+ 22
opP, T

Qi
escolhemos a transformagdo candnica tal que K = 0. As

equacoes de Hamilton correspondentes s3o

P, 0K _ dQ; 0K
at  0Q; a  opP,

tanto P, como (); sdo constantes do movimento, que podem
ser escolhidas como as condi¢des iniciais: P; = p;(t =0) e
Qi =qi(t =0)

aplicando as equac¢des da transformacdo candnica

pi = pi(qi, pi(0),1), Qi = Qi(qi,pi(0), ).



Funcao principal de Hamilton

» invertendo formalmente a segunda expressdo

¢ = qi(4i(0),pi(0), 1), pi = pi(qi(0),pi(0), 1),

que é a propria solucdo do problema.
» equacao de Hamilton-Jacobi dependente do tempo: como
K =0,
oS o8
H{—,q,t — =0, 1=1,2,...n),
(Goaut) + 5 ( )
» F5 = S: fungdo principal de Hamilton
P> 0s novos momenta s3o constantes de movimento:
P, = a; = const. (i=1,2,...n),
05(q;, a;, t)
9qi ’
P as novas coordenadas s3o também constantes do movimento.
o oS o 8S(qi,ai,t)

Qi apz—TEB“ (Z:1,2’...n)7

pi =




Funcao Principal de Hamilton

» invertendo, obtemos a solucdo do problema nas variaveis
antigas

¢ = qi(o, Bi, t), pi = pi(a, Bi, t).

» a funcdo principal de Hamilton é, a menos de uma constante
aditiva, igual a integral de acdo do sistema

A5 _ g~ (05 da; | 05 day) | 05
dt Og¢; dt ~ Oa; dt ot’

i=1

» como «; sao constantes do movimento
dS = .
E:ZPiQi—HZLa
i=1

> que, integrada, fornece

to
S = L dt + const.,
t1



Equacao de Hamilton-Jacobi independente do tempo

» se H nao depende explicitamente do tempo

05(qi, a, t) ) -
Hl———, ¢ — =0 =12,...

(0t )+ S m0 =12

» usando separagdo de varidveis (E é a energia total)
S(qi, iy t) = W (g, i) — Et,
» equacao de Hamilton-Jacobi independente do tempo
OW (0. v
H (q“al)7Qi = Ea
9gi

» onde W é chamada funcio caracteristica de Hamilton: ela é a

func3o geratriz de uma transformag3o candnica

(p,q) — (P,Q), para a qual a Kamiltoniana é fun¢do apenas

dos novos momenta: K = K(P;)) = E
P> equagbes de Hamilton nas novas varidveis
dH-__E)K_O dQ; 0K
dt 0Q; ’ dt oP;




Equacao de Hamilton-Jacobi independente do tempo

P> o0s novos momenta s3o constantes de movimento:
P; = a; = const., e as novas coordenadas s3o tais que

dQ; 0K
dt - aai'
P> a energia é, ela prépria, uma constante de movimento:
a1 = E
Qi oK
dt  OE
ow
t)=1t = —.
Qi) =1+ = 5
> sei#£1
aQ; 0K
dt N 8051' N
ow
Qi(t) =B =




Particula num campo de forcas conservativas
P particula de massa m sujeita a uma energia potencial
tridimensional U(r)
L
H(p,r) = 5—p" +U(r).
» componentes do momentum

oS
pi = = p=V5S.
ox;
P> equagao de Hamilton-Jacobi dependentes do tempo
a8 1 9 oS
H —— = _ g0 _
(VS,r) + 5 0,= 2m|VS| +U(r) + 5
» separacdo de varidveis: S =W — Bt
ow
pi = p=VW,
01‘1'

» funcdo caracteristica de Hamilton

W=p,x+pyy+p.2=p-r.

0.



Oscilador harmonico

» Hamiltoniana ) )

p q
H =G—+F —.

» equagao de Hamilton-Jacobi independente do tempo

G(OW\> F ,
S(%r) +oi-e

» funcdo caracteristica de Hamilton

w= a2 (- 5 o).

W [0 (2 F o
Hﬁ_aE_/dan\/G(E 2q)

1 / dq
VPG ) JREJF) - ¢’




Oscilador harmonico

» usando a integral elementar

= arcsen (f) + C,
a

/ dx
N g

B+t= L resen £
—macse “2Eq ,

» onde 3 é uma constante de integra¢do. Invertendo obtemos

q(t) = \/? sen [\/ﬁ (B+ t)] .

» momentum generalizado em termos da fungdo de Hamilton

o8 oW 2< F)

P=%¢ " 0¢ ~\ G

p(t) = \/? cos [\/ﬁ(ﬁ + t)} )

» dadas as condiges iniciais ¢(0) e p(0), é possivel exprimir as
constantes & = F e 8 em func3o delas.

E_ g2
2q



Péndulo

» Hamiltoniana

P2
H(p,0) :GE—FCOSH,

» equacao de Hamilton-Jacobi independente do tempo
G (oW
2<86> —FCOSH—E,

» funcdo caracteristica de Hamilton

W:—/de\/é (E+ Fcos#).

» momentum canonicamente conjugado a 6

p:aalj;/:—,/é\/E—kFcosO,

t+f=

LN
OE 2V @G VE + Fcosf



Péndulo

| 2

como a Hamiltoniana n3o depende explicitamente do tempo,
ela é igual a energia

2
G?—FCOSQZE

amplitude das oscilagdes 6
—Fcosly=F

E + Fcosf = F(cos — cosb).

donde o radicando na express3o do slide anterior fica

LW g
V2 Jo, /cos@ — cos by N ’

que é a mesma quadratura resolvida no Capitulo 1 para obter
a solucdo do péndulo 6(t) em termos de fungdes elipticas de
Jacobi



Particula num potencial central
» Hamiltoniana

1 2 P}
H=<p3+p"+¢> +U(r),

2m r?2 12 sen 20
» equacao de Hamilton-Jacobi independente do tempo
1 [ow\* 1 /ow\? 1 oW \?
el hld — =F.
2m{<8r> +r2<89> +T2sen29<8¢)> +U(r)

> método de separagdo de variaveis:

W (r,0,¢) = We(r) + Wp(0) + Wy (0),

AW, \? dWe\?
2 o 2 r 2 0
r°sen 9{( . ) +2m[U(r) E]} sen 0( 10 >

s6 dependem de r e 6

AWy 0
i (d¢> -
N—_———

sé depende de ¢




» se a soma destes dois termos é identicamente nula, ambos
devem ser iguais a constantes

aw.
dfij = ap = Wy(d) = ag ¢.

AW, \ 2 awy\? = af
2 r _ 6 ¢ _
r {( o > + 2m[U(r) E]}+< 70 > + o 20 0.

86 deper;aem de 6

s6 depende de r

de aﬁ,
sen29
/d@ \ o - sen29
aw, o
( dr > +7 =2m[E - U(r)]

/dr\/QmE Ur ——.




Particula num potencial central

» a1 = F reflete a conservagdo de energia

» ay4 = py € a componente do momentum angular ao longo do
eixo polar z (perpendicular ao plano da érbita)

» substituindo pg = 0Wy /06 obtemos

s
2 2
A =Dp+ sen 20’

» Hamiltoniana em func3o das constantes de movimento

1 2 O
H:% pr‘i’ﬁ +U(T‘):Oé1

> ay: médulo do momentum angular ¢ da particula

» a constancia de ay = £ assegura que a drbita jaz sobre um
plano para todos os tempos, a constancia de oy, = £, garante
que este plano n3o tenha sua orientagdo espacial alterada (por
exemplo, n3o sofra uma precess3o).



Variaveis de acao e angulo

p @ p (b)

q q

» sistema com n = 1 grau de liberdade: H(p,q) = E.
» dois tipos basicos de movimento periédico no plano de fase:
1. libragbes: oscilagbes com amplitude limitada, que
correspondem no plano de fase a trajetdrias fechadas:
p(t) = p(t+7), q(t) = q(t +7)
2. rotacdes: o momentum p é uma funcdo periddica de ¢:
p(q) = p(q+ qo), correspondendo a trajetdrias abertas no
plano de fase

» equacao de Hamilton-Jacobi independente do tempo

I <3W(q,a)7q> _ 5
dq



Variaveis de acao e angulo

» a funcdo caracteristica de Hamilton W gera uma
transformagdo candnica (p,q) — (P, Q), para a qual a
Kamiltoniana sé depende do novo momento, que é uma
constante do movimento: K = K(P) =F

» temos a liberdade de escolher essa constante de movimento
como seja mais conveniente. Para sistemas periddicos, ela é a

integral de acdo
1
J=— d
o paq,
» variavel de dngulo #: canonicamente conjugada a acdo J

» equagdes da transformagdo candnica (p,q) — (J,60)

_ oW (q,J) b= oW (q,J)

o oJ dq



Variaveis de acao e angulo

P integrando ao longo de um ciclo completo de oscilag3o, a
variacdo da varidvel angular é

0 & oW
A = _— = —_—
o qu dq 5. 57

8 ow  a
et _— = — et 2
dag7 5, = a7 P dar =2m

» Kamiltoniana em termos da varidvel de acdo:
K = K(J) = E, com as equa¢des de Hamilton

o 9K _ 4 _OK OF _ )
a0 At g aJ _“Vh

P solugdes para as varidveis de a¢do e angulo

J(t) = J(0) = const. 6(t) = 6(0) +w(J(0))t.



Variaveis de acao e angulo para o oscilador harménico

P trajetérias no plano de fase: elipses cujos semi-eixos maiores
correspondem as amplitudes de oscilagao ¢, com p; =0
(pontos de retorno)

2F

-

» um ciclo completo do oscilador corresponde a tomar 4 vezes o
percurso desde ¢ = 0 até ¢ = ¢

1 q1
J = o pq—/ pdq.
T

» ¢ proporcional a drea limitada pela elipse de semi-eixo maior
g1 no plano de fase

q1 =



Variaveis de acao e angulo para o oscilador harménico

» momentum do oscilador harménico em funcdo da coordenada

e da energia é
2 F
=\/=1\/EF——=¢*
P=VeV™ 2%

» varidvel de acdo dada por

2 /2 (o F
=—1\/= dg\|E — = ¢* = ——
™ G/O 1 2 1

» onde usamos
deva?—z2 == x — :C2—i—— arct ( )
[y G ¢ (s

» a Kamiltoniana serd funcdo apenas da varidvel de ac3o:

+C.

K(J)=VFGJ
> frequéncia das oscilagdes
0K
w=—-—=VFG=K(J)=wJ=E.

oJ



Variaveis de acao e angulo para o oscilador harménico
> fungdo caracteristica de Hamilton: W (q, J) = [ dgp(q,J),

onde

7 ” 1/2

)= 2¢\/=J— =

p(a,J) Vel gt

» a varidvel de angulo conjugada a J sera
oW o[ F. F )"
= = 24/ = J = 42
b= i 12\Ve! ~at
~1/2
q

= arcsen

:/dq[2J\/§q2 T\/GTF

P invertendo determinamos a coordenada e o momentum em
func3o das varidveis de acao e angulo:

/ |G / |F
q=1\/2J fsenﬁ, p=1/2J acos@.



Particula num potencial central

» funcdo caracteristica de Hamilton

W (r,0,¢) = We(r) + Wp(0) + Wy (0),

» onde

Wy (9; ag) = ago,

0(0; g, ) /d@\/aa sen20
Wi (r; E, o) = /dr\/QmE U(r ——.

P varidveis de acdo na direcdo azimutal: rotacdo simples

Jo= g frado= - fao e =22 fao—a,




Particula num potencial central
» varidvel de agdo na direcdo polar (libragdo)

%pgde—y{dﬁdm
do\|aj on 20 = |ag| — ag

» varidvel de agdo na dire¢do radial ( I|bracao)

Jr:%%prdr:2

dr\/2mE U(r ——.

> problema de Kepler U(r)=—k/r

2

1 2mk
Jr(r)—%ja{dr\/QmE—i-m—(:g



Problema de Kepler

P libracdo radial entre os pontos de retorno r_ e r

9 [T+ \/QmEr2 + 2mkr — ag
/ dr

J, = — d
(r) 2r /. r "
k 2m
Jp=—(Jp + J, -\ .
» Kamiltoniana em termos das varidveis de acao

mk?

2T+ Jo + Jy)?

> frequéncias associadas a cada grau de liberdade

K=FE—=—

0K mk?
Wr: = 3
0J, (Jr + Jg + J¢)
_ 9K _ _oK _
(/Jg—aje—wr, qu—ajd)—wr



Problema de Kepler
P varidveis de angulo conjugadas as varidveis de a¢do
o W _dWo o OW Wy OW W,
T, dJy dJe  dJy’ 0T dJy  dly

> a degenerescéncia tripla pode ser eliminada por meio de uma

transformac3o candnica
(Jry Jo, I35 0r,00,05) = (J1, J2, J3561,02,03),

» funcdo geratriz de segunda espécie:
Fy = (9¢ — 99) J1+ (99 — QT) Jo + 0, Js.

» equacdes da transformacdo candnica sio

8F2 an
0h=—=—==04—16 O = —= — 6y — 0,,
1 8J1 [ 0 2 (9J2 0
8F2 8F2
O3 = — = Hrv r = = - ;
3 075 J, a6, Jo + J3
OF: OF:
Jo= o =—Ji+Jo,  Jy=—2 =
004

~ 90,



Problema de Kepler

» novas varidveis de acdo em fung¢do das antigas
J1=Jp =y
Jo=Jog+Jp =g —ayp+ay=ay
J3 = Jp + Jg+ Jy = Jp + ap,
» Hamiltoniana em termos das novas varidveis de acdo
2

mk

H=——3
2J3°

» novas frequéncias (a degenerescéncia é parcialmente
removida)
wr =01 =wy —wy =0

w2:02:w9_w7‘:07 w3:93:wT7



Invariantes adiabaticos

a

» o comprimento do péndulo a é diminuido lentamente
da/dt < a/T, T=2m/w
P> a frequéncia w ird aumentar a uma taxa
dw/da = —w/2a ~ =42
P> a energia do péndulo também ird aumentar
E(a) ~ Elag)/ao/a ~ a /2,
» arazdo E/w permanece aproximadamente constante
» F/w é um invariante adiabatico pois é constante apenas de

forma aproximada ao longo de um ciclo completo de oscilag3o,
desde que a variacdo do pardmetro seja lenta o suficiente



Invariantes adiabaticos

>
| 2

sistema oscilante com um grau de liberdade: H(q,p) = E
A: parametro do sistema que tenha uma variacdo lenta

onde 7 é o periodo de oscilag3o.

se A ndo se altera, a energia E do sistema permanece
constante e a trajetdria do sistema no plano de fase é um
caminho fechado C

se A varia, a energia deixa de ser constante e a trajetdria ndo
é mais fechada

mas, se A varie lentamente, a taxa de variacdo da energia
dE/dt pode ser considerada suficientemente pequena

dH 0OH OH
o - MR e =
como H = FE, pela regra da cadeia,
dE OH O\
dt — Ox ot



Invariantes adiabaticos
» tomamos uma média sobre um periodo 7 do sistema

dE\ 0N /OH

(i)~ ()
Gy
oA 7 Jo o\

» como ¢ = 0H/Jp, entdo dt = dq/(OH/p), o periodo do

movimento é
= dt =
T / c OH / op’

onde C é a trajetéria fechada do oscﬂador no plano de fase

d
<6H> _ $ %ﬁf@H?@p
2 §8H/8p

» para um dado ponto fixo ¢ deste ciclo C, nés derivamos a
relagdo H(q,p,\) = E:
dH 8H+8H6p é@__@H/@x\
AN T ON | Op O O\~ OH/dp’




Invariantes adiabaticos
» o valor médio de dE/dt é, portanto

<dE> A\ $dq(9p/ON)
dt /= dt §dq(dop/OH)

Op d\Op
?édq{< >8E+ di 8)\}

» derivando em relacdo ao tempo a varidvel de agdo

1
J=—¢pd
o Cp q,

onde a curva fechada C é caracterizada por E e X fixos,

di_i dp ?{ dE Op dA@
dt 27 dtaE dt X |’

<dt> >

P a varidvel de agcdo J é um invariante adiabatico: ela
permanece aproximadamente constante mesmo que os
parametros do sistema variem lentamente.



Invariantes adiabdticos na giracao de particulas carregadas

¥

Helical
path

» Hamiltoniana de uma particula num campo magnético
uniforme B = (0,0, By)

Py

» onde Pz é o momentum na direcdo paralela ao campo
magnético e Py é o momentum conjugado a girofase ¢, e
Q = eBy/m é a girofrequéncia.

» a giracdo € um movimento periédico, P, € uma varidvel de
agao: para B uniforme, P, € uma constante de movimento



Momento magnético como invariante adiabatico

» caso B varie lentamente ao longo da direcdo z, entdo
P, = my/e serd um invariante adiabatico do sistema.

dB/dZ <K (Bmax - Bmin)/zo

> efeito espelho magnético: duas bobinas produzem regides de
campo magnético forte Bjnq. € fraco By, nos pontos zg e 0

» uma particula carregada é injetada na regido de campo fraco
com velocidades paralela vﬁ e perpendicular v0 ao campo

» raio de giragdo p = mv /eB diminui se B aumenta

» pela invaridncia do momento magnético

2 02

mUJ_ mUJ_ t

= = ~ const.
=B 3B,




Espelho magnético

» como a forca magnética sobre a particula ndo realiza trabalho,
a energia cinética é (exatamente) conservada:

T =m(v? + vﬁ)/Q = Tp = const.

P particula se move para a direita: T'| = mvi/2 aumenta para
que o momento magnético permaneca constante

P> quando T’ atinge o valor maximo Tj, toda a energia cinética
estard no movimento perpendicular (vH = 0) e a particula sera
refletida para a esquerda (campo forte)

» a reflexdo ocorrera se

mvg2 To m 02 02
r= 2Bmzn ” Bmar B 2Bmam (UJ_ + UH > ’




Espelho magnético

» definindo a razdo do espelho R = Bjnaz/Bmin, @ condi¢do de

reflexdo é
2 B 1
v min

2 2 - .
’US)_ —+ ’Uh) Bmam R

» angulo de passo do movimento helicoidal das particulas

V)| = vg cos a, v = vgsin a,

sin o > l
”R'

P as particulas cujos dngulos de passo satisfacam a essa
condicdo no ponto z = 0 serdo refletidas em z = z3. Caso
contrario, escaparao pelo espelho magnético

» condi¢cdo de reflexao



Garrafa magnética

Basic Magnetic Mirror Machi
W

Particle
Motion

» combina¢do de dois espelhos magnéticos: confina
magneticamente particulas carregadas em seu interior

» supondo que haja espelhos magnéticos nas posicdes z1 e 29,
uma particula que seja refletida em ambos ird oscilar entre
estes pontos de retorno.

P a varidvel de a¢3o correspondente

1 1 [*
ng?{pdz:/ muv)dz
2 T J

P> também serd um invariante adiabdtico para este movimento,
ou seja, Jo serd aproximadamente constante mesmo que o
campo magnético varie lentamente com o tempo ou que nao
seja exatamente axissimétrico.



Cinturao de radiacao de Van Allen

/ et P T, =]
e 'rmppwmamm ey
4 / Trajectony ;f

l_.,'_l_)

Idagnietic Field 7
Ling ——— ] (

P> campo magnético Terrestre é mais intenso nas proximidades
dos polos geomagnéticos: garrafa magnetosférica

P as particulas do vento solar sdo capturadas produzindo o
chamado cinturdo de radiacdo de Van Allen

» particulas de altas energias que escapam dos espelhos
magnéticos ionizam as moléculas do ar, produzindo as auroras
boreais e austrais

» ha um terceiro invariante adiabatico, ligado a deriva das
particulas, no sentido circular (diferente para elétrons e ions)



Limite
>

| 2

classico da Mecanica Quantica

a fun¢do de onda ¥(r,¢) de um sistema fornece a informagao
quanto-mecanica disponivel sobre ele

sua evolugdo temporal é dada pela equagdo de Schrodinger

o¥(r,t) -
ith—————= T HY(r,t),

para uma particula de massa m sob a acdo de uma energia
potencial U(r) o operador Hamiltoniano é

A 1
H=_—p*"+U(f),
5, P TU([T)
onde 1 é o operador de posicdo, e p = hk — AV é o
operador de momentum.

L 0V(r,t) h2 9
’LET = —%V \I/(I', t) + U(I‘)\I’(I‘,t)

representando a fun¢do de onda na forma (n3o-normalizada)

U(r,t) = /MY,



Limite
>

cldssico da Mecanica Quantica
a equacdo de Schrodinger é expressa como
05 i gag L IVS|? + U(r).
ot 2m 2m
limite cldssico: A — 0
1 9 oS
que é a equacdo de Hamilton-Jacobi: a fase da funcdo de
onda S(r,t) corresponde a fungdo principal de Hamilton
S =W — Et, onde W ¢ a funcio caracteristica de Hamilton,

U(r,t) = exp {; W(r) — ;Et} = op(r) e~ @/MEL,

a parte dependente da posicdo representa uma onda plana
~ i
vl = —exp (1o ).

logo W = p - r, donde p = VW: o momentum classico p
corresponde a VS, onde S é a fase da fungdo de onda.



Analogia ética-mecanica
Light

P as frentes de onda sdo superficies de fase constante, de modo
que V.S é sempre normal as frentes de onda.

P as trajetorias cldssicas das particulas s3o associadas as
normais as frentes de onda.

» a velocidade associada a particula no limite classico é V.S/m

» analogia: os raios luminosos estdo para as frentes de onda
luminosa assim como as trajetdrias classicas da particula estdo
para as superficies da respectiva onda de matéria

P> a dtica geométrica estd para a dtica fisica assim como a
Mecanica Cldssica estd para a Mecanica Quantica



Aproximacao semi-classica
» usando S = W — Et a equacgdo de Schrodinger fica

d? AW\ 2
N (A

dx? dx

» onde o momentum é p?(z) = 2m[E — U(z)]
» aproximacdo semi-cldssica: /i é pequena o suficiente para que
W (z) seja uma série de poténcias em £

W(z) = Wo(z) + AWi(z) + B2 Wo(z) + ...

P substituindo e separando termos de mesma ordem obteremos

(Wh)? = p2(x) = 0 = Wo(z) = + / “p(a’)de,

1
—ihW§ +2hWW] =0=1iW; = —3 Inp,

» funcdo de onda na aproximag¢ao WKB

b(2) ~ ’;‘j(t) exp {ih / :p<x'> dm'} |




Regra de quantizacdo semi-classica

>

>

particula num pogo de potencial U(z) com pontos de retorno
cldssicos x1 e 9

condicdo de validade da aproximagao WKB
h |dU p?
p(z) | dx 2m’
casando as solu¢cdoes WKB a direita e a esquerda de cada
ponto de retorno cldssico obtemos a regra de quantizacao
1 h
J = 5 %p(x/)dx/ =ng_ = nh.

oscilador harménico: H = wJ

ngznhéE:nhw:nhu
w

que é a relacdo de quantizag3do original proposta por Planck
em 1900 para as energias dos osciladores de cavidade de corpo
negro



Invariantes adiabaticos e regra de quantizacao

Y

a

» primeira conferéncia Solway (1911): Lorentz levantou a
questdo de como quantizar a energia de um péndulo, cujo
comprimento era lentamente alterado.

» Einstein respondeu que, se o comprimento do péndulo for
alterado de forma infinitamente lenta, se a sua energia é
originalmente hv, entdo ela permanecerd igual a hv

» no limite de pequenas oscilaces, o comportamento do
péndulo reduz-se ao de um oscilador harmdnico

P invariantes adiabaticos sao usados na regra de quantizacio
que vem da aproximag¢ao semi-cldssica



Regras de quantizacao no dtomo de Hidrogénio

» 4tomo de Hidrogénio: problema de Kepler com k = €2, onde e
é a carga do elétron, e m, a sua massa (unidades Gaussianas)

> regras de quantizacdo semi-classica aplicadas as varidveis de
acao

j{prdr—nr (n, €Z)

Jp = 27'( podf = ng h, (ng S Z)

1
J¢:27rj{p¢dgz§:mh, (ny € Z)

» relacdo de quantizacdo da componente z do momentum
angular do elétron: ay = £, = mh, onde m = £1,£2,... é
chamado nimero quantico magnético

ag — ag = ng h.



Regras de quantizacao no dtomo de Hidrogénio

» usando a expressdo deduzida anteriormente

2

-9 e
Jrz—Jg—JdﬂL% o

E

> como ay é o momentum angular ¢ do elétron, a relacdo de
quantizacdo é oy = ¢ = k h, onde definimos o chamado
nimero quantico azimutal kK =ng +m, sendo k =1,2,....

» definindo o nimero quantico total n = n, + k, com
n=1,2,..., arelagdo de quantizacdo de energia do elétron

£ o— Bl - meet _ 22 meet
n=-l |_2h2n2__ h2n? ’
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