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Integrabilidade

>

>

a(p;, q;) é uma integral do movimento se da/0t =0 e

{a, H} =0

um sistema com n graus de liberdade é integravel (no sentido
de Liouville) se hd n integrais de movimento independentes
g, 1= 1,2,...77,

as integrais devem ser independentes pois os colchetes de
Poisson de duas constantes do movimento também sao
integrais do movimento. Logo devemos ter que {c;, o} =0
se a Hamiltoniana n3o depende explicitamente do tempo ela
prépria é uma das integrais do movimento com i = 1:

a1 = H (numericamente igual a energia)

as demais, se existirem, devem ser encontradas a partir de
considerag¢des fisicas (como leis de conservacdo) ou outros
métodos

um sistema com n = 1 grau de liberdade cuja Hamiltoniana
ndo dependa do tempo, é sempre integrivel (ex.: oscilador
harmdnico, péndulo)



Integrabilidade

| 4

espaco de fase estendido: a dindmica de um sistema com n
graus de liberdade e dependente do tempo equivale a um
sistema com n + 1 graus de liberdade e independente do
tempo

logo, mesmo no caso n =1, se H depender do tempo o
sistema poderad n3o ser mais integravel, de maneira geral
problema de Kepler: sistema integravel com n = 3 graus de
liberdade. Ha trés integrais de movimento independentes:

oap=H=F, as =g =4, az =g =L,

a equacdo de Hamilton-Jacobi é separdvel em coordenadas
esféricas, mas n3o em cartesianas: a separabilidade implica
integrabilidade mas n3o vice-versa!

particula carregada sob a acdo de um campo magnético
uniforme na direcdo z: sistema integravel com n = 3. As
integrais do movimento sio



Integrabilidade

» rede de Toda: sistema de trés particulas de massa unitaria que
se movem sobre um circulo interagindo por forcas repulsivas
cuja intensidade decai exponencialmente com a distancia
(angular) entre as particulas

1
H = 3 (p% +p§ +p§) _‘_e*(¢1*¢3) +e*(¢2*¢1) _|_€*(¢>3*¢2) —3.

P integrais do movimento: a1 = E, ag = p1 + p2 + p3, devido a
invaridncia por rotacdo. A terceira constante foi encontrada
por Hénon em 1974.



Teoria de perturbacoes

Assume a spherical cow of uniform density,

» "vaca esférica”: imaginamos a vaca como uma esfera perfeita
de raio R e densidade uniforme

P> a cabeca, as patas e o rabo da vaca saem por teoria de
perturbagdes...

» como na Mecanica Quantica: H = Hy + cH;

» Hjy: Hamiltoniana de um sistema integravel do qual
conhecemos a solugao

» Hi: Hamiltoniana perturbadora n3o-integravel

» ¢ < 1: parametro "pequeno”: solucdo procurada em séries de
poténcias de ¢



Teoria
>
>

de perturbacdes dependentes do tempo

Hy(pi, i, t): Hamiltoniana do sistema n3do-perturbado

é possivel achar uma fungdo principal de Hamilton S(g¢;, o, t)
que gera uma transformag3do candnica, para a qual a
Kamiltoniana é identicamente nula: Ky =0

S é uma solucdo de equacdo de Hamilton-Jacobi dependente
do tempo
oS oS
Ho | —,qi,t — =0.
0 (6% > Qis ) ot
as novas varidveis candnicas, P; = a; e Q; = ; sao

constantes do movimento para o problema n3o-perturbado.
eH1(pi, qi,t): Hamiltoniana perturbadora

H(pl7 qi, t) - HO(p’ia QHt) + GHl(pi, QHt)

procuramos uma transformagdo candnica (p;, ¢;) — (i, Bi)
para o problema perturbado tal que a fung3do principal de
Hamilton S seja a fungdo geratriz



Teoria de perturbacoes dependentes do tempo

» a Kamiltoniana ndo serd mais identicamente nula, e as novas
varidveis («a;, §;) ndo mais serdo constantes do movimento

K0 Burt) = H(pi, i 0 = Hote Ht 00 = ¢ Hy (pi g3, 1),
P> equagbes de Hamilton exatas para as novas varidveis
d':_aK:_e@ B‘:aKzeﬁHl
! 8,81 8Bz ’ ! 80éi 80@ '

> se € < 1 entdo «; e B; variam lentamente com o tempo
> em primeira ordem de perturbacdo nés calculamos os
segundos membros das equac¢des de Hamilton usando os

valores n3o-perturbados de «; e 3;:
<8H1>
S ,
8/81 0

) <8H1
Qi = —€
. <8H1> - <8H1>
Bi1 = ¢€ =€ :
da a;=a40,B;=PBio0 da 0

0B; ) ai=a40,8i=PBio




Correcao relativistica ao oscilador harmonico

P relacao relativistica entre 0 momentum e a energia

2
E =+/cAm?2 +c2p? = mc* (/1 + 2102.
c2m

> se v < ¢ entdo (p < mc) e expandimos em série

1 p? 1 p* 1 pS
Ex~mc (14 = - = — RV I
< T @m? TR cAmA 16 dmb T
P correcao de ordem mais baixa para a energia cinética

2 4
p p

T=E-mc®~-—— .

2m  8m3c?
» Hamiltoniana do oscilador harmoénico n3o-relativistico
Ho(p, q) p2+1 242 1G2+1F2

= — + —mw = = -

o\p,q om B q 9 14 9 q,

» solucdo para Hy em termos das varidveis de acdo e angulo

/ |G / |F
qo = \/2Jy Fseneo, po = 1/2J 500590,




Hamiltoniana ndo-perturbada: Hy(J) = VFG Jy = wp Jo
varidvel de angulo conjugada

. OH
90:871](§)=wo=>90(t):w0t+50,

Hamiltoniana perturbadora em termos das varidveis de acdo e
angulo do sistema n3o-perturbado (fazendo € = 1)

4 2
P 1 FG
em primeira ordem de perturbagiO,
J = oy _ = 7FG2J2 sen (wot + Bo) cos(wot + Bo)
! 9Bo 2¢2 0 ’ ’ ’ "
. 0H, 2 4
B = Bon = —@FG Jo cos™(wot + Bo)-

média temporal sobre um ciclo completo de oscilagdo do
sistema ndo-perturbado

W 27 wo
gy =5 [ rwa



> equactes médias em primeira ordem de perturbacdo

- 1
J1 = 52 FG? J2 (sen (wot + fBo) cos(wot + Bo)) = 0,
=0
B — L FG? Jy (cost(wo t __ 3 pery
B = 52 0 (cos (Wgr + Bo)) = 162 0-
—3/8

> logo Ji é constante, e usando que Ey = wqg Jo é a energia do
oscilador n3o-perturbado, a correcdo em primeira ordem na
frequéncia é
= 3G
Bl - _@
P> como este termo é negativo, a frequéncia do oscilador
pertubado é ligeiramente menor do que wy

wo Eo.



Perturbacdo central do problema de Kepler
> varidveis de acdo para o problema de Kepler
Ji=ay =1, Jo=ay =1, J3 = Jr + Jg + Jg,
» Hamiltoniana do problema n3o-perturbado: drbitas elipticas
Hy = —mk?*/2J2
» perturbacdo hamiltoniana causada por um potencial central
eH; = —h/r"
» como Jog = £ = const. para o problema n3o-perturbado, o
angulo conjugado, em primeira ordem, é
oy — ¢ 21 _ O
0J20 ot
> média temporal ao longo da érbita eliptica do planeta

—  JOH;\ 1 [TOH
=(—)=- [ ==dt.
b1 < o > T Jo ot d

» onde o periodo orbital é 7= /% #Plf/z = k% J2,



Perturbacdo central do problema de Kepler

» como 7 sé depende de J3¢ a derivada 9/9¢ = 0/0J2g ndo
atua sobre T,

—  O(H h [T dt

TJo ™

» o momentum angular £ = mr26 é conservado para o sistema

nao-perturbado

mr2

dt = ——db
e )

mh (%™ df
H) = —— — .
(Hh) T /0 rn—2

» usando a equagdo da 6rbita (¢ é a excentricidade)

1 mk
= [1+ecos(0 —6y)],

n—2 2
(Hy) = - mk dO 1 + e cos(6 — 0p)]" 2.
lr \ (2 0



Precessao do periélio de uma érbita eliptica

>

>

na presenca da perturbacdo o momentum angular £ bem como
sua projecdo £, ndo mais serdo constantes do movimento

a oOrbita do planeta pode ser considerada, em primeira
aproximag¢do, como uma elipse cujo semi-eixo maior
precessiona lentamente com velocidade 92, onde 05 é a
varidvel de angulo conjugada a Jo, =/

esta precessdo do periélio pode ser devida a perturbacio
gravitacional de outros planetas, ou a uma deformacao do
espago-tempo (relatividade geral)



Deformacao relativistica do espaco-tempo

P> 0 espaco-tempo nas vizinhangas de uma estrela sofre uma
deformac3do devido a sua massa M
» usando a métrica de Schwarzschild

hooo,_GMEZ kP

H| =—— =
! r3’ me2 m2c2
» valor médio da perturbagao
m*hk %7 2rm?2hk
<H1>:_W /0 df [1 + ecos(f — 0p)] ==

» frequéncia de precessdo do plano da 6rbita, em primeira ordem
P g _27Tm2hk 6mm2hk
ST, 7 oy




Precessao do periélio de Merclrio
» usando k = GMm para o problema de Kepler

G _ 6 (GMm\® 6 1 GM
AT e c ot a(l—-e?) \ 2 )’

» Sol: GM/c? = 1,4766 km; érbita de Merciirio:
a=15,79 x 107 km, & = 0,2056, T = 0, 2409 x 7(Terra)
obtemos fa; = 42,95 segundos de arco por século.

P a perturbagdo gravitacional causada pelos outros planetas,
como Vénus e Terra, é responsavel por uma frequéncia de
precessao igual a 531, 54 segundos de arco por século

» descontando este efeito, os dados astrondmicos referentes a
orbita de Mercrio revelam uma diferenca residual de 43,1
segundos de arco por século, que concorda (dentro dos limites
de erro) com a previsdo relativistica

P> a precessdo da 6rbita de Merciirio é considerada um dos testes
experimentais cldssicos da Teoria da Relatividade Geral



Teoria
>

de perturbacdes independentes do tempo

Hy = Hy(J): problema com solugdo conhecida
J(t) = J(0) = const. 0(t) =60(0) +w(J)t,

frequéncia: w = 0Hy/0J
Hamiltoniana do problema perturbado:
H(J, 0) = H()(J) + EHl(J, 6)
procuramos uma transformagdo canénica (J,0) — (J,6), de
modo que a nova Hamiltoniana seja uma fun¢do apenas da
nova agdo: H = H(J)
S = S(J,0): fungio geratriz dessa transformacdo
9S(J,0) 9S(J,0)

= —-——————— 9: p—
J 20 0J

escrevendo como uma série de poténcias no pardmetro e:
S(J,0)=J0+€S1(J,0)+ € S:(J,0)+ ...,

o termo de ordem zero So(J,0) = J0 gera a transformacio
identidade (J = J, 0 = 0)



» a nova Hamiltoniana também é representada por uma série
F(j,g) :FO —{—Eﬁl —|—62F2 + ...

» equacdes da transformacdo candnica procurada

= 851(7, 0) = 651(19) 00
J=J+¢€ 20 +...=J+¢€ 57 89—1—...
g:e—FGM
oJ

P substituindo as séries dentro das dependéncias delas préprias

J:J+ew{1+e€?}+...}+...

_ 9 o
0:9*67*5 J7976T +
07" ( B >
> retendo termos até primeira ordem em €

J—J+easlé;’0)+... _g_ 20



» nova Hamiltoniana

» comparando termos de mesma ordem em ¢
HO = HO(J)a

_ _ 8 o
H, = w(J) 8—5 + H(7,0),

» frequéncia do problema nao-perturbado

w(7) = 2HolI).
oJ
» valor médio de H; em relacido ao novo angulo @

2w
@0 = 5 [ (1.9,



parte oscilante da perturbacdo
{H1} = H1 — (Hy).

desejamos que a nova hamiltoniana H dependa apenas da
nova agao J
escolhemos S de maneira a eliminar a dependéncia no novo
angulo 6

0851

w(T) S = ~{H},

nova hamiltoniana (ndo depende do novo dngulo)

nova frequéncia




Oscilador harmoénico como aproximacdo do péndulo
» Hamiltoniana do péndulo, expandindo em série,

_ 1l _ 1l ¢* ¢t ¢
—2Gp Fcos¢—2Gp F{l +4| 6'+ .

» considerando H{ o oscilador harmonico, em ordem mais baixa
1 1 1
H = Ho(p, ¢) + eH(9) = 5 Gp” + 5 F¢* — - Fo',

» solucdo do oscilador harmonico em varidveis de acdo-angulo

ZHQJH%SGHG, \/2J —COSG

» Hamiltoniana n3o-perturbada: Hy(J =VFGJ = uwyJ, onde
wo = '\/ﬁ Logo Ho(j) = Wo J

P perturbagcdo em termos das varidvies de a¢do e angulo do
oscilador harménico

1
Hy(J,0) = 6 GJ? sen?f.



Frequéncia do oscilador harménico perturbado

10

wlwy

» valor médio da perturbagao
— 1 [ S 1 -
Hy=(H)=— dOH.(J,0) = ——GJ .
27 Jo 16

i

» nova hamiltoniana do péndulo em primeira ordem
H(T) = wod — GJT /16

» nova frequéncia
W=wy— GJ/8 <wp

» sua determinacdo n3o necessita do conhecimento da TC



Transformacdo candnica

P parte oscilante da perturbacdo

» termo de primeira ordem da fungdo geratriz

—2
o5 () _ 6P (1 1)
00 w(J) wo 16 6
G’
S1(J,0) = T (—8 sen 26 + sen4d) .
P relagGes entre varidveis acdo-angulo novas e antigas
—2
— GJ — 1 —
=J—e—— | —cos20+ - 4
J=J 612w0< coS 9+4cos 9>

—2

0=0+c¢ (—8 sen 260 + sen4§).



Teoria de perturbacao para vdérios graus de liberdade
» Hamiltoniana perturbada

H(J;,0;) = Ho(J;) + € Hi(J;, 0;), (1=1,2,...n)
» solugdo da parte n3o perturbada é conhecida a priori
Ji(t) = Ji(0), 0i(t) = wit + B,

» frequéncias ndo-perturbadas: w; = 0; = 0H(/0J;
» supondo a perturbacdo seja periédica em todas as varidveis de
éngulo fazemos uma expans3o de Fourier

E E E Hlm 7, z(m191+m292+ mnen)’ ¢

mip m2

» procuramos uma transformagdo canénica (J;, 0;) — (J;,0;)
tal que a nova Hamiltoniana H = H(J;) seja independente
dos novos angulos

» funcdo geratriz em primeira ordem de perturbacdo

S(ji,é?i) = ijﬁj + eSl(ji,Qz-).
j=1



Teoria de perturbacao para vdérios graus de liberdade

>

por analogia com o caso de um grau de liberdade temos

Ho = Ho(J;)
" 051,60, -
Hi=3 w(]) 1((99 )+H1(J,-,91)
j=1 J

{H1} = Hy — (H1) é a parte oscilante da perturbagdo em
relacdo ao seu valor médio

1 2 2r o
<H1>:(27T)n/0 d01---/0 d, H.(7,0).

nova Hamiltoniana nas novas varidveis de a¢do e angulo

H = Ho(jz) + € <H1(jl,gl)>



Teoria de perturbacao para vdérios graus de liberdade
» derivada total de S1(J;,6;)

dS, 9S8 Z 951 dJ; z”: 05, db;

dt ot dJ; dt — d0; dt

054 051 > " 054 _
—_— “ e = E— J = — H 5
289 (0 G ) =X Gt = )

> mtegrando no tempo obteremos

t
S1 = —/ dt' {Hy(J;,0;(t'))}.
» supondo que S; seja periddica nas varidveis de angulo

j g Zslm 72 z(m191+m292+ mnen),a

» derivando em relacdo aos novos angulos 0,

{Hi} = =i ) Sin(Ji) (m-w)e™?



O problema dos pequenos denominadores

» onde introduzimos as seguintes abrevia¢des

m-w:ijwj(gi), m'0:ij§]
j=1 j=1

» comparando com H; os coeficientes estdo relacionados por

Him(Ji) = =i (m - w) S1,(J3),

Him(J
2 :J 9 +e 2 : ( )ezm o
m-w
> an a somatoria exclui o termo com mq = mgy = ...m, = 0.
P> ressonancias: caso em que as frequéncias sdo comensuraveis
m-w = mijwi; + mMows + ... Muw, =0,

para inteiros my,...my,
P para uma ressonancia exata o denominador anula-se e a série
perturbativa diverge (problema dos “pequenos denominadores)



Oscilador harménico bidimensional perturbado
» Hamiltoniana n3o-perturbada

1
Hopi,ai) = 5.~ (02 +9}) + 5 (wWia® +wiy?),

» frequéncias n3o perturbadas (diferentes)

1k

117

Wy = wy = .
m

P varidveis de angulo e acdo

2J.

T = ~ sen 6, Pr = V/ 2mwyJ, cosb,,
MWy
2Jy

Y= sen 0y, Py = \/ 2mwyJy cos by,
MWy

Ho(J;) = wedy + wydy.
» Hamiltoniana perturbadora
bm?
4

eH| = w w2x2y2,



P perturbacdo nas varidveis de acdo e dngulo
Hy = bwywy JpJy sen 20, sen29y.
» nova Hamiltoniana (média no novo dngulo)
H = wy Jy + wy Jy + bwywyJ .y ( sen 291) (sen 2§y>.
(sen?0,) = (sen?d,) = 1/2
_ _ I _
H=w,Jy+wyJy+ wawy JoJy.
» funcdo geratriz em primeira ordem

951 351
904 89

PR — — 1
= —{H1} =bwawyJaJy (— sen291 sen20y + Z)

W

b — _ _ _ _ _ _
= 1 wgwyJgJy {—cos(2<9m +26y)/2 — cos(20, — 204)/2 + cos 20, + cos 29y} .

_ b _ _ 20, + 20, 20, — 26, 2 sen 20, 2 sen 20,
Sl(J,e):*ngwamJy{* sen (20, + 26y) _ sen (204 y) n sen 260, n sen y}'
Wy

Wy + wy wg — Wy Wy

» diverge se houver ressonancias (w; = fwy)



Remocdo das ressonancias
> Hamiltoniana para n = 2 graus de liberdade
H(Jl, Js, 01, 02) = H()(Jl, Jg) + EHl(Jl, Js, 01, 92),
P perturbacdo é periédica em ambos os angulos
Hy= Y Hpymy(Jr, Jo)eltmfrtmaiz),
mi,m2

» frequéncias n3o-perturbadas

. oH, . oH,
wi(J1,J2) =61 = T wa(J1,J2) = by = g

P ressonancias: frequéncias comensuraveis
wo/wy =1/5s

» removemos cada ressonancia individualmente fazendo uma
transformag3o candnica que elimina uma das a¢les antigas
(Jl ou JQ):

(J17 J27 917 02) — (j17 j?a ébéQ)?



fungdo geratriz da transformag¢do candnica
Fy(J1, J2,01,05) = (rby — s62)J1 + 0212,

equacgdes da transformagdo candnica
0F; 0F>

Jl 891 _T'Jl, J2: 8702:_8J1+J27
. 0F, A oF, 0F,
0 =rf;—sb 0 =40 H=H+—==H.
1= o7 = rb1—sba, 2 = o7 2, + It

na ressonancia exata o novo angulo 61 é constante, pois
91 =TW1 — Swy = 07

nas proximidades da ressonancia ¢, terd uma variagao lenta
em comparacdo com 6y
f1: angulo lento, #-: angulo rapido

H = Hy(J1, Jo) + eHy(Jy, J2, 01, 02)

Z Hm1m2(j1, jg) exp {; [mlél + (mls + mgr)ég} } .

mi,m2



fazemos uma média sobre o angulo rapido:
H = (H)y, = Ho(J1, J2) + eH1(J1, Ja,01),
onde Ho = Hy(J1,J2) e (cos(...)) = (sin(...)) = 0
= " Huymy (1, Ja)ei ™0,

mi,m2
fazemos my1 = —pr e mo = ps, tal que
5N —iph
=D Hoprps(J1, Ja)e™ ™,
p

equacoes de Hamilton

A H 5 ;
Jl = 8 = 1€ Z pH—prps(JhJQ) 1p917 J2:
06, =
; H 0H : H 0H
9 _oH 8A + o(e), 0y = oH 8A +o
8J1 6J1 8J2 aJQ

Jo € uma constante do movimento nas varidveis novas.

=Ji/r, Jo = Jo + sJ1/r = const.




Hamiltoniana truncada nas varidveis lentas
» Hamiltoniana completa nas varidveis lentas (jl,ég)

[o¢]
H = Hy(J1,J)2) +¢ Z H_prps(J1, Jo)e” P01,
p=—00
» os coeficientes H_j,. ,; decaem rapidamente com p:
conservamos apenas os termos com p = 0, +1:

H = ﬁo +eHyo + sH_nse_ié1 + &tHr’_Seié1 +...
» supondo que H, _s = H_,,, a Hamiltoniana truncada sera
H = Ho(Jy, Jo) + eHoo(J1, J2) + 2 H, _o(J1, Jo) cos ;.
» pontos de equilibrio (jf,éf): dados pelas condicdes

H H
@), (6,
L/ (Jy.07) L/ (J;.6%)

1

» como sin é{ =0, como —7 < 0 <,

N* N
1a =0, 1= %,



considerando a Hamiltoniana truncada com p = 0, &1

OHo +a(aHP’°> izs<8H’2‘s> =0,
9J1 ) ;. OJ1 / jr oJ1 / jr

; s 0% ; ; fope 0%
sinal superior: 07, = 0, sinal inferior: 07, = £
para a ressonancia exata

(aﬁ[O) 9 8y | OHy O
Tt

= = = — = rwi — swg = 0.
8J1 8Jl 8J1 8J2 8J1

em primeira ordem de perturbacdo, o ponto de equilibrio sera
a raiz da equacao

(1), (),
oJ1 / jy oJ1 /s

1. degenerescéncia acidental: a condigdo de ressonancia
we /wy = 1/s é satisfeita apenas para valores particulares das
varidveis j1 e j2

2. degenerescéncia intrinseca: a condi¢do é satisfeita para todos
os valores das novas acdes




Aproximacao do péndulo
» considerando degenerescéncia acidental, em ordem mais baixa
J1 =o0(eH, ), 01 =o(1),
> nas vizinhangas da ressonancia exata .J; definimos
AJy=Jy - J;

P expansao da Hamiltoniana truncada

5 0.7

I TRy 2.0 ) o
H = H()( 1)+ AJl) +€H070(J1)+2€H7»7_S(J1)C0891
j*
» ignorando os termos sublinhados (por serem constantes)
chegamos a Hamiltoniana do péndulo
1 . .
AT = 5G(AJl)2 — Feosy,

» onde os coeficientes s3o definidos como

L
= (L) = —2H, _,(J}).
0t ) ;.




Hamiltoniana do péndulo

» pontos de equilibrio
1. centro ou ponto eliptico: Ajf =0e éi‘ = 0: posicao da
ressonancia. Nas suas vizinhangas as trajetérias sdo elipses
(libragdes) com frequéncia &; = VFG = o[(aHn_s)l/Q]
2. ponto de sela ou hiperbdlico: Aj{" =0eb; = +£m: conectados
pela separatriz. Temos que w; = él K Wy = 92
P> excursdo maxima do deslocamento da acdo, em relac3o ao seu
valor nos pontos de equilibrio

AF((Ajl)max?éi< = O) - AF(Ajl - 0, HAT = ﬁ:7r)
» semi-largura da ilha: (Ajl)m(z;p = 2\/17/7(; _ O[(gHT,—s)l/Q]
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