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Superficie de energia

pl

P espaco de fase: coordenadas e momenta generalizados

P para um sistema com n graus de liberdade, os pontos tém
coordenadas (p;,¢;), (i =1,2,...n): dimensdo 2n

> evolucdo temporal do sistema: trajetéria de fase com a
condigdo inicial (p;(0),¢:(0))

» se a Hamiltoniana n3o depende explicitamente do tempo,
podemos identificd-la como a energia total do sistema
H(pi,q;) = E (constante do movimento)

> superficie de energia: sub-espaco no qual estdo restritas as
trajetdrias no espago de fase, com dimensao 2n — 1.



Superficie de secao de Poincaré

1

» caso particular n = 2: superficie de energia é tridimensional

H(p1,p2;5q1,q2) = E = p2 = p2(p1, q1, g2, E),

descrita pelas varidveis p1, ¢q1 € g9,

» superficie de secdo de Poincaré: registramos as intersecdes das
trajetdrias do sistema com uma superficie

P> ex.: plano g2 = a = const.: pontos sobre a superficie de secdo
serdo identificados pelas coordenadas (p1, q1)

> trajetdrias: soluces das equagdes de Hamilton
dp; OH dq; OH
dpi _OH dai O )
dt  Og; dt Op;




Superficie de secao de Poincaré

1

» dadas as condigdes iniciais (p1(0), q1(0),p2(0), g2(0)) existe
uma e somente uma trajetdria correspondente
(p1(t), p2(t),q1(t), q2(t)) na superficie de energia

» (P1,n,q1,n) as coordenadas da n-ésima intersecdo entre uma
dada trajetéria e a superficie de secdo de Poincaré

0:(P1o,q10) = 1:(Prq11) = 2: (Pr2,q12) = -+

» devemos especificar o sentido em que a trajetdria cruza a
superficie de secdo (g2 aumentando)

» as coordenadas de um ponto na superficie de secdo sio
univocamente determinadas pelas coordenadas.do anterior



Mapa de Poincaré

» a condicdo inicial (p1,0,41,0) serd mapeada no ponto 1
P = f(pro.q10), @1 =9(p10,q10),
pr2=f(pi,q,1), @2=9P11,q11),

> mapa de Poincaré: as coordenadas de um ponto sio mapeadas
nas coordenadas do ponto seguinte na superficie de secdo
PLnt1 = f(P1n, @10, G101 = 9(P1,ns Q1)

ou seja, as coordenadas do n + 1-ésimo ponto na superficie de
secdo sao fungdes das coordenadas do n-ésimo_ponto.



Mapas conservativos
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P> teorema de Liouville: as trajetérias obtidas pela solu¢do das
equacdes de Hamilton preservam volumes no espaco de fase

P para o caso de n = 2 graus de liberdade, o mapa de Poincaré
preserva areas no plano de fase (p1,q1)

dp1.n+1 dqins1 = dp1n dqi
» relacdo geral para a transformacdo de areas
Ap1 41 dqin+1 = |T| dp1n dgin

» determinante Jacobiano

O1,n+1  ODP1,n+1 of of

J = Op1,n Oqin | _ |Op1n  Oqin
T |9t 9qintr| T | _Og dg |
aan aan apl,n alll,n

» condi¢do para mapa conservativo: | 7| = 1.



Tipos de mapas de Poincaré
Pn+1 = f(pnv Qn)a dn+1 = g(pna Qn)v

P> mapas obtidos pela integragdo numérica das equagdes de
Hamilton;

P> mapas obtidos analiticamente pela solucao das equacoes de
Hamilton na presenca de funcdes delta de Dirac

> mapas Uteis para discutir e exemplificar conceitos
matematicos, como por exemplo

DPnt1 = Pn cOsa — (qn —pi) sen o

Gn+1 = pn sena + (g, — pi) cos a,

» verificacdo da conservatividade

cosa + 2p,sena —sen «

T = apn+1/8pn aanrl/aCIn
sen o — 2pn COS v COS ¢

| Oqn41/0pn  Ogni1/0¢n

= cos® a + sen’a = 1,



Orbitas de sistemas integraveis
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Hamiltoniana com n = 2 graus de liberdade:

H(p1,q1:p2,2) = E

trajetdrias confinadas a uma “superficie” de energia
tridimensional, imersa no espaco de fase quadridimensional.
Expressamos py = p2(p1,q1, g2, F)

definindo uma superficie de secao go = const., construimos o
mapa de Poincaré no plano com coordenadas (p1, ¢1).

vamos supor que o sistema tenha uma segunda constante do
movimento, na forma C(p1,q1;p2,q2) = 0, que torna o
sistema integravel

podemos eliminar po desta expressiao, obtendo uma nova
constante do movimento C’ = C’(p1, q1; g2, E), que é a
equacdo de uma superficie no sub-espaco de coordenadas
(p1,q1,42)

como C’ é uma constante do movimento, toda solucio cuja
condicdo inicial esteja sobre esta superficie permanecerd sobre
ela para todos os tempos.



Orbitas de sistemas integraveis

P seja uma superficie de secao de Poincaré que corta o
sub-espaco tridimensional, onde registramos os pontos de
intersecdo de uma dada trajetdria.

P tais pontos devem estar localizados exclusivamente na
intersecdo da superficie C' = C'(p1, ¢1,q2, E) com este plano.

P portanto, num sistema integrdvel, os pontos registrados na
superficie de secdo devem estar situados numa curva.

» a auséncia total ou parcial de curvas é uma evidéncia
numérica de ndo-integrabilidade

» podem haver pontos que preenchem regides de area finita na
superficie de segdo (érbitas aperiddicas: cadticas)



O sistema de Hénon-Heiles

Potental: V(x, ) = (x" +y?) 2+ X'y ~y’[3

» Hamiltoniana [Astron. J. 69, 73 (1964)]
1
H(pz,pyiz,y) = 5 (2 +py) +Ulw,y) = B
» movimento bidimensional de uma particula sob a acdo da
energia potencial (x = rcosf,y = rsinf)
1

1 1 1, .
Uz,y) = B (562 + y2) + x2y — gy?’ = 57“2 + 57"3 sin(36).



O sistema de Hénon-Heiles

» como H ndo depende do tempo, a energia E¥ é uma constante
do movimento. N3o ha outra, logo o sistema n3o é integravel.

» se £ < 1/6 as curvas de nivel sdo fechadas, indicando um
poco de potencial bidimensional e portanto trajetérias
limitadas, cuja borda é o tridngulo no caso £ =1/6

» Se E > 1/6 as curvas de nivel sdo abertas, indicando
trajetdrias ilimitadas



Superficie de secao para o sistema de Hénon-Heiles
» equacdes de Hamilton

. OH . OH

T = apx = Pz, y_aipy_pgﬁ
. OH . OH 2 2
Pe = =5 = —T— 2z, by=—"%, =7 —y+y.

» superficie de secdo de Poincaré: plano x = 0, considerando
apenas pontos com p, > 0
> especificando o valor da energia Fy, as condi¢les iniciais
(P20, Pyo; X0, Yo) satisfazem
L. 5 2 L9 2 2 13
Ey = 5 (P20 +pyo) + 5 (25 + ug) + x5y — 3%
» colocando a condi¢3o inicial na superficie de secao zg = 0,
para qualquer ponto desta superficie, de coordenadas
(Y0, pyo), o valor de pyg serd dado

5 172
Pz = {2E0 —Pho — U3 + 3?48} >0



Mapa de Poincaré para o sistema de Hénon-Heiles

» usando as condi¢des iniciais (py0, Pyo; To = 0,yo) integramos
numericamente as equacoes de Hamilton, obtendo uma
trajetoria no espaco de fase (p,(t), py(t); z(t),y(t)) que
acompanhamos até o momento em que ela atinge a superficie
de secdo x = 0, desde que p, > 0

> registramos as coordenadas deste ponto (pg1,py1; 1 =0, y1)
e plotamos as coordenadas (y, p,) num grafico bidimensional

P> como o passo de integragdo é finito, é improvavel que algum
ponto da trajetdéria caia exatamente no plano x = 0

» condi¢cbes de cruzamento da superficie de secdo

TnTny1 < 0, Pan > 0, Pent+1 > 0.

» procedimentos para determinacdo do ponto de intersegdo
1. extrapolar o valor de x,, (para frente) ou x, 1 (para trds)
2. interpolacdo linear entre x,, € T, 41
3. truque de Hénon



Truque de Hénon [Physica D 5, 412 (1982) 412]

>

>

interrompemos a integracao numérica imediatamente apds
atravessarmos a superficie de secdo x =0

substituimos por um novo conjunto de equagdes, onde a
varidvel independente é, agora, =

dy _dy/dt py dp, dtdp, 1 0H dp, 1 0H

dv  dr/dt p, dx dr dt  p, Ox’ dx pr Oy’

para o sistema de Hénon-Heiles
dy _py dpa w2y dpy P hy—y?
dr  pg’ dx Pr dx Pa '

iteramos “para tras” o novo sistema de equacdes usando como
passo de integracdo exatamente o valor de x que extrapolou o
plano x = 0, ou seja, usamos 0 passo h = —Zp41

retomamos as equag¢des originais do modelo (com ¢ como
varidvel independente) e voltamos a integra-lo “para frente”,
usando como condig¢do inicial o ponto de intersecao
determinado.



Mapas de Poincaré para o sistema de Hénon-Heiles

0.0 % =

» superficie de se¢do é descrita por (py,y)

» E =1/8: curvas fechadas

» FE = 1/12: pontos preenchendo &reas e curvas fechadas
» FE = 1/6: praticamente apenas pontos preenchendo areas

> a presenca de pontos preenchendo dreas é uma evidéncia
numérica de ndo-integrabilidade



Orbitas do sistema de Hénon-Heiles

E=0.125

» projecdo das trajetdrias do espaco de fase no plano xy: drbita
da particula no espago de configuracao

» energia F = 1/8 e condigdes iniciais diferentes

> Orbitas fechadas (periddicas) e abertas (periddicas e cadticas)



Teorema de Liouville-Arnold

» um sistema Hamiltoniano com n graus de liberdade tem um
espaco de fase 2n -dimensional: as trajetérias pertencem a
uma “superficie” de energia (2n — 1)-dimensional

P a cada nova constante de movimento existente no sistema o
movimento ficard restrito a uma “superficie” com uma
dimensao a menos.

P se um sistema com n graus de liberdade for integravel, tendo
n constantes de movimento, a dindmica ficard restrita a uma
“superficie” com 2n — n = n dimensdes

P> a exigéncia que as n constantes do movimento sejam
independentes restringe a topologia da superficie

» Teorema de Liouville-Arnold: a superficie de energia (desde
que seja compacta) deve ser foliada em toros n-dimensionais,



Toros no espaco de fase

» um circulo C' é um toro unidimensional: tem raio constante e
0 movimento sobre ele é parametrizado por um angulo
6 € [0,2m)

» um toro bidimensional tem dois caminhos irredutiveis C; e
(5, correspondentes as voltas maior e menor em torno dele

» o0 movimento ao longo de cada caminho irredutivel pode ser
parametrizado por dois angulos independentes ¢, e 65



Variaveis de acao e angulo nos toros

P para os toros bidimensionais, as varidveis de acao e angulo sdo

1 oW
T 5 idi) e’izi) :172
J QWfCip g o7 (i )

» W(q,J): fungdo caracteristica de Hamilton para a
transformagdo canénica (p,q) — (J,0)

P> num sistema integravel a Kamiltoniana depende apenas das
agdes, K = K(J1,.J2) e o movimento sobre os toros é descrito
pelas equacdes candnicas para as varidveis de acdo e angulo

dJ; 0K _ do; 0K
a  06; dt  dJ;

:w’i(‘])? (Z: 1¢2)a

» w;: frequéncias do movimento sobre um toro n-dimensional

Ji(t) = J;i(0) = const. 0i(t) = wi(J(0))t+6;(0), (i=1,2)



Superficie de secao para um toro bidimensional

» superficie de secdo de Poincaré S que corta o toro num dado
angulo 65 =0

> registramos as interse¢des das trajetérias sobre o toro com S

» a intersecdo de um dado toro com S é um circulo, e os pontos
sobre ele sdo parametrizados pelas variaveis J; e 01

» mapa de Poincaré: relagdo entre as varidveis (J1,61) para
duas intersecdes sucessivas com a superficie de secdo

» varidveis discretas na superficie de secio S

Jin=J1(t = TL(QW/LUQ)), 01 = 91(t = n(27T/UJ2))



Mapa twist

>

>

como 62(t) = 02(0) + wa t, o tempo necessdrio para dar uma
volta completa ao longo da dire¢do 6 é 27 /wo.

mapa twist
Jint1 = Jim, O1n41 =10 +2ma(J1pnt1),

nimero de rotacdo para o toro,

a(J1pt1) = wi/we

a trajetdria no espaco de fase é uma hélice sobre o toro, tendo
um angulo medido na superficie de secdo Afy = 01 11 — b1,
que depende do valor de «, e que por sua vez varia com J;
como valores diferentes de J; correspondem a circulos de
raios diferentes, o angulo varrido na superficie de secdo em
geral serd diferente para cada toro (tor¢do = twist)

conserva dreas: J = 1 (verifique!)



Toros racionais

» se hd ndmeros inteiros m e mgo (primos entre si) tais que as
frequéncias wy 2 sdo comensurdveis

mi1w1 —Moywy = 0,
» o nimero de rotacdo é racional
Oé(Jl) = W1/WQ = mz/ml

» toros racionais: uma dada trajetéria fecha-se sobre si mesma
apés um certo numero de voltas nas direcGes 61 e 0s.

» a intersecdo de um toro racional com a superficie de secdo de
Poincaré é um ndmero finito de pontos sobre um circulo



Toros racionais

w2

Q

o o
2

» toro bidimensional: quadrado duplamente periddico de lado 27
» toro racional com my =1em; =4, com a=1/4
O1n41 =610+ 7/2
» dado 61 = 0, as sucessivas intersecdes entre a trajetéria e a
superficie de secdo de Poincaré sio
T 3
57 91,2 =T, 01,3 = 77
» 4rbita de periodo 4 do mapa twist: 4 pontos sobre o circulo
de raio Jp, denotados por (A, B,C, D)

011 = 014=0=010, -



Toros irracionais

> se as frequéncias forem incomensuraveis, a razdo entre elas (o
ndmero de rotagdo) serd irracional: toro irracional

» uma dada trajetdria jamais se fechara sobre si mesma

P a trajetdria consiste em hélices sobre o toro que o preenchem
densamente quando o tempo vai a infinito

» na superficie de secdo, um toro irracional tem como intersecdo
um circulo completo



Aproximacao de nimeros irracionais

> toros racionais tém nimeros de rotagdo racionais « = r/s,
onde 7 e s s3o inteiros primos entre si
» o nimero de rotacdo para um toro irracional pode ser
aproximado por valores racionais
» aproximacdes por fracdes decimais: o = m = 3,141592654 . ..
r 3 31 314 3142 31416

P para aproximacado por fracdes decimais vale a desigualdade
o — (r/s)| < 1/s
» aproximacdes por fracles continuadas
1

1
ay + ——
P e

> exemplos de aproximacdes por fraces continuadas:
T =1[3;7,15,1,292,1,1,1,2,.. ], V2 = 1;2,2,2,2,2,..],
V3= 1;1,2,1,2,1,2,1,2,.. ], e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,...].

oa=ag+ = lag; a1, a2, as, .. .|.




Aproximacao de nimeros irracionais
P para « irracional a fracdo continuada tem infinitos coeficientes
an, mas podemos aproxima-lo por fraces continuadas com
um ndmero finito de coeficientes (aproximagdes racionais)

ap =T /sy = [ag; a1, az, ... ap).

» r,/s, sao as melhores aproximagdes possiveis para um dado «
irracional: nenhum racional /s com s < s,, estd mais
préximo de « que a fragdo 7, /sy,

> a sequéncia de coeficientes das fragcdes continuadas {an},-
converge para « tal que

lo = (rn/sn)| < 1/(8n8n+1)
» para a = 7, por exemplo, temos os aproximantes racionais
g = 10/50 = ap = 3, oy =71/s1 = [3;7] = 22/7 ~ 3,1429,
ag =ra/se = [3;7,15] = 333/106 ~ 3, 14151,
as =r3/s3 = [3;7,15,293] = 355/113 ~ 3, 1415929,



Aproximacao de nimeros irracionais

» a convergéncia da sequéncia de fragdes continuadas é mais
rdpida do que aquela obtida por fracdes decimais

> a sequéncia de fragdes racionais {a, },. ; converge tanto mais
répido ao irracional & como quanto a sequéncia {an}, -,
diverge mais rapido

P a convergéncia mais lenta possivel serd aquela para a qual os
coeficientes n3o divergem

51
¢:\[2 = 0,618033989... = [1;1,1,1,.. ],

» ¢ é o irracional “pior aproximado” por racionais 7, /s, (é o
ndmero “mais irracional”).



Problema dos pequenos denominadores
> sistema quase-integravel: H(J,0) = Ho(J) + eH;(J,0), onde
Hy(J) descreve um sistema integravel
» a perturbagdo eH1(J, ) ird destruir a integrabilidade
» Teoria Candnica de Perturbagdo: procuramos uma
transformagdo candnica (J,0) — (.J,6), tal que a nova
Hamiltoniana seja fung¢do apenas de H = H(J).

» fungdo geratriz que efetua a transformagdo em primeira ordem

ei(m101+...mn6n)

S1(J,0) = €i > Hipm(J)

miwi + ...+ mpy

» frequéncias do sistema n3o-perturbado: w; = 0Hy/0J;

> ressonancia: as frequéncias sdo comensuraveis
miwi + mowas + ... Muwy =0,

» problema dos pequenos denominadores: divergéncias nas
séries perturbativas



Teorema KAM (= Kolmogorov + Arnold + Moser)

>

| 2

garante que a maioria dos toros irracionais é preservada, se as
seguintes condicoes forem satisfeitas

1. a razdo entre as frequéncias n3o-perturbadas deve ser
suficientemente irracional. Para n = 2 graus de liberdade

K(e)
525

’wl r

w2 S

para todos os 7 e s inteiros. A constante K nao depende de r
ou s e tende a zerose e = 0

2. a perturbagdo ¢ H; deve ser suficientemente fraca (10~48)
3. a perturbacdo H; deve ser ter um nimero M
suficientemente grande (3) de derivadas continuas;

demonstracdo: substituimos as séries perturbativas por uma
sequéncia de aproximag¢des sucessivas que convergem de
forma rapida garantindo, para tempos infinitos, a existéncia de
toros sobre os quais 0 movimento se desenvolve.



Condicao de suficiente irracionalidade

bt
1 1 1 zZ 34
0 i1 3% 3 2% 2% 1 L

P sobrevivem a perturbacdo os toros irracionais cujos valores de
« sdo “mal-aproximados” por irracionais

P os toros irracionais para os quais
K (e)

> §2.5

w1 T

w2 S

tém valores de o “bem-aproximados” por fragGes racionais e
serdao destruidos pela perturbacdo, em sua maioria.

P a quantidade de toros irracionais ndo destruidos pela
perturbagdo é significativa se ¢ < 17

» SIM! vamos considerar todos os racionais r/s no intervalo
0 < a <1 e remover todos os intervalos centrados nestes
racionais e de comprimento K /s

P estes intervalos correspondem a valores do ndmero de rotacao
de toros irracionais que sao destruidos pela perturbacao



Condicao de suficiente irracionalidade
o,

O,

4
T 1

e

TERE

wi—
i

» como hd s valores do inteiro r tais que 0 < r/s < 1o
comprimento total dos intervalos removidos é
oo o0
Le)=> 8%3 =K Slis = K¢ (;) ~ 2,612K (¢),
s=1 s=1
> esta é uma super-estimativa para L, pois muitos destes
intervalos considerados se sobrepdem
» como K (e) tende a zero quando ¢ — 0, entdo L — 0
P para ¢ o valor de L é finito e pequeno se € < 1: o tamanho do
intervalo de valores de « para toros irracionais nao-destruidos,
que é 1 — L, é também finito e relativamente grande
P> a maioria dos toros irracionais é preservada pela perturbacao,
ainda que sofram deformac¢des
P os toros irracionais destruidos formam um conjunto de
tamanho pequeno (e que se anula quando £ — 0)



Mapa twist perturbado

> sistema quase-integravel (¢ < 1)
H(Jy1, J2;01,02) = Ho(J1, J2) + eH1(J1, J2; 61, 02),
» mapa twist perturbado
Jins1 = Jin + F(Jin+t1,010)

O1nt1 =610 +2ma(Jing1) +€G(J1n41,010)

> F e G sdo funcoes periddicas em 6

» a evolucdo temporal governada pelo mapa twist perturbado
F. pode ser encarada como uma transformacdo candnica

(Jl,na gl,n) — (Jl,n—f—l; el,n—l—l)’

» funcdo geratriz de segunda espécie

Fo(Jint1,010) = Jins101 0+ 21 A(J1 1) +eB(J1n41,01.0)-



Mapa twist perturbado
P> equagles da transformagao candnica
0F, oB
Jin=—"7—"=J
1,n 1,n+1 + 6891 .

‘91n+1 aF _91n+2ﬂ' aA +e b s
’ 3J1 n+1 8J1,n+1 8J1’n+1

» comparando com o mapa do twist perturbado
o dA’ :_887 G- 815’.

dJ1pt1 001 0J1n11
» condigdo para que a transformag&o seja candnica (e que o
mapa conserve areas na superficie de se¢cdo)

OF n oG
0J1pns1 0014,

» se F ndo depende de J; e G = 0 temos o mapa do twist radial
Jl,n—i—l = Jl,n + Ef(gl,n)v
O1n+1 =610 +2ma(J1pt1).

=0,



Mapas

» mapas bidimensionais conservativos sdo sistemas dindmicos a
tempo discreto n =0,1,2, ...
» notagdo vetorial: v, 11 = F(vy,)

(o) o= (a0 )

P> para o mapa twist perturbado F.

f(J1,01) = J1 +eF(61), g(J1,01) =01 + 27 a(Jr),
P iteracGes do mapa

vi=F(vo), va=F(vi)=F(F(vo))=F&(vy), -

v = Fl"(vp).
» mapa inverso FI=1: sempre existe para mapas de Poincaré
v =F(vg), v =Flv ) = FHIFE (v))
=F(vy), - v_p, = Fl(vy).



Pontos fixos e érbitas periddicas
(a) (b)

» ponto fixo v*: v* = F(v*)

P> ¢ a intersecdo de uma trajetdria fechada com a superficie de
secdo de Poincaré

» Srbita periddica de periodo 2: vi = F(v{), vy =F(v])

» corresponde as intersecdes de uma trajetdria com a superficie
de secdo, que fecha sobre si mesma apds duas revolugdes

> pontos fixos da segunda iterada do mapa: v, = F2 (vo.1)

» orbita periddica de periodo m: conjunto de m pontos

vin=F(i), (i=01...m=2), vi=F(v; )

> pontos fixos da m-ésima iterada v} = Fl™l(v?)



Mapa padrao
» mapa do twist radial
Jins1 = Jin +F(010), 01 n41 =010+ 27 a(J1 pt1),
» pontos fixos (J7,07): F(67) =0, a(Jf) =m,
m=20,1,2,...
» pequenos deslocamentos da acdo em relacdo ao seu valor num
ponto fixo (J5,601): Jin = Jf +Adip, (Ihn] < |J5))
» expandindo o mapa do twist radial
AJ17n+1 = AJl,n + 6?(917n)
91,n+1 = 91,n + 2mm + 27Ta,(<]ik)AJn+1.
» definindo I,, = 2wa/(J{)AJ1 pn, F* = F/Fmaz €
K = 27d/(J;) Fmaz obtemos o mapa padrio generalizado
In+1 = In + K.F*(Hn), Hn—l-l = Hn + In+1, (mod27r),
» escolhendo F*(6) = sin f obtemos o mapa padrdo

In+1 = In + K sin Hn, 9n+1 = gn + In+1, (mod27r)



Propriedades do mapa padrao

» como a acdo I também é definido médulo 27, o mapa padrao
tem a simetria: I — I + 27mm, onde m € um inteiro

» a dupla periodicidade em 6 e I faz com que as trajetérias do
mapa padrao estejam sobre um toro

» o0 mapa padrio é conservativo

0L /0L, OI,41/00,
T 100,41/0L, 06,41/06,,

J =1,

1 K cosb,
1 14+ Kcosf,

> mapa inverso

Op_1 =0, —1I,, (mod2), I,_1=1,— Ksenb,_1.



Mapa bidimensional linear

>
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forma geral: v = A v,

a matriz dos coeficientes tem elementos constantes,

| pn [ a b
W) a=(ta):

iteracoes sucessivas: v,, = A" - v
o ponto fixo é a origem: v* = 0.

StAnC . — /2 2
distancia ao ponto fixo: |v,| = /p2 + ¢2

o ponto fixo serd atrativo (assintoticamente estdvel) se, dada
uma condig¢do inicial vq, temos que |v,| = 0, se n — 0o

o ponto fixo serd repulsivo (instavel) se |v, | — 0o, n — oc.
procuramos solucbes na forma v, = {"u

onde £ é um escalar e u e um vetor fixo a serem
determinados, satisfazendo A - u = £u

u é o autovetor da matriz A correspondente ao autovalor &.



Autovalores da matriz dos coeficientes

» os autovalores da matriz A s3o as raizes da equac3o secular

det(A—£I) = “” d—¢ ’ —(a+d)é+(ad—bc) = 0.
> se o mapa linear é também conservativo,
a b
J—C d‘—ad—bc—l,

» autovalores da matriz dos coeficientes

T2 —4
§12 = — 5 &1 =1

» traco da matriz dos coeficientes: 7 = a + d.
1. 72 > 4: raizes reais e distintas (&, = &71);
2. 72 = 4: raizes reais e iguais ({1 = &);
3. 72 < 4: raizes complexas (& = &}).



Autovalores reais e reciprocos

>
>

escritos como |¢1 2| = e*7 onde o > 0

de modo que a condicio 72 > 4 implica em
|7| = 2| cosho| > 2 = T>2 ou T < =2,

logo [&1] =€ >1e | =e7<1
a solucdo geral do mapa linear serd a combinac¢ao linear de
duas solugdes linearmente independentes

Vi = c1 7wy + c2 &y g,

as constantes ¢y e ¢y sdo determinadas a partir da condicao
inicial: vg = cjuy + couy

escolhendo ¢y = 0 temos |v,| = |c1 {f'ug| — 0o se n — oo
o autovalor u; define uma direco invariante instavel E*
escolhendo ¢; = 0 temos |v,| = |c2 5uz| — 0 se n — oo

o autovalor uy define uma direcdo invariante estivel E°



Ponto de sela ou ponto hiperbdlico

» direcdo invariante instdvel: se 7 > 2 hd uma divergéncia
monotdnica da origem; 7 < —2 a divergéncia é oscilatéria

P direcdo invariante estdvel: se 0 < 7 < 2 a convergéncia a
origem é monotonica, enquanto se —2 < 7 < 0 é oscilatéria

» o ponto fixo na origem é um ponto de sela (instdvel)

» para condicdes iniciais fora das direcdes invariantes, as

iteracOes subsequentes percorrerdo caminhos hiperbdlicos,
tendo como assintotas as direcdes invariantes



Autovalores complexos conjugados

» como £1&2 = 1, entdo & = £ sdao imagindrios puros com
médulo igual a um: &2 = et? = coso +isino

|T| = &1 + &2| = 2| cos o] < 2, —2<0 <.
» desejamos duas solucdes linearmente independentes
&y = €7 = cos(no) + isin(no),

P os autovetores correspondentes também serdo complexos,
u; 2 = a=xib, onde a e b sdo vetores reais

{l'gu12 = (acosno — bsinne) +i(asinno + bcosno),

cujas partes real e imaginaria sdo as solugdes LI
» solugdo geral do mapa linear

v, = c1(acosno — bsinno) + c2(asinno + b cosno),

onde c1 2 sdao constantes determinadas por vy.



Centro ou ponto eliptico

» as iteracdes sucessivas v,, circulam em torno do ponto fixo,
posicionadas sobre elipses, em geral

> se o é positivo (negativo) a rotagdo se dd no sentido
anti-horario (horario)

» o ponto fixo na origem (centro ou ponto eliptico) é estdvel no
sentido de Lyapunov, pois as iteracdes sucessivas nao se
aproximam do ponto fixo, mas também n3o se afastam dele
com o passar do tempo



Linearizacao

>
>
>

mapa bidimensional geral v, 11 = F(v,)
nas vizinhancas do ponto fixo: dv, = v, — Vv
expandindo temos o mapa linearizado

OVpr1 = J(VF) - Oy,

matriz Jacobiana do mapa calculada no ponto fixo

*

apn+ 1 8pn +1 ﬁ ﬁ
— 8pn 6qn — Opn 8%1

J - 8qu+ 1 a‘Zn+ 1 - i @ ?
8}7” 8qn 8]971 0\ Adn

o ponto fixo na origem dv* = 0 do mapa linearizado
corresponde ao ponto fixo v* do mapa ndo-linear F(v,,)

se, para os autovalores da matriz Jacobiana J(v*), tivermos
|€1,2] # 1), entdo a estabilidade do ponto fixo do mapa
nao-linear é a mesma do linearizado

no caso de mapas bidimensionais conservativos, essa condicdo
sé é verdadeira para o ponto de sela, que é instavel. Por
exemplo, se |£1] > 1 e |[€2] < 1 ent3o o ponto fixo v* também
serd um ponto de sela.



Variedades invariantes

> variedade invariante estdvel (W¢): se vq for colocada
exatamente sobre ela, as itera¢bes v,, aproximam-se de v*

» variedade invariante instdvel (WW%): se v, for posta sobre ela,
os pontos v,, afastam-se com o passar do tempo

P> sendo o mapa F inversivel: as itera¢des inversas v_j,
aproximam-se do ponto fixo quando n — oo

» num ponto de sela (hiperbdlico) as variedades invariantes
interceptam-se transversalmente

» a variedade invariante estavel (instdvel) é tangente a direcdo
invariante estavel (instavel) no ponto fixo



Estabilidade dos pontos fixos do mapa padrao
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mapa padrao
Dn+1 = Pn + K singy, Gn+1 = Gn + Pn+1, (mod27).
pontos fixos

(py, = 2mm, 07 = 0), (py, = 2mm, 05 =),
matriz Jacobiana calculada nestes pontos fixos, é

“ 1+ Kcostliy KcosOi, 1+ K +£K
J(1,2): 1 ’ 1 ’ = 1 1 .

condi¢do de estabilidade dos pontos fixos: |7| = |2 £ K| < 2.
se K > 0 entdo o 0] = 0 é sempre instavel (ponto de sela)
05 = m serd estavel (centro) desde que 0 < K < 4

caso K > 4 ele tornar-se-3 instdvel (ponto de sela com
divergéncia oscilatéria).



O Teorema de Poinc

P> num sistema quase-integrdvel todos os toros racionais
desaparecem devido a perturbacao

P sobram, no lugar de cada toro com niimero de rotacdo
a = mgy/m1, um nimero 2m; par de pontos fixos
remanescentes, metade elipticos (centros-estaveis) e metade
hiperbdlicos (pontos de sela-instdveis)

> entre os toros racionais (que sdo destruidos pela perturbacdo)
desenhamos esquematicamente alguns toros irracionais que,
pelo Teorema KAM, sobrevivem a perturbagdo (ao menos os
“suficientemente irracionais” ), ainda que possam sofrer
pequenas deformagdes.



Pontos homoclinicos e heteroclinicos

u
W (v

» na separatriz do péndulo (sistema integravel) as variedades
invariantes dos pontos hiperbdlicos se unem de forma suave

P> em sistemas quase-integraveis as variedades invariantes de dois
pontos hiperbdlicos cruzam-se de modo bastante complicado

» pontos homoclinicos: intersecOes transversais das variedades
invariantes estdvel e instdvel que emanam de um mesmo
ponto fixo hiperbdlico v*

» pontos heteroclinicos: intersecOes entre as variedades estdvel e
instavel que emanam de pontos fixos diferentes v* e u*



Imagens de pontos homoclinicos

» o ponto homoclinico h pertence simultaneamente a variedade
instavel W*" e a variedade estavel W* de um ponto fixo
hiperbdlico v*

» como ambas as variedades sdo invariantes, a imagem do
ponto homoclinico pelo mapa, F(h), deve pertencer a ambas
as curvas

P todas as imagens de um ponto homoclinico também serdo
pontos homoclinicos

» dois pontos que precedem o ponto homoclinico h:

1. u, sobre a variedade estavel W?*(v*)
2. w, sobre a variedade instavel W*(v*).



Imagens de pontos homoclinicos

» o mapa F preserva orientacdes: se u e w precedem o ponto
homoclinico h, entdo as imagens, F(u) e F(w), também
devem preceder a imagem do ponto homoclinico F(h)

» o ponto d n3o é homoclinico, a despeito de ser uma
intersecdo entre as curvas invariantes

» como F(h) é um ponto homoclinico, assim também serdo as
suas imagens diretas e inversas, de modo que FI"(h) — v*
quando n — oo ao longo da variedade estavel W*(v*)

> analogamente FI="(h) — v* quando n — oo ao longo da
variedade instavel W"(p).



Emaranhado homoclinico

P a existéncia de um unico ponto homoclinico implica em um
nimero infinito deles, que aproximam-se assintoticamente do
ponto fixo ao longo de suas variedades invariantes

» como o mapa F preserva dreas na superficie de secdo de
Poincaré, as areas sobre estas curvas devem ser conservadas

» as variedades invariantes realizem complicados volteios,
formando um entrelacado de variedades ao qual chamamos
figura homoclinica (ou emaranhado homoclinico)

» se um pequeno circulo tiver centro num certo ponto
homoclinico, haverd infinitos pontos homoclinicos dentro dele
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