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Caos deterministico

> caracterizado por duas propriedades
1. aperiodicidade: comportamento irregular, sem periodicidade
aparente

2. dependéncia sensivel as condi¢des iniciais: duas condicdes
iniciais, originalmente muito préximas, levam a trajetdrias que
se separam exponencialmente com o passar do tempo (" efeito
borboleta” ), impedindo a previsibilidade para tempos grandes

P comportamento cadtico é deterministico pois é uma
propriedade intrinseca do sistema dindmico

» ruido: caos extrinseco (também aperidédico mas sem
dependéncia sensivel as condi¢des iniciais)

> instabilidade: dependéncia sensivel as condi¢des iniciais existe
mas o comportamento é periddico



Expoente de Lyapunov
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» mapa unidimensional: x,11 = f(x,)
> iteragOes sucessivas: x1 = f(zp),

zy = f(x1) = f(f(x0)) = fP(w0), ... n = fI"(20)

» x4 e x'o: condicdes iniciais muito préximas:
/
do = ’.%0 —.%'0’ < ‘xo‘

» apds n iteragdes do mapa f(x) os pontos da érbita serdo x, e
2',,, respectivamente, distantes de

dn = |7y — xln‘ = f[n} (wo) — f[n] (33/0) .



Expoente de Lyapunov
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P expoente de Lyapunov A: taxa de variagcdo exponencial das
distancias a tempos diferentes

A
dn and doe n’

» comportamento cadtico: A >0
» na definicdo rigorosa do expoente de Lyapunov
1. devemos tomar o limite do tempo n infinitamente grande,
2. é necessario tomar o limite quando dy — 0, indicando que as
duas condicdes iniciais devem ser infinitamente préximas,
A= lim lim 1 In (dn> .

do—0 n—oo N do



Expoente de Lyapunov
P substituindo as distancias nos tempos n e 0

[n] _ rn](r
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» aplicando a definicdo de derivada a n-ésima iterada da funcao

dft(x)

1
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im n o
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» usando a regra da cadeia e o principio de indugdo

’ n—1
(£790)) = £'(@o) f' (@) (2) .. f () = [ £,
1=0
1 n—1 1 n—1
A= lim o[]S/ ()| = Tim = > | f' ()]
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Expoente de Lyapunov para o mapa do deslocamento
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» mapa do deslocamento: z,4+1 = 2z, (mod 1)

> ex.: 2x0,6=1,2(mod 1) =0,2,donde 0 <z <1

> ponto fixo £* = 0, um ndmero infinitamente grande de 4rbitas
periédicas instaveis

» como f’(x) =2 para “quase todo" z, entdo A =1n2 >0

> "quase todo”: todos os pontos do intervalo [0,1), com
excecdo dos pontos pertencentes a drbitas instdveis

» s3o pontos atipicos: se escolhermos ao acaso um ponto em
[0,1), a probabilidade de obté-los é nula



Orbitas periddicas e quase-periddicas

>

>

mapa unidimensional definido no intervalo [0, 1]:
Tnt1 = Tn + k, (mod 1) e k € [0,1] é um ndmero real

se k for um ndmero racional da forma m/n, entdo
pertence a uma 6rbita de periodo n, pois

Tn = x0 + nk = x9 + m, (modl) = xy,

se k for um nimero irracional, os valores de x,, preenchem
densamente o intervalo [0, 1] (6rbita quase-periddica)

dadas duas condicdes iniciais xg e x’g, apds n iteracdes temos
dp =2, — 2’ =20 + 0k — 2o — nk = do,

logo o expoente de Lyapunov é nulo pois

A= 1 ln(jﬁ) In1=0



Mapas bidimensionais conservativos

» forma geral: v,11 = F(vy)

e (i) o= (fe)

» condic3o de conservacdo de dreas

f/0pn Of/0qn
dg/0pn,  0g/0qy

P sistemas quase-integraveis com dois graus de liberdade sao
descritos, na superficie de secdo de Poincaré, pelo mapa twist
perturbado

7= |

» localmente este mapa é equivalente ao mapa padrao

f(Pnsan) = pn + K singy, 9(Pns@n) = Gn + Pny1

> em geral ha dois expoentes de Lyapunov: A; e Ao < \g



Expoentes de Lyapunov para mapas bidimensionais
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disco de condicdes iniciais no plano de fase, centrado na
condic3o inicial vy, € com raio igual €, que representa a
separacao inicial entre as condicdes iniciais, dada por dj
area inicial do disco é Ay = we?.

a imagem do disco, apds n iteracdes do mapa F, é uma elipse
cujos semi-eixos sao dados por a, = eeM, b, = ee= M

e cuja drea é A, = mayb, = me2eMTA2 = 4ot the

como o mapa é conservativo A, = Ag, logo A1 + Ao =0,
donde Ay = —)\;

se a Orbita for cadtica, Ay > 0, de maneira que Ay < 0.



Caos e previsibilidade

> se \; > 0, qualquer incerteza na determinac3o da condi¢do
inicial serd amplificada com o passar do tempo a uma taxa
exponencial, podendo levar a uma indeterminagdo t3o grande
que impeca, na pratica, uma previsdo do estado futuro para
tempos arbitrariamente grandes

> ‘“efeito borboleta”: uma mindscula (portanto indetectavel)
perturbacdo da condig3o inicial levara o sistema para um
estado separado de uma distancia da ordem do dominio da
propria varidvel, tornando o estado final imprevisivel.

» tempo caracteristico de predi¢cdo t;: quando a distancia entre
os pontos de duas drbitas inicialmente separadas por uma
distancia dj (identificada como a incerteza na determinagdo
da condi¢3o inicial) crescer para um ndmero da ordem de
dp, ~ 1, temos t; = In(1/dp)/ M\

» por exemplo, se 5y ~ 1078 (aritmética de ponto flutuante) e
A1 = 0,1 entdo t; = In(10%)/0,1 ~ 184 (limite de
previsibilidade)



Variedades invariantes

» ponto hiperbdlico v* é um ponto fixo instavel (ponto de sela)
ou pertence a uma drbita periddica instavel

» dele emanam duas curvas: variedades estavel W e instavel
W*#, que interceptam-se transversalmente em v*

P estas variedades s3o invariantes pois uma condig3do inicial que
pertenca a alguma delas, terd iteradas diretas e inversas que
continuam pertencendo as variedades

> num sistema integravel, como o péndulo, as variedades
invariantes que emanam dos pontos hiperbdlicos
interceptam-se suavemente (ramos da separatriz)



Pontos homoclinicos
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P para um sistema nao-integravel, no entanto, as variedades
instavel e estdvel interceptam-se em pontos homoclinicos (se
as variedades emanam do mesmo ponto) ou heteroclinicos (se
sdo de pontos distintos)

» havendo um ponto homoclinico, suas infinitas imagens
também serdo pontos homoclinicos

» devido a propriedade conservativa dos mapas, as variedades

interceptam-se de modo bastante complicado, formando o
chamado emaranhado homoclinico (ou heteroclinico).



Ferradura de Smale
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» mapa da ferradura aplicada a um quadrado unitario

» ferradura de Smale (A): é um conjunto invariante
nao-atrativo que aparece no limite de infinitas imagens diretas
e inversas do mapa da ferradura

» A contém um conjunto enumerdvel de érbitas periddicas de
periodos arbitrariamente grandes,

» A contém um conjunto n3o-enumerdvel de érbitas
nao-periddicas limitadas,

» A contém uma érbita densa (cadtica)



Emaranhado homoclinico

» teorema de Birkhoff-Smale: se houver um ponto homoclinico
h para um mapa F (e, por extensdo, um emaranhado
homoclinico associado), entdo existe um inteiro n para o qual
F[" tersd uma ferradura A.

» uma 6rbita do mapa F, cuja condicdo inicial esteja numa
vizinhanca do emaranhado homoclinico, serd caética.



Toros no espaco de fase

> mapa twist perturbado (sistema quase-integravel)
Jim+1 = Jin +eF(Jint1,010)

011 =010 + 27 (J1ng1) +€G(J1 041, 01,0)-

> ¢ =0 o sistema torna-se integravel, e as respectivas
trajetdrias no espaco de fase tém a topologia de toros

» conforme o valor do niimero de rotacdo « o toro é racional ou
irracional, e o comportamento de ambos ¢ diferente sob a
influéncia de uma perturbacdo relativamente fraca (¢ < 1)



Estrutura de toros racionais e irracionais perturbados

P os toros irracionais sao, em sua maioria, preservados pela
perturbagdo, com alterages de forma (teorema KAM)

P os toros racionais sao todos destruidos: nas suas posicoes
aparece um ndmero par de pontos fixos, metade elipticos e
metade hiperbdlicos (teorema de Poincaré-Birkhoff)

P as variedades invariantes que emanam de pontos hiperbdlicos
adjacentes interceptam-se em um ntdmero infinito de pontos
homoclinicos (emaranhado homoclinico)



llhas periddicas
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camada estocastica
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» ponto fixo eliptico (J7, 67) do mapa twist perturbado
» provém do toro racional cujo nimero de rotacdo é um racional

a(J7) = wi/we =m/n

» configura uma ressonancia, pois as frequéncias sao
comensuraveis: nwi — mwsy = 0,
P expandimos a Hamiltoniana em torno da ressondncia exata

Jr=J7 + AJy, 01 = 0] + A6y
» obtemos a Hamiltoniana do péndulo

AH = G(AJ)?/2 — F cos(Ay),



Largura das ilhas periédicas

By
camada estocastica
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P a separatriz conecta suavemente as variedades estdvel e
instavel que emanam dos pontos fixos hiperbdlicos que
ladeiam o ponto eliptico (J7,07): ilha periddica

» semi-largura de uma ilha centrada nesta ressonancia

(AJ1)ae = 2V F/G,

» como F ~ ¢, a semi-largura da ilha aumenta como &'/2

» na vizinhanc¢a do ponto eliptico as trajetérias fechadas
correspondem a libragSes com uma frequéncia Aw = vV FG



Camada estocastica
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P a n3o-integrabilidade do sistema leva ao emaranhado
homoclinicio, resultante dos infinitos cruzamentos entre as
variedades estavel e instavel dos pontos fixos hiperbdlicos

» no lugar da separatriz do péndulo surge uma fina camada
onde os pontos do mapa preenchem uma regido finita, e cuja
espessura aumenta com a intensidade da perturbacao ¢

> essa regido (camada estocastica) contém o emaranhado
homoclinico resultante das intersecOes entre as variaveis
estdvel e instavel do ponto fixo hiperbdlico



Dinamica do mapa padrao

8] toros irracionais

toros racionais

» (I,,0,): varidveis de agdo e angulo
In-l—l = In + K sin Hna 0n+1 = 971 + In—i—l

» K = 0: mapa twist - toros racionais e irracionais com ndimero
de rotagdo a = I/27

» Iy = 0: toro racional com o« = 0 — ponto fixo

» [y = m: toro racional com o = 1/2 — érbita de periodo 2

» [y =m/2 e 3m/2: toros racionais com o = 1/4 e 3/4 —
orbitas de periodo 4

» [y = 1: toro irracional com o« = 1/27m — érbita quaseperiddica



Dinamica do mapa padrao
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K =0,5: o toro racional com a = 1/1 sera destruido e
restardo dois pontos fixos: um eliptico e outro hiperbdlico
ilha periddica: estrutura pendular em torno do ponto eliptico
como a camada estocastica é muito fina, confunde-se com
uma separatriz

o toro racional com « = 1/2 desaparece, deixando 4 pontos
fixos: 2 elipticos e 2 hiperbdlicos (duas érbitas de periodo 2)
o toro irracional com « = 1/27 sobrevive a perturba¢do, mas
com deformac3o (curvas invariantes, ou curvas KAM)



Dinamica do mapa padrao

-o.
825 850 875 900 925 950 975 1000 1025 10.50

> K =0,97: as cadeias de uma, duas e trés ilhas periddicas
aumentam suas larguras, bem como as espessuras das suas
camadas estocdsticas

P> nas camadas estocasticas as 6rbitas do mapa sdo cadticas
devido a presenca do emaranhado homoclinico

» as curvas invariantes (KAM) representam barreiras a difusdo
das trajetdrias cadticas das camadas estocdsticas



Dinamica do mapa padrao

> K =0,97: caos local: excursao na acao limitada pela largura
da ilha periédica - as camadas estocasticas ndo se misturam

» K =1,0: desaparecem todas as curvas invariantes (toros
irracionais) entre as duas metades da ilha periddica principal

P> as camadas estocasticas intermediarias fundem-se numa dnica
orbita cadtica

P caos global: a excursdo na a¢do nao é mais limitada pelas
larguras das ilhas periddicas

P transicdao entre caos local e global ocorre para
K =K,.=0,971635...



Dinamica do mapa padrao

> K = 2,6: aumento significativo da drbita cadtica com
remanescentes de ilhas periddicas

» condi¢Ges iniciais no interior das ilhas n3o d3o origem a
drbitas cadticas

» K =7,0: praticamente toda a regido energeticamente
acessivel do espaco de fase é ergodicamente preenchida por
uma érbita cadtica



Expoente de Lyapunov maximo para 0 mapa padrao

» duas condi¢des iniciais vo = (lo, 0o) e v/o = (1)), 0],) separadas
por uma distancia dg

» apds n iteracdes do mapa os pontos v,, e v/, terdo se
distanciado por d,

P expoente de Lyapunov méaximo dado por

A = lim lim (1/n)In(d,/d
1(vo) = lim " lim (1/n) In(dy/do)
» a cada 7 iteracdes a 6rbita gerada por v/( é interrompida e é

determinada a sua distancia d;
» a condic3do inicial da segunda orbita é renormalizada a dj

)\1 (V(), m, dg) = (1/m7') Z ln(di/do)

7—1



Expoente de Lyapunov maximo para o mapa padrao
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» mapa padrio para K = 6,0

» condi¢do inicial:(Ip = 0,5,09 = 1,0)

» parametros do calculo: 7 =5, dy = 10710,

P convergéncia para A\; = 1,093 quando o tempo n = mr é
maior que 10°

» convergéncia é satisfatéria para dg < 107°

> o =-—X\ =—-1,093



Expoente de Lyapunov maximo para o mapa padrao
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> )\; aumenta com o parametro K
> para K > 1 temos \; = In(K/2)

» concordancia a partir de k = 5,0



Hamiltoniana de duas ondas
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» particula carregada sob a acdo de duas ondas eletrostaticas
com velocidades de fase e frequéncias diferentes

H(p,q,t) = p*/2 — M cosq — P cos[k(q — t)]

» M # 0, P =0: Hamiltoniana do péndulo — ilha periddica
com semi-largura (Ap), = 2v/M ancorada em p = 0

» M =0, P # 0: fazendo uma transformagdo candnica
(p,q) — (p,q) obtemos a Kamiltoniana

K(p,4) = (p—1)*/2 — Pcos(kq)

> ilha com semi-largura (Ap), ., = 2V P ancorada em j = 1



Hamiltoniana de duas ondas

» M # 0, P # 0: equivalente a um sistema independente do
tempo com dois graus de liberdade — nao-integrével
> equagbes de Hamilton

p=—Msing — kPsin[k(q —t)], Gg=p
» mapa de Poincaré estroboscépico: varidveis discretas
pn = p(t —nT), Gn = q(t — n1), (n=0,1,2,...)
> retrato de fase para M = P =0,00l e k =1



Hamiltoniana de duas ondas

» retrato de fase para M = P =0,015625e k =1
» distancia entre as ilhas principais: op =1

» parametro de Chirikov

» S = 0,6 neste caso: n3o ha sobreposicdo de ressonancias
(ilhas principais), somente caos local



Hamiltoniana de duas ondas

» retratos de fase para M = P = 0,0225 e 0,0625

» no primeiro caso ainda temos caos local (existem curvas
invariantes entre as ressonancias)

» no segundo caso ja temos caos global (limitado as duas ilhas)

P a transicdo entre caos local e global ocorre para
M =P ~ 0,028
» corresponde a S = 0,67 ~ 2/3 ("regra dos dois tergos")



Rotor periodicamente chutado
KZ5(tn)

L

P particula de massa m presa a uma haste rigida e leve de
comprimento a, com momento de inércia ma?

> energia cinética: T(0) = ma?62/2

» forcas impulsivas de intensidade Ny/a, aplicadas nos instantes
de tempo t = 0,£7,+27,... + n7, com torque

N(0,t) = Ny senf » _ 6(t —nr),

n=—oo

P> energia potencial dependente do tempo

U(0,t) = /NthG—NOCOSGZ(St—nT)

n=—oo



Rotor periodicamente chutado
P> Lagrangiana

L=T-U=ma?6*/2 — K cosf Z o(t —nr).

» coordenada § e momentum conjugado (angular)
po = OL/06 = m > 6.

» Hamiltoniana: transformacdo de Legendre

2 ()
H(py,0,t) = ] + Ny cos b Z 5(t —mr).

2ma?
n=—oo
> equactes de Hamilton
I = do
E:Ksenﬁ Z o(t —nr), E:I‘
n=—oo
> redefinicdo de varidveis
Do No

I= K=

ma?’ ma?’




Rotor periodicamente chutado e o mapa padrao

A A A
P SMt=(n-1x] [ &(t-nr) 8 [t~(n+1)1]
pn+1
Pk *
P, 5
an o Es € ‘
o - (n-1) nt (n+1)1

» varidveis discretas

I, =lim I(t =nT —¢), O, =lmO(t =nt —¢),

e—0 e—0

P integrando as equa¢des de Hamilton com 7 = 1 obtemos o
mapa padrao

Iny1 =1, + Ksenb,, On+1 = 0n + Lnt1, (m0d27r),



Rotor periodicamente chutado e o mapa padrao

» As varidveis discretas do mapa padrao
(I, 6y) correspondem aos valores de
(I,6) imediatamente antes da
aplicacdo de uma forga impulsiva no
tempo t = n, e o parametro de
estocasticidade K é proporcional a
amplitude da for¢a

» [ eI+ 2mm (m inteiro) ndo sdo
fisicamente equivalentes, pois
correspodem em geral a diferentes
energias cinéticas do rotor.

» fazemos um nidmero infinito de cdpias
do retrato de fase para valores da acao
que diferem de 27

6 |-
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Passeio aleatério

P passeio do bébado: cada passo é totalmente independente do
anterior (random walk)

» em uma dimens3o, a probabilidade de um deslocamento para
a direita ou esquerda é a mesma p = 0,5

» o deslocamento médio do bébado é zero: Az = 0

» o deslocamento quadratico médio aumenta linearmente com o
tempo: (Ax)? ~ 2Dt — difusdo Gaussiana, onde D é o
coeficiente de difusdo




Passeio aleatdrio na drbita cadtica do mapa padrao

» passeio do bébado: processo estocastico (aleatdrio) a tempo
discreto n

P drbitas cadticas do mapa padrao: processo deterministico

» o comportamento fortemente caédtico para K alto tem
propriedades estatisticas semelhantes ao passeio aleatério

» deslocamento da ag¢do: Al = [+ — I, = K sinf,

» supondo que as fases estejam aleatoriamente distribuidas no
intervalo [0, 27), a média temporal é uma média sobre as fases

L K 2
Al = K (sinf,) = 2/ sin 0df = 0
™ Jo



Difusdo cadtica no mapa padrao

» coeficiente de difusdo (quase-linear)

(AD)?

K2 . K2 27 5 K2
9 —7<Sll’l 9n>_47r/0 Sin edQ—T

» conjunto de condigdes iniciais aleatoriamente distribuidas em
I e em 0: fungdo de distribuicdo Gaussiana

1 2
17 n) = €_I /2nD
] ) v2mnD

» segundo momento da fung¢do de distribuicdo

(I?)2) = /OO dIf(I,n)I*/2 =nD

—0o0



Aceleracao de Fermi
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P> mecanismo para o ganho de energia de raios césmicos, pelas
reflexdes sucessivas com nuvens magnéticas galacticas

» modelo de Ulam: uma parede fixa em = = 0 e outra mével em
x =, que oscila de acordo com a fung¢do z)(t)

» w: frequéncia de oscilacdo da parede — ¢ = wt

> supomos z,(t) = aF (1) e colisdes perfeitamente eldsticas

» velocidade da particula: antes da colisdo é v, apds a colisdo é
v/ = —v + 2V}, onde V,, é a velocidade da parede mével

» v, velocidade da particula imediatamente antes da n-ésima
colisdo com a parede movel

P a particula atinge a parede mével quando esta tem um fase
tp, e é refletida com velocidade —v,, + 2V, (¢,,)



Modelo simplificado de Ulam

| 2

| 4

(-) f 1 : X
a particula move-se em direcdo a parede fixa, ¢ refletida e

retorna com velocidade vy, 41 = vy, — 2(dzp(t,)/dt)
pela regra da cadeia

Vpa1—Vp = —2a(dF/dt) = =2a(dF/di)(dip/dt) = —2awF’ (1y,)
entre duas colisOes sucessivas com a parede movel:

Ung1 — thp = wT

modelo simplificado de Ulam: a parede mével transmite
momentum a particula na colisdo, mas ocupa uma posi¢cdo

fixa, tal que o tempo entre colisdes sucessivas é 7 = 2¢ /vy, 41
definindo as varidveis u,, = v,/2wa e M = {/27a temos

Un+1 = Un — F/(¢n)v ¢n+1 = % + (27TM/U7L+1)



Mapa de Ulam simplificado

» escolhendo F(¢) = cost) temos o mapa de Ulam simplificado

Upy1 = |Un +sin ey, U1 = Yn + (27 M /tuny1)

v

que é conservativo: J =1
> pontos fixos: ¢} = 0 (eliptico), 15 = m (hiperbdlico),
ur, =M/m, (m=0,1,2,...)
> regido de caos global para baixos valores de u: difusdo cadtica
limitada pelas curvas invariantes acima

P limitagcdo ao ganho de energia cinética das particulas



Sistemas fortemente cadticos

> mapa padrdo tipicamente tem uma variedade de 6rbitas
possiveis: periddicas, quase-periddicas e cadticas, misturadas
de forma extremamente complicada

> para K > 1 o plano de fase é quase totalmente ocupado por
uma érbita cadtica, mas ainda existem drbitas periddicas
estdveis com uma estrutura de ilhas periddicas a sua volta

P> em sistemas fortemente cadticos ndo ha pontos elipticos:
todas as drbitas periddicas sao hiperbdlicas, portanto instaveis

» para eles, hd uma érbita cadtica que preenche densamente o
plano de fase



O mapa do gato de Arnold

» mapa bidimensional conservativo definido no toro [0,1) x [0, 1)
Int1 = 2,40, (mod1), On+1 = Jn+0n, (mod1),

» 0 (nico ponto fixo do mapa é a origem; qualquer ponto no
toro para o qual xg e yg sejam nilmeros racionais € um ponto
fixo da n-ésima iterada do mapa, para algum valor de n

P autovalores da matriz Jacobiana constantes: £ > 1e & <1 -
todos os pontos fixos sdo hiperbdlicos (pontos de sela)

P as variedades invariantes instdvel W* e estdvel W* coincidem
com as dire¢Ges invariantes (autovetores da Jacobiana)

» as variedades invariantes preenchem densamente o toro: elas
se interceptam em um ndmero infinito de pontos
heteroclinicos que também estdo densamente distribuidas

» cendrio similar ao do emaranhado homoclinico: o mapa do
gato é fortemente cadtico — qualquer condi¢do inicial tipica
(0,yo0) ird produzir uma trajetdria que ira cobrir densamente
o toro para um ndmero infinitamente grande de iteracGes



Mapa do gato

» f: razdo entre a drea ocupada pela cara do gato e a drea do
quadrado unitério

» 0 mapa transforma uma regido, em cada iteragdo, num
mosaico das suas partes, produzindo uma figura bastante
complicada com o passar do tempo

» dada uma pequena regido fixa R no quadrado unitdrio, apds
um grande nimero de iteracdes do mapa resulta que a fracdo
da drea de R ocupada pelos pixels correspondentes a cara do
gato tende a f.



Sistema misturador

» o0 mapa do gato é um exemplo de sistema misturador:

>

fortemente cadtico

cuba-libre: 80% de coca-cola e 20% de rum: misturamos
muito bem os dois liquidos, de tal forma que qualquer gota da

bebida contenha a mesma propor¢ao original de coca-cola e
rum (f = 0,2 de rum)

ap6s muitas iteragdes do mapa do gato (mistura), uma
pequena area do quadrado unitadrio conterd a mesma fracio
ocupada pela cara do gato



Bilhares

» dominios bidimensionais limitados por paredes rigidas, dentro
dos quais uma particula move-se com velocidade constante em
trajetdrias retilineas, refletindo-se elasticamente nas paredes

» bilhar retangular: Hamiltoniana

p:v py

H=—"*+_—, 0<z<a,0<y<b).
2m  2m’

» supondo colisGes eldsticas, os momenta |p,| e |py| sdo
constantes do movimento. Varidveis de acdo:

1 b
Jl - p;pde — |p$|a’ % ‘py| ,
2T T




Bilhares integraveis

» Hamiltoniana em termos das varidveis de acao
2 2 2
s J J.
H(Jy,Jo) = — | %+ 2.
(1, J2) 2m <a2 b2
» o bilhar retangular é integravel, com frequéncias

_oH_ = _on_ =,
T oJ, ma2 b w2_8J2_mb2 2

» bilhar circular: H = E é uma constante do movimento.
Devido a lei da reflexdo, a forca de reacdo da parede do bilhar
sobre a particula numa colisdo é central

» o momentum angular é conservado: as duas constantes do
movimento tornam o sistema integravel.

w1



Bilhares cadticos

@ :

» bilhar do tipo estddio: n3do-integravel e fortemente cadtico
(misturador)

» sensibilidade as condi¢Ges iniciais: uma pequena incerteza na
determinac¢do da primeira trajetéria incidente leva, apds
apenas duas reflexdes pelos discos, a trajetérias cujos angulos
diferem apreciavelmente

P> com o passar das sucessivas reflexdes - pelos discos e pelas
paredes do bilhar - a incerteza é cada vez maior.



Recorréncias

£
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» considerando uma regido limitada do plano de fase

» condic3o inicial tipica vy e a envolvemos por um pequeno
disco Ry de raio € > 0

» todos pontos deste disco s3o iterados pelo mapa bidimensional
conservativo F' e deixam a regido correspondente ao disco

> teorema de recorréncia de Poincaré: sempre haverd pontos das
6rbitas que retornam a vizinhanca do disco inicial se
esperarmos um tempo suficientemente longo

P na3o importando quao pequeno o raio € do disco seja.

» cada retorno de um ponto da érbita ao disco inicial Ry é
denominado uma recorréncia do sistema



Recorréncias

0 teorema de recorréncia de
Poincaré ndo diz quantas
iteracoes serdo necessdrias para
isso

quando menor for o raio € do
disco inicial, maior serd em
média o tempo necessdrio para
obter uma recorréncia.

recorréncias no mapa do gato:
apds 192 iteracoes a imagem
correspondente a face de
Poincaré é reobtida de forma
aproximada



Paradoxo de Zermelo

>

>

Boltzmann definiu uma grandeza H a partir da fungdo de
distribuicao de velocidades de um gas de esferas rigidas

teorema H: sob determinadas condicdes, o valor de H é
constante ou decrescerda com o tempo

Zermelo argumentou que a grandeza H(t) ndo poderia
decrescer sempre pois, devido ao teorema de recorréncia de
Poincaré, seu valor deveria sempre aproximar-se do valor
inicial 7(0) apés um intervalo de tempo finito: critica a
Teoria Cinética dos Gases

explicacdo: para um gids de N ~ 10?3 esferas rigidas o tempo
de recorréncia é tao grande que é praticamente impossivel a
observagdo de intervalos de tempo onde a fun¢do H(t) seja
crescente.



Ergodicidade
» sistema Hamiltoniano: H(p,q) = FE

P se ele for ergddico entdo, dada uma condig3o inicial vg a
orbita subsequente dada pelas iteracbes sucessivas do mapa F
ird visitar todas as regides da superficie de energia de uma
maneira aleatéria e uniforme.

P propriedade ergddica: igualdade entre médias sobre condi¢coes

iniciais no espaco de fase e médias temporais sobre uma
trajetéria produzida por uma inica condig¢do inicial

f0) = lim fo ()

T—oo 1

» onde a média sobre condi¢des iniciais uniformemente
distribuidas no intervalo 0 < 0 < 27 é

2
5Oy =5 [ 1o,



Ergodicidade na fisica

~_

P a hipdtese ergddica é um dos fundamentos da Mecanica
Estatistica e, nos sistemas em que ela é usuamente aplicada
(como gases, sélidos, cadeias de spins, etc.) presume-se que
haja ergodicidade na regido de interesse do espaco de fase

» porém, como exemplificado pelo mapa padrdo, a ergodicidade
s6 é valida em determinadas regiGes do espaco de fase

» gas monatdmico: sistema de esferas rigidas que interagem por
colisdes de curto alcance — é um dos poucos casos onde a
ergodicidade foi estabelecida de maneira rigorosa (bilhar de
Sinai)
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