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O problema de N corpos

P sistema de NN particulas interagindo por forcas gravitacionais
» equacao Newtoniana do movimento da ¢-ésima particula
N

d2I'i G’I?’Lj(I‘i — I'j) i
5 = = —3 (z:1,2,...N).
di ; v — ;]
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> componentes cartesianas
N
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P com expressoes andlogas para y; e z;: sistema de ordem-6 N



Integrais do movimento do problema de N corpos

P> a cada integral de movimento, a ordem do sistema de
equacgdes diferenciais é reduzida de uma unidade
» como as forgas gravitacionais s3o internas (e obedecem a
terceira lei de Newton) e ndo ha forgas externas, o momentum
total do sistema de particulas é conservado:
d (N dr; N
p Zm’ﬁ =0 = Zmlﬁ = a,
i=1 1=1
P> as componentes cartesianas desta equacdo produzem trés
integrais do movimento.

N N N
E mMiT; = g, E MY = Qy, § m;z; = a,
=1 =1 =1

P> como as massas das particulas s3o constantes

d N N
% Zmiri =a = Z m;r; = at + b,
=1 i=1



componentes cartesianas (mais trés integrais do movimento)

N N N

Z mM;T; = agt+by Z m;Y; = ayt+by Z m;z; = a,t—+b,,
i=1 i=1 i=1

fazendo t = 0, resulta que b é o vetor de posicao inicial do
centro de massa do sistema de particulas.

ndo havendo torques externos sobre o sistema, seu momentum
angular total também serd conservado

N
L= E I'Z'XmiI"i:C,
=1

projetando o resultado sobre os eixos cartesianos, obtemos
mais trés integrais do movimento.

N N

Z m; (Yiti — 2i%i) = Co Zmi (2iTi — %) = ¢y

i=1 i=1

N
> m (@i — yidi) = c2,
=1



Integrais do movimento do problema de N corpos

» como a Hamiltoniana do sistema n3o depende explicitamente
do tempo, ela é uma integral do movimento, numericamente
igual a energia total do sistema:

N
1 ) . G
TU =Y (i i) -5,
i J

=1 =1 j=1
J#i
» hd 3+ 3+ 3+ 1 =10 integrais classicas do problema de

N-corpos.

» Bruns (1887) e Poincaré (1890) demonstraram que ndo h3
outras integrais para o problema de N corpos

» a ordem do sistema de equagdes diminui de 6 N para 6N — 10

» problema de dois corpos (N = 2): a ordem diminui de 12 para
12 — 10 = 2. Um sistema de segunda ordem é integravel pois
a solucdo do problema pode ser reduzida a quadraturas
(problema de Kepler)

» problema de trés corpos (!N = 3): o sistema serd de oitava
ordem (18 — 10 = 8) e n3o-integravel, em geral.



O problema geral de trés corpos no espaco

y

z

» Hamiltoniana do sistema é
2 2 2
P1 P2 P3
H =
2M, + 2Mo + 2M3
P energia potencial gravitacional
GMy My GMyMs GDM Ms

+ U(ry,ra,13)

U:

Cri—ra|  ra—r[ ri—rsl’
» equacdes candnicas

I"i = VPiH7 (Z = 1a 2a 3) pZ = _VZH’



O problema restrito de trés corpos no plano

]

» duas particulas de massas M (primdria) e My (secundaria),
que giram em torno do seu centro de massa com velocidade
angular ) constante num plano

» uma particula (teste) de massa M3z = m, com m < Mj2: a
particula-teste n3o altera significativamente o movimento das
duas particulas em movimento circular uniforme

» o movimento da particula-teste é determinado pelo campo
gravitacional produzido por M; e My



O problema restrito de trés corpos no plano

]

P> a: distancia entre a massa primdria e a secundaria, que
orbitam em torno do centro de massa comum

> a for¢a centripeta sobre a massa reduzida M; My /(M + Ma)
é igual a forca gravitacional entre M7 e Mo,

M7 Moy 9 My M, G(Ml + MQ)
T2 Y Ofa = Q= —=2
<M1 + Mg) a=0G 2z ad




O problema restrito de trés corpos no plano

N

» colocando a origem no centro de massa do sistema, as
posicoes das particulas M; e My em relacdo a origem sao

Msa Mia
b= dy=
My + M My + M
> varidveis adimensionais d; = ri/a=p, do = rofa=1—p
Mo M
[ —p

:Ml—l-MQ, :Ml—l-Mg’



Hamiltoniana no referencial sideral

| 4

>

>

referencial inercial: sistema de coordenadas siderais no plano

(§,m,¢=0).

coordenadas das massas primaria e secundaria

& = —ch cosQt = —pcost, m = —Jl sin Qt = —psinwt

£y = —dycos Ut = (1—p) cos Qt, 1o = —dysin Ut = (1—p) sinwt
Hamiltoniana da particula-teste no referencial inercial

1 (1—pm pm
H(pe, o pe; &1 Gi1) = 5 (P + Py +90) = == =" =

distancias da particula-teste as massas primaria e secundaria

ri(t) = \/(§ + peos Q) + (n + psin Q)2 + ¢2,

ra(t) = \/[5 — (1 — ) cos Q> + [n — (1 — ) sin Qt]* + ¢2.
a Hamiltoniana depende explicitamente de ¢, logo ndo é uma
constante do movimento



Hamiltoniana no referencial sindtico

» referencial (ndo-inercial) que gira com velocidade angular

em torno do eixo ¢
> sistema de coordenadas sindticas (x,y,z = (): as massas
primdria e secunddria est3o fixas nas posicoes

r1 = —d~1 = — U, Y1 = 0, z1 = 0,

$2:—(1~2:1—u, y2:O, 22:0.



Hamiltoniana no referencial sindtico

» a mudanca de coordenadas é uma transformagdo candnica de
segunda espécie, implementada pela funcdo geratriz

Fy = (§cos Qt + nsin Qt)p, + (=€ sin Qt + ncos Qt)py + (P2,

P> equagbes da transformagao candnica

oF:
pe = (9752 = py cos Qt — p, sin ¢,
OF, . OF,
=== Qt — Qt =57 =
Pn an Pz COS Py Sin {2, P ac Dz,
OF:
T = 2:5(305(215—I—nsimQt,
Ope
OF oF:
:J:—fsith—i—ncoth, z= 2:C7
ap, Op-

» correspondem a uma rotagdo dos eixos (x,y) de um angulo
Qt em torno do eixo z



Hamiltoniana no referencial sinético
P> das equacgdes que descrevem a rotacdo dos eixos
PE + Py + P = o+ P+ D2
» transformacdes inversas:
E=xcosQt —ysinQt, n=zsinQt+ycosQt, z=C.

» Hamiltoniana no referencial girante

o0,
K(pz,pys x,y) = H(pe, pp; §,m,t) + Tl H +Q(ypz — xpy)

L9 2 2 (L—p)m  pm
K:%(px_'_py +pz) +Q<ypz_xpy)_T_ga

» distancias da particula teste as massas primaria e secundaria

n=y@ e =l - (P 2t
> energia potencial gravitacional no referencial girante

A—pm pm

D(ry,re) = — o s



Hamiltoniana no referencial sindtico

> como z é o eixo de rotacdo, 2 = Qz, donde

Qype — zpy) = —p - (2 x 1),

» forma alternativa da Hamiltoniana no referencial girante

1

2

= —p- (22 xr)+md(r).
5P P ) +m®(r)
» transformacdo n3o-candnica

- p - -~ K
pI:&) py—iy 22&7 Kziv
m m m
» equacdes de Hamilton no referencial girante
G 0 dp,_ 0R  dp._ of
d 0z’ dt 0Oy’
de OH

at 0z
dr dy _0H
dt  0p, dt  Op,’

_oH
dt — op,




» Hamiltoniana rescalonada

- 1. ~ ~ ~ ~

H = 5 (P + Py + B2) + Qybe — wy) + @(r1,72).
» equacoes de Hamilton

dpy 0P dpy _ 00 dp,
= = py_ia —= = =Py — —, =
dt Ox dt oy dt
» derivando em relacdo ao tempo
5&:2Qy+92x_8£’ _QQy+a£
Ox ox
d
i = =20 + Q%y — oe _ —291:+8—U
dy dy
L0 _
9z oy’

P energia potencial efetiva,
QQ
U= (at +y°) — @,

> —02%(22 + y?) termo assouado 3 forca centrifuga



Integral de Jacobi

>

| 2

no referencial girante a Hamiltoniana H n3o depende do
tempo, portanto é uma constante do movimento

integral de Jacobi: C' = —2H
C=—(#"+9"+ )+ (2° +¢°) — 20

C=—(i"+9"+2) +2U.
como (...) > 0 entdo U > C/2, logo U >0

curvas de velocidade zero no plano xy: se # = y = 0 entdo
Cc=2U0

regides permitidas para o movimento da particula-teste:

U > C/2; regides proibidas: U < C/2.

estabilidade no sentido de Hill: se as regides permitidas
envolvem as massas primdria e secundaria



Curvas de velocidade zero

u=0.3

[ ]
L

L

Cc=25 C=1.95

» 1 =0,3: as curvas de velocidade zero s3o as fronteiras entre
as regides proibidas (hachureadas) e permitidas (em branco),
para diferentes valores da integral de Jacobi

> (' = 2,5: regibes permitidas concentradas na vizinhanca das
massas primaria e secundaria, e no exterior do circulo
hachureado (sistema é estdvel no sentido de Hill)

> C = 1,95: regibes internas se tocam num ponto Lagrangiano
L1, formando uma curva em formato de ndmero oito (I6bulo
de Hill)



Curvas de velocidade zero

Cc=1.777 C=1.646

» (' =1,777: tanto a regido permitida interior quanto a
exterior aumentam de tamanho: as duas regides permitidas se
tocam no ponto Lagrangiano Lo

> (' = 1,646: ha um outro contato destas regides no ponto
Lagrangiano L3. Além disso, aumenta o tamanho da abertura
préxima a massa secunddria permitindo uma excursdo maior
das trajetdrias da particula-teste que, em tese, pode “escapar”
da proximidade das outras particulas



Curvas de velocidade zero

Ly

c=15 c=142

» (' =1,5: aumento da abertura préxima a massa primaria

> (' = 1,42 praticamente toda a regido é permitida, com
exce¢do das vizinhancas dos pontos Lagrangianos Ly e Ls.

» aplicagdes: Sol (massa primaria), Jupiter (massa secunddria),
asterdide (particula-teste)

» se C' tem um valor alto, o asterdide pode orbitar tanto o Sol
como Jupiter, nunca saindo destas vizinhancas

» se C' diminui, um asterdide que inicialmente esteja orbitando
em torno do Sol poder ser capturado para uma 6rbita em
torno de Jupiter. O contrdrio também pode ocorrer: um
planeta pode perder um satélite para uma érbita Solar



Pontos Lagrangianos

» s3o pontos de equilibrio de uma particula-teste movendo-se no

potencial efetivo U(x,y)

() (8,
T/ (@) Y/ (@)
ou o0d ou 0d
Qe A o TV it
Ox T o Oy Y oy’
02 _1—pdm  podry 0% _1—pdn , por
or  r? Ox r3dx’ 9y  r? Oy r30y’
O _zp O _y O _z=(1—p) O _y
or r Oy m Or 7o Oy 1o
o A=p@+p) ple”—1+p)
€ *3 *3 _0’
"1 T2
* _ (=) o —
y{1- G- ) =0

» duas familias de solugdes: y* = 0 (pontos colineares) e y* # 0

(pontos triangulares).



Pontos colineares

> y* = 0: encontram-se sobre a reta que contém as massas
primaria e secundaria.

o l-p x4 p W r—=1+p
(z* + p)? e+l (@ =1+ p)? e =1+ g

> ha trés casos possiveis onde esta expressao se aplica:
1. x* < —u: x* estd a esquerda de ambas as massas, com
1- rr =1+
"+ £ 7+ o 2 L=,
(x* + ) (% — 1+ p)° |z* =1+ pf
2. —p < x* <1—p: x estd entre a massa primdria e a
secunddria, tal que

RS St n I
(@*+p)? (2 =1+ p)?
3. x> 1— p: x estd a direita de ambas as massas, de modo que
o d=p p
@ +p)° (@ —1+p)’

=0.

xT




Pontos colineares

P todas estas sdo equagdes algébricas de quinto grau, e devem
ser resolvidas numericamente para um dado valor de p

» cada uma delas sé possui uma raiz real no intervalo para o
qual ela é valida. Estas solucdes reais identificam os pontos
Lagrangianos colineares denotados por L; (entre as massas),
Lo (a direita) e Ls (a esquerda)

» por exemplo, para p =0,3

xp, =03, a2 ~1,25, aj, ~-1,12



Pontos triangulares

» como a distancia entre as massas primdria e secundaria
também é igual a 1, o ponto Lagrangiano nao-colinear é o
terceiro vértice de um tridangulo equildtero cujos demais
vértices s3o as outras massas

P h3 dois pontos Lagrangianos triangulares, denotados por L, e
Ls, com y* = i\/§/2.



Equacdes de Hill

> se u < 1 a drbita da particula-teste é essencialmente
Kepleriana em relacao a massa primaria M7, desde que a
particula-teste esteja longe da massa secundaria My

> equacdes de movimento da particula-teste

jj_zy_I:_(l—M)(:eru) plz — (1 = p)]

3 3
1

1—
PIEY SRV Gt )

2 2
ri=(e+p)’+y°,  ri=[r-0-pl+y%
» transformac3o de varidveis: @’ =x —1+pey =y

r’:f B r’%
./ N (1_N)y/ ©y'
g +2 =y — I EE
1 2

r’%:(:z:’+1)2+y'2, 7"3::1:’24—34'251"2.



Equacdes de Hill
> sepu<<ltemosquel —u~14+pu~1

/ /
DY PN ;1—%
™1 ™9
/ /
J 42—y~ =ty = B
LA A

» expandindo em série em torno do ponto (z/ =0,y = 0)

w41 : y :
—T?z—l—i—Qx, —r—/?z—y,

> equagbes de Hill

5&'72y,=<3—£)x’:8UH

T3 ox'
/
) Ny ny oUy
» onde definimos o potencial de Hill
3 2 H
UH = 556 + ﬁ,



Determinacao aproximada dos pontos Lagrangianos

» posicdo dos pontos Ly e Lo quando p < 1
> condicBes de equilibrio: &'* = & = 0, y*r=4¢*=0
P substituindo nas equac¢des de Hill

1/3

"% ! x H

€T ::l:THa Yy :Ov TH: (i) ;
P> estdo simetricamente posicionados em relacdo a massa

secundaria, que é o centro de uma esfera de raio Yy (esfera
de Hill).



Estabilidade dos pontos Lagrangianos
» perturbacdes das posicdes (z*,y*) dos pontos Lagrangianos:
x =z*+0x, y = y* + dy, com |dz| < |z*| e |dy| < |y*|
> equacdes de movimento da particula-teste
oU

U by yobe =Y.
ox

dy
L —p I

5x—25y:

(z* + )+ +

N =

U(l‘,y) =

P expansdo em série dos segundos membros das equac¢des

S (e, ()
0\ 0w/ (o) 022 ) (r 4y 020y / (g vy

o) () (%)
Oy \ 0y ) (o yoy WO ) ey TN ) ey

» equacdes linearizadas de primeira ordem
Sz = dvg, dvy = adz + bdy + 20y
oy = du,,. dv, = béx + déy — 20x

Vw2 J@rp—12 4+

)



Coeficientes das equacoes linearizadas

oxdy
__1-p 7 . 7
D e [(@0 i <r3>J
523[(1—u)(w*+u) M(fv*+u—1)]
(7"?)0 (7"5’)0
s A=+ p - 1)
=2 [ Do 09, ]



Forma

>

matricial das equacodes linearizadas

sistema de equacoes linearizadas: v=J v

ox 00 1 0
oy oo o0 1
V= ovg |’ J= a b 0 2

dvy b d -2 0

estabilidade linear dos pontos de equilibrio determinada pelos
autovalores da matriz Jacobiana: raizes da equagdo secular

det(J—€D) =&* + (4 —a—d)E% + (ad — b?) =0,

raizes da equacgdo biquadratica (i = 1,2, 3,4)
1 1 1/2) 1/2
fi:j:{—2(4—a—d)qt2[(4—a—d)2—4(ad—b2)] }

1. autovalores imagindrios puros: centro (estdvel) — trajetdrias
préximas executam pequenas oscilagdes em torno do ponto

2. autovalores reais: ponto de sela (instavel) — as trajetdrias
afastam-se do ponto Lagrangiano a uma taxa exponencial
igual ao autovalor correspondente



Estabilidade dos pontos colineares
» fazendo y* =0, como (r1)y =z"+pe (ro)y=a"+p—1

1-— T

Ao
a=1+2a, b=0, d=1-a.

» equacgdo secular (s = £?)

4 (2—a)?+(1+42a) (1—a) = s*+(2—a)s+(1+2a)(1—a) = 0,
» os pontos de equilibrio serdo estaveis (centros) se &; forem

imaginarios puros. Pelas relacdes de Girard

€2 = (1+2a)(1 —a) > 0.

» como a > 0, entdo @ < 1 para estabilidade

(@ +p—1)° =@ +p) _ 2 +p)+1
x* N x* >0
P> os trés pontos colineares nunca poderdo satisfazer
simultaneamente a condicdo de estabilidade a < 1, portanto

todos serdo instaveis, com tempo caracteristico ~ &L

d:




Estabilidade dos pontos triangulares

P os pontos triangulares L, e Ls estdo localizados em
¥ =1/2 — pey* =+3/2, e formam os vértices de
tridngulos equildteros de lado unitdrio com as massas primaria
e secundaria. Logo (11), = (r2), =1

. 3 - 3

~:1 g — 1—2 =

a ) b 37 2( /J,) d 4’
a=3/4, b= ﬂ:3f(1 —2u), d= %.

P> equagado secular
27 27
e+ pl—p) =s"+s+pl—p) =0,

> raizes: 512 = (—1++/A)/2, onde A =1 —27u(1 — p)
P> para que os pontos triangulares L4 e L5 sejam estdveis
devemos ter A > 0 ou pu? — i —I— = > 0, donde temos que

1 23
Sw==[1—/=]|= 2.
< o 5 ( 27) 0,0385



Estabilidade dos pontos triangulares

P no intervalo de estabilidade 0 < u < g os autovalores sio

1/2
G100 = /51 = £ (-1 F V1= 27u(1 — ) /2]
> se u << 1épequeno /1 —27u(l —p)~=1—(27/2)u

Sra~£V/=1+(27/4) p, €34~ £/ (27/4) p.

P as trajetdrias nas vizinhancgas dos pontos estdveis sdo curvas
fechadas em torno deles, com periodos caracteristicos

Tio =27/|&12], T34 = 2m/|€3 4]




Estabilidade dos pontos triangulares

LN
IS

/)

> |£12] ~ 1 tal que as oscilagdes tém periodo curto T4 2 ~ 2,
correspondente a um movimento epiciclico

> |£34] < 1 implica em oscilagdes de longo periodo T3 4 > 2,
que correspondem as drbitas fechadas (libragdes) em torno do
ponto triangular

» no referencial girante, as trajetdrias da particula-teste nas
vizinhancas dos pontos triangulares sio combinac¢des destes
dois movimentos, ou seja, sdo epiciclos cujos centros
executam drbitas do tipo libragio



Orbitas do tipo girino

(a)

» ponto Lagrangiano Ly, situado em z* = 0,5 — ug e

y* =+/3/2, com ps = 0,001

P trajetdrias obtidas numericamente em torno de Ly, para

condicdes iniciais diferentes

1. (a) 2o = 2* + 0,0065, yo = y* + 0,0065, io = 5o = O;
2. (b) my = a* + 0,008, yo = y* + 0,008, & = gy = 0.

P 4rbitas do tipo girino: epiciclos superpostos a uma 6rbita

fechada

» podem envolver tanto Ly como Ls



Orbitas do tipo ferradura

) ——

K y

P a dérbita envolve ambos os pontos triangulares

K

/
.

» ¢ conhecida como 6rbita ferradura, com po = 0,000953875 e
condicdes iniciais diferentes

1. (a) mo = —0.97668, yo = 0, &0, o = —0,06118
2. (b) mo = —1,02745, yo = d¢ = 0, o = 0,04032
» aumentando o valor de C, podemos passar de uma érbita do
tipo girino para outra do tipo ferradura e vice-versa.



Asterdides Troianos

X asteroides
asteroides Troianos

Troianos

Jupiter

43 2 13 0 15 27 52
minutos-luz unidades astronomicas

» sistema Sol-Jupiter-asterdide

M ~2,0x10%° kg, My ~2,0x10*" kg, m ~ 3,0x10% kg,
> a drbita eliptica Sol-Jupiter tem semi-eixo maior

a = 1778,34 x 10° m e excentricidade e = 0, 0487, com

periodo orbital de 11.862 anos.

p=My/(M; + M) ~0,00l <1, m/My~10"% « 1,

» os pontos L4 e Ly sdo populados por asterdides chamados
Troianos: todos movem-se em drbitas do tipo girino.



Sistema Sol-Terra-asterdide

» a 6rbita da Terra tem raio a = 1 U. A.
M ~ 2,0 x 10% kg, My~1,0x10® kg  p~1070
P posicao dos pontos colineares se p < 1
di=dy=Tpg = (u/3)"? = xa=1,49 x 10° km

> [ é instavel, com tempo caracteristico é da ordem de 23
dias: corre¢oes de drbita s3o necessdrias

» como L; estd entre o Sol e a Terra, permite uma observacio
aprimorada do Sol (sonda espacial n3o-tripulada SOHO)



Sistema Sol-Terra-asterdide

>

>

o ponto Ly tem o mesmo tempo caracteristico de 23 dias, e é
considerado ideal para a observacdo astron6mica

esta suficientemente préximo a Terra para permitir uma
comunicagdo rapida, e porque deixa para trds o Sol, a Terra e
a Lua, permitindo uma visdo mais nitida do espaco.

sonda WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe), cuja
missdo foi estudar aspectos da radiacdo césmica de fundo.

Telescépio Espacial James Webb, langcado pela NASA no
Natal de 2021.



Sistema quase-integravel

» consideramos o movimento da particula-teste em torno da
massa primaria M; como uma &rbita Kepleriana (sistema
integravel)

» desde que a particula-teste esteja suficientemente longe da
massa secundaria Mo podemos considerar a influéncia
gravitacional entre elas como uma perturbagdo de fraca
intensidade

» 1’| er’y: posicdes das massas primdria e secunddria em
relacdo ao centro de massa

/ /
I‘:I'1+I'1:I'2+I‘2,



Sistema quase-integravel
» Hamiltoniana da particula-teste no referencial girante
1

H=—p’—p-(Q —
5P~ P (2 x7)

(1=pm
lr —r/q] v —r/o|

» como |r'1| = p, se p < 1 entdo r'y &~ r, de modo que a
Hamiltoniana correspondente ao movimento integravel em
torno da massa primaria sera

Hy(p,r) = %p2 —p-(Qxr)— (1TH)m7

» problema de Kepler mais um termo de forca centrifuga: forga
resultante é central, para o qual a érbita é limitada a um plano

» usamos coordenadas polares (7, 6), onde 6 é o angulo entre o
vetor posicao r da particula-teste e a reta que liga as massas
primaria e secundaria

P perturbagcdo da massa secundaria

um

cHy = H
v — /s



Hamiltoniana do problema de Kepler
P problema de Kepler: momenta canonicamente conjugados

pr=mi,  pp=mr’f=|rxp| =up,—yp. = 5P (2x¥),
» Hamiltoniana n3o-perturbada no referencial girante
1 Y 1—pu)m
Ho(pr, po;r,0) = 5 - <p,, - 9) Qpg — A=—pm _ E,
m r r

» ¢ ciclica em 0, donde pg é uma constante do movimento

» como Hy n3o depende explicitamente do tempo, ela é igual a
energia E/, a qual é também uma constante de movimento

» varidveis de acdo do problema de Kepler

2 or’

» isolando o momentum radial

1 — 2y 1/2
pT::I:{Z'm [E+Qa9+m(ru)] —i‘g} .

1 27
Jo=— [ pedd =y, — 5 Ppoetr= o f
0



Hamiltoniana nao-perturbada
» definindo as quantidades

A =2m(F + Qay), B =m?*(1 — p), C = a3,

» varidvel de acdo radial

IR R AngQ m?(1 — p)
=5 f{d r2 T/ 2m(E + Qag)’

» Hamiltoniana n3o-perturbada expressa em varidveis de acdo

m3(1 — p)?
Ho(Jr, Jo) = —2(;_”/;;2 -

» frequéncias do problema n3o-perturbado
H 3(1— p)?

wrzaozm( M)3ELUT
OHy _ m3(1 — p)?

wp = —=— =8+ :_Q+w7
© 0T, (Jy + Jo)° T

J97




Toros do sistema integravel

» cada toro do sistema integravel H é identificado pelo seu
nimero de rotac3do, que é a razio entre as frequéncias das
varidveis angulares:

a(J,) = wy/wy

P se o nimero de rotagdo for igual a razdo entre dois inteiros,
primos entre si, & = my/my, entdo o toro correspondente é
racional, e as trajetérias fecham-se sobre si mesmas apds um
certo nimero de voltas nas duas diregdes do toro

» caso contrario, teremos um toro irracional, e as trajetdrias
nunca fecham-se sobre si préprias, preenchendo densamente o
toro.

» sob uma perturbacdo n3o-integravel suficientemente fraca

1. toros racionais desaparecem, deixando um nimero par de
pontos fixos (metade elipticos, metade hiperbdlicos): Teorema
de Poincaré-Birkhoff

2. a maioria dos toros irracionais sdo mantidos, ainda que com
alteragdes de forma (teorema KAM)



Toros racionais

» os toros racionais correspondem a ressonancias entre as
frequéncias da massa primaria e da particula-teste

a(ty) =1—Q/wr =my/ma

» n3o haverd movimento da particula-teste nas vizinhancas dos
toros para os quais 2/wp = m/n, onde m = mg —m; e
n = Mo SA0 inteiros positivos.

P cinturdao de asterdides entre as dérbitas de Marte e Jupiter a
uma distancia da ordem de 2,8 UA do Sol

> milhGes de objetos, desde asterdides com centenas de
quilémetros de didmetro até particulas de poeira. Os
asterdides giram em torno do Sol e suas trajetdrias sdo
perturbadas pela érbita de Japiter

» a influéncia da drbita de Marte é desprezivel, visto que Jipiter
tem massa 2960 vezes maior que a de Marte.



Hiatos de Kirkwood

3(.1 5v2 7'3 2'.1

[

numero de asteroides

o
20 21 22 23 24 25 2.6 27 2.8 29 30 31 32 33 34 35

semieixo maior (unidades astronomicas)

» frequéncias das orbitas dos asterdides wyp: diferem entre si
devido as suas massa m e semi-eixos maiores diferentes, o que
altera os valores das energias e momenta angulares e, por
conseguinte, os valores das varidveis de acdo J, e Jy

» ha muito poucos asterdides com semi-eixos maiores préoximos
a 2,50 unidades astronémicas e periodos orbitais de 3,95 anos

P tais asterdides executam trés érbitas para cada orbita
completa de Jupiter. Assim a razdo entre suas frequéncias é

Q/OJT = TT/TQ = 37‘9/7’9 = 3/17

» o0 aue conficura uma ressonancia orbital 3+ 1



Hiatos de Kirkwood

numero de asteroides

50

o
20 21 22 23 2.4 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
semieixo maior (unidades astronomicas)

> histograma mostrando o niimero de asterdides em fun¢do do
semi-eixo maior de suas orbitas

» ha um hiato para o valor do semi-eixo maior de 2,50 UA que
corresponde a uma ressonancia 3 : 1

» outros hiatos correspondem a ressondncias 5 : 2 (em 2, 82
UA), 7:3 (em 2,95 UA) e 2: 1 (em 3,27 UA).

P excecdo: ressonancia orbital 1 : 1, situada a uma distancia de
3,4 UA: asterdides troianos

» como esta frequéncia é aproximadamente igual a frequéncia
orbital de Jupiter, entdo €2 =~ wp e forma-se um pequeno pico



Anéis de Saturno

\

» podemos tratar o sistema formado pelo planeta Saturno e um
dos seus satélites interiores, como Mimas e Encelado, como
um problema restrito de trés corpos, onde a particula-teste
seria um grdo pertencente ao anel de Saturno

» havera toros racionais nas posicoes correspondentes a
ressonancias entre as frequéncias orbitais de Saturno e seu
satélite (Mimas ou Encelado), com nimero de rotag¢do /wrp
igual a um ndmero racional.

» os anéis de Saturno exibem hiatos: o anel de Crepe e os anéis
A e B, separados pela divisdo de Cassini.



Anéis de Saturno e ressonancias

» o anel de Crepe inicia a 74,6 unidades e termina a 88,9
unidades. O anel B, que o sucede, comeca a 90, 5 unidades, e
termina a 117,1 unidades. Existe, assim, um hiato entre o
anel de Crepe e o anel B.

P no interior deste primeiro hiato, a 89,2 unidades do centro,
existe um toro racional devido a uma ressonancia entre a
frequéncia  de Saturno e wy de Mimas: Q/wr = 3/1

» nas proximidades da divisdo de Cassini encontramos um toro
racional, correspondentes a uma ressonancia entre Jipiter e
Encelado, com Q/wr = 2/1; e outra entre Japiter e Mimas,
com Q/wp =2/1.
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