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Descricoes do escoamento de um fluido
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Fixed Point Maving with Fluid
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» descricdo Lagrangiana: toma uma determinada particula do
fluido e acompanha seu movimento no espaco e no tempo

» descricdo Euleriana: fixa a atencdo num dado ponto do fluido,
e analisa as variacdes das quantidades fisicas de interesse
naquele ponto

» na descricdo Euleriana, as quantidades fisicas de interesse sdo
fun¢des da posicdo r = (x,¥, 2) e do tempo ¢

» fluidos ideais (sem viscosidade nem condugdo de calor):
campos escalares de pressdo p = p(r,t), densidade p = p(r,t)
e velocidade v = v(r,t) — cinco campos escalares.



Equacao de continuidade

P> equacgbes de balanco: traduzem principios de conservacdo
aplicdveis a escoamentos de fluidos ideais: massa, momentum
linear, e energia

P principio de conservacao de massa — equag¢ao de continuidade

dp

dp
E—FV'(pv)—a—i-pVWf—i-v-Vp—O,

P escoamento incompressivel: a densidade é constante no tempo
e uniforme no espaco: V-v =0

» a pressdo p do fluido, numa regido limitada de volume Vj,
leva a uma forca resultante atuando sobre a superficie S que
limita essa regido, dada por

— j{ phda = — VpdV,
S Vo

» o fluido que envolve um elemento de volume dV exerce sobre
ele uma forca —dV Vp, donde a for¢ca que age sobre uma
unidade de volume do fluido é —Vp.



Equacao de Euler

» a forca sobre uma unidade de volume deve ser igual ao
produto da densidade p e a acelera¢do dv/dt:

dv
P a
» a derivada acima refere-se a um elemento de volume que se
desloca com o tempo juntamente com o fluido (descricdo
Lagrangiana do movimento)
» passamos a descricdo Euleriana levando em conta que uma
quantidade fisica qualquer x(r,t) tem sua derivada total em
relacdo ao tempo dada por

dx _oxdr  oxdy  oxds oy _
dt — Oxdt Oydt 0Ozdt Ot
» aplicando a velocidade temos a equacdo de Euler

ov 1 1
K v V)v=—= St
8t+(v V)v pr+p

» onde f é uma forca externa por unidade de volume. A
densidade de forca gravitacional é pg.

—Vp.
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Escoamentos planos

lowver

» escoamento bidimensional no plano z =0: r = (x,y,0) e 0
campo de velocidades é v = (v, vy,0)

» condic3o de incompressibilidade

vy + %

ox oy

» definimos uma funcdo de fluxo v (z,y) tal que

_ oy oy

oy YT o
» check da condicdo de incompressibilidade

vy %_ 0% 0% _0

Ox oy  0xz0y B oyoxr

V.v= =0.
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Linhas de corrente

velocidade

—
=

linha de corrente

» linhas de corrente sdo curvas que, num dado instante ¢, tém
como tangentes em cada ponto o vetor velocidade v
» como v = dr/dt temos que

dxr = v,dt, dy = v,dt,
P equagdes diferenciais das linhas de corrente
dr dy
v vy
> a funcdo de fluxo ¢ (z,y) é constante ao longo de uma linha
de corrente, pois

wd + —wdy = —vydx + vydy = 0,

)
dip = o



Velocidade no escoamento plano

» velocidade do fluido em coordenadas polares (r, 6):

v(r,0) = v.(r,0)r + vy(r, 6)0,
» componentes da velocidade em termos de )

B 181/}(7’,9)
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'Ur(rv 0) ~ 90 w(r’ )

or

vg(r,0) = —




Vorticidade e circulacdo
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Circulation Rotation Circulation &
Rotation

» vorticidade de um escoamento
w=Vxv.

» circulagdo da velocidade do fluido ao longo de uma curva

fechada C
I'= j{ v - ds,
C

» usando o Teorema de Stokes

F:/(va)~ﬁda:/w-ﬁda,
S S

P> nos escoamentos planos a vorticidade é dada por

w—va—(—



Escoamento plano uniforme

(b)
v=0

» componentes da velocidade s3o constantes
v=V,x+Vy.

» diferencial da funcdo de fluxo

dip = —w wdy = —Vydae+Vydy, = Y(z,y) = —Vya+Vzy.

» equacles para as linhas de corrente

y(x) = v + (tanf) z
Va
» como tan6 =V, /V, é uma constante, as linhas de corrente
sdo retas paralelas formando um angulo 8 em relacdo ao eixo

x. Para cada valor de ¥ hd uma linha de corrente diferente.



Fontes e sorvedouros

v

_ Source _ Sink

AP AN

a) Source Flow B) Sink Flow

~

a velocidade sé tem componente radial: v = v,(r,6)0

se v, > 0 teremos uma fonte e, caso v, < 0, um sorvedouro

como 9v¢/dr = 0, 1 n3o depende de 7, ou seja, ¥ = ¢ (0)
dip/do = f(0) = ro, = u=fO)/r

supondo simetria radial, v, ndo depende de 6, donde f(6)
deve ser uma constante, que escreveremos na forma

b(0) = af/2n

as linhas de corrente 1) = const. sdo raios com origem no
centro, cada qual formando um angulo # com o eixo .

(6 2N
V(T‘) = %r.



Vértices

» a velocidade sé possui componente angular: v = vy(r, 9)9: se
vg > 0, o vortice é positivo (anti-hordrio) e, se vg < 0, ele é
negativo (horério)

» como 9y/00 = 0, entdo ¢» = 1(r), com dip/dr = —vy(r,0).
Supondo simetria axial vy ndo depende de 0,

diy /dr = —vy(r).

» circulagdo associada ao vértice (C circulo de raio )

r= ﬁv ~ds = (2mr)vg(r), = vo(r) =T/27r

onde I' > 0 e I' < 0 s3o vértices positivos e negativos

» fungdo de fluxo: ¢(r) = —(I'/27)Inr.

» linhas de corrente i) = const.: circunferéncias de raio r e com
centro na origem



Adveccao de escalares passivos

» adveccdo: transporte de uma substdncia ou quantidade por
meio do escoamento de um fluido, ou seja, as propriedades da
substancia s3o transportadas pelo movimento do fluido

P transporte de poluentes, sedimentacdo, misturas, emulsdes,

» escalares (ou tragadores) passivos: particulas suficientemente
pequenas para ndo perturbar significativamente o escoamento
do fluido, porém grandes o suficiente para que n3o entrem em
movimento Browniano e sejam transportadas com o
movimento do fluido



Adveccao passiva em escoamentos planos incompressiveis

» a descricdo do movimento dos escalares passivos é
Lagrangiana: a velocidade das particulas advectadas € igual a
velocidade do fluido em cada posicdo da particula no plano
(z,y), ou seja, T =v, e J = vy

P> equagbes de movimento dos escalares passivos sdo

dv O dy O
at 0y’ dat Oz’

P> s3o as equagdes de Hamilton, onde x é a coordenada e y o
seu momentum canonicamente conjugado

» a funcdo de fluxo é a prépria Hamiltoniana do problema de
adveccdo passiva: H = 1.



Duplo giro
» se a funcdo de fluxo for explicitamente independente do
tempo, ¥ = ¢(z,y), entdo o problema de advec¢do passiva
tem um grau de liberdade e, portanto, é integravel
» duplo giro: ¥(x,y) = Asin(mx) sin(7y),
> equactes de Hamilton
& = Amsin(mz) cos(my), y = —Am cos(mx) sin(my).

> regido retangular R={0 <z <2,0<y <1}
» pontos de equilibrio (z.; € {0,1,2} e y; € {1,0})

11 31
A: (=, = B: -y, = i - ciy Yei) s ':1,...
(33) #:(53) G Gam) (=10

» matriz Jacobiana
7 Am? cosmrcosmy —Am?sinmrsinmy
“ \An?sinmzsinmy —An?cosmxcosmy)

1. os autovalores de J nos pontos A e B s3o imaginarios puros
&0 = finVA: A e B sdo centros (lineares)
2. os autovalores em C; sdo reais: sdo pontos de sela (instaveis)



Duplo giro

» linhas de fluxo: as curvas onde v é uma constante

» dois vértices com centros nos pontos de equilibrio A e B, em
torno dos quais as trajetdrias dos escalares sdo fechadas

P os pontos de sela C; estdo conectados entre si pelas
respectivas variedades invariantes, ou trajetérias
heteroclinicas, que atuam como fronteiras dos dois vortices
centrados nos pontos A e B, com sentidos opostos

> a trajetdria heteroclinica (o segmento de reta V') que conecta
C1 =(1,0) e C3 = (1,1) separa os dois vértices contidos no
retangulo R.



Duplo giro com perturbacao dependente do tempo

» se a funcdo de fluxo depender explicitamente do tempo,
Y =(x,y,t), o sistema passa a ndo ser mais integravel

Y(,y,t) = Asin[r f(z, t)] sin(my),

f(z,t) = a(t)z? + b(t)z
a(t) = esin(wt), b(t) =1 — 2esin(wt).

» equacdes de Hamilton
& = wAsin[r f(x,t)] cos(my)

y = —mwAcos|rf(x,t)]sin(mry) %

» mapa de Poincaré estroboscdpicos: varidveis discretas (o
tempo é tomado a miltiplos inteiros do periodo 7 = 27 /w)

xn = x(t =nT), yn = y(t = n7).



Duplo giro com perturbacao dependente do tempo

> £=0,25e7=10: o retdngulo D nado se altera, mas a
trajetdria heteroclinica V' entre os dois pontos de sela (1,0) e
(1,1) ndo mais existe

» as variedades invariantes estavel e instavel destes dois pontos
de sela deixam de ser ligadas suavemente pela trajetéria
heteroclinica e se cruzam de forma altamente irregular,
produzindo um emaranhado homoclinico

P a drbita cadtica preenche uma area finita do retangulo D,
onde estdo imersas ilhas periddicas.

» as particulas podem migrar de um lado a outro do retangulo
D devido ao caos global (auséncia de barreiras de transporte)



Duplo giro com perturbacao dependente do tempo

» ¢ =0,5: 0 aumento na taxa de difusdo de particulas com
movimento cadtico é tanto maior quanto mais intensa for a
perturbacao,

P regido cadtica é mais pronunciada e claramente vai erodindo
as trajetdrias dentro das ilhas periddicas, tanto as relativas
aos vortices principais, como as ilhas que apareceram entre os
dois vértices

» o0 aumento da perturbacdo provoca a destruicdo de muitas
curvas invariantes , tanto nas ressonancias primarias como nas
secundarias.



Duplo giro com perturbacao dependente do tempo

» ¢ =1,0: a regido de movimento cadtico das particulas
advectadas pelo fluxo se estende ao longo de todo o retdngulo
D (alguns remanescentes de ilhas periddicas)

» trajetdrias em cor vermelha (resp. azul) s3o geradas por
condi¢des iniciais no disco centrado em (xg =0,1,y9 = 0,1)
(resp. (g =1,9,90 = 0,9)).

P> a existéncia de drbitas cadticas que visitam ambos os lados do
retangulo D faz com que os dois fluidos se misturem



Vértices em fluidos

P> um vértice é uma regido do espaco onde ha uma rotacdo do
fluido em relagdo a um eixo

» vortices puntiformes: o eixo de rotacdo é retilineo e
perpendicular ao plano do movimento

P> extensdes naturais do conceito de particulas na dindmica
Hamiltoniana

» vorticidade de um vértice puntiforme na origem: w(r) = I'0(r)

» circulacdo do vértice puntiforme

/w-flda:I‘/é(r)da:F,
s S_1



Sistema de Vértices puntiformes

7R

> se o vértice puntiforme estiver no ponto r’: w(r) =T'd(r — r’)
> N vértices puntiformes localizados nos pontos r;,

r)= ZFZ-(S(I‘ —1;).

P> em escoamentos bidimensionais, a vorticidade é uma
constante: ela é transportada pelo escoamento do fluido
» funcdo de fluxo para um vértice puntiforme na origem

P(r) = —(T/2x)In|r|.

» para um sistema com N vdrtices puntiformes com
intensidades I'; e localizadosem r;, i =1,2,... N

N
P(r) = —(1/2m) > Tiln|r —ryl.
=1



Sistema de Vértices puntiformes

» encarando o movimento de vértices puntiformes como um
processo de adveccdo, as equacdes de movimento do i-ésimo
vortice serdao

dr; O dy;

dt - 8%’ dt __81'2"
1/2 2 2,1/2
ri—rj| = {(ri —1j) - (0 — 1) }? = {(@i — 2))* + (i — )"}
0 T — T Yi — Yj
oy | = e | = LT IT
81‘1' ! J| \ri—rj| 6yl| ! J| ’I‘i—I'j|
1 & Yi—y
- - LYYy _
xl__27r,z,. J]r~— |2’ (=12...N)
j=1j#i v
1 N xr; — X
. ) T &g
h=ar 2 i
j=tgpi Tl

P onde as somatdrias excluem os termos singulares que
aparecem para ¢ = j.



Funcao de Kirchhoff-Routh

>

>

cada vortice estabelece em torno de si um campo de
velocidades de médulo I'/27rr, onde r é a distancia ao vértice
havendo mais de um vértice, qualquer um deles sofrera
adveccdo devido a velocidade combinada produzida por todos
0s outros vértices

a velocidade de um vértice num dado instante serd a soma
vetorial das velocidades produzidas, em sua posi¢ao, por todos
0s outros vértices.

funcdo de Kirchhoff-Routh

1 N N
i=1j=1,j#i

reescrevemos as equacoes de movimento dos vértices como

_oHm L. oH
8.1‘1'



Hamiltoniana do sistema de vértices

P varidveis canonicamente conjugadas

G = VITiz;  sel; >0, _ VT seTi >0,
! v-Ty; sel; <0, ’ ! v—1x; sel; <0, ‘

» equacSes de Hamilton para a funcdo de Kirchhoff-Routh

OH OH
i = , ) = — i=1,2,...N
q; Op; pi da; ( y Ly )
» cada vértice puntiforme corresponde a um grau de liberdade:
suas coordenadas no plano formam um par candnico

P> um sistema de N vértices terd N graus de liberdade

» N =1: como H = H(p1,q1) é independente do tempo, é
uma constante do movimento, logo é um sistema integravel

» colchetes de Poisson

N
of dg  df dg 1 (0f9g Of Og
{f>g} E : <8q 8p2 8]02 aQZ ; F,L- 8%’ 8yi 8y¢ 6%1- 5




Integrais do movimento
» colchetes de Poisson fundamentais:

{z1,T1y1} = {xo, Doy} = ... = 1, {z1, 92} = {x2,v1} = {21, 22} =
» equacgdo de evolugdo temporal de uma quantidade f
a _of
- == H}.

P trés quantidades ligadas ao impulso linear total do sistema

N N N
Q=> T, P=) Ty, I=) Ti(x}+y).
i=1 =1 =1

{Q,HY={P,H}={I,H} =0.

> todas sdo constantes do movimento. Estardo em involugdo?
N
{Q,P}:ZFZ’ {Q,I}:QP’ {P,I}:—2Q7
i=1

» definindo a combinagdo J = Q2 + P?
{J, 1} = {Q*+P% I} =2Q{Q, I}+2P{P, I} = 4QP—4PQ = 0.



portanto as trés integrais do movimento H, I e J estdo em
involucao
logo os casos de N =2 e N = 3 vdrtices sdo integraveis para
quaisquer valores das suas intensidades I';
o caso de N =4 é, em geral, ndo-integravel. Ha dois casos
particulares interessantes

1. se Zle I'; =0 entdo {Q,P} =0

2.5e P=Q =0
em ambos, haverd quatro integrais do movimento
independentes: P, ), I e H, e o sistema de quatro vortices
serd integravel
O caso de N = 2 vértices puntiformes é integrivel e tem uma
solucdo analitica exata, no plano complexo, para I'y +T's #£ 0
equacoes de movimento dos vortices

. 1 Y1 — Yo . 1 T1 — X
R - TR PR

T |rp — o T |rp — 1o
. 1 Y2 — Y1 . 1 Tro — I
T2 = Y2 = —

_% 1|I‘2—I‘1|2’ o 1|I‘2 _7r1|2.



Solucdo para N = 2 vértices
» definindo as varidveis complexas

z1 = x1 + iy, z9 = xo + Y2,
> reescrevemos as equacdes como

7 21 — 29 . 1 22 — X1

Z1 z2

27T ’21—22‘2’ 271' |2;1—Z2’2
» Vamos considerar as quantidades seguintes
F121 + F222
C=—"-—"7"7"
I+
P> ambas s3o constantes do movimento: C' é a posicdo do
baricentro dos dois vértices no plano complexo, e vV D? a sua
distancia mutua
> as equagdes de movimento ficam desacopladas
i(I'y +T'g) ‘ . i +To)
= ————-"(n1-C) =iw(zn1—C Zg =
orpr 17 0) S iw(za=0), T 2rD?
. I't+T9
2rD?

D? = |21 — 2|* = (2F — 23) (21 — 22).

(22—C)



Solucdo para N = 2 vértices

» alicando a transformac¢do canénica

zZ1 — C = \ 2R1€i61, zZ9 — C = v 2R2€i92,

» e igualando as partes real e imaginaria,
RI:O, 91:w, RQZO, égzw.

» os vértices giram (no plano complexo) em circulos
concéntricos de raios i1 e Ry com a mesma velocidade
angular w em torno do seu baricentro

> se 'y = I'y os vértices movem-se no mesmo circulo

» se I'y +I's = 0, o baricentro tende ao infinito e os vdrtices
deslocam-se paralelamente com a mesma velocidade.



O limite do continuo

» descricdo Lagrangiana: fluido como um sistema de particulas
infinitamente préximas entre si, que resulta aplicando o limite
do continuo a um sistema discreto de particulas, como por
exemplo uma cadeia de osciladores harmonicos acoplados

» particula do fluido localizada, no tempo ¢, no ponto do espaco
de coordenadas (z,y, 2)

» deslocamento da particula: n(r,t) = (1g, 1y, 72)

» componentes do deslocamento (),7y,17,) sao as coordenadas
generalizadas, enquanto as coordenadas cartesianas s3o meros
parametros, assim como o tempo

P> notagdo de indices

1. coordenadas cartesianas zy: 1 =z, 2 =y, T3 = 2,
2. componentes do deslocamento das particulas n;: 71 = 7,
2 =Ty, 13 = Tz



O limite do continuo

» velocidades generalizadas: derivadas temporais das
componentes do deslocamento das particulas do fluido 7);,
com j,k=1,2,3

L T 1}
ik 8.%'].3’ Gk ka

» a Lagrangiana L é uma quantidade extensiva. Logo definimos
a densidade de Lagrangiana £ como

L:/ d.’Eldl‘QdCCg,C,
|4

» em geral £ = L (1,1, M)k Tk, 1)
» principio de Hamilton

t2 > [oc oL oL
dt/ dridzodx “—0n; + -—01; + — 0k =0
/n yoos ; {5773‘ oo Y Z:: oy "




O limite do continuo

» Equacoes de Lagrange para o campo de deslocamento das
particulas do fluido

oL ot s (25
877j dt 677] 1 da:k (‘97]‘7‘71C ’

» derivada funcional da Lagrangiana em relagdo a 7);:

6L d
577j 877] Z da:k <877]k>

» como a densidade de Lagranglana n3o depende das derivadas
espaciais de 7);, a derivada funcional respectiva é

oL oL
on; Oy
» forma alternativa das equagdes de Lagrange s

8L _d (8L\ _
o dit \on;)

3




Descricao Hamiltoniana do fluido

> momenta canonicamente conjugados

oL
pj = / dxldedwgﬂj =
\%

87'7]-’
» densidade de momentum

oL  OL
Toon; o
» a Hamiltoniana é a transformada de Legendre da Lagrangiana
H = Zpknk’ — = / dl‘ldwgdm’g?‘[ =H= Z?Tknk — L.
k=1 k=1

» equacdes de Hamilton
oH

Tk 577k 877k JZ: dx; (87};”)

0H OH Oj _ 7%
(S7T]C 87‘% ot ot

Mk =



Descricao Hamiltoniana do fluido

» colchetes de Poisson

0G 0H O6G 60H
{G,H} = / dxldxgd:zgz (57% . + 571'14:5%) )

» mesmas propriedades do caso discreto (sistemas de particulas)

» derivada total de uma func3do arbitraria
G(ng, Tk, t) = / dz1dzodr3G
1%

dG 8G
e ={G,H} —i—

» constante do movimento dG/dt = 0. Se G ndo depende
explicitamente do tempo, entdo {G,H} =0

» como {H,H} =0, entdo H é constante do movimento se n3o
depende explicitamente do tempo



Vibragoes sonoras num gas

» campos envolvidos

1. deslocamento das particulas do fluido n = (11,72, 73)
2. pressio p, densidade p (po e po: valores no equilibrio)

P ondas sonoras: perturbagdes infinitesimais destas grandezas.

» densidades de energia cinética e potencial

T:/dVT, U:/dvu,
1% |4

» onde dV = dxidxodxs. Uma particula do fluido de massa
dM = podV tem um elemento de energia cinética

1, 1 o o
dT = SdMn? = S podV’ (i} + 73 +113)

» densidade de energia potencial seja uniforme ao longo do
volume V{ no equilibrio, entdo U = UV}

» a onda sonora leva a expansdo/compressdo do gds: pequena
variacdo de volume AV.



Vibragoes sonoras num gas

| 4

>

se o trabalho é realizado sobre o gdas, o correspondente
aumento da sua energia potencial é igual a —pdV

numa variagcdo quase-estatica de volume a energia potencial

Vo+AV
Uvp = — / pdV.
Vo

considerando a expans3o/contracdo do gds como um processo
adiabético pV" = pgV]) = const., onde v = C,,/C,, é a razdo
entre as capacidades térmicas a pressdo e volume constantes
do gas, a integracao resulta em

UVy = —1“V0 |/

supondo que AV < Vjy usamos a expansio (o =1 — )

1
(l—i-x)a:1+ozx—i—§a(a—1)a:2+... x=AV/V



1 _
UVy = —poAV + 57]70‘/0 Lav)?

como p = dM/dV, onde M é a massa do g3s,

M M
dV = ——dp,= AV = ——o0 = Vo,
Po Po
variac3do relativa de densidade do gas

P~ P0
o =
0

devido a compressdo/expansido do gas provocada pela
passagem da onda sonora, haverda um fluxo de massa

?{Po’ﬂ'ﬁdGZ/ dVpoV - m,
s v

a massa envolvida pela superficie S é

1
= U = poo + 57poo”

M:/de:pg/dV(l—i—U):Mo—i-AM,

a variagdo (negativa) de massa é —AM = py [dV o



devido a conservacdo de massa, o fluxo sera responsavel por
uma variacdo na massa M do fluido envolvido pela superficie

—pg/dVJ:/deOV-nzwfz—V-n
v

como p = po/At é a taxa de variagdo da densidade do gas,
esta relacdo é equivalente a equacdo da continuidade

densidade de energia potencial em fun¢do da velocidade
1
U=—poV-n+57P0(V- n)’,

densidade de Lagrangiana

1 :
£=T—U=§{pon2+2pov-n—7po(v-n)2}

equacdo de movimento do fluido na descricdo Lagrangiana,

aL  d oL <&

oc . < oL ) —0
Onj  dton; &= dxy \Onjx '




Equacao das ondas sonoras no gas

» derivadas da densidade de Lagrangiana

. oL
677] = Po Z’r/kék] PoTj5 W]’k = ponk — ’ypo(v . n)Ijk,
a(V-n) o 3
T — = _ SoSo — &
= B ) B ) 2t = 2 et =

» o termo podji representa uma constante aditiva na
Lagrangiana, que pode portanto ser ignorada, donde

=5 o — (V)

P> equagbes de Lagrange

. 0 .

—poilj +pog ~(V-m) =0, (1=1,2,3),
Ly

e que podem ser sintetizadas numa tnica equacdo vetorial

poti —ypoV(V -m) = 0.



Equacao das ondas sonoras no gas

» tomando o divergente desta equac¢ao
0? 9
PogzV - m—7poVI(V 1) =0.

» como 0 = —V - 1) obtemos a equacgao das ondas sonoras
1 0%
v20' CI-YS) = 0,
v Ot

» velocidade de fase das ondas sonoras no gas v = \/ypo/po
» densidade de momentum

oL .
Tk = 77— = PNk = ™ = poT],
O,

» densidade de Hamiltoniana

o1 ) 1 D
H = poipi— {pon2 — ypo(V - n)z} = 7ﬂ2+ﬂ(v -n)?,

» equacoes de Hamilton
. on 1 L = d [N d
nk—afm—%m, Wk_ZdQ;j< 7.>_’Yp0dmk(v‘77)‘

a—71




	Fluidos ideais
	Escoamentos planos
	Advecção de escalares passivos
	Vórtices em fluidos
	O limite do contínuo
	Vibrações sonoras num gás

