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Resumo

Neste trabalho utilizamos técnicas de controle e sincronizacao de sistemas caoticos, visan-
do o uso delas para comunicacao com caos. Aplicamos tais técnicas no circuito elétrico de
Matsumoto-Chua. Inicialmente, mostramos a sensibilidade dos atratores deste circuito quan-
do variamos os seus parametros. Determinamos as suas bacias de atracao. Através da analise
biespectral, verificamos que o acoplamento quadratico é alto para o atrator tipo Rossler, e
quase nulo para o atrator Espiral-Dupla. Para a caracterizacao global do circuito, apresen-
tamos diagramas, no espaco de parametros, com os valores dos expoentes de Lyapunov ou
autocorrelacdo. A seguir estudamos esse circuito com uma perturbacao senoidal. Com isto,
identificamos novos cenarios para a transi¢ao para o caos a partir da quase periodicidade.
Duas destas transicoes foram identificados pela primeira vez nesse circuito. Aplicamos ao cir-
cuito cinco métodos de controle de caos: supressao de caos por sincronizacao de freqiiéncias,
controle de 6rbitas periédicas instaveis pelos métodos OGY e de realimentacao , estabilizacao
no ponto de equilibrio (método de Hwang), migragao e arraste (método OPCL). Finalmente,
consideramos dois circuitos de Matsumo-Chua acoplados e determinamos as suas bacias de
sincronizacao. Mostramos que a sincronizacao dos circuitos acoplados pode nao depender das
condicoes iniciais (fronteira das bacias continua) ou ser extremamente sensivel as condicoes

mniciais (fronteira das bacias do tipo crivada ou intercrivada).



Abstract

In this work we use control and synchronization of chaos techniques aiming their im-
plementation in communicating with chaos. These techniques are applied into the electric
carcuit of Matsumoto-Chua. Initially, we show the sensibility of the attractors under param-
#ier variations. We determine the attractor basin of attractions. Through the bi-spectral
amalysis, we verify that the quadratic coupling is high for the Rossler-type attractor, and
aimost null for the Double-Scroll attractor. For the global characterization of this system, we
show parameter diagrams of the Lyapunov exponents or auto-correlation. We also study this
circuit under a sinusoidal perturbation. In this configuration, we identify new scenario for
the transition to chaos through quasi-periodicity. Two of these transitions are identified by
s for the first time in this perturbed circuit. We apply five control of chaos techniques: chaos
suppression by frequency synchronization, control of unstable periodic orbits by the OGY
and feed-back methods, stabilization of the equilibrium points (Hwang method), migration
and entrainment (OPCL method). Finally, we consider two acoupled Matsumoto-Chua’s
circuits and determine their synchronization basins. We show that the synchronization in
these coupled circuits may not depend on the initial conditions (continuous synchronization
basin boundary) or may depend extremely on the initial conditions (riddled or intermingled
synchronization basin boundaries).



Capitulo 1
Introducao

O grande poder da fisica é alicergado na capacidade de relacionar causa e efeito. Sob
as bases das leis de Newton da gravitagdo, por exemplo, eclipses podem ser previstas a
centenas de anos no futuro. Contudo, hd outros fenémenos que nao siao previsiveis. Apesar
“o movimento da atmosfera obedecer as leis da Fisica, assim como o movimento dos planetas,
= previsao de tempo ainda é feita em termos de probabilidade. Até pouco tempo, havia
pouca razao para se duvidar de que essas previsdes precisas poderiam em principio ser
aicancadas. Para isso, acreditava-se que seria necessdrio somente obter e processar uma
quantidade suficientemente maior de informagao.

Este ponto de vista, deterministico, foi alterado pela descoberta: sistemas deterministicos
simples, com uns poucos graus de liberdade, podem gerar comportamentos imprevisiveis. A
‘mprevisibilidade gerada dessa forma é denominada de CAOS deterministico [1]. O CAOS é
zerado por regras fixas e deterministicas, que nao envolvem qualquer elemento de chance ou
apresentam um gerador explicito de randomicidade. Em principio, o futuro é completamente
determinado pelo passado, porém, na prética, pequenas incertezas sao amplificadas, de forma
que o comportamento é previsivel em um curto lapso de tempo, nio obstante, imprevisivel
em longos intervalos de tempo.

Sistemas nao-lineares sdo as fontes do comportamento caético [2]. Estes envolvem o
conjunto de variaveis fisicas intrinsicamente conectadas de tal forma que uma variacio inicial
em uma das varidveis do sistema nao produz uma variagio proporcional no comportamento
desta varidvel, nem tao pouco de qualquer outra varidvel do sistema.

Nos ltimos anos, um grande esforgo tedrico foi empreendido com o objetivo de se estudar
= aplicar o caos gerado por sistema nao-lineares [1](3]. Aliado a este esforco, o céleulo
sumerico das solugoes mostrou-se uma ferramenta essencial para o entendimento e novos
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direcionamentos de pesquisa na drea. A velocidade de processamento e a precisio numérica
obtida com os computadores atuais permitem que se a companhe a evolugao de qualquer
sistema por milhares de evolugdes de seu periodo. As técnicas numéricas j4 corroboradas para
estudo de sistemas lineares, como a transformada de Fourier (FFT) e o mapa de Poincaré, se
aliaram as novas técnicas proprias para estudo de sistemas niao-lineares, tais como o expoente
de Lyapunov e a entropia topoldgica [4][5]. Para a maioria dos sistemas fisicos nio é possivel
se obter uma solugao analitica para o problema. As solu¢oes numéricas se fazem necessirias e
essenciais. B estas solugoes, para sistemas apresentando dinamica caética, revelam estruturas
¢ padroes onde a interagao entre o método analitico e o numérico se entrelacam.

A descoberta de caracteristicas universais e de principios fundamentais, comuns a uma
imensa gama de sistemas nao-lineares das mais diversas dreas, ¢ a forca propulsora de intensas
pesquisas na area da teoria de dinamica nao-linear. De certa forma, a teoria dos sistemas nio-
lineares possibilita a interdisciplinaridade entre as diferentes dreas cientificas. Padrées e leis
de escalas foram determinadas para sistemas de areas totalmente diferentes, mostrando que a
maneira pela qual os sistemas desenvolvem comportamento cadtico tem cardter universal [6].
Mas, € valido lembrar, os resultados obtidos nesta drea, nos iltimos anos, tem seus primérdios
nos estudos de Poincaré sobre o problema dos trés corpos. Ele certamente vislumbrou pela
primeira vez a complexidade inerente dos sistemas ndo-lineares [7][8].

Neste trabalho de tese estudamos a dindmica nao-linear, explorando suas propriedades e
possiveis aplicagoes, com énfase nas bifurcagoes, no controle e na sincronizacio de sistemas
cadticos. Para isto, escolhemos o circuito elétrico de Matsumto-Chua [9], o qual é um
sistema de dimensao-3 (a menor dimensao de um fluxo caético) que pode ser implementado
em laboratério e modelado facilmente por equagoes diferenciais.

O circuito de Matsumoto-Chua como modelo de investigacao da dinamica nao-linear
mostra-se como um dos sistemas fisicos adequados para ser estudado de trés formas distin-
tas: numericamente, analiticamente e experimentalmente [10]. Os resultados obtidos por
simulagdo numérica, andlise analitica ou em labordtorio podem ser comparados e as dife-
rentes abordagens podem servir de guia entre si para novas pesquisas. Para experiéncias
simples, o circuito de Matsumoto-Chua nao requer grande sofisticagao nem altos custos para
sua implementagao. De fato, é possivel adquirir o circuito inteiro fabricado em um tinico
circuito integrado[10)].

A despeito da gama imensa de publicagoes envolvendo o circuito de Matsumoto-Chua (10],
este ainda se mostra um sistema fisico a ser explorado e requer novos estudos para determinar,
por exemplo, o tipo de acoplamento nao-linear presente nas séries temporais dos atratores
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caoticos gerados pelo circuito, as bacias de atracao para os diferentes atratores periddicos
ou caéticos, as propriedades das fronteiras das bacias geradas, a dependéncia das solucoes
geradas pelo circuito com relagio as variacées nos parametros do sistema (fundamental para
aplicagoes de métodos de controle).

Inimeros trabalhos foram realizados com o objetivo de caracterizar a geometria e a
topologia dos atratores gerados pelo circuito [10]. Uma caracteristica marcante do circuito
€ que cle permite obter regimes caéticos sem ou com coexisténcia de atratores no espaco de
fase. Com o intuito de entender os diferentes comportamentos deste sistema e a transicio
entre eles, aplicamos varias andlises, tais como a autocorrelacao e o biespectro com a trans-
formada de ondaletas. Determinamos a dependéncia das equacoes do circuito com relacao
aos parametros através de uma equacio de sensibilidade. A seguir, identificamos, no espaco
de parametros, os atratores do circuito e as suas transicoes.

Enquanto o circuito original de Matsumoto-Chua tem sido amplamente estudado, o cir-
cuito modificado com um forcamento externo ainda é pouco caracterizado. A quase periodi-
cidade que o circuito perturbado oferece possibilita encontrar novas bifurcacoes e rotas para
0 caos. Com o objetivo de determinar novas rotas para o caos e contribuir com a analise do
sistema forgado, dedicamos uma grande parte desta tese ao circuito de Matsumoto-Chua com
uma perturbagao periddica. A introducdo de novos parametros, a freqiiéncia e a amplitude
da perturbagdo, permitiu gerar novos diagramas no espago de parametros onde verificamos
que os diferentes regimes presentes nestes diagramas formam estruturas mais complexas e
apresentam mais diversidade de regimes do que o sistema sem perturbagao. Com isto foi
possivel determinar quatro cenarios para o caos via quase periodicidade, sendo dois destes
cenarios vistos pela primeira vez no circuito de Matsumoto-Chua perturbado.

Com o objetivo de entender e dominar as técnicas de controle e sincronizagao do caos,
visando o uso destas para comunicacio com caos, aplicamos cinco métodos de controle
ao circuito de Matsumoto-Chua, com objetivos distintos. Na sincronizagao, exploramos a
dependéncia as condigoes iniciais para dois circuitos de Matsumoto-Chua com coexisténcia
de atratores. Para isto, o circuito de Matsumoto-Chua é adequado, pois oferece um regime
cadtico com coexisténcia de atratores assim como um regime cadtico sem coexisténcia. O
estudo da dependéncia as condigdes iniciais no processo de sincronizagao se faz essencial
para qualquer método de comunicacao baseado em sincronizacao. A presenca de bacia de
sincronizagao crivada e intercrivada observadas nos acoplamentos considerados devem ser
evitadas. Por isso, buscamos caracterizar este comportamento em circuitos de Matsumoto-
Chua acoplados operando caoticamente.
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Esta tese é dividida em oito capitulos. Nos Capitulos 2, 3, 4 ¢ 5 a caracterizagao e 0s
aspectos tedricos do circuito de Matsumoto-Chua sem perturbagao externa. O Capitulo 6 ¢
dedicado exclusivamente ao sistema com uma perturbagao externa periddica. Os Capitulo 7
e 8 exploram aplicages do caos com controle e sincronizagao.

Assim, iniciamos o Capitulo 2 com uma breve introdugao das equagdes que descrevem o
circuito [9]. Os possiveis atratores cadticos gerados pelo circuito que serao usados no decorrer
da tese sdo distingiiidos através das séries temporais e do espectro de poténcia.

Os aspectos teéricos e os métodos numéricos usados, com o objetivo de se analisar o
comportamento do circuito de Matsumoto-Chua, sdo brevemente revisados no Capitulo 3.
Nele determinamos as bacias de atragio dos atratores cadticos gerados [11], os diagramas
de bifurcagio [12], a dimensdo do atrator cadtico [13][12], a variedade estdvel do ponto
PO ¢ como esta influéncia a estrutura das bacias dos atratores coexistentes do tipo Rossler.
Definimos também uma forma de diagrama no espago de parametros usando a autocorrelagao
e, finalmente, apresentamos o célculo dos expontes de Lyapunov baseado no algoritmo de
Wolf et al. [14].

No Capitulo 4 fazemos uma andlise do circuito através da variacio de um ou mais
parametros. Inicialmente, introduzimos a equagio de sensibilidade a fim de identificar quais
parametros afetam mais as solugoes do sistema. Através do célculo dos expoentes de Lya-
punov, geramos varios diagramas no espago de parametros. Com estes diagramas € possivel
delimitar regides de caos e periodicidade, coexisténcia de atratores, assim como transigoes
para o Caos.

Com o objetivo de analisar o acoplamento quadréatico nao-linear das séries temporais
dos atratores cadticos do tipo Rossler e Espiral-Dupla, e o comportamento intermitente na
transicio destes dois regimes, fazemos o calculo do biespectro através da transformada de
ondaletas [15][16]. No Capitulo 5 apresentamos um desenvolvimento tedrico breve sobre
biespectro e ondaletas juntamente com os resultados obtidos com essa técnica.

Coom um forgamento do tipo senoidal ao circuito original de Matsumoto-Chua, obtemos
movimentos quase periddicos e com isto novas rotas para o €aos. No Capitulo 6 descrevemos
este circuito modificado e fazemos uma andlise geral dos diagramas no espago de parametros
através do calculo dos expoentes de Lyapunov. Determinamos quatro cendrios a partir de
quase periodicidade para o caos. Dois destes cendrios seguem a rota de Curry-Yorke, a crise
ciclica e a quebra suave do toro, este ultimo se desenvolve a partir de uma érbita periddica
do interior das linguas de Arnold. Os dois outros cendrios que nao seguem a rota de Curry-
Yorke sdo o dobramento do toro pela rota de Feigenbaum, e a quebra abrupta do toro. A
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crise ciclica e o dobramento do toro pela rota de Feigenbaum sao vistos pela primeira vez

no circuito de Matsumoto-Chua forgado. Para a outra rota, a quebra abrupta do toro 17},

mostramos que a condi¢ao necessaria e suficiente para isto ocorrer é a presenca de um tinico
ponto de sela externo ao toro.

O Capitulo 7 é dedicado a aplicacao de cinco métodos de controle de caos ao circuito
de Matsumoto-Chua: o método que usa a propriedade de sincronizacio de freqiiéncia para
suprimir o caos; o método de Ott, Grebogi e Yorke (OGY) [18], para estabilizar uma 6rbita
periodica instavel imersa no atrator; o método de Hwang [19] para estabilizar o sistema nos
seus pontos de equilibrio; o método de realimentacao [20], para estabilizar um 6rbita instavel
pré-gravada, o método de Jackson e Hiibbler [21] para migracdo e arraste (entrainment).

No Capitulo 8 abordamos alguns métodos de sincronizagao de circuitos de Matsumoto-
Chua operando no regime caético. Analisamos a influéncia das condigoes iniciais no processo
de sincronizacdo. Para isto, analisamos a sincronizagao de circuitos operando tanto com
coexisténcia de dois atratores cadticos do tipo Réssler, quanto com um tunico atrator, o
Espiral-Dupla. Mostramos que dois circuitos acoplados operando em diferentes atratores nao
sincronizam [22][23]. Para contornar essa dificuldade e ampliar a capacidade de sincronizacio
desses circuitos, utilizamos métodos de controle de caos para a troca do atrator de um
dos circuitos. Determinamos e caracterizamos o comportamento da bacia crivada em dois
circuitos operando caoticamente. Este comportamento deve ser evitado em aplicacdes, pois
como mostramos, o estado final do sistema é indeterminado. E finalmente, aplicamos o
método de comunicagao, sugerido por Cuommo e Oppenheim, para exemplificar uma possivel
aplicagao baseada em sincronizagdo de sistemas caéticos.

Todos os programas numéricos usados nesta tese, com excessio dos programas para o

calculo do diagrama no espago das freqiiéncias e do biespectro, foram desenvolvidos por nés.



Capitulo 2

Circuito de Matsumoto-Chua e seus

atratores

Neste capitulo apresentamos o circuito de Matsumoto-Chua e suas propriedades, os atra-
tores deste sistema, entre eles os caéticos do tipo Réssler e o Espiral-Dupla, usados em
aplicagoes nesta tese. Mostramos como se desenvolve o cendrio de duplicagao de periodo,
o qual inicialmente gera dois atratores caéticos do tipo Rossler coexistindo no espaco de
fase. Esses dois atratores colidem e se fundem em um vinico atrator cadtico conhecido na
iteratura como Espiral-Dupla [9].

2.1 O circuito de Matsumoto-Chua

O circuito de Matsumoto-Chua é um sistema dinamico versitil de facil implementacao
em laboratério, com baixo nivel de ruido e modelado facilmente por equagoes diferenciais.
Isto o torna um excelente modelo para estudo tanto teérico quanto experimental [10].

Dois capacitores, um indutor, um resistor e um resistor linear por partes compoem o
circuito auténomo desenvolvido por Matsumoto e Chua. Através das leis de Kirchoff, de-
ferminamos o conjunto de equagoes diferenciais que descrevem a evolucao do sistema. As
varidveis dindmicas sao as duas tensdes através dos capacitores (Veu, Ve,) e a corrente através
do indutor (iz). Um ponto no espaco de fase é determinado por (V¢,,Ve,,ir). O diagrama
esquematico do circuito é mostrado na Figura 2.1. Do diagrama, nota-se que a conexao
do capacitor (Cy) e do indutor (L) em paralelo constitui 0 mecanismo de da oscilacao, en-
quanto que R provém a interagdo entre os componentes do oscilador formado por Cy, L e
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o resistor ativo Ry junto com C,. Além disso, R € o responsavel pela dissipacao de ener-
gia que restringe as amplitudes das oscilagoes. O resistor ativo Ryy é o responsavel pelo
comportamento global nao linear do circuito [9].

Figura 2.1: Diagrama esquematico do circuito elétrico de Matsumoto-Chua.

Para integrarmos as equacgoes do sistema substituimos os valores experimentais por
grandezas reescalonadas de forma que as equagoes tornem-se adimensionais. Este procedi-
mento evita problemas computacionais, que ocorreriam caso usassemos os valores nominais
dos componentes elétricos. Neste trabalho usamos o seguinte conjunto de varidveis carac-
teristicas do circuito reescalonadas;

1 i

a:l0,0 —(—:;;=1,0 %=6,0 (2.1)
g= % = [0,50...0,66] mo =-0,5 m;=-0,8 B,=1,0.
Em geral, consideramos o seguinte conjunto de condigoes iniciais,
Ve, (0) = 0,0290, Ve, (0) =0,2334, i,(0) =0,8450 (2.2)

e integramos as equagoes com o meétodo de Runge-Kutta 4* ordem com um passo de in-
tegracao de h = 0,04. Para resultados que exigem maior precisao numérica, como mapa
de Poincaré usamos um passo de h = 0,005 e para o cdlculo dos expoentes de Lyapunov
=1, 01.

As equacgoes do circuito usadas em nossa simula¢ao numérica, escritas em variaveis adi-

mensionais, sao:
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dVe
Cl d: S Q(VGQ
dVe,
C, it = G ( Vcl
diy,
— - Ve.
dt g

onde g = 1/R é o inverso da resisténcia linear,

= Vg 8

cih L,'C]) o iNR(VCI)J

(2.3)

ing € a corrente através do resistor linear por

partes. A dependéncia de iyg com Vg, é mostrada na Figura 2.2.

A curva caracteristica da Figura 2.2 é matematicamente representada por:

EINR{VC,) = TILOVC1 + 0, 5(’»”1’?1 = T”O)(IVOI o Bp‘ i ‘VCI — Bpl)

(2.4)

iNR
H&
m, i
o PR R : iB“ S
BC- L : Vc:]
ml\\
LA
mU

Figura 2.2: Curva caracteristica (iyg(Ve,)) do resistor linear por partes Ryy.

2.2 Dobramento de periodo e atratores

A Equagao 2.3 com os parametros especificados em 2.1 tem como solucoes atratores

periodicos e cadticos. Vamos analisar algumas séries temporais, obtidas integrando nu-

mericamente a Equacdo 2.3, e os atratores que surgem dessas integracoes. Nos capitulos
subsequentes analisamos em detalhes estes atratores e como eles surgem.
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2.2.1 Bifurcacao de Hopf

Este sistema possui trés pontos fixos (P* = {—a, 0, ga}, P’ = {0,0,0}, P~ = {«,0, —ga}),
sendo « = By(mgy — my)/(g + mo), determinados a partir da equacio 2.3, como mostramos
no proximo capitulo.

A estabilidade dos pontos fixos muda & medida que variamos o parametro g do sistema.
[nicialmente, os pontos P™ e P~ perdem a estabilidade gerando dois ciclos limites estdveis
simétricos, um em torno de cada ponto fixo. O valor critico em que ocorre a bifurcacao é
g. ~ 0,563636363.. e a bifurcagao que os pontos sofrem é conhecida como bifurcacio de Hopf
normal [24][25).A medida que variamos o parimetro g, estes ciclos bifurcam por dobramento
de periodo [6][1].

A bifurcacdo de Hopf no ponto P* pode ser vista na Figura 2.3. Dois ciclos limites
estaveis sao gerados com dois parametros g proximos do valor critico g,. O ciclo menor com
g =0,56370 é gerado a partir da integragao da Equagao 2.3, usando como condicoes iniciais
os valores da posi¢do do ponto P* com um pequena perturbagao na varidvel Vi, ou seja,
Ve, = —a+0,008. O segundo ciclo com g = 0, 56372 é gerado da mesma forma, no entanto,

1
a condicao inicial é agora —a + 0, 010.

0.004 ———m o T ——

0.002 '
>u~ 0r

~0.002 |-

—0-00134-?2 -4.}15 —41?1 44.‘?05 -4.7

Figura 2.3: Ciclos limites para o circuito de Matsumoto-Chua, gerados por bifurcagao de Hopf no

ponto fixo P*, para g préximo ao valor critico g. ~ 0,563636363.
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2.2.2 Surgimento do atrator tipo Rossler

As primeiras orbitas periddicas geradas a partir dos ciclos limites mostrados na Figura
2.3 e o atratores cadticos gerados por este sistema sao mostrados na Figura 2.4,

10 10
5 5
S \ : \
-
-5 \ -5 \
-10 =10
2 2
0 e 0 g
10 g 5 10
e 53 0 5 =2 o 8 0
I 10 S 10
10 10
s 5
L o
>
-5 -5
10 -10
2 2
0 o
5 10 5 10
il =20n] eEadd -2 40 -5 0

Figura 2.4: Surgimento dos atratores cadticos tipo Rossler seguindo a rota de Feigenbaum, apds
bifurcagao de Hopf, mostrada na Figura 2.3. a) Orbitas de perfodo-1 (g = 0,5690); b) de periodo-2
g = 0,5700); c¢) de periodo-4 (g = 0,5716); d) atratores cadticos tipo Rossler (g = 0,5750).

Devido a forma simétrica da curva caracteristica, temos, em cada figura, a coexisténcia de
dois atratores simétricos no espaco de fase. Para cada condicao inicial escolhida, apenas um
atrator é gerado, como veremos subsequentemente. Na Figura 2.4 a) temos duas érbitas ou
atratores de periodo-1, em b) érbitas de periodo-2, em ¢) periodo-4 e em d), os dois atratores
caoticos do tipo Rossler. Esta é a rota pela qual o sistema considerado segue para desenvolver
o comportamento cadtico, conhecida como rota de Feigenbaum ou duplicagao de periodo [1].
Variando o parametro g, da Equagdo 2.3, obtemos oOrbitas periédicas que bifurcam dando
origem a 6rbitas de periodos 2" (n = 1,2, 3, ...) até obtermos o atrator caético do tipo Rossler.
Os espectros de poténcia correspondentes a estas érbitas sao mostrados na Figura 2.5. Nessa
figura vemos uma caracteristica que distingue o atrator cadtico (espectro de banda larga em
freqiiencia) dos outros periédicos (espectro com um pico isolado dominante).

Mostramos na Figura 2.6 os pontos de equilibrio (P*,P° P~) (asteriscos) e os dois
atratores cadticos coexistentes do tipo Rossler (linha cheia). A érbita cadtica do atrator da
direita executa movimento no sentido anti-horario e os da esquerda no sentido horario em

volta dos pontos de equilibrio P+ e P~.
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Figura 2.5: Espectros de poténcia para séries temporais da variavel Vg, mostrando a duplicacio
de periodo - rota de Feigenbaum. a) Orbita de perfodo-1, apés bifurcagao de Hopf (g = 0, 5690); b)
Periodo-2 (g = 0,5700); ¢) Periodo-4 (g = 0,5716); d) Atrator cadtico tipo Rissler (g = 0, 5750).

Figura 2.6: Atratores do sistema de Matsumoto-Chua coexistindo no espago de fase. Trés pontos
de equilibrio (asteriscos) e dois atratores cadticos (linha sélida).
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2.2.3 Efeito da curva caracteristica linear por partes

A nao-diferenciabilidade da curva linear por parte é necessaria para a geracao dos atra-
tores caoticos tipo Rossler. De fato, se modificarmos a curva caracteristica de tal forma que
esta apresente apenas uma um ponto de nao-diferenciabilidade, como a mostrada na Figura
2.7, ainda assim obteremos um 1nico atrator caético tipo Rossler [9]. A curva com apenas
um ponto de nao-diferenciabilidade nao gera o outro atrator simétrico obtido quando a curva
possui dois pontos de nao-diferenciabilidade.

Para valores do parametro g maiores do que g. = 0,57729, ocorre a fusdao dos dois
atratores para gerar o novo atrator cadtico Espira-Dupla. Entretanto, utilizando a curva
caracteristica com apenas um ponto de nao-diferenciabilidade e g = g., teremos um transiente
cadtico que depois de um nimero grande de iteragoes escapa para o infinito, em contraste
com o atrator observado para ¢ < g.. Como pode ser visto na Figura 2.8 para este valor

critico do parametro.

imz(vc,)

Figura 2.7: Esquema da curva caracteristica (iyr(Vi,)) com apenas um ponto de nao-

diferenciabilidade do resistor nao-linear (Ryy).

2.2.4 Surgimento do atrator Espiral-Dupla

Com a fusio dos atratores tipo Rossler para g = g, =~ 0,57729, surge o atrator caético
Espiral-Dupla mostrado na Figura 2.9. Varias propriedades e aplicacoes deste atrator podem

ser encontradas em [9][10].
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Figura 2.8: Transiente cadtico (tipo Rossler) (g = 0,57729). A figura foi gerada usando a curva
de iy, mostrada na Figura 2.7. Podemos verificar que a orbita escapa para o infinito.

Figura 2.9: Atrator cadtico Espiral-Dupla (g = 0,60000) e os pontos de equilibrio (P*, PY, P7).
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A trajetéria deste atrator gira em torno do ponto de equilibrio P*, no sentido anti-horario
com relacdo a um sistema de coordenadas ligado & mao esquerda. Apds cada rotagao, a
trajetoria se afasta deste ponto de equilibrio por um determinado intervalo de tempo, apos o
qual, hd duas possibilidades: (i) a trajetoria retorna a posi¢ao proxima ao ponto de equilibrio
e repete novamente o processo de afastamento, (ii) a trajetoria nao retorna as proximidades
do ponto de equilibrio, mas percorre um caminho espiral até a parte inferior do atrator
proximo ao ponto de equilibrio P~. A seguir, a trajetéria gira em sentido anti-hordrio em
torno do ponto de equilibrio P, de forma similar aquela em torno do ponto superior, exceto
o fato que a trajetéria comega a ascender apés girar varias vezes em torno do ponto de
equilibrio inferior. O niimero de rotag¢oes que a trajetoria executa em volta dos pontos de
equilibrio, antes de descer ou ascender, varia. O nimero de rotagoes que a trajetoria executa
enquanto desce ou ascende em espiral também varia.

Chua et al. [26] mostraram que, no regime de Espiral-Dupla, este sistema possui movi-
mento caético do tipo Shil’'nikov [24][27][28] e, portanto, apresenta nas proximidades de uma
rbita heteroclinica (ou homoclinica) um comportamento do tipo ferradura de Smale [24].

2.3 Freqiiéncia caracteristica do circuito

Os dois atratores cadticos, tipo Rossler e Espiral-Dupla serdao frequentemente usados no
decorrer deste trabalho. As projecoes destes atratores no plano Vg, x Vi, sao mostrados na
Figura 2.10. Correspondente a estes atratores, mostramos na Figura 2.11 as séries tempo-
rais tipicas de uma das varidveis do sistema, onde se percebe o comportamento irregular,
aperiédico dessas séries. Na Figura 2.12 temos os espectros de poténcia correspondente a
essas séries temporais.

Podemos ver pelo espectro que este sistema possui uma freqiiéncia caracteristica igual a
f. = 0,29 e ambas séries apresentam bandas largas em freqiiéncia. A freqiiéncia caracteristica
f. corresponde aproximadamente as partes imagindrias, iw, dos autovalores complexos a +
i dos pontos fixos P*. Para g = 0,6000, temos que os autovalores complexos de P*
sao A = 0,0965 + i1, 8267, de onde obtemos f = 1,8267/27 = 0,29. Através da andlise
linear dos pontos fixos P* é possivel mostrar que a parte imaginaria do autovalor complexo
fica em torno de 1,8 para quaisquer valores do parametro g, gerando sempre a frequéncia
-aracteristica f, &~ 0,29. Dessa forma, o tempo caracteristico ou periodo caracteristico do
circuito é dado por 7. = 1/f, = 3,44. A freqiiéncia menor f*, que surge no espectro do

atrator Espiral-Dupla, estd ligada ao movimento de visitagao ao redor dos dois pontos fixos
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Figura 2.10: Atrator caético tipo Rossler a esquerda (g = 0,5750) e atrator caético Espiral-Dupla

a direita (g = 0,6000). Projegao no plano Ve,, Ve, .

} K« w% M\ﬂ J\/w\m \/ﬁ% /mﬂwﬂ)mﬂ%

tempo

Figura 2.11: Série temporal tipica da varidvel V¢, para o atrator cadtico tipo Rossler (grafico
superior, g = 0,5750) e atrator cadtico Espiral-Dupla (gréfico inferior, g = 0,6000) mostrados na
Figura 2.10. -
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Figura 2.12: Espectros de poténcia dos atratores cadticos tipo Rdssler e Espiral-Dupla. O pico a
direita em ambos o0s espectros corresponde a freqiiéncia caracteristica do sistema (f. ~ 0,29). a)
Espectro de poténcia do atrator cadtico t ipo Réssler (g = 0,5750); b) Atrator cadtico Espiral-Dupla
g = 0,6000).



Capitulo 3

Métodos de caracterizacao dos
atratores

Este capitulo aborda uma introdugio ao estudo dos sistemas dinamicos nio lineares, com
enfase nos aspectos relevantes ao entendimento e & anélise do comportamento do circuito
de Matsumoto-Chua analisado neste trabalho. Através dos métodos descritos, obtemos
caracteristicas gerais do circuito, tais como tipos de atratores gerados, bacias de atragao
= suas separatrizes. Os resultados obtidos e suas interpretacoes estao baseados na simu-
“acao numeérica das equagoes diferenciais que descrevem a evolugao temporal do circuito de

Matsumoto-Chua.

3.1 Aspectos tedricos e defini¢oes dos sistemas dinamicos

Faremos, neste capitulo, uma breve revisio de alguns aspectos teéricos dos sistemas
dinamicos necessdrios para analisarmos os resultados obtidos com o Circuito de Matsumoto-
Chua. A teoria concernente a sistemas dinamicos é um campo vasto e que cresce rapidamente,
Nossa abordagem estd restrita a ferramentas matematicas, métodos numéricos e resultados
sedricos aplicados as equagdes do sistema de Matsumoto-Chua. Intimeros trabalhos e livros
podem ser citados como referéncia para os aspectos teéricos aqui apresentados. Para citar
slizuns que nos foram tteis e aprofundam as idéias apresentadas, temos os livros de Arnold
29, Guckenheimer e Holmes [24], Shuster [30], Argyris et al. [31], Ott [32], Alligood et al.
33 e as referéncias ali citadas.

Um sistema dinamico com varidveis continuas, representado aqui pelo circuito de Mat-
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sumoto-Chua, pode ser definido como uma relagao matematica deterministica que descreve
o comportamento ou evolugao temporal do sistema a partir de seu estado anterior. O termo
determanistica enfatiza o fato de nao haver um termo estocastico na descri¢ao do sistema.
O estado do sistema no espago Euclidiano de dimenséao-3 em cada instante ¢ ¢ especificado
por um vetor X(t) ¢ R3, X(t) = (X1(t), Xa(t), X3(t)). A dinimica do sistema sera dada
por um campo vetorial F(X) = (F,(X), Fo(X), F3(X)).
Definimos uma equagao diferencial ordindria de terceira ordem auténoma (independente

do tempo) por

dX
dt

onde ¢ representa os parametros de controle do sistema. No caso de F = F(X,¢,t)

=P8, (3.1

(depende explicitamente do tempo) o sistema é nao-autéonomo. O conjunto de trajetérias é
denominado de fluxo ¢(X,t), obedecendo a equacio 3.1, ou seja

do(X, ¢)
dt

A equagao geral 3.1 e os aspectos tedricos gerais serdo exemplificados usando-se o sistema

= F(¢(X, c)). (3.2)

de Matsumoto-Chua

dVe .
Ch d; - o= g{Vey, — Vo) — eV )
vy |
Co d? = 9(Vo, — Vo) +ir, (3.3)
di,
& =

Os parametros g = 1/R, C e C, sdo representados por ¢ na equaciao geral 3.1.

Para uma condigao inicial particular X(0) = Xg a solugao de (3.1), ¢(Xo,¢), define a
trajetoria, orbita ou curva solugio da equagao diferencial baseada em Xy. Para sistemas
autonomos, como 3.3, o campo vetorial é invariante com relagao a translagao no tempo.

A dimensao-3 do circnito de Matsumoto-Chua é a menor dimensao onde o caos é possivel
de ocorrer em sistemas descritos por equagoes diferenciais autonomas de primeira ordem
24](30].

Ao invés de tentar uma solugao para (3.1), para uma condigao inicial particular, a teoria
dos sistemas dinamicos tenta caracterizar a estrutura global de todas as solugoes, ou seja,
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produzir um retrato de fase: a descri¢ao do espago de estados ou fase onde se desenvolvem e
=woluem os atratores (regides deste espago que capturam todas as 6rbitas), desde que estas
#stejam dentro de sua bacia de atragdo ou dominio, além das separatrizes entre esses dominios
‘rariedades), e os conjuntos invariantes e ndo- itinerantes, todos definidos a seguir.

3.2 Atratores e propriedades estatisticas das 6rbitas

Um congunto invariante C' para o sistema (3.1) ¢ um subconjunto do espaco de fase for-
mado por solugoes de (3.1), cujas solugoes internas a este conjunto permanecem no interior
Je (' para todo instante , i.e, ¢(C) = C para todo tempo ¢. Um conceito também importante
¢ o de ponto ndo-itinerante para ¢(X, ¢); X é ndo-itinerante se para toda vizinhanca U de X
I' >0, hd t > T de modo que ¢(X,c) NU # 0, ou seja, solugdes de (3.1) arbitrariamente
proximos de X retornam a regioes arbitrarias proximas de X infinitas vezes. Este comporta-

)

mento pode ser esquematizado conforme a Figura 3.1. Os conjuntos nido-itinerantes contém
todos os comportamentos recorrentes do fluxo e se espera que todas as trajetérias tendam a
#e. Um conjunto nao-itinerante pode conter véarios componentes. Um componente pode ser
um ponto fixo estaciondrio, uma drbita periédica, ou algum conjunto muito mais complicado
<e volume zero. Definimos também o conceito de érbita densa em um conjunto C, a 6rbita
deste conjunto que retorna arbitrariamente préximo a todo ponto em C.

itinerante

7
@,p ndo itinerante

Figura 3.1: Comportamento itinerante e nio-itinerante das 6rbitas.

O conjunto C' é atraente se existe alguma vizinhanga U de C tal que: VX e U,V ¢ >
1. olX,c)eU e ¢(X,c) = C, quando t — oo. Por tltimo definimos transitividade, ou
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seja, um conjunto fechado invariante C' é topologicamente transitivo se ¢, possui pelo menos
uma orbita densa em C', ou seja, para qualquer dois conjuntos abertos U,V C C, e se
UnNV # 0, entao existem valores arbitrariamente grandes de tempo para os quais temos:
¢(X,U) NV # 0, conjuntos C' que obedecem a esta condi¢do sio chamados de disjuntos.
Iista propriedade assegura ainda que nao ha transiente no sistema.

De posse destas definigoes estamos em condicoes de definir um atrator. Um atrator é um

conjunto atraente topologicamente transitivo.

3.2.1 Atratores

Os atratores sao pontos fixos estdveis (sumidouros), érbitas periédicas (ciclos limites)
e toro gerado por movimento quase perioédico com freqiiéncias incomensurdveis. Sistemas
dinamicos nao lineares produzem também atratores muito mais exéticos denominados de
estranhos por Ruelle e Takens [34][35], por apresentarem dimenséo fractal, podendo ainda
ser caotico ou nao.

Para exemplificar, mostramos na Figura 3.2 quatro tipos de atratores gerados pelo cir-
cuito de Matsumoto-Chua, Equacées 3.3: Figura 3.2 a) ponto fixo, b) érbita periddica, c)
toro de duas freqiiéncias (acrescentando um for¢camento do tipo senoidal). Na seqiiéncia,
Figura 3.2, d) atrator caético gerado.

As trajetorias dos atratores nao estranhos siao triviais: um ponto fixo, érbita periédica
ou o movimento do toro de duas freqiiéncias.

O toro de duas freqiéncias contém a trajetéria quase periddica gerada a partir de duas
oscilagoes independentes. Uma freqiiéncia determina a rapidez com que a orbita circula o
toro em volta do diametro menor e a outra, a rapidez com que a 6rbita circula o diametro
maior. Assim, esse movimento no toro é previsivel. Mesmo que a raziao entre as freqiiéncias
que geram o toro seja irracional, fazendo com que as érbitas nunca se repitam, ainda assim
0 movimento permanece regular. Duas drbitas que iniciem seus movimentos sobre o toro
com condicoes iniciais muito préximas, permanecem proximas e seus comportamentos sao
previsiveis [29]. O atrator caético por sua vez é muito mais exético e complexo como veremos

no decorrer deste trabalho.

3.2.2 Atrator caotico

Definimos um atrator cadtico como o sub-conjunto C' do espago de fase do fluxo gerado
pela equacao (3.1), o qual é compacto (fechado e limitado) com as seguintes caracteristicas:
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: b)_

Figura 3.2: Projegdes de atratores, no plano Vg, x Vi, , gerados pelo circuito elétrico de Matsumoto-
Chua: a) ponto fixo; b) érbita periédica; ¢) toro de duas freqiiéncias; d) atrator cadtico.

i) €' é um conjunto invariante sob a influéncia do fluxo ¢, (¢(C) = C);

ii) O atrator cadético é topologicamente transitivo (disjunto), ou seja, este néio pode ser
quebrado em dois subsistemas (dois subconjuntos abertos invariantes) os quais nao interagem
sob F devido a transitividade topolégica;

ii1) Sensibilidade as condigoes iniciais, tendo pelo menos um expoente de Lyapunov po-
sitivo;

iv) C é um conjunto atraente para o sistema.

Sendo nosso sistema dissipativo (7.F < 0) o atrator cadtico C' possui uma vizinhanca
aberta U que se contrai com a evolugao do fluxo ¢ em C. Desse modo, todas as trajetérias
consideradas tendem eventualmente ao conjunto limitado do espaco de fase, denominado de
atrator cadtico. A propriedade do atrator cadtico ser topologicamente transitivo assegura
que quase todas as solugoes no atrator mostram um comportamento tipico deste. Estas
orbitas vagueiam por todo lugar ao invés de permanecerem em um tnico ponto ou regiio do
atrator, implicando portanto em ergodicidade. Mostramos na Figura 3.3 o atrator cadtico
zerado pelo circuito de Matsumoto-Chua.

Vamos analisar o que implica para um atrator a ter dindmica caética. O fato primordial
¢ a extrema dependéncia as condicoes iniciais. Consideremos o circuito de Matsumoto-Chua
com duas condigdes iniciais muitos proximas X;(0) = (Ve, = 0,1, Vg, = 0,0,4;, = 0, 0) e
X>(0) = X, + A(0) = (Vg, = 0,10001, Vg, = 0,0,4;, = 0,0). Na Figura 3.4 mostramos a
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Figura 3.3: Trajetéria caGtica para o circuito de Matsumoto-Chua descrevendo o atrator cadtico

denominado de Espiral-Dupla.

evolugao temporal da varidvel Vg, (¢) para as duas condigdes. Apds trés excursoes em volta
do atrator, as trajetorias nao apresentam mais a mesma evolucao, seus movimentos sao total-
mente independentes, o que nao implica que nao possam se aproximar de tempos em tempos
(propriedade de recorréncia e ergodicidade do atrator), justamente pela imprevisibilidade

inerente do sistema.

3.3 Bacias de atracao do circuito de Matsumoto-Chua

Um sistema dinamico pode ter multiplos atratores no espago de fase; a escolha para que
atrator convergird cada solucao dependerd das condig¢des iniciais da drbita particular. O
conjunto invariante de condigOes iniciais para as quais as 6rbitas sio atraidas para um dado
atrator é denominado bacia de atra¢do do atrator [11][36][37].

3.3.1 Bacia de atragao dos atratores tipo Rossler

O circuito de Matsumoto-Chua, quando operando no regime caético do tipo Réssler,
apresenta dois atratores cadticos coexistindo no espago de fase (observados para condigoes
iniciais diferentes), como mostrado na Figura 3.5.

Queremos determinar numericamente a bacia de atragao dos atratores mostrados na Figu-
ra 3.5. Para isto, é necessario analisar as propriedades e as possiveis assimetrias do sistema,
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—— C.1(0,1,0,0)
 C1(0,10001,0,0)

a0 50 100 180 200
tempo

Figura 3.4: Dependéncia as condigdes iniciais. Evolugoes temporais diferentes da varidvel V¢, (1)
para o atrator caético de Espiral-Dupla (Figura 3.3) com duas condigoes iniciais proximas mostradas
mo grifico (C.I).

Figura 3.5: Atratores cadticos tipo Rossler coexistentes no espago de fase do circuito de

Matsumoto-Chua, g = 0, 575.
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de forma a se obter um algoritmo que permita determinar de forma eficaz as bacias e suas
separatrizes. No presente sistema, podemos usar os valores da variivel Ve, para caracterizar
os dois atratores mostrados na Figura 3.5. O atrator da direita apresenta somente valores
positivos de Ve, e o da esquerda, somente valores negativos. Esta serd a assimetria que nos
permitira definir a bacia de atracdo para estes atratores.

As bacias de atragao destes atratores sao obtidas calculando, para cada par de condicoes
iniciais de (Ve,, Vg,), numa grade de 400 x 400 pontos, a trajetéria sobre muitos ciclos em
volta do atrator, apés eliminarmos o transiente. As duas bacias sio distinguidas através
do sinal da média da varidvel < V>, >. Com referéncia a Figura 3.5, valores positivos de
< Ve, > caracterizam o atrator da direita e valores negativos, o atrator da esquerda.

A Figura 3.6 mostra as bacias de atragao dos atratores da Figura 3.5 obtidas com este
critério. Na referéncia [38] podemos constatar a determinacio desta bacia experimental-

mente, cujos resultados estdo de pleno acordo com os nossos obtidos numericamente.

Figura 3.6: Bacias de atragao do circuito de Matsumoto-Chua em regime caético tipo Rossler.
Pontos em preto (cinza) correspondem as condigoes iniciais que se dirigem para o atrator cadtico
tipo Rossler da direita (esquerda) da Figura 3.5. Pontos em branco vio para o atrator infinito.
g =0,5750, ir = 0,0.

As bacias mostradas na Figura 3.6 sdo um corte transverso para um valor fixo de i, = 0.0,
pois as bacias do sistema sao tri-dimensionais. Na Figura 3.7 apresentamos outro corte dessas

bacias. Fixamos agora Vg, = 0,0 e variamos os pares das varidveis (Vg,,i.) numa grade
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% 400 x 400 pontos de condigoes iniciais, obtendo as projegoes das bacias nas variaveis

Ve, ). A partir dessas projegoes podemos ter uma idéia geométrica da forma dessas
“acias. As bacias formam uma estrutura em forma de pergaminho entrelagando os dois
wrratores. Este pergaminho se estende no sentido positivo e negativo da varidvel Ve, e seu

Sametro ¢é limitado pela presenca da érbita instdvel tipo sela que circunda os atratores.

Figura 3.7: Bacias de atragao do circuito de Matsumoto-Chua em regime cadtico tipo Rossler.

5 5

smtos em preto (cinza) correspondem as condigoes iniciais que se dirigem para o atrator cadtico tipo

]

ssler da direita (esquerda) da Figura 3.5. Pontos branco vao para o atrator infinito.g = 0, 5750
a .'_ = U‘ O

3.3.2 Bacia do atrator Espiral-Dupla

O atrator caético Espiral-Dupla coexiste no espago de fase com a orbita instavel tipo
sla. que circunda o atrator cadtico conforme mostrado na Figura 3.8. Ressaltamos que a
—risténcia dessa Orbita instavel é independente do valor do parametro g. Portanto, ela existe
~m outros atratores cadticos além do Espiral-Dupla.

Sendo este atrator cadtico circundado por uma 6rbita instavel limitada, sua bacia é uma
=30 finita do espaco de fase. As drbitas que nao tendem ao atrator cabtico escapam para

strator infinito. Dessa foma, utilizamos uma adaptagao do algoritmo de tempo de escape

sara determinar esta bacia de atracao.
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=13 0 13

Figura 3.8: Atrator Espiral-Dupla (linha sélida) coexistente com a 6rbita periédica tipo sela (linha
pontilhada).

Para obter a bacia numericamente, fixamos uma das varidveis (i, = 0,0) e a partir de
uma grade de 400 x 400 pares de condigoes iniciais (Vg,, Ve, ), calculamos a trajetéria de
cada par de valores para 10.000 iteragoes (equivalente a um tempo de a2 1177, ~ 3, 44, onde
7. € 0 periodo caracterfstico do sistema). Consideramos que o par de varidveis gera o atrator
Espiral-Dupla se apés este niimero de iteragoes a trajetéria, estd limitada no espaco de fase,
e portanto o atrator, ou seja, usamos o critério que [y/(V& + V& )| < 20. Com este niimero
grande de iteragoes, eliminamos a possibilidade de estarmos obtendo um transiente caético.
Estes pares de pontos (V¢,, Vi), que geram o atrator Dupla-Espiral, sao graficados em preto
e os pares de pontos atraidos para o infinito sdo graficados em branco. Mostramos na Figura
3.9 a bacia de atragao do atrator Espiral-Dupla obtida com este algoritmo. Note que a bacia
do atrator Espiral-Dupla é menor nesta projecdo do que as bacias para os atratores tipo

Rossler mostradas em 3.6.

3.4 Linearizacao e variedades invariantes

Pontos fixos também chamados de pontos de equilibrio ou zero da Equacido (3.1), sao
definidos por pontos P*eR" que satisfazem a equagao:

F(P*) = 0.
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Sigura 3.9: Bacia do atrator Espiral-Dupla. Pontos em preto geram o atrator cadtico limitado

=

Zspiral-Dupla, pontos em branco se dirigem para o infinito. g = 0,6, iy = 0,0.

Um ponto fixo P* é estavel se a solugao X(¢) préoxima de P* permanece préxima desse
sonto para todo tempo, i.e, para toda vizinhanga V' de P* em C hd uma vizinhanca V, ¢ C
w2l que toda solugao X(Xo,?) com X €V; é definida e se localiza em C para todo instante
%= tempo t > 0. Se, além disso, V) é de forma tal que X(t) — P* quando ¢t — oo, entéo

e
|

Figura 3.10.

é dito ser assintoticamente estdvel, uma visualizagio destas definicées pode ser visto na

Figura 3.10: a) Estabilidade neutra; b) estabilidade assintética.
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O método de linearizagao estabelece que as propriedades de estabilidade de um sistema
nao linear na vizinhanga U préxima aos pontos de equilibrio P* sejam essencialmente as
mesmas produzidas pela linearizagao do sistema inicial. Isto é feito analisando a solugao de
(3.1) em torno de P*, considerando

P= PY4-§; 0] << 1, (8.5)

em (3.6) e (3.1) e expandindo em série de Taylor obtemos:

¢ = DF(P")p+ O(|6]*), (3.6)
onde
oF;
DF(P) = [g=]s=pr (3.7)

¢ uma matriz real n X n ou Jacobiana do sistema calculada em P*. A equacio (3.6) é um
sistema linear com coeficientes constantes e pode ser solucionado pelos métodos usuais. Em
particular, o fluxo gerado pela linearizagao de (3.1) D¢y(z)e no ponto fixo P* pode ser

obtido de (3.6) por integracao, obtendo-se

Dgy(P*)p = etDF(m)tpg. (3.8)

3.4.1 Analise linear do circuito de Matsumoto-Chua

Nesta segao, vamos resumir as propriedades gerais do circuito de Matsumoto-Chua obti-
das a partir do estudo linear em torno dos pontos fixos do sistema. Nas referéncias 19][39]
sdao discutidas essas propriedades em profundidade.

Devido a curva caracteristica ¢y ser linear por partes, podemos decompor o sistema em
trés dominios, D", D® e D™, A curva caracteristica, nestes dominios, pode ser decomposta

nas tres regioes distintas indicadas a seguir:

By(mg = mq) + meVe, no dominio Dt
ive =4 mi Ve no dominio D° (3.9)
Bp(my —mg) + meVe, no dominio D~
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e os domfnios D*, D e D~ da varidvel Vi, sio definidos como:

¥ : Y w=5,
D° . |Vg|< B, (3.10)
i V(}L > Bp

Usando o mesmo procedimento da referéncia [40], introduzimos as constantes F' e A com

valores diferentes em cada dominio:

mo em D7t
=4 m emD° (3.11)

mo em D~

B,(mg —m;) em D7
A=< 0 em D° (3.12)
B,(my —mg) em D7,

dessa forma podemos escrever a equagao da curva caracteristica (em cada um dos dominios)

na forma

%'NRﬂA+FVgl. (3.13)

E a equagao do circuito pode ser escrita como:

1{’01 ~&G+F) = D Ve, &
Vo, | = & -4 & Vo, | = 0 (3.14)
iL 0 -1 0 i 0

A partir da condig¢ao 3.4 podemos determinar os pontos de equilibrio do sistema os quais

sao:

P* =(-0,0,g0) P°=(0,0,0) P~ =(c,0,—g0), (3.15)
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B, & : - -
onde o = —L%Efm—m‘) Os pontos P*, P? e P~ se localizam nos dominios D+, D" ¢ D~
respectivamente,

A estabilidade de cada ponto de equilibrio é obtida através do estudo dos autovalores da

matriz Jacobiana (J) da Equagao 3.14, ou seja

det[J — M] = 0. (3.16)
Resolvendo o determinante 3.16, temos que os autovalores da Jacobiana sio as raizes do
polinomio

oy, L~ g e
C, (716’2 & LCz C,LC,

Substituindo-se os valores padroes de 1/01 =10,0,1/C, =1,0 e 1/L = 6,0, obtemos

p L f;+F)+ )/\‘2 + (

)A+(

= 0. (3.17)

A+ (10F + 119)A? + (10gF + 6)A + 60(g + F) = 0. (3.18)

A equacgao 3.18, para os possiveis valores de F (mo = —0,5 e m; = 0,8) e para os
valores de g no intervalo [0,5 ... 0, 7], fornece um autovalor real e dois complexos conjugados.
Em particular, para o regime caético de Espiral-Dupla, podemos esquematicamente tracar a
geometria gerada pelas variedades conforme a Figura 3.11. O par de autovalores complexos
detemina um plano E° no ponto fixo P, um plano E° nos pontos P* ¢ P~. O autovetor
do autovalor real, determina uma reta E” que é transversal a esses planos. Os planos E° e
E" formam subespacos invariantes do sistema 3.14; por isso, um ponto x, nesses subespacos
permanecem neles por um tempo infinito. Usando um sistema apropriado de coordenadas,
como mostrado esquematicamente em 3.12, é possivel rotacionar o atrator Espiral-Dupla de
forma a olharmos sua projecao em relacao a este novo sistema de coordenadas. Na Figura
3.13 a) mostramos o atrator Espiral-Dupla (g = 0,6000) projetado em relacio aos eixos da
3.12 e em b) a projecdo do atrator num giro de noventa graus. Através desse grafico, fica
evidente que o plano das variedades instdveis E° dos pontos P e P, limita a regiao do
espaco de fase que o atrator pode visitar.

Solucinada a equagao 3.18, o que podemos inferir sobre o sistema inicial (3.1)7 A resposta
é dada por dois teoremas: Teorema de Hartman-Grobman e Teorema da Variedade Estivel
[24], os quais permitem a analise local nos pontos fixos do sistema nao-linear linearizado.

Teorema de Hartman-Grobman: Se nenhum autovalor de DF(P*) for nulo ou pura-

mente imaginario, entao existe um homeomorfismo () definido numa vizinhanca do ponto
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B

Figura 3.11: Representacio dos subespagos E (dos trés pontos de equilibrio) do sistema de

Matsumoto-Chua para g = 0,6000.

L. >

V
1

Figura 3.12: Novo sistema de coordenadas. Atrator visto p erpendicularmente as variaveis Véz e

C

V-.
Ci
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Figura 3.13: Projecao do atrator Espiral-Dupla (g = 0,6000) em relagao ao sistema de coordenadas
mostrado em 3.12. a) Atrator projetado nas varidveis ‘l/'(’;2 e Vél. b) Atrator projetado nas varidveis

il P
iy € V(]

P* que leva localmente as Orbitas do fluxo nao linear nas do fluxo linear. O homeomor-
fismo preserva as caracteristicasdas oOrbitas e pode ser escolhido de modo a preservar a
parametrizacao no tempo.

Quando os autovalores de D f(P*) nao tiverem partes reais nulas, o ponto P* é chamado
ponto fizo hiperbélico, ou ndo degenerado e o comportamento assintético das solugoes nas
suas proximidades (e portanto seu tipo de estabilidade) é determinada pela linearizacio. Se
qualquer um dos autovalores possui parte real nula, entdo a estabilidade do ponto P* nio
pode ser determinada. Com isto, o conjunto de pontos hiperbdlicos se restringe a: fontes,
sumidouros e pontos tipo sela.

O teorema de Hartman-Grobman garante que cada linha (ou plano invariante), relaciona-
do com um autovalor real (ou autovalores complexos) do sistema linearizado, corresponde
a uma curva (ou superficie invariante de duas dimensodes) do sistema néao linear. Aos auto-
valores e com parte real negativa, corresponde um plano invariante ¢, de dimensao e, do
sistema linearizado em que todos os pontos tendem a P* para t — oo. Da mesma forma,
para os ¢ autovalores, com parte real positiva, forma-se um plano E' onde todos os pontos
tendem a P* para t — —oo. De acordo com o teorema, temos localmente duas superficies

(variedades) invariantes no sistema nao linear: W (variedade estavel) de dimensio e, e
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Fé

Wi, (variedade instavel), de dimensdo i, em que todos os pontos de W, tendem a P* para

i

t — oo e todos os pontos de W}, tendem a P* para t — —oo.

Teorema da variedade estavel: Se (3.1) tem um ponto fixo hiperbolico P*, entéio

7t

) de mesma dimenséao e, s dos

existem localmente variedades estdveis e instaveis (W, V
autoespacos E° e E* do sistema linearizado, tangentes a E° e E' em P* e Wi _ e W¢, sdo
tao diferencidveis quanto o préprio campo f. A figura 3.14 ilustra estes dois teoremas que

determinam o tipo de estabilidade local.

¥
13

Figura 3.14: Linearizac¢io e variedades. a) Teorema de Hartman-Grobman; b) Teorema da va-

riedade estavel para um ponto fixo.

Assim, a linearizagao permite o uso de métodos numéricos para o calculo das variedades,
permitindo assim visualizar o complexo comportamento gerado pela interseccio dessas va-
riedades no espaco de fase. Comportamento este ji notado por Poincaré no estudo do
problema dos trés corpos [7].

Podemos dessa forma definir as variedades instaveis e estdveis globais em funcao das var-
iedades locais. Elas sao obtidas pelas unides da iteragao regressa e progressiva, respectiva-
mente, das variedades locais sob a a¢ao do fluxo néo linear. Desse modo, W¢(P*) (variedade
estdvel) é o conjunto de todos os pontos cujas 6rbitas se aproximam de P* para t — oo,
até mesmo se estas orbitas deixam a vizinhanga de P* por instantes de tempo e W*(P*)
(variedade instdvel) é o conjunto de todos os pontos cujas érbitas se aproximam de P* para
{ = —00.

Vamos agora mostrar como as caracteristicas das variedades afetam os conjuntos invari-

antes, como a bacia de atragao do circuito de Matsumoto-Chua. Podemos observar através
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da Figura 3.6 que a bacia ¢ limitada no espaco de fase pela presenca da drbita instavel tipo
sela que engloba estes atratores. Notamos também que a separatriz entre as bacias é uma
curva suave. Esta comega no centro das bacias e cria um contorno em forma de espiral
(rolo de pergaminho) tendendo assintoticamente para a fronteira do atrator infinito. Esta
separatriz € a variedade estivel do ponto P° que se extende assintoticamente i érbita tipo
sela que circunda os atratores. Esta caracteristica da separatriz cria uma regiao de acumu-
lacao na fronteira com a bacia do atrator infinito [11], como pode ser visto na Figura 3.15.
Esta figura é uma ampliacao da Figura 3.6 na regido da fronteira com a bacia do atrator
infinito. Pontos sobre a separatriz integrados recursivamente no tempo (t - —oo) devem
se aproximar assintoticamente da dérbita instdvel tipo sela !, sem contudo toci-la gerando a
acumulac¢ao na fronteira [30][36]. Sucessivas ampliacoes nesta regidao de fronteira mostram o

efeito desta acumulacio como o mostrado na Figura 3.15.

Figura 3.15: Regiao de acumulaciio das bacias de atracio do sistema Matsumoto-Chua em regime
caotico tipo Rossler. A separatriz das bacias é a variedade estivel do ponto fixo central P? ten-
dendendo assintoticamente para a érbita instavel tipo sela que circunda os atratores.

Vale ressaltar que a propriedade de unicidade das solucées da Equagao 3.1 asseguram que

duas variedades de mesma natureza (estdvel ou instavel) de pontos fixos distintos P, P,

!podemos dizer que a érbita instével tipo sela € um conjunto a para pontos sobre a fronteira das bacias,

ou seja, ¢ (p) — orbita para t = —oo.
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=30 podem se interceptar, nem podem estas variedades se auto-interceptar. Porém, inter-
“=ptacoes de variedades de natureza distintas (por exemplo, uma estivel e a outra instavel),
@e pontos fixos distintos (intersecgdo heteroclinica) ou do mesmo ponto fixo (intersec¢ao
somoclinica) podem ocorrer. Este fato foi notado por Poincaré, o qual notou pela primeira
#=z que, quando isto ocorre, ha um comportamento complexo do sistema dinamico [29]. As
sariedades instdveis e estdveis W*(P*) e W¢(P*) de um ponto de sela P* se interceptam
fransversalmente num ponto p, chamado homoclinico. A presenca deste ponto homoclinico
# implica a existéncia de uma infinidade deles, obtidos com a iteragio progressiva do fluxo
aao-linear em p e a iteragdo regressiva do fluxo em p [24][32]. Como consequéncia, um
ponto P na vizinhanga U(P*) de P* ¢ inicialmente repelido de P* ao longo de W' P*) e é
sucessivamente reinjetado dentro de U(P*) quando ele se aproxima de We(P*). Este pro-
wesso se repete indefinidamente, gerando portanto um comportamento erratico. Uma regiao
L(P7) retangular R sob as n-ésimas iteragdes , pode ser descrita pela dinamica do mapa de
ferradura de Smale [24][30]. Este conjunto contém:

1) Um conjunto contdvel de érbitas de todos os periodos:

i1) Um conjunto incontavel de drbitas aperiédicas;

11) A existéncia de uma orbita densa.

Além disso, todas as 6rbitas sao do tipo sela, as quais sdo densas neste conjunto. Seu
fechamento € um conjunto de Cantor [24][32][30] estruturalmente estdvel. A dinamica deste
conjunto € caracterizada por uma forte dependéncia as condigoes iniciais: 6rbitas préximas
s afastam exponencialmente.,

3.5 Meétodos para caracterizar o atrator

3.5.1 Mapa de Poincaré:

A idéia de reduzir o estudo do fluxo continuo no tempo para o estudo de um sistema
associado discreto no tempo é devido a Poincaré (1899). Poincaré foi quem primeiro utilizou
#sia técnica no problema dos trés corpos na Mecanica Celeste [41][12]. A construcio do
mapa de Poincaré oferece virias vantagens, tais como:

i) Eliminagao de pelo menos uma varidvel do problema, resultando portanto no estudo
@e um sistema de dimensao mais baixa;

i) Visao global em sistemas com dimensio baixa (dim < 4) (no nosso caso dim = 3),

Somo veremos nos proximos capitulos.



52

Métodos de caracterizagao dos atratores

Tipos de Mapas: Os mapas diferem para sistemas autonomos e nao-autonomos e neste
trabalho usamos ambos os tipos de mapas.

Quando o sistema é nao-autonomo usamos a técnica estroboscopico, a qual consiste em
observar a evolucao do sisterna em tempos discretos como se tirdssemos fotos do sistema a

cada periodo de tempo pré-determinado, ou seja,

Pﬁr(p) == ((;‘L'tn—i—kT(pstO) k = U: 1321 (319)

onde T no caso, desta tese, serd igual ao periodo do for¢amento externo aplicada ao
sisterna. A téenica estroboscopica é esquematizada no grafico mostrado a esquerda na Figura
3.16.

Para sistema autonémo escolhe-se um plano ¥ transversal ao fluxo de dimensao n — 1,
este hiperplano é tal que: Py : £ — L. P.(p*) é onde ¢¢(p*) primeiro intersecta ¥ em
uma posicao positiva, (i.e, < h, f(¢:(p*)) >= 0), h é um vetor unitdrio ortonormal a 2.
Este mapa é também chamado de mapa de Poincaré unidirecional para diferenciar o mapa
de primeiro retorno que niao obedece ao sentido preferencial para as orbitas. A direita do
grafico mostrado na Figura 3.16 é mostrado este procedimento.
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Figura 3.16: Mapas de Poincaré. Mapa estroboscépico a esquerda (sistema nao-auténomo) e mapa

de Poincaré & direita (sistema auténomo).

Para a aplicacao da técnica de Poincaré devemos conhecer a dinémica global do fluxo. O

grande valor das se¢oes geradas se manifesta quando consideramos caracteristicas genéricas
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de sistemas dinamicos, ao invés de um sistema especifico [24][41]. Por exemplo, na vizinhanca
de uma Orbita periddica hiperbdlica 7, correspondente a um ponto periddico hiperbélico p*
na secio de Poincaré, haverd uma variedade estavel (W¢(v)) e uma instavel (W*(v)), tal que
todas as érbitas de W*€(y) se aproximam de y para t — o0, enquanto todas as drbitas de
W' () se aproximam de v para t — —00, como mostrado no grafico da Figura 3.17.

Figura 3.17: Mapa de Poincaré 3 gerado por uma drbita hiperbdlica v gerando um ponto fixo
hiperbélico p*. W€ variedade estével; W* variedade instdvel. A estabilidade do ponto fixo p* no

mapa reflete a estabilidade da 6rbita .

3.5.2 Analise de Fourier.

A anélise espectral de Fourier indica se o sistema é periddico, quase periddico ou caotico.
O espectro de um sinal periddico de freqiiéncia f apresenta impulsos em f e seus harmonicos
2f,3f,.... Um sinal quase periédico com freqiiéncias fundamentais fi, ..., fx apresenta impul-
sos nessas freqiiéncias e também em todas as combinagoes lineares com coeficientes inteiros.
Em geral, usa-se a analise espectral para a visualizacao e a defini¢ao de sinais periddicos
e quase periodicos, assim como para distingui-los de sinais cadticos. No entanto, como a
analise de sinais gerados por sistemas cadticos envolve a decomposicao espectral do valor ab-
soluto de quantidades quadraticas, ela perde informacio sobre a fase do sinal, que pode ser
titil para o entendimento do atrator estranho [4][42], uma técnica possivel para recuperagao
da fase é a andlise biespectral que serd vista no Capitulo 5. Para sinais cadticos, técnicas
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proprias da dindmica ndo-linear sao introduzidas tais como expoente de Lyapunov, entropia
de Kolmogorov-Sinai e dimensionalidade [4][30].

Se Vg, (t) é uma série temporal cadtica gerada pelo circuito de Matsumoto-Chua, sua
transformada de Fourier é definida como

_ e .
F(Ve,(f)) = limpaco [ ¢ Ve, (0t (3.20)

sendo o espectro de poténcia S(f) do sinal dado por:

S(f) = <|F(Ve, () > (3.21)
= < F(Va,(N)F* (Ve (f)) >
T/2
e

e : o
= lUM7r—oe / : e IV, (t)dt / PRI . (8
0y pl ] il

T/2
(onde F*(Vg, (f)) é o complexo conjugado de F'(Vi, (f)). A transformada inversa de Fourier
do espectro de poténcia pode ser calculada de uma forma interessante que nos sera 1til no

decorrer deste trabalho,

]w (i dpy = < VetV b—7) 2, (3.22)
—00e

a qual envolve a funcao de autocorrelagao da série temporal (teorema de Wiener-Khinchin
[43]). Assim, a fungao de autocorrelagdo e o auto-espectro de poténcia formam, num caso
estaciondrio, um par de transformadas de Fourier.

A autocorrelacido pode ser usada para caracterizar um atrator cadtico. Ela indica por
quanto tempo o valor do sinal no instante ¢ depende de seus valores prévios; em outras
palavras, a autocorrelagio mede o grau de semelhanga existente no sinal & medida que o
tempo passa. Se o sinal é periddico ou quase periédico a fungido de autocorrelagao per-
manece diferente de zero quando o intervalo de tempo tende ao infinito. A autocorrelagao
de um sinal periddico é igualmente periédica, pois um sinal periédico volta a se parecer con-
sigo mesmo apo6s um intervalo de tempo correspondente ao periodo. No entanto para sinais
cadticos a autocorrelagio tende a zero para um intervalo de tempo finito; a semelhanga de
um sinal consigo mesmo diminui com o tempo e acaba por desaparecer completamente. Isto
significa que, no tempo, o sistema dinamico perde memdria do estado inicial. A fungao
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de autocorrelacdo de um sinal multi-periédico com muitas freqiiéncias independentes e in-
comensuraveis pode ser confundida com a de um sinal caético, a exemplo do que ocorre com

o espectro de poténcias [31][44].

3.5.3 Diagrama no espaco de parametros usando autocorrelagao

Uma andlise preliminar de um sistema cadtico pode ser feita através da construgiao do
diagrama no espago de parametros com o valor da autocorrelacao. Esta é uma nova maneira

de se obter este diagrama, a qual propomos neste trabalho.

Consideremos o circuito de Matsumoto-Chua, modelado pelas Equacoes 3.3. Criamos
uma grade de 400 x 400 pares de valores dos parametros (g, C;) do sistema. Usando sempre
as mesmas condicoes iniciais, (Vg, (0) = 0,0290, Ve, = 0,2334,1;, = 0,8450), integramos o
sistema e obtemos uma série temporal para uma das varidveis, Vg, (t), com 4096 valores. Cada
valor é selecionado a cada nove passos de integracio (At = 0, 17.). O nimero de pontos 2'%, e
os saltos nos valores gerados pela integracdo, sao para usar a eficiencia do algoritmo de FFT
no célculo da autocorrelagao [43]. Obtemos de cada série um espectro de autocorrelagao,
que tende a zero se o sinal é cadtico, e ¢ diferente de zero (para qualquer tempo), se o
sinal é periédico. Dessa forma, podemos fazer a distin¢ao entre comportamento cadtico e
periédico gerado para cada par de parametros. A Figura 3.18 mostra o diagrama obtido
com este procedimento. Em cores escuras graficamos pontos que geram séries temporais
com autocorrelacoes diferentes de zero, para qualquer tempo, sendo portanto movimentos
periédicos. Tons claros sao pontos cujas autocorrelagoes sao nulas apds um certo intervalo
de tempo, caracterizando comportamento caético. Veremos no, Capitulo 4, que este tipo de
diagrama é muito semelhante ao diagrama obtido com outros algoritmos, como o de orbita
recorrente mostrado em [40]. A vantagem do diagrama usando autocorrelacao esta na rapidez

do calculo da FFT, em comparacao ao calculo, por exemplo, do expoente de Lyapunov.

Um possivel modo de obter a informacio da fase (ndo apresentada nesses diagramas) do
sinal é usar o biespectro calculado com FFT ou usando a técnica de ondaletas [42]. Esta
iltima estd sendo amplamente usada para analise de bicoeréncia, detectacdo de estruturas
coerentes e multifractalidade em fluidos e dindmica cadtica [15][16]. Mostraremos a técnica
de biespectro no Capitulo 5.
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Figura 3.18: Diagrama no espago dos parametros g e C, através da autocorrelagao. Cores escuras
indicam regi6es de autocorrelagao nao nula, portanto periédicas. Regides claras indicam regides de

autocorrelagao nula, portanto cadticas.

3.6 Outras técnicas para andlise de sistemas cadticos

A andlise de sistemas dinamicos nao lineares deterministicos é ainda tema de pesquisa
e estudo, uma vez que as técnicas usuais ji corroboradas pela experiéncia podem nao ser
adequadas para determinados sistemas.

Apesar do comportamento irregular e imprevisivel das séries temporais caéticas, estas
apresentam estruturas no espago de fase. Essas estruturas podem ser determinadas de forma
a permitir aplicagoes da dindmica cadtica, inclusive o seu controle.

3.6.1 Expoente de Lyapunov

Como j& vimos anteriormente, as solugoes de (3.1) podem gerar os mais variados tipos de
atratores no espaco de fase; pontos fixos ou focos estaveis, ciclo limite, toros e atratores es-
tranhos. A técnica do cdlculo do expoente de Lypunov é uma ferramenta poderosa que serve
para distinguir os atratores individuais, a partir da convergéncia ou divergéncia exponencial
no comportamento de trajetérias vizinhas no espaco de fase [45][46][47).

O expoente de Lyapunov depende da estabilidade de uma dada trajetéria. Os atratores
periddicos e quase periédicos possuem uma forte acdo atratora que faz com que trajetérias
nas suas proximidades (na sua bacia de atragao) convirjam para eles assintoticamente, e duas
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orbitas vizinhas distintas permanecam préximas. Os atratores estranhos também atraem as
trajetoria de suas bacias, porém duas trajetérias proximas no atrator se afastam exponen-
cialmente com o tempo. Dessa forma é possivel distinguir os diferentes tipos de atratores e
o comportameto da estabilidade do sistema dinamico.

Vamos aqui sumarizar os aspectos relevantes da técnica do calculo espectral dos expoentes
de Lyapunov. Neste trabalho o espectro de Lyapunov é calculado usando o algoritmo de
Wolf et al. [14]. No apéndice A detalhamos este algoritmo, assim como o programa em C
que desenvolvemos neste trabalho.

Dado um sistema dindmico continuo em um espaco de fase de dimensdo-n, monitoramos
a evolugao temporal das condigoes iniciais para um grande intervalo de tempo de uma esfera
nfinitesimal (dimensdo-n); esta esfera torna-se um elipséide devido & deformacéio local da
natureza do fluxo. O i-ésimo expoente de Lyapunov uni-dimensional é definido em termos

do comprimento do eixo principal do elipséide p;(t):

1 it
Ai = lim —loggp( )

fim Slogy s (3.23)

onde os A; sao ordenados do maior para o menor.

Notando que extensao linear do elipséide cresce como 2*'t, a 4rea definida pelos dois
primeiros eixos principais cresce como 2N +22) o yolume definido pelos trés eixos principais
cresce como 2 HA2HA3)t o aedim sucessivamente.

Todo sistema dinamico continuo sem um ponto fixo tera pelo menos um expoente nulo,
correspondendo a lenta variagao do valor do eixo principal tangente ao fluxo. Eixos que na
média expandem ou contraem correspondem, respectivamente, a expoentes positivos e ne-
gativos; portanto, todo sistema dinamico dissipativo tem pelo menos um expoente negativo,
e a soma de todos os expoentes é negativa [14][45][4].

A expansao exponencial indicada pelo expoente positivo é incompativel com o movimento
que ocorre em um atrator limitado no espago de fase, a menos que ocorra um processo
de dobramento. Cada expoente positivo indica a existéncia de uma direcio na qual duas
trajetorias préximas divergem; havendo uma outra diregao de convergéncia. Portanto, o
comportamento do sistema a longo prazo ¢ sensivel as condigoes iniciais. Um atrator para
um sistema dissipativo com um ou mais expoente de Lyapunov positivo é dito ser caético. O
calculo dos sinais dos expoentes de Lyapunov fornece um quadro qualitativo da dinimica do
sistema. Em um sistema tri-dimensional dissipativo, como o circuito de Matsumoto-Chua
estudado neste trabalho, o espectro, A, dos sinais possiveis de \;:
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ponto fixo, A = (—, —, —);

ciclo limite, A = (0, —, —);

toro de duas frequéncias, A = (0,0, —);

atrator estranho, A = (+,0, —).

Mostramos, na Figura 3.19, exemplos de expoentes de Lyapunov para os atratores do
circuito de Matsumoto-Chua mostrados na Figura 3.2. Podemos notar através do gréfico
que o transiente inicial decal gradualmente com o tempo até a convergéncia final.
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Figura 3.19: Limite dos trés expoentes de Lyapunov para os quatro atratores do circuito de
Matsumoto-Chua mostrados na Figura 3.2: a) ponto fixo, A = (—,—,—); b) ciclo limite, A =
(0, —, —); c) toro de duas frequéncias, A = (0,0, —); d) atrator cadtico, A = (+,0, —).

Os modulos dos expoentes de Lyapunov quantificam a dinamica do atrator em termos
de informacao. Os expoentes medem a taxa na qual a evolucao do sistema cria ou destroi
informacao [14][4]; logo os expoentes sao expressos em bits de informagao/s ou bits/érbita.
Por exemplo, se um sistema tiver o maior expoente de Lyapunov positivo igual a 2,16 bits/s,
a posi¢ao futura de um ponto inicial, especificado com uma precisido de uma parte por milhao
(20bits), nao podera ser previsto apds cerca de 9s [20bits/(2,16 bits/s)] [14].
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3.6.2 Dimensao do atrator Espiral-Dupla

A dimensao de um atrator nio caético é o menor valor do niimero de variaveis de estado
necessarias para descrever o comportamento estaciondrio do sistema. A dimensio de um
atrator nao cadtico é expressa por um mimero inteiro. Por exemplo, em relagio ao espaco
Euclidiano temos que um conjunto finito de pontos tem dimensao zero; uma linha tem
dimensao um; uma superficie, dimensao dois, uma esfera dimensio trés. Um atrator caotico,
por sua vez, apresenta dimensao nao inteira. A dimensio que apresenta valor nio inteiro é
chamada dimensao fractal. Uma propriedades de objetos que apresentam estrutura fractal é
a chamada auto-similaridade. Quase todos os atratores cadticos sio objetos fractais [1][34].

Nesta se¢do queremos mostrar dois métodos de cdleulo de dimensio e aplicd-los ao cir-
cuito de Matsumoto-Chua, no regime de Espiral-Dupla, com objetivo de determinarmos a
dimensao deste atrator.

a) Capacidade ou dimenséo fractal: o mais simples tipo de dimensio é a capacidade
[5]. Dado um atrator A num espaco de dimensio p. Recubra-se esses pontos com hiper-cubos
de lado €. Seja N(¢) o mimero minimo de hiper-cubos (caixas) de lado € necessirio para
cobrir todo o atrator A. Define-se capacidade, dimensio de Hausdorff ou dimensao fractal
como

Doy = lime-&ﬁle_jﬁ'%- (324)

Usando o programa Dynamics ??, determinamos que a dimensio fractal calculada através

de contagem de caixas para o atrator Espiral-Dupla com g = 0, 6000, mostrado na Figura
3.3 é igual a D.qp = 2,191 £ 0, 045.

b) Dimensao de Kaplan-Yorke: sejam Ay > Ap.. > A, os expoentes de Lyapunov

de um sistema dindmico. Seja j o maior inteiro tal que A\, + ... + A;j 2 0. A dimensao de

Lyapunov como definida por Kaplan e Yorke [13] é

M+ o+ A
|Ajg1]

Se nao existe j, como no caso de um ponto de equilibrio hiperbdlico estavel, D; é definido

Dy=7+ (3.25)

como 0. Para um atrator, 321", \; < 0, de forma que isto garante que j ¢ menor do que n.

Para um ciclo limite atraente, a situacio genérica é At =0> X > .. > )\, Portanto,
a dimensao de Lyapunov de um ciclo limite genérico é 1. Da mesma forma, a dimensio de
Lyapunov de um atrator periddico genérico de periodo-K é K.



60

Meétodos de caracterizag¢ao dos atratores

Se o atrator é cadtico, Dy deve ser nao-inteira. Para o caso do circuito de Matsumoto-

Chua (tri-dimensional) com expoentes A, >0 > A_,

Dy=2+ 3 (3.26)
A

Como, Ay + A_ < 0, temos que 2 < D, < 3. Para o atrator caético Espiral-Dupla com

g = 0,6000, mostrado na Figura 3.3, determinamos através do nosso programa que A, =~
0,161; A_ ~ 1,500 de forma que a dimensdo de Kaplan-Yorke deste atrator é D, = 2, 100.
Obtivemos com o programa Dynamics [48] Dy = 2,090, de forma que temos inteira confianga
nos resultados gerados pelo programa que calcula os expoentes de Lyapunov desenvolvido
por nos neste trabalho. A dimensao fraciondria exprime o cardter fractal do atrator cadtico

gerado pelo circuito de Matsumoto-Chua.

3.6.3 Diagrama de bifurcacao

Uma outra técnica de andlise usada para sistemas dinamicos é o diagrama de bifurcacdo .
Através destes diagramas podemos ter uma visao global dos diferentes atratores do sistema
a medida que variamos um dos parametros de controle, dessa forma permitindo uma re-
presentacao dos comportamentos periddicos e cadticos gerados do sistema. O diagrama de
bifurcacao fornece um sumaério de toda a dindmica essencial do sistema, tornando-se dessa
forma uma ferramenta que permite uma visualizagao geral dos diferentes atratores gerados
pelo sistema dinamico.

Para certos valores do parametro de controle g, o circuito de Matsumoto-Chua tera
assintoticamente um unico movimento, enquanto que para valores do pardmetro um pouco
diferente, dois ou mais tipos de movimentos sao possiveis. Se esses movimentos sao estdveis,
0 comportamento que o circuito executara dependera das condi¢oes iniciais. Chamamos essa
mudanga na dinamica do sistema quando se varia um parametro de bifurcagao.

Neste trabalho o diagrama de bifurcacgio é construido de acordo com o algoritmo proposto
no livro de Parker e Chua [12]. Escolhemos uma determinada se¢ao de Poincaré e, para cada
valor de um parametro de controle escolhido, eliminamos o transiente (em torno de 50 ciclos
em torno do atrator de Espiral-Dupla) e graficamos 300 pontos gerados pelo cruzamento da
trajetoria na secao . Para uma melhor precisao usamos um passo de integracao i = 0, 005
no algoritmo de Runge-Kutta 4% ordem.

Mostramos nas Figuras 3.20, 3.21, 3.22 e 3.23, quatro diagramas de bifurcacio , do

circuito de Matsumoto-Chua, em sequéncia. O parametro de controle escolhido foi variado
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de g = 0,565 a g = 0,645. Cada linha vertical imagindria paralela ao eixo Vg, determina
um diferente comportamento para o sistema, de movimento periodico a bandas cadticas que
se entrelagam, se juntam e algumas vezes desaparecem gerando janelas de periodicidade.
Podemos dizer que o diagrama de bifurcacao é um catdlogo dos atratores gerados pela
variagao do parametro de controle g. As finas regides claras que aparecem nas regioes mais
escuras sao a presenga de atratores periédicos entre bandas geradas por atratores cadticos ou
orbitas de grandes periodos. O fenomeno de fusdo de bandas cadticas ou seu desaparecimento
repentino ¢ chamado de crise [49] e ser4 analisado posteriormente.

Q6

-0.5 =
0.565 0.575 0.585

Figura 3.20: Diagrama de bifurcacio do circuito de Matsumoto-Chua variando-se apenas o
parametro de controle g.

Na Figura 3.24, mostramos num tnico gréfico a sequéncia dos diagramas de bifurcacao
(Figuras 3.20 a 3.23) a), b) os dois primeiros expoentes de Lyapunov para os atratores
mostrados em a) e a dimensao dos atratores através da dimensio de Kaplan-Yorke do circuito
de Matsumoto-Chua c¢). Cada gréfico foi gerado com 500 valores do parametro g no eixo
horizontal.

3.6.4 Diagrama nos espagos das freqiiéncias

Uma outra maneira de analisar os diferentes comportamentos do sistema, a medida que
variamos 0 parametro de controle, é fornecido pelo diagrama no espacgo das freqiiéncias
lesenvolvido em [50] [51]. Neste diagrama, o eixo horizontal representa o parametro variado
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Figura 3.21:

Figura 3.22:

0.758 r

05

Diagrama de bifurcacio variando-se g. Continuagio da Figura 3.20.

Diagrama de bifurcacio variando-se g. Continuagao da Figura 3.21.
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Figura 3.24: a) Diagrama de Bifurcagio, com 500 valores de g. b) Os dois primeiros expoentes
de Lyapunov para os atratores mostrados em a). ¢) Dimensao de Kaplan-Yorke para os atratores
mostrados em a).
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e o eixo vertical é o eixo das freqiiéncias. Para cada valor do parametro no eixo horizontal
calcula-se o espectro de poténcias através do algoritmo de FFT e marca-se as frequéncias
mais intensas (picos) em preto, sendo que as intensidades intermedidrias sio marcadas em
tons graduais de cinza. Mostramos na Figura 3.25 o diagrama de bifurcacio no espaco das
freqiiéncias para o circuito de Matsumoto-Chua, com o parimetro de controle variando de
g = 0,565 a g = 0,655. E possivel notar no grafico a faixa escura em torno da freqiiéncia
caracteristica do sistema f. = 0,29. Nas regides cadticas temos as faixas escuras continuas,
gerada pelo espectro de banda larga do sinal caético.

0.1 0.13 0.2 0.25 03

(.03

Figura 3.25: Diagrama de bifurca¢do no espago das freqiiéncias, com 512 valores de g, para cada
valor de g calcula-se a FFT de uma serie temporal de 4096 valores da varidvel Vg, .



Capitulo 4

Rotas para o caos - sistema sem

perturbacao

Neste capitulo, descrevemos o comportamento geral do sistema de Matsumoto-Chua em
fungio da variagao dos seus parametros. Analisamos inicialmente a equacao de sensibili-
dade do sistema, verificando e classificando quais parametros afetam mais sensivelmente a
dinamica das solugoes geradas pelo circuito de Matsumoto-Chua. Através dos diagramas no
ospago dos parametros, construidos a partir do valor do maior expoente de Lyapunov, de-
imitamos as zonas em que o sistema opera em regimes periddicos ou cadticos. As fronteiras
dessas regioes representam transigoes ou rotas que o sistema desenvolve, tais como as rotas
de Feigenbaum e intermiténcia. E possivel ainda, com a ajuda desses diagramas, detectar

roexisténcia de atratores e crises.

4.1 Equacao de sensibilidade

4.1.1 Introducgao

A maneira como um sistema dindmico responde as variagoes nos seus parametros é de
fundamental importancia para determinar: i) os diferentes tipos de trajetérias do sistema; ii)
A sua estabilidade; iii) os parametros mais eficazes para o controle do sistema pela variacao
dos mesmos.

Iniciamos este capitulo analisando o circuito de Matsumoto-Chua através da equacio de
senstbilidade. Esta equagao, fornece uma estimativa de primeira ordem do efeito da variacao

dos parametros nas solugoes geradas pelo sistema dinamico. A equacao de sensibilidade
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¢ composta das partes lineares do sistema gerado pela Jacobiana em relaciio is varidveis
dindmicas e da Jacobiana gerada pelos parametros do sistema. Através da equagao de
sensibilidade podemos definir quais parimetros afetam sensivelmente as solucgoes .

Consideremos um sistema dinimico arbitrario

dX

5 — F(X, ), (4.1)

onde ¢y representa todos os parimetros nominais do sistema. Este sistema geral 4.1 sera
representado pelo circuito de Matsumoto-Chua, reescrito a seguir

dVg, .
Ci—r = 9(Vou — Vo) — innl(Vey), (42)
dv, _
C2 dfg = 9(Vg, — V) + 45,
dEL
o P, -
e -

Para este sistema o parametro nominal ¢; é um dos parametros g, C;, C; e L. Queremos
determinar como a variagao de primeira ordem dos parametros afetam as solugdes da Equacao
4.1.

Seja a condigao inicial da Equacao 4.1 dada por X(tg) = Xp. Pelo teorema da estabi-
lidade de Lipschitz [24], sabemos que para todo parametro ¢ préximo de cy, isto é, |c — ¢
suficientemente pequeno, a equacdo 4.1 possui uma tnica solucdo X(%,¢) num intervalo de
tempo (o, ¢;], proxima da solu¢ciao nominal X(t,co). A diferenciabilidade continua de F refe-
rente a X e c, implica a propriedade adicional da solucio X(t, c) ser diferencidvel em relacio
a ¢ proximo ao valor nominal ¢;,. Para observarmos 1sto, temos

X(c) =Xy + /t:l F(X(c), c)ds. (4.3)

Efetuando a derivada parcial em relacao ao parametro ¢ obtemos,

a);g(:) = / h[gf{ ARG, 02 e) QE( X(c), ¢))ds (4.4)

onde [0X,/0c] = 0, uma vez que X, é independente de ¢. Diferenciando em funcao do tempo
t, podemos ver que X (¢, c) satisfaz a equacao diferencial
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%S(t) = A(co)S(t) + B(co), S(to) =0, (4.5)
onde
Alw) = 2D, B(ey) = EX (46)

e S(t) = 0X(c)/de. A fungdo S(t) é chamada funcio de sensibilidade, e a Equacio 4.5 é
denominada equagdo de sensibilidade.

O procedimento numérico para calcular a funcio de sensibilidade S(t) é solucionar a
equagao original do sistema com os valores nominais dos parametros simultaneamente com
a fungéo de sensibilidade S(t), ou seja, resolvemos numericamente o conjunto acoplado de
equagoes

R =F(X,0, X(to) =X,

dt
dS(t)  AF(X,c) OF (X, ¢)
dt it [ BX ]S( ) + [ de ]s

Consideremos agora o circuito de Matsumoto-Chua. Como temos quatro parametros no

sistema, vamos fixar um e variar os outros trés. Inicialmente fixamos o parametro g = 0, 6
e consideramos variagbes em torno dos valores nominais de €1 =10,0,Ca = 1,0e Cs =
1/L = 6,0. Neste caso as Jacobianas A e B 8a0, respectivamente:

—~10 F) 10¢g 0
_OP(X,¢) lg+F) 4

A - i :
0 -6 0
onde

my € Dt Vg, < =1,0
F=4q m ¢ D° beJ < 1.0 (4.9)

my € N V(_-l > 1,0.

oFx,e) [ 9o = Vo) —ine(Ver) |

Sl i 2 gVa—~Va)+iz 0 |.  {(@ai1d)

0 -V,
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A partir destas Jacobianas podemos integrar o conjunto acoplado de equagoes e de-
terminar as solugoes da equagao de sensibilidade para o circuito de Matsumoto-Chua. O
resultado numérico pode ser visto na Figura 4.1. Podemos concluir, com a ajuda dos re-
sultados mostrados no grafico, que as solugdes da Equacao 4.3, com o parametro g fixo,
possuem sensibilidade de mesma ordem quanto as variagoes dos parametros Cy, L e C].

% S
B
= |

o

Figura 4.1: Fungao de sensibilidade, S(c¢), em fun¢ao dos parametros do circuito de Matsumoto-
Chua (g = 0,6000). a) S(V¢,) em fungao do parametro Cy; b) S(Ve,) em fungao do parametro Cy;
¢) S(iz) em funcdo de C3 = 1/L.

Consideremos agora o parametro C'; = 10,0 fixo e a solugao da equagao de sensibilidade
variando os parametros g, Cy e Cy = 1/L. Neste novo caso, a Jacobiana A ndo se altera,
porém a Jacobiana B, que depende das variagoes dos parametros, passa a ser

10(Ve, — V4 0 0
IF (X, ¢) (Vo, - Veu) ‘
B = e Cao(Vo, = Ve,) 9(Ve, - Ve,)+i 0 ' (4.11)
0 0 -Ve,

O resultado da integracao da equagao de sensibilidade com essa nova Jacobiana é mostra-
do na Figura 4.2.

A partir da analise dos graficos vistos nas Figuras 4.2 e Figura 4.1, verificamos que as
solucoes do circuito de Matsumoto-Chua sao mais sensiveis as variagoes no parametro g do
que as variagoes em outros parametros do sistema (note as diferencas de escala nessas figuras).

Este resultado serd 1itil quando tratarmos dos métodos de controle de caos. Podemos concluir
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Figura 4.2: Fungao de sensibilidade, S(c), em fungdo dos parametros do circuito de Matsumoto-
Chua. a) S(Ve,) em fungio do parametro g; b) S(Ve,) em fungio de Cy; c) S(ir) em fungao de
Cs; =1/L.

que qualquer método de controle, que exija pequenas mudancas na topologia das solugoes
geradas pelo circuito de Matsumoto-Chua, nao deve ser aplicado ao parametro g do sistema.
Devido a extrema sensibilidade, quanto a variagoes no parametro g, inimeras bifurcagoes e
rotas para o caos podem ser vistas no circuito de Matsumoto-Chua, simplesmente mudando

o parametro g em um intervalo pequeno de valores.

4.2 Diagramas no espago dos parametros sem pertur-

bacao

Para quantificagio de caos, ordem ou periodicidade, o expoente de Lyapunov é calculado.
Vimos no Capitulo 3 que a diregao da divergéncia maxima ou convergéncia ¢ uma mudanga
das propriedades locais do atrator. O movimento deve ser monitorado em cada ponto ao
longo da trajetéria. Dessa forma, uma esfera pequena ¢ definida, cujo centro ¢ um ponto
do atrator e cuja superficie consiste de pontos de trajetérias proximas no espago de fase. A
medida que o centro da esfera e pontos na superficie evoluem no tempo, a esfera torna-se
um elipséide. A taxa média de expansao e contracio ao longo dos eixos principais sao 0s
expoentes de Lyapunov do atrator. Para o i-ésimo eixo principal, o expoente correspondente
¢ definido como
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Ai = limyoologe|Li(t) /L (0], (4.12)

onde L;(t) é o raio do elipséide ao longo do i-ésimo eixo principal no tempo ¢ [14]. No
Apeéndice A desenvolvemos o algoritmo numérico para o calculo do expoente de Lyapunov
seguindo o método proposto por Wolf et al. [14]. Usamos a aritmética de dupla precisao
para o calculo. Para cada calculo do expoente, apos eliminarmos o transiente, consideramos
um intervalo de tempo adimensional de At = 500000 x h ~ 40007,), onde h = 0.01 é o
passo de integragao usado para este calculo. Realizamos a ortogonalizacao a cada 10 (dez)
passos de integracao . E vélido ressaltar que a convergéncia para os expoentes dos atratores
gerados pelo circuito de Matsumoto-Chua é a lcancada a partir de um tempo 100000 x A.

A partir do cdlculo dos expoentes de Lyapunov geramos o diagrama no espago de para-
metros, o qual consiste em definir, através de cddigo de cores, que pares de parametros
geram movimento caético ou periddico. Neste trabalho, o diagrama é calculado numa grade
de 400 x 400 pares de valores de dois parametros escolhidos do sistema de Matsumoto-
Chua. Convenciona-se graficar pontos em preto, a pares de parametros que geram um valor
negativo no maior expoente de Lyapunov, ou seja, que produzam atratores peridédicos. Pares
de parametros que geram o maior expoente de Lyapunov positivo, ou seja, geram atratores
calticos, sao graficados em tons claros, quanto mais clara a tonalidade mais positivo e maior
é o primeiro expoente. Realizamos varias andlises combinando diferentes parametros do
sistema. Em seguida apresentamos esses diagramas.

1) Diagrama no espago dos parametros g x C,

Na Figura 4.3 mostramos um diagrama no espag¢o de parametros g x '} do circuito de
Matsumoto-Chua. Neste diagrama, a regiao inferior correspondente a faixa em cinza claro
é a regiao em que, para os parametros g e C', as érbitas sdo atraidas para os pontos fixos
estaveis P ou P~. Na fronteira entre essa faixa cinza claro e a proxima faixa preta, ocorre
a bifurcacao de Hopf; nessa faixa preta ocorre a rota de Feigenbaum ou dobramento de
periodo até o caos. As regides cdoticas sao as grandes faixas cinzas, cortadas por faixas
pretas correspondentes a atratores periodicos. Essas faixas pretas correspondem a janelas de
periodicidade, que surgem por bifurcagao tangente, determinadas nos diagramas de bifur-
cacgao. As faixas cinza claro e branca, na parte superior da figura, correspondem a atratores
nao finitos. Na fronteira das regides com e sem atrator finito, os atratores cadticos gerados
desaparecem, por crise de fronteira. B possivel ainda notar, no diagrama, ilhas isoladas cor-
respondentes a atratores peridédicos. Essas estruturas sao semelhantes as estruturas presentes
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em outros sistemas, tais como as observadas para o mapa logistico, denominadas camaroes
(shrimps) [52]. Exibimos na Figura 4.4, uma ampliagao da Figura 4.3 na regiao correspon-
dentes aos camardes. Para a ampliacdo, refazemos o calculo do expoente de Lyapunov com
a mesma grade de pontos com um intervalo menor dos parametros. Esses dois diagramas
no espaco de parametros g x C, feitos através do calculo do maior expoente de Lyapunov,
sao semelhantes aos mesmos diagramas, para o mesmo intervalo de parametros, gerados por

Baptista [40] com o algoritmo de érbitas recorrentes.

Figura 4.3: Representacao do maior expoente de Lyapunov em funcido dos pardmetros g e Cj.
A regido cinza claro abaixo da grande faixa preta é de pontos fixos, a regiao preta de drbitas
periédicas, a regiao cinza de caos. As faixas superiores (branca e cinza) correspondem a regioes de

atratores nao finitos.

Podemos comparar a Figura 4.4 com a Figura 4.5 obtida, no espago de parametros,
através do calculo de autocorrelagao, como verificamos no Capitulo 3. Notamos a grande
semelhanca entre os dois gréficos, exceto pela pequena regiao localizada no canto inferior a
esquerda do grafico da Figura 4.5, calculado com o valor da autocorrelagao. Nesta regiao
existem regioes finas correspondentes a atratores periddicos, para este nivel de resolu¢io o
diagrama de autocorrelagido nao ¢é tdo eficaz quanto o diagrama gerado através do expoente
de Lyapunov.

2) Diagrama no espago de parametros C; x Cy

Usamos o mesmo procedimento descrito para calcular o diagrama no espaco de parametros
gx ;. Fixamos o valor do parametro g = 0, 6 e variamos C; e C; para uma grade de 400x400
valores. O diagrama obtido é apresentado na Figura 4.6. Na parte superior deste grafico, a
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Figura 4.4: Ampliacao da Figura 4.3. Representacio do maior expoente de Lyapunov em funcj
dos parametros g e C;. Quanto mais escura a cor, menor o valor do expoente. Notam-se estrutur:

periddicas (camardes) inseridas nas regides cadticas.
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Figura 4.5: Diagrama no espaco de parametros gerado através do cdlculo de autocorrelacio
Nota-se a grande semelhanca com o diagrama gerado através do calculo do expoente de Lyapunoy

mostrado na Figura 4.4.
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grande faixa preta corresponde s regides em que ocorrem bifurcagio de Hopf e as drbitas
periodicas geradas por dobramento de periodo. Estas drbitas periodicas se concentram na
fronteira com a faixa clara (regidao de caos) a direita, ou seja, se fixarmos um valor de Cye
aumentarmos C, a partir do valor C; = 8,0, temos novamente a rota de Feigenbaum. Pode-
mos ver um conjunto alinhado de estruturas periédicas no formato de V estilizado, inseridas
no mar caotico. Podemos notar, ainda, faixas finas escuras que acompanham o formato da
separatriz da faixa preta com o mar caético. Essas faixas cortam um dos ramos das estru-
turas em V. Nestes pontos de cruzamentos, temos coexisténcia de atratores periodicos. A
regiao no canto inferior direito (cor branca e cinza-claro) representa regives de valores que

nao geram atratores finitos.

e
—1

Figura 4.6: Representagio do maior expoente de Lyapunov em fungdao dos parametros C; e Cj.
Quanto mais escura a cor, menor o valor do expoente. A grande regido escura, corresponde a zonas

onde ocorre bifurcagido de Hopf, dando origem a um ciclo limite, e em seguida érbitas periédicas.

3) Diagrama no espago de parametros g x L

Como 1ltimo diagrama, variamos os parametros g e 1. Este diagrama é visto na Figura
4.7. A regido preta inferior, em forma de tridngulo, corresponde aos pontos fixos atraentes
para g ~ 0,55, os quais ap6s bifurcagiao de Hopf geram érbitas periédicas por dobramento
de periodo para valores de g > 0,55. Novamente notamos as estruturas quase paralelas de
zonas de atratores periédicos cortando as regides cadticas. Nesta faixa de parametros nao se

observa atratores nao finitos.
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Figura 4.7: Representagao do maior expoente de Lyapunov em fungao dos pardmetros g e L.
Quanto mais escura a cor, menor o valor do expoente. A regiao cinza abaixo da grande faixa
preta (érbita de periodo-1) corresponde as regides onde ocorre as bifurcagoes de Hopf, e as faixas
superiores (branca e cinza) correspondem a regioes de atratores néo finitos.

4.3 Coexisténcia de atratores

4.3.1 Diagrama no espago dos parametros para regiao de coe-
xisténcia

O diagrama no espago dos parametros nos fornece uma visao geral dos atratores gerados

pelo sistema a partir da escolha de um par de parametros. Além disso, é possivel identificar

a coexisténcia de atratores, tal como na Figura 4.8. Nessa figura vemos que uma das faixas

escuras ¢ sobreposta por outras faixas. As faixas paralelas sobrepoem a faixa escura que

sobe. Na regiao de sobreposi¢ao das faixas escuras, dois atratores periddicos coexistem.

4.3.2 Bacia para atratores coexistentes

Os atratores periodicos determinados, a partir do espago de parametros mostrado na
Figura 4.8, sao orbitas de periodo-2 e periodo-3, projetadas na Figura 4.9. Estas orbitas
geram, em um mapa de Poincaré apropriado, pontos fixos tipo sumidouros (0s quais sao
atraentes), como no grafico 4.10. Este grafico é o mapa de Poincaré no plano Vi, = 2,0,
para duas condi¢oes iniciais diferentes.

A Figura 4.11 mostra a bacia de atracao para estes pontos fixos. Esta figura foi obtida
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Figura 4.8: Representagio do maior expoente de Lyapunov mostrando a coexisténcia de atratores.
Quando mais escura a cor, menor o expoente de lyapunov. A intersecio das faixas escuras indica
coexisténcia de atratores.
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Figura 4.9: Atratores periddicos coexistentes determinados a partir da Figura 4.8. Orbita periédica
de periodo-3 (A), érbita periddica de periodo-2 (Az). Atratores gerados a partir de duas condigoes
iniciais: A1(Ve, (0) = 0,029, Ve, (0) = 0,2334,i,(0) = 0,845) e Ay(Ve, (0) = —1,029, Ve, (0) =
0,23,41,(0) = 0, 845)
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Figura 4.10:  Atratores periédicos coexistentes determinados a partir da Figura 4.8. Orbita

periddica de periodo-2 (circulo), 6rbita periédica de periodo-3 (tridngulo).

para uma grade de 400 x 400 condigdes iniciais. Para cada condicio inicial o sistema de
Matsumoto-Chua com g = 0, 59312, foi integrado por um perfodo de tempo grande (dez mil
iteragdes). Se uma condigao inicial gera uma 6rbita que se dirige para o atrator de periodo-2,
entao um ponto em cor preta é graficado na localizagio da condicio inicial. Se a érbita se
direciona para o outro atrator de periodo-3, entdo nio graficamos nada. Portanto, as regioes
pretas e brancas sao essencialmente uma visiao bidimensional da bacia de atragao destes
atratores, dentro da precisao da grade usada.

Ampliagoes sucessivas da bacia observada na Figura 4.11 revelam que a mesma estrutura
esta presente em qualquer escala, quando revelada por ampliacoes sucessivas de regioes cada
vez menores da bacia. As Figuras 4.12 e 4.13 mostram ampliagoes sucessivas de uma pequena
regiao da bacia da Figura 4.11. A Figura 4.12 é uma ampliacao da regiao compreendida entre
—0,8 <1, <0,0e —0,3 < Vg, <0,3, ou seja, ampliamos esta regido por um fator de 50. A
Figura 4.13 é novamente uma ampliagio sucessiva, no interior da segunda ampliacao (Figura
4.12), por um fator de 4 x 10®. Verificamos que existe uma curva invariante separando as
bacias dos dois atratores periédicos. Esta curva tem codimensio-1. No entanto, existe uma
estrutura de Cantor na diregao transversal a esta curva. Portanto, coexistem uma estrutura
fractal em uma dire¢do e uma estrutura continua em outra. Porém, devemos acrescentar
que devido ao fato da curva ter medida nula nestas bacias, qualquer tentativa de se medir
a dimensao desta curva dard como resultado a dimensio fractal do conjunto de Cantor,

transversal & esta curva.
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Figura 4.11: Bacia de atragiao na secao de Poincaré em Ve, = 2,0 para os atratores peridédicos de
periodo -2 e periodo-3. Pontos em preto sio condigoes iniciais que sio atraidas para o atrator de

periodo-2, pontos em branco sao condi¢ées iniciais que sio atraidas para o atrator de periodo-3.

Figura 4.12: Ampliagio da bacia de atragio mostrada na Figura 4.11. Fator de ampliagao 50.
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Figura 4.15: Crise de fusao e crise de fronteira. a) g = 0,57725, dois atratores do tipo Rossler
coexistindo. b) g = 0,57727, os atratores se aproximam sem se tocarem. c) g = 0, 57729 os atratores
se fundem formando o atrator Dupla-Espiral. d) g = 0,57760, através da crise de fronteira a 6rbita
periédica atrae a bacia de atragio do atrator Espiral-Dupla.

4.4.2 Desaparecimento do atrator Espiral-Dupla: crise de fron-

teira

Vimos através dos diagramas no espago de parametros que existe uma regiao delimitadora
para a existéncia do atrator Espiral-Dupla, como visto na Figura 4.3. A partir desta regiao o
atrator caético colide com a 6rbita periddica tipo sela instavel e desaparece juntamente com
sua bacia de atragdo. Portanto, o atrator Dupla-Espiral desaparece por crise de fronteira
com a Orbita instdvel. J& apresentamos no Capitulo 3 que a bacia de atragao do atrator
Dupla-Espiral é limitada no espaco de fase, devido a presenca da 6rbita tipo sela instavel.
Reproduzimos na Figura 4.16 esta bacia de atragao.

A medida que variamos o parametro g, o atrator ca6tico aumenta de tamanho e sua bacia
diminui, o que eventualmente para um valor critico g. leva o atrator a colidir com a 6rbita
instdvel que circunda o atrator e este desaparece. Mostramos este comportamento da bacia
para um valor de g = 0,6555 proximo ao valor critico em que ocorre a crise de fronteira,
Figura 4.17.
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Figura 4.16: Bacia de atracao para o atrator Espiral-Dupla (¢ = 0,6000), determinada através
do algoritmo de tempo de escape. Pontos em brancos correspondem a condigoes iniciais que sao
atraidas para o atrator cadtico. A regiao em preto sao condicoes que escapam para o atrator

infinito.

Figura 4.17: Bacia de atragdo para o Espiral-Dupla préximo a crise de fronteira (g = 0,6555).
Aumentando-se o parametro g, o Atrator cadtico colide com a érbita tipo sela, desaparecendo

juntamente com sua bacia. Nota-se a diminuicao desta em comparagao com a Figura 4.16.

.
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4.4.3 Crise nas janelas de periodicidade

Vimos no Capitulo 3, através dos varios diagramas de bifurcacio do circnito de Matsu-
moto-Chua, que juntamente com as bandas caéticas que sao geradas por atratores caéticos
existem estreitas regioes dentro do intervalo 0,565 < g < 0,665 em que a 6rbita atraente é
periodica. Por exemplo, escolhemos a regiao entre 0,625 < g < 0,635 e fizemos o diagrama
de bifurcacdo juntamente com os valores do expoente de Lyapunov para os atratores gerados
neste intervalo de parametro. Estes grificos sao mostrados na Figura 4.18. Esta ampliaciio
mostra um intervalo de g onde uma érbita de periodo dois ocorre. Podemos ver através do
diagrama de bifurcacio, que a érbita de periodo dois nasce em g, = 0,62929; esta é6rbita
por dobramento de periodo gera duas bandas caéticas que se fundem em uma tinica banda
em g. = 0,63202. Na Figura 4.19 mostramos ainda o diagrama de bifurcacio no espago das

freqiiéncias para esta regido.

Zoof i i i
0.627 0.629 0.631 0.633

Figura 4.18: Diagrama de bifurcagao e expectro do maior expoente de Lyapunov em funcao de
g- Em g; temos intermiténcia tipo-I, onde a banda caética sofre uma subducg¢io com a érbita de
periodo-2, e em g,, temos uma crise interior, a érbita instvel de periodo-2 colide com a nova banda

cadtica formada através de dobramento de periodo.

Podemos definir dois fenémenos que acompanham estas janelas de periodicidade. Temos,
para g = gy, que o atrator cadtico subitamente desaparece, surgindo imediatamente um
atrator nao caético, ou seja, a orbita de periodo dois. Este fenémeno ¢ denominado por
Grebogi et. al. [49] de subduccdo . O efeito de uma subducgao difere da crise de fronteira,
no sentido de que a subducgdo nao destréi a bacia do atrator cadtico, pelo contrario, a
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Figura 4.19: Diagrama no espaco das frequéncias, para regiao de intermiténcia e crise interior.
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Figura 4.20: Interminténcia tipo-I. Nota-se os estouros cadticos intermitentes com a fase laminar
da orbita de periodo dois. a) g = 0,62927; b) g = 0,622928; ¢) ¢ = 0,62929; g = 0,62930 fase

laminar.
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bacia permanece inalterada mesmo quando o atrator cadtico é convertido para um atrator
nao caotico. A subducg¢do ocorre sempre quando hd uma bifurcacéo tangente em que uma
Orbita periddica aparece dentro da banda caética [49]. Acompanhada com esta, ocorre o
fenomeno de intermiténcia do tipo I. A medida que nos aproximamos do valor critico g, (em
diregio a g crescente) em que ocorre a bifurcagdo tangente, podemos perceber que a série
temporal das varidveis dinamicas do sistema transitam em dois comportamentos com breves
intervalos de tempo para cada um. Este comportamento é mostrado na Figura 4.20 para trés
valores préximos de g;. Podemos ver que & medida que aproximamos o valor do parametro
g de g, = 0,62929 (bifurcagao tangente), a série temporal cadtica é interrompida por fases
laminares de periodicidade que se tornam cada vez mais frequentes e os estouros cadticos
aparecem em menores intervalos de tempo. Para g, temos a colisao da drbita instdvel gerada
na bifurcagao tangente em g, com a banda caética que se formou por dobramento de periodo
das drbitas periddicas, este fenomeno é denominado de crise interior [49]. Vemos que neste
caso, em g., as duas bandas caoticas se fundem para formar uma banda caética tnica, maior.
Nota-se que isto coincide precisamente com a interseccio da érbita instavel de periodo dois
criada na bifurcacao tangente com a regido caética.



Capitulo 5

Analise biespectral

5.1 Introducao

Este capitulo é dedicado a anélise das séries temporais com o método de bicoeréncia
calculada com a transformada de ondaletas. Os regimes caéticos dos atratores tipo Rossler
e Espiral-Dupla sao diferenciados através dos seus respectivos autobiespectros. Analisamos
a intermiténcia caos-caos devido a crise de fusao dos atratores caéticos coexistentes tipo

Rossler, na formagao do atrator caético Espiral-Dupla.

5.2 Biespectro e ondaletas

Como vimos anteriormente (segao 3.5.2), o espectro de poténcia através da decomposicao
de um sinal em série de Fourier é uma ferramenta 1itil para a anslise de séries temporais
periédicas e quase periddicas, e pode servir como uma anilise preliminar para distinguir e
identificar séries temporais cadticas. No entanto, a decomposicdo espectral de uma série
caotica fornece o médulo quadratico das componentes e nio informa a fase instantaneas das
mesmas, essencial para o entendimento da evolucao da trajetéria [4].

Um modo possivel de se obter informacao da fase do sinal ¢ através do biespectro [42][56].
Se 0 processo que gera a série temporal é estocastico, entdo a covariancia de segunda ordem
(e espectro de poténcia de segunda ordem) contém toda a informacao util acerca do sinal.
Quando a série temporal nao é estocdstica, mas gerada por uma dinimica nao-linear, temos
que calcular espectros de ordem mais altas. O mais simples espectro de ordem mais alta é o
biespectro [42][56].
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A andlise biespectral foi originalmente proposta por Hasselman ef al. [57] para a in-
vestigar a interagao nao-linear de ondas de oceanos e Godfrey [58] usou-a para anilise de
séries temporais de Economia. Sato el al. [59] vém analisando ruido acistico gerado por
engrenagens com biespectro. Em uma série de artigos, Lii el al. [60][61] e Holand et al.
[62] tem descrito como o biespectro pode ser usado para o estudo do processo nao-linear de
transferéncia de energia em turbuléncia.

Neste capitulo caracterizamos as séries temporais dos atratores caéticos tipo Réssler e
Espiral-Dupla, assim como a série temporal na fase intermitente gerada pela crise de fusao
dos atratores tipo Réssler na transicao para o atrator cadtico de Espiral-Dupla. A anilise
é feita através de funcoes de correlacao triplas, que envolvem o valor esperado do produto
de trés séries temporais. Essas funcoes recebem o nome de bicorrelagdo. O prefixo bi indica
fungoes de apenas duas variaveis no caso estaciondrio. Como o circuito de Matsumoto-Chua
apresenta comportamento caético por dobramento de periodo (rota de Feigenbaum), o que
em geral € associado com a interagao nao linear quadratica (por exemplo mapa logistico), o
biespectro pode ser 1itil na investigacao do acoplamento e da troca de energia entre os varios
componentes do sistema [63].

Os dois regimes caéticos analisados sio diferenciados através do autobiespectro da série
temporal da varidvel V¢, (¢) e sua bicoeréncia. Usualmente o autobiespectro é a transformada
de Fourier da funcdo de autobicorrelagiao e possui as mesmas informacées que esta acerca
das flutuaces. A autobicoeréncia mede o grau de correlagao quadratica de um sinal e serve
para distinguir os modos lineares e independentes, dos modos quadraticamente acoplados.

A andlise biespectral possui a vantagem, sobre a andlise espectral linear, de que as infor-
macoes sobre o médulo da fase da transformada de Fourier do sinal podem ser recuperadas
[42].

5.2.1 Definicao e propriedades do biespectro

A fungao de bicorrelacio para uma série temporal V¢, () é dado por [42]:

R(t,71,73) =< z(t)z*(t — n)z(t — To) > (5.1)

onde 7, e 75 sdo dois intervalos de tempo de correlagao diferentes. Para o caso estacionéario

temos:

R(11,72) =< z(t)z*(t — 7y)z(t — T2) > . (5.2)
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Em particular, quando 7, = 7, = 0 e para z(t) real:

R(0,0) =< g*(t) >, (5.8)

ou seja a fungao de autobicorrelaciao para 71 = 72 = 0 ¢ igual ao valor médio do cubo de

A Equagao 5.1 pode ser escrita em termos da, transformada de Fourier, ou seja:

Rityrom) = [~ [~ [ < X(fx ()X (1) > (5.4)

xew?f{fu—fl—fszeizﬂfflTl+fz1'2)df0dfldf2_ (55)

Para que o sinal z(t) seja estaciondrio a equagao acima deve ser independente do tempo,
0 que implica em:

< X(f) X" (f)X*(f2) >= S(f1, £)0(fo - £ - fo), (5.6)

onde

S(fi, f2) =< X(f1 + F2) X (f1) X*(f2) > (5.7)

6 0 autobiespectro para um sinal z(t). Substituindo a expressao 5.7 em 5.5 e integrando em
fo obtemos:

R(n,m) = [ [ S(h, p)ethmsimgy, gy, (5.8)

u seja, a fungdo de autobicorrelacdo é a transformada de Fourier bidimensional do auto-
iespectro S(fy, f2). Dessa forma constituindo um par de transformada de Fourier. Em
utras palavras, o autobiespectro é a transformada de Fourier de terceira ordem da funcao

le autocorrelacdo da série temporal. Para o caso 7y = 72> = 0 em 5.5 considerando 5.3
btemos:

< 23(t) >://S(f1,f2)dfldfg (5.9)
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S € uma fungédo de densidade espectral, ela representa como o valor médio do cubo de z(t)
se distribui num plano bidimensional de freqiiéncias. Para sinais de duracao finita, ao invés
de calcularmos S, calculamos seu valor aproximado, denominado estimador, definido como:

B(f1, f2) =< X* (L) X" (f)X(fr + fo) >m (5.10)

onde M é o nlimero de medidas. Este valor serd zero se a média do produto triplo dos
coeficientes de Fourier for zero. Isto ocorre se os modos sdo independentes entre si, ou seja,
cada realizacao sera caracterizada por uma fase randomicamente distribuida. Para o caso
em que as ondas presentes em fi, fa e fi £ fo estiverem quadraticamente acopladas, esta
quantidade serd diferente de zero. Ou seja, as ondas com f; e f, e fases ¢, e @9, se acoplam
quadraticamente, com o surgimento de modos de freqiiéncia f, + fo e f, — f> e fases ¢, + ¢,
e ¢ — ¢y, respectivamente.

5.2.2 Autobiespectro

Fa

E conveniente reescalonar o biespectro de forma a ter sua amplitude normalizada, de-

nominada de autobicoeréncia, dada por:

|B(f1:f2)|2 (511)

b*(fr, f2) = < |X(f1)- X)) >u< | X(fr + f2)]2 >um’

ou seja b?*(f1, fo) é uma quantidade real compreendida entre 0 e 1, dependendo do valor do
autobiespectro do numerador. Quando B(fi, f2) é zero, b*(fi, f2) também é zero, indicando
que nao ha acoplamento quadratico em nenhum ponto de coordenadas (fi, f2), o que é o
os presentes em f) e f, sdo independentes. Para 0 < 4% < 1, a
equagao indica a existéncia simultanea de modos acoplados e espontaneos num ponto ( f;, f5),
e o acoplamento ¢ chamado de acoplamento parcial. Para b = 1 temos o acoplamento
mAaximo.

Usando as propriedades de simetria, o biespectro pode ser calculado por seus valores em
um octante de bifreqiéncias. Para uma série temporal discreta com freqiiéncia de Nyquist

[n, o biespectro é calculado unicamente na regiao correspondente a:

P lhE— e LBEhZEIn—15 (5.12)
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Portanto, é mostrado nos graficos do biespectro somente a regiio formada pelo poligono
delados i = fs, i+ fo=fw, L =fue i + fg = (. No gréfico 5.:1, mostramos
esquematicamente as regides de simetria para o calculo do biespectro, assim como a 1inica
regido graficada do biespectro (regives ¥ e A). O octante ¥ é a regido de soma das freqiiéncias
e o octante A é a regiao de diferenca das freqiiéncias.

Figura 5.1: Regites simétricas para o cdlculo das quantidades biespectrais. Somente as regioes
destacadas (¥ e A) sao graficadas. A regiio  corresponde & soma das freqiiéneias e a regiao A a

diferenga das freqiiéncias.

5.2.3 Defini¢ao da transformada de ondaletas

Sendo a bicorrelagao definida em funcdo da transformada de Fourier da série temporal,
podemos calcular o autobiespectro através do algoritmo de FFT. No entanto, quando a série
temporal apresenta comportamento intermitente, apresentando flutuagoes da amplitude e
do espectro de poténcia em escalas curtas de tempo, o método de FFT baseado nas bases
de Fourier ndo é uma ferramenta adequada. Para se estudar intermiténcia necessitamos de
uma técnica de andlise que nao seja baseada na acumulagio de informagoes numa escala
de tempo que seja maior do que a escala de tempo caracteristico do processo intermitente.
Isto significa que a técnica nao deve ser baseada em médias da dinamica, obscurecendo
dessa forma informagoes temporais relevantes do sinal. Para captar mudancas temporais
em uma série temporal, usamos a andlise com ondaletas (wavelet analysis), para a qual a
resolucao temporal varia com a freqiiéncia e o tempo. O fato basico sobre as ondaletas é que
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elas sao localizadas no tempo e na freqiiéncia, contrariamente ao que ocorre com as funcoes
trigonomeétricas, que sao as bases da transformada de Fourier. Esse comportamento torna-as
ideais para analisar sinais nao-estacionarios contendo transitoriedade e estruturas tipo fractal
[15][16]. As bases ou componentes de Fourier (bases do algoritmo de FI'T) siao fungoes das
freqiiéncias, mas nao do tempo: pequenas mudangas em algum sinal pode provocar mudangas
em todas as componentes de uma expansao de Fourier, o que nao acontece com uma expansao
de ondaletas.

Na andlise usando ondaletas aproxima-se uma fungao pela combinagao de ondaletas. En-
quanto na andlise de Fourier aproxima-se uma fun¢ao por uma combinagao linear de senos
e cossenos. Uma vantagem da andlise usando ondaletas é que para fungoes com descon-
tinuidade e picos, menos ondaletas sao necessiarias do que senos e cossenos na analise de
Fourier [16].

Na andlise de Fourier, toda fun¢ao periddica, de periodo 27, de quadrado integravel, é
aproximada por uma superposicio de exponenciais complexas, wy,(z) = €™, n = 0, 1, ...,
obtidas por dilatagoes da fungdo w(z) = €% wy(z) = w(na). O objetivo é estender essa
idéia para L*(R) (fungoes de quadrado integravel que dependam de dois parametros reais),
isto ¢, gerar esse espaco a partir de uma unica fungao 1. Isso é conseguido por dilatagoes
(ou compressoes) e translagoes de 1) por

t—17

Yar(8) = la™PH(——). (5.13)

A funcao 1) é chamada de ondaleta-mae. O parametro a é chamado fator de escala e 7
é o parametro de translagao indicando a localidade ou ponto central da ondaleta. E valido
ressaltar que a idéia de gerar uma base por dilatagao e translagiao nao é exclusividade das
ondaletas, a andlise de Fourier usual usa este procedimento baseado na fungdo mde cos(w).
A translacio sendo sen(w) = cos(w + 7/2) e a dilatagao sendo cos(nw).

Vamos analisar algumas propriedades da funcao #,,(t). Por exemplo, suponha que
queiramos visualizar 1, . (t), com ¢t medido em segundos (v, (¢[s])), usando para isto ¢, ,(t),
com ¢ medido em minutos (1, - (t[m])). Através de 5.13 nota-se que, 1, - (t[s]) = - (t[m]/60),
ou seja 1, (t[s]) é obtida através da dilatagdo por um fator de 60 de v, .(t[m]). De fato,
a nova funcdo nada mais é do que 1, .(t/60). Para o caso geral a > 1, 9,(t) é a versdo de
1) dilatada por um fator @ na diregao horizontal. Similarmente, se 0 < @ < 1, entao 1), € a
versao de @ comprimida na dire¢do horizontal. Se a = —1, entao i, é a versao refletida de
. Se —1 < a < 0, entdao 1, é a versao refletida e comprimida de . Finalmente, se a < —1,
entao ¥, ¢ a versao refletida e dilatada de .
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O fator |a|~? na Equacio (5.13) possui efeito similar na direcao vertical, isto é, sobre a
variavel dependente. Se p > 0, entéo 1 é comprimida ao longo da vertical toda vez que ¥ é
dilatada ao longo da horizontal e é dilatada ao longo da vertical toda vez que 1) é comprimida
ao longo da horizontal. (Se p < 0, entdo 1 ¢ simultaneamente dilatada e comprimida em
ambas as dire¢oes, mas somente as convengoes com p > 0 sao usadas). Diferentes escolhas
para p sao usadas na literatura: Chui [64][65], Daubechies [66] e Meyer [67][68] usam p = 1/2,
esse é o valor que usamos neste trabalho; Mallat e Zhong [69] usam p = 1. Segundo [16] o
valor de p é completamente irrelevante para a teoria basica das ondaletas.

Para exemplificar o efeito dos parimetros @ e 7 na ondaleta mae (cemn 3 = 1/2),
mostramos na Figura 5.2 verses reescalonadas e deslocadas (1, , (1) = Yo(t—7) = |a| P (L))
da ondaleta ¥(t) = ze~t. Neste exemplo o primeiro indice é o parametro a e o segundo
indice ¢ o deslocamento 7 da funcio em relagao a fungéo original. A curva central (linha
cheia) ¢ a fungao original a ser reescalonada e deslocada. A curva i direita (linha de traco e
ponto) é versao da ondaleta reescalonada por um fator 2 e tendo seu centro deslocado de 15
para direita, em rela¢ao ao centro da ondaleta original. A esquerda (linha tracejada), temos
a versao refletida (sinal -), comprimida por fator 0,5 e deslocada a esquerda por 10, tudo
em relagao a ondaleta original (linha cheia).

Neste ponto podemos fazer uma analogia entre as duas analise, de Fourier e de ondaletas.
A analogia é que, dada uma funcao de quadrado integrével, ela pode ser escrita como uma
superposi¢ao de senos e cossenos ou de ondaletas (centradas numa seqiiéncia de instantes
de tempo). A diferenca é que as fun¢des de uma base de ondaletas sio indexadas por dois
parametros a e 7, ao passo que na base de Fourier temos um tnico parametro, w, que tem
a interpretacao fisica de freqiiéncia.

Na andlise de ondaletas, os parametros a e 7 representam escala e localizagio temporal,
respectivamente. O método de ondaletas é baseado nas propriedades que tem a ondaleta-
mae de variar seu tamanho e posicio por dilatagdo (ou compressio) e deslocamento, como
mostramos no exemplo anterior. A transformada de ondaletas decompoée o sinal, usando
como base ondaletas de funcoes localizadas no tempo e na freqiiéneia. A medida que o
fator de escala a decresce hd um encolhimento no tempo, as oscilagoes crescem e a ondaleta
exibe alta fregiiéncia, ao passo que se o fator de escala cresce, hd uma ezpansdo no tempo, as
oscilagoes tornam-se mais lentas, ou seja, apresentam um comportamento de baiza freqiiéncia.

Eissa é uma caracteristica fundamental da analise de ondaletas: variagoes de alta freqiiéncia
sao analisadas em intervalos curtos de tempo, enquanto que variagoes de baixa freqiiéncia
sao analisadas sobre intervalos longos de tempo, o que permite a andlise de sinais com tran-
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sitoriedades e singularidades. Em outras palavras, os coeficientes de ondaletas caracterizam
o comportamento local de um sinal, ao passo que os coeficientes de Fourier caracterizam o

comportamento global do sinal.
Neste trabalho usamos a transformada de ondaletas continua baseada na ondaleta-mae,

(70]

tlt] ==l (5.14)

onde a € o parametro de escala, para o qual definimos a fregiiéncia f = 1/a. A resolugao
em freqiiéncia dessa ondaleta 6 Af = f/4 e a resolugiao temporal é At = 2a. Para um sinal
z(t) a transformada de ondaleta referente & ondaleta escolhida é definida por:

W(a,1) = f:c(th!:a(t — 7)dt, (5.15)

onde 7 é o parametro do deslocamento temporal.
Para a transformada de ondaleta pode ser dado uma interpretagio razoavelmente direta,
dependendo da ondaleta usada: como uma fungio de ¢ e um valor fixo de a, a transformada

representa os detalhes contidos no sinal z(t) na escala a.

1 e

0.5 ]

-6 =10 -5 0 5 10 15 20 25

Figura 5.2: Gréfico de 9(t) = ze~**(linha cheia) e suas versdes reescalonada e deslocadas P2.15(t)

(direita) e 9o 5 -10(¢) (esquerda).

Para uma estudo mais profundo de ondaletas indicamos as referéncias [15)[16]64] e [65].
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5.3 Bicoeréncia do atrator cadético tipo Rossler

A bicoeréncia foi calculada com uma série temporal da varidvel Vg, () com 4096 valores
com intervalo de amostragem At = 0,36 (At = 0,277.). Dividimos a série total em quatro
regices de 1024 valores (poténcia de 2 para facilitar o algoritmo numérico). Consideramos
inicialmente o circuito de Matsumoto-Chua no regime caético tipo Roéssler (g = 0,575).
Eiste atrator cadtico, como ja vimos, é gerado seguindo a rota de Feigenbaum ou duplicagao
de periodo. Esta rota 4 associada com intera¢do nao-linear quadrédtica (como no mapa
logfstico) ou comparando com o atrator de Rossler (ver Apéndice B) [71]. E de se esperar
que a bicoeréncia seja alta como é confirmado através da Figura 5.3, para os quatro intervalos
temporais sucessivos, a bicoeréncia tem valor préximo de 0,8 para modos f; — fy e 0,6 para
modos f; + f2, confirmando o acoplamento quadratico entre os modos presentes na série
temporal. Na Figura 5.4 mostramos as curvas de niveis para as quatro regioes da Figura 5.3.
Usando as propriedades de simetria do biespectro, resumidas no grafico 5.1, podemos notar
as regides de modos f; + f, com f; variando no intervalo 0,1 < f; < 0,18 e f; variando em
0 < f; < 0,1. A regido de modos f, — fs se localizaentre 0,18 < f; < 0,25e¢ —0,2 < f, < 0.

e

Figura 5.3: Bicoeréncia para atrator caético tipo Rossler (g = 0,575). Andlise de quatro intervalos
temporals sucessivos, cada um com 1024 valores com intervalo de amostragem At = 0, 36.
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nivel para a bicoeréncia da Figura 5.3 mostrando acoplamento quadratico

5.4 Bicoeréncia do atrator Espiral-Dupla

Mostramos a bicoeréncia para o atrator cadtico no regime de Espiral-Dupla na Figura 5.5

e as curvas de niveis para estas bicoeréncias na Figura 5.6. Podemos notar que para os quatro

intervalos da série temporal (cada intervalo com 1024 valores da variavel V¢, , como no caso

do atrator tipo Rossler) que o valor da bicoréncia é quase nulo. Isto significa que nao temos

acoplamento quadratico no atrator Espiral-Dupla. Os modos presentes na série temporal

sao modos espontaneos que ndo se acoplam quadraticamente e suas fases sao aleatoriamente

misturadas devido ao acoplamento ndo-linear. Na parte final do Capitulo, reservamos uma

secio para a discussdo das possiveis causas da perda do acoplamento quadratico no atrator

Dupla-Espiral.
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Figura 5.5: Bicoeréncia para atrator cadtico Double-Scroll (g = 0, 6). Anilise de quatro intervalos
temporais sucessivas, cada um com 1024 valores com intervalo de At = (.36,
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Figura 5.6: Curvas de nivel para Bicoeréncia da Figura 5.5 mostrando acoplamento quadrético de
freqiiéncias.
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5.4.1 Biespectro na crise de fusao

Ja vimos anteriormente que para um determinado valor do parametro g. = 0, 57729 ocorre
uma crise de fusao entre os dois atratores cadticos tipo Rossler coexistentes. Acompanhando
a crise de fusao temos uma intermiténcia caos-caos por crise induzida. Para valores do
parametro um pouco maiores que g. ¢ possivel verificar este comportamento intermitente
nas séries temporais. Mostramos este comportamento para o valor de ¢ = 0,57732 na
Figura 5.7. Para determinados intervalos de tempo as drbitas vagueiam entre os antigos
atratores de forma intermitente. Nesta transi¢ao foi mostrado que o espectro de poténcia
decai com 1/ f, caracterizando um comportamento do tipo ruido branco, sem qualquer escala
temporal para o evento de transi¢do entre os dois rolos do atrator gerado pela fuséo [10].

Para a série temporal da Figura 5.7 calculamos o biespectro para as oito regides R;(i =
1,...,8) desta série temporal. Cada regiao possui 1024 valores da varidvel V. Cada valor
da série é tomado num intervalo de tempo de Af = 0,36. O biespectro e as respectivas
curvas de niveis destas oito regides foram divididos num conjunto de quatro graficos. Nas
Figuras 5.8 e 5.9 graficamos o biespectro e as curvas de niveis para as quatro primeiras regioes
(R, Rs, R3, Ry) da série temporal mostrada na Figura 5.7. O resultado do biespectro e das
curvas de niveis para as quatro regides seguintes (Rs, Rg, R7, Rg) podem ser observadas nas
Figuras 5.10 e 5.11, respectivamente. Podemos notar o carater intermitente do biespectro
e portanto do acoplamento quadratico. A regido R; da série temporal da Figura 5.7 possui
biespectro alto (Figura 5.8 a) e sua curva de nivel é vista na Figura 5.9 a). Note que para
toda série temporal desta regiao a maior parte dos valores da varidvel Vi, se localiza acima
do valor zero. Isto indica que estamos em um dos antigos rolos do atrator tipo Rossler.
Isto vale para regides simétricas do outro rolo. Para estas regioes o biespectro é alto, como
pode ser visto nas outras regioes de biespectro e suas respectivas curvas de niveis. Para as
regides que apresentam transi¢oes entre os dois antigos atratores o biespectro é quase nulo.
Portanto, as transicoes entre os atratores ocorre para acoplamento quadraticos baixos. E,

na crise de fusao, este comportamento é intermitente.

5.5 Caos por Shil’nikov, simetria e perda do acopla-

mento quadratico

Nesta secao discutiremos os resultados obtidos através da bicoeréncia, distinguindo os
tipos de caos quando o circuito de Matsumoto-Chua opera nos regimes cao6ticos do tipo
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Figura 5.7: Intermiténcia Caos-Caos na transigio : atrator cadtico tipo Réssler para atrator
cattico Espiral-Dupla. Série temporal da varidvel Vi, com oito regides de 1024 valores para cilculo

da bicoeréncia na regiao de transigao caos-caos (g = 0,57732). Intervalo de amostragem 0, 36.

Figura 5.8: Bicoeréncia na regido de transi¢io caos-caos (Rossler para Double-Scroll) (g =
0,57732). Primeiras quatro regioes de 1024 valores da série temporal da varidavel Vg,, com in-

tervalo de amostragem 0, 36.
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Figura 5.9: Curvas de niveis para Figura 5.8.

Figura 5.10: Bicoeréncia na regido de transigao caos-caos (Rossler para Scroll) (9 = 0,57732).
Sequéncia de novas regioes de 1024 valores da série temporal da varidvel Ve, com intervalo de

amostragem At = 0, 36.
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Figura 5.11: Curvas de niveis da Figura 5.10.

Hossler e de Espiral-Dupla. Nosso objetivo é justificar fisicamente a perda do acoplamento
quadratico na passagem do regime cadtico tipo Rossler para o regime de Espiral-Dupla.
Fara isso, usamos resultados de trabalhos que mostram que o circuito de Matsumoto-Chua
apresenta comportamento caético por obedecer ao critério de Shil’nikov [10][9]. Considere
5 fluxo do sistema de Matsumoto-Chua, ¢, em R* com um ponto de equilibrio na origem
1,0,0) com um autovalor real positivo A e um par de autovalores complexos conjugados w e
=", com parte real negativa. Esse fluxo contém uma érbita homoclinica ! 7, como ilustrado
na Figura 5.12. Pelo teorema de Shil'nikov [27][24][41], se |[Rew| < A, entdao o fluxo ¢, pode
ser perturbado para ¢} tal que ¢} possui uma dérbita homoclinica 4’, préxima a v que contém
am conjunto inumeravel de orbitas periédicas instaveis do tipo sela.

A andlise global das bifurca¢oes no circuito de Matsumoto-Chua mostra que para os
regimes cadticos do tipo Rossler e Espiral-Dupla obtemos para o ponto P° = (0,0,0) o

seguintes autovalores:

e Atrator caético tipo Rossler (¢ = 0,575):

M = 2,8479; w = —-0,5865 =+ 2,0967. (5.16)

e Atrator cadtico tipo Dupla-Espiral (g = 0, 6):

‘Uma 6rbita é chamada homoclinica se ela conecta um ponto a sf mesmo e heteroclinica se ela conecta
“ferentes pontos
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Figura 5.12: Orbita homoclinica conectando o ponto PY.

AL = 2,6528; w = —0,6264+ 2,0325. (5.17)

Ou seja, os valores dos autovalores obedecem a um dos critérios requeridos pelo teore-
ma de Shil'nikov. Além disso, varios trabalhos mostram que este sistema possui 6rbitas
homoclinicas e heteroclinicas para determinados conjuntos de parametros [10]. Assim, o
sistema analisado, obedece aos critérios de Shil’nikov e portanto contém inumeraveis érbitas
instdveis do tipo sela. Alguns tipos de 6rbitas homoclinicas e heteroclinicas que podem ser
encontradas no circuito de Matsumoto-Chua sao ilustradas na Figuras 5.13 e 5.14. A andlise
de como a presenca de drbitas homoclinicas gera comportamento cadtico é exemplificada
em varios sistemas por Aneodo et al. [28]. Dessa forma, concluimos que o comportamento
cadtico visto tanto no atrator tipo Réssler, quanto no Espiral-Dupla, tem sua origem nas
perturbacoes de suas 6rbitas homoclinicas ou heteroclinicas, com intersecgoes transversais
das variedades estaveis e instdveis. E, como Poincaré [7] suspeitava e Birkhoff [8] e Smale
[72] provaram, essas intersecgoes implicam a existéncia de conjuntos cadticos invariantes [24].

Uma outra caracteristica importante do sistema de Matsumoto-Chua é sua simetria, no
espago de fase, em relagao ao ponto P° = (0,0,0). Se realizarmos transformacdes do tipo
(Vey, Vo), in — (—=Ve,, =Ve,, —iL) as equacdes nio se modificam. Dessa forma, se houver
uma conecado homoclinica (ou heteroclinica) entre os pontos P e P*, havera também uma
conexao do mesmo tipo entre os pontos P° e P~. Vale ressaltar que quando o sistema
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Figura 5.13: Ciclo homoclinico presente no circuito de Matsumoto-Chua pelo ponto PP,

Figura 5.14: Ciclo heteroclinico presente no circuito de Matsumoto-Chua conectando os pontos
e,
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apresenta simetrias, até mesmo orbitas homoclinicas através do ponto P, com expoentes
caracteristicos reais, podem dar surgimento a comportamento cadético [28]. Os sistemas que
apresentam oOrbitas homoclinicas (ou heteroclinicas) apresentam no mapa de Poincaré uma
estrutura de ferradura com um numero infinito de ramos; o numero de ramos diminui a
medida que variamos o parametro para valores distantes do valor para o qual o sistema
apresentava a Orbita homo(hetero)clinica. Isto explica alguns fenémenos bem conhecidos
tais como bifurcacoes de cascatas subharmonicas ou intermitencia.

Os dois atratores cadticos tipo Rossler e Espiral-Dupla sao topologicamente diferentes.
E vimos que o acoplamento quadratico nao linear que ocorre no atrator cadtico tipo Rossler
nao ocorre no atrator Espiral-Dupla. Na crise de fusao dos atratores simétricos tipo Rossler,
gerando a intermiténcia caos-caos por crise induzida, o acoplamento possui cardter intermi-
tente. Para séries temporais que sdo gerados por um dos antigos atratores tipo Rossler o
acoplamento é alto. Para séries temporais que apresentam transi¢oes entre os dois atratores
o acoplamento quadratico é quase nulo. Talvez o acoplamento no atrator Espiral-Dupla
seja de ordem mais alta, onde a técnica com tri-espectro fosse necessirio para detectar este
acoplamento.

A seguir apresentaremos uma nova hipétese baseada no livro de Holmes et al. e re-
feréncias ali citadas [42], resumidos a seguir. Se existe um ciclo homoclinico (ou heterocli-
nico), conectando um ponto de sela a si mesmo, entao é bem conhecido que a estabilidade
assintotica do ciclo é determinada pela razao da parte real dos autovalores do sistema lin-
carizado nas vizinhangas do ponto de sela [41] [73]. Por exemplo, no caso de uma 6rbita
homoclinica para um ponto sela-foco, como o que ocorre no circuito de Matsumoto-Chua
(Figura 5.12), temos que o tempo estimado para a passagem das érbitas na vizinhanga do
ponto sela-foco, segundo Wiggins [41], é dado por

1 ]
= —[ln{=)]. 5.18
() (518)
onde )\; é o autovalor instavel e 6 e € sdo os comprimentos de um pequeno retangulo na
vizinhanga do ponto sela-foco. O tempo total que uma orbita leva para executar um ciclo
completo através do ciclo homo(hetero)clinico é dado pelo resultado geral:
2 )
1 €
onde as constantes K; e K dependem da estrutura global do campo vetorial préximo ao
ciclo homoclinico. Esses resultados foram testados por Stone e Holmes [74] com a equagao
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de Duffing e mostraram resultados similares com esse resultado obtido por linearizacio do

sistema.

Um outro resultado importante obtido por Holmes et al.[73][75] estd relacionado com a
distribuigao temporal quando o ciclo homo(hetero)clinico é perturbado. Esses autores veri-
ficaram que um sistema dinamico proximo a um ciclo homoclinico perturbado produz uma
distribuicao de solucoes préximas i vizinhanca do ponto de conexio similar a solugoes geradas
por um processo aleatério. Os resultados resumidos destes trabalhos podem ser colocados
da seguinte forma. As solugdes capturadas por atratores homoclinicos (ou heteroclinicos)
perturbados exibem eventos bem definidos cujo comportamento temporal sio préximos das
antigas evolugoes do ciclo antes da perturbagiao. Esses eventos, contudo, ocorrem em tem-
pos aleatérios com uma distribui¢ao determinada conjuntamente pelo autovalor dominante
(como ja vimos) e pelo nivel da perturbagao. Em particular, a passagem do tempo escala
como o produto do inverso do autovalor com o logaritmo do nivel da perturbacio. Assim,
esta escala temporal exibe uma mistura de efeitos deterministicos e aleatdrios. O processo
aleatdrio introduz uma escala de tempo sem contudo afetar significativamente as estruturas
das solugoes dos sistemas no espaco de fase. De certa forma, o esqueleto dos eventos sio as
conexoes homo(hetero)clinicas que existern no sistema sem perturbagao. Ao passarmos do
regime tipo Réssler para o regime de Espiral-Dupla, essas conexdes sio quebradas, se inter-
seccionam e geram caos. No entanto, a nova dinamica ainda é regida pelo antigo esqueleto
das orbitas homo(hetero)clinicas, as quais ficam subjacentes & dinamica observada.

Em suma, em uma situagio simples h4 um ponto fixo instdvel (tipo sela-foco) e uma
Orbita homoclinica no espago de fase. Perturba-se o sistema de forma a quebrar os ciclos.
0 estado do sistema vagueia na vizinhanga do ponto fixo por algum tempo. Esta duragao ¢
leterminada pela quantidade de ruido e outras perturbagoes externas agindo sobre o sistema.
fventualmente, a prépria dindmica do sistema perturbado faz com que a érbita deixe o
bonto fixo e ruma para uma viagem em torno do atrator. Essa dindmica no atrator ¢ regido
belas antigas estruturas dos ciclos homo(hetero)clinicos que existiam antes da perturbacao.
Nestas excursoes podem ocorrer eventos bem definidos quando a 6rbita estd préxima da
intiga estrutura do ciclo. Estes eventos em nosso caso pode ser o acoplamento quadratico

/1sto na transicao caos-caos.

No caso do sistema de Matsumoto-Chua no regime cadtico de Espiral-Dupla, sabemos
Jue ele obedece aos critérios de Shil'nikov, é simétrico em relagao a origem, possui uma
amilia de drbitas homo(hetero)clinicas conectando os pontos P*, P~ e P° ou diretamente
s pontos P* ao ponto P~. Sendo assim, os resultados dos trabalhos de Holmes et al. sio
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aplicados também a este sistema. Dessa forma, o acoplamento quadratico ¢ perdido pela
presenga de novos modos lineares e espontaneos que sio introduzidos na passagem de um
rolo do atrator para outro. Esses modos sendo aleatoriamente distribuidos (vide resultado de
Holmes et al.) sao acompanhados de fase aleatoriamente distribuidas (ou espontaneas) o que
anularia o valor do biespectro, como foi verificado neste trabalho. Sendo os resultados dos
trabalhos de Holmes bastantes gerais, para qualquer tipo de sistema que apresente ciclos ho-
mo(hetero)clinicos, devemos encontrar o mesmo comportamento no biespectro para sistema
que apresentem estas particularidades discutidas anteriormente. Por exemplo, sabemos que
o atrator de Lorenz (ver Apéndice B) tem uma simetria do tipo (XY, 7) = (-X,-Y,Z) e
possui uma orbita homoclinica conectando o ponto na origem (0,0,0) [76]. Assim, é de se
esperar que seu biespectro seja baixo ou quase nulo pela mesma razio da geragao de novos
modos aleatoriamente distribuidos que a passagem pelo ponto de conexdo homoclinica gera.
Calculamos o biespectro para o sistema de Lorentz para confirmar esta hipétese. Na Figura
9.15 mostramos este resultado juntamente com as curvas de niveis 5.16. Podemos ver, para
todos os intervalos da série temporal, que o biespectro é quase nulo, apoiando nossa hipétese.

Figura 5.15: Bicoeréncia para atrator cadtico de Lorenz (g = 0,575). Anélise de quatro intervalos

temporais sucessivos, cada um com 1024 valores com intervalo de amostragem At = 0, 36.
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Capitulo 6
Rotas para o caos - sistema forcado

Neste capitulo analisamos o circuito de Matsumoto-Chua modificado por um forcamento
variando senoidalmente. Através do calculo do maior expoente de Lyapunov determinamos
para o circuito modificado diagramas no espago dos parametros. Delimitamos, nesses diagra-
mas, regioes de parametros onde temos: movimentos quase periddicos, periddicos e cadticos.
As separagOes entre as regioes de trajetdrias regulares (periddicas e quase periddicas) e ir-
regulares (cadticas) sao identificadas com determinadas rotas para o caos.

6.1 O circuito de Matsumoto-Chua for¢ado senoidal-

mente

A partir do circuito bédsico de Matsumoto-Chua, introduzimos em série com o indutor L
um for¢amento externo do tipo senoidal. Na Figura 6.1 temos o diagrama esquemético do
circuito com o forcamento.

As equagoes do movimento usadas na simulagdo numérica com o forgamento, em variaveis

adimensionais, sao:

dV, 1 :
C4 dfl - E(VGQ - Ve,) —inr(Ve,)
dVe i : .
C, dt2 = E(VCI - Yo 05 (6.1)
di;
= = =V —qlt).

O forgamento externo é dado por:
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q(t) = Vysen(2w ft), (6.2)

onde V;, é a amplitude e f é a freqiiéncia.

qit)

ground l_

Figura 6.1: Diagrama esquemdtico do circuito elétrico de Matsumoto-Chua com perturbacio ex-
terna do tipo senoidal. Cy = 10,0; C» = 1,0; 1/L = 6,0.

Para a simulacéo deste circuito for¢cado, usamos as mesmas constantes e condicoes iniciais
usadas no circuito sem forgamento. Sendo o sistema ndo auténomo, usamos a técnica de
mapa estroboscépico para gerar mapas de Poincaré, ou seja, a dinamica do sistema ¢ gravada
(como uma fotografia) a cada instante ¢, =ty + k/f (k =1,2,3,...), onde f é a freqiincia

do forgamento externo g(t).

6.2 Quase periodicidade

O for¢amento externo senoidal aplicado ao circuito de Matsumoto-Chua introduz mais um
novo grau de liberdade ao sisterna. Além dos movimentos periddicos e caéticos que o sistema
sem perturbacao pode gerar, este novo sistema perturbado pode apresentar movimentos
quase periodicos [8][31][32].

De forma simplificada, o movimento quase periddico pode ser visto como uma combinacéo
de movimentos periodicos de varias freqiiéncias fundamentais incomensuraveis. Considere-
mos uma série temporal da varidvel Vg, (t) gerada pelo sistema 6.1. No caso desta varidvel
apresentar um movimento quase periddico com N freqiincias. O movimento da varidvel
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dinamica V¢, (t) pode entio ser representado em termos de uma fungio de N varigveis inde-

pendentes, F'(t,ty,...,ty) tal que F é periodica em cada uma das N variaveis. Isto é,

F(ﬁl, Loy oy g+ Ty oy tN) = F(ﬁl, LT T tN) (63)

onde T; é o periodo de cada varidvel. Além disso, as NV freqiiéncias, f; = ;l, S0 incomen-
surdveis. Isto significa que nenhuma das freqiiéncias f; pode ser expressa como uma com-
binagao linear das outras freqiiéncias usando coeficientes que sejam mimeros racionais. Ag
freqiiéncias f; sdo incomensuraveis se a equagio,

mifi +mofo+ ... +myfy =0 (6.4)

nao possuir solu¢ao para qualquer inteiro My, exceto o caso trivial em que todos os m; sio
zeros. Em termos da funcio F, a variavel dinimica, Ve, (t) pode ser representada como

Vo (t) = F(t,t, ..., 1). (6.5)

Ou seja, Vg, (t) é obtida de F fazendo com que todas as suas N varidveis sejam iguais a t,
ty =1y = ... =ty =t. E, devido a periodicidade de F, ela pode ser representada pela série
de Fourier na forma

B = Z B B ei{njfﬂl+nzf2t2+,..+n;vf}\rtn] (G 6)
o, . y :
ny,na,...,ny
Fazendo t = ¢ =ty = ... = ty e efetuando a transformada de Fourier obtemos que,
Valy=0r ¥ ety SV = (nmfi +nafo + ... + ny fy)). (6.7)

M2, Ny

Portanto, o espectro de poténcia da série de Fourier de Ve, (t) consiste de um conjunto
lenso de fungdes delta e todas as combinagoes lineares das N freqiiéncias fundamentais
1, ., [, gerando valores discretos de freqiiéncias em m, f; + mafo+...+myfy. Na Figura
.2 um espectro tipico de movimento quase periddico gerado a partir do sistema 6.1. Podemos
otar a presenqa das freqiiéncias f, &~ 0,29 (caracteristica do sistema nao perturbado) e f a
, 198, devido a perturbacdo externa. Estas freqiiéncias se combinam na forma m, fet+myf
erando as outras freqiiéncias que aparecem em intervalos ignalmente espacados.
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Figura 6.2: Espectro de poténcia tipico para movimento quase periddico do sistema 6.1. Série
temporal com 4096 valores da varigvel Ve, (t). Parametros: g = 0, 5878, f = 10,1980 e Vg = 0, 3000.

6.3 Diagramas no espago de parametros

Da mesma forma que foi feito para o sistema sem forcamento, utilizamos o algoritmo
desenvolvido no Apéndice A para o cdlculo do expoente de Lyapunov para gerarmos todos
os diagramas no espa¢o de parametros deste capitulo,

Podemos classificar os diferentes tipos de movimentos ou regimes gerados pelo sistema
perturbado de acordo com o valor do maior expoente de Lyapunov. No diagrama do espaco de
parametros adotamos a diferenca na tonalidade de cores para caracterizar regimes periodicos
(cor mais escura), quase peri6dicos (cor cinza-escuro) e cadticos (cor cinza-claro). As regides
sem atratores limitados sdo graficadas em branco. A tonalidade e o valor correspondente
do expoente de Lyapunov é colocado ao lado do diagrama na barra de tonalidade. Quanto
mais escura a tonalidade menor o valor do maior expoente de Lyapunov, quanto mais clara
maior o expoente. Perturbamos o circuito de Matsumoto-Chua fixando inicialmente o valor
do parametro g no regime de Espiral-Dupla. Escolhemos dois valores de ¢ (g = 0, 5878 e
g = 0,6000) que sdo frequentemente usados neste capitulo. Ambos valores geram atratores
do tipo Espiral-Dupla.

6.3.1 Diagrama no espaco de parametros Voef

Os primeiros diagramas no espaco de pardmetros sio vistos nas Figuras 6.3 e 6.4, A
Figura 6.3 corresponde ao diagrama para o valor fixo de g9 = 0,6000, enquanto a Figura 6.4
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corresponde ao valor fixo de g = 0, 5878.

Para gerar o diagrama da Figura 6.3, fixamos o valor do parametro g = 0, 6000 e variamos
os valores dos parametros da perturbacao, V, (amplitude) e f (freqiiéncia). Para uma grade
de 400 x 400 de valores de f e V,, calculamos o espectro dos expoentes de Lyapunov. Cada
espectro foi calculado com um tempo de 400000 iteragoes (At = 11597.) com um passo de
integracao de h = 0,01 e a ortogonalizagao de Gram-Schimdt [43] foi feita a cada dez passos

de integracao.

O diagrama para o valor de g = 0,5878, ¢ ilustrado na Figura 6.4. Nestes diagramas,
podemos notar diferentes regimes. As diferentes tonalidades de cores demarcam fronteiras de
transicoes de regimes para o caos através da quase periodicidade. Para pequenas freqiiéncias
J e pequenas amplitudes V,, o forcamento externo tem o efeito de uma pequena perturbacio
no atrator cadtico do tipo Espiral-Dupla (observado para V, = 0). Para freqiiéncias maiores,
mesmo com amplitudes V, pequenas, podemos ter tanto o regime caético, como o quase

periddico ou o periddico.

Os regimes periddicos, gerados por travamento de freqiiéncia (frequency locking), séo
localizados, principalmente, para valores de freqiiéncias do for¢amento que sejam um sub-
miiltiplo ou fracao da freqiiéncia caracteristica do sistema sem perturbacgao (f, = 0,29). Isto
¢, para razoes racionais entre as freqiiéncias f e f.. H4 uma grande concentracao dessas
regides que se estendem paralelamente ao eixo de V, na parte superior das Figuras 6.3 e
6.4. Como apresentamos no Capitulo 7, estas regioes de travamento de freqiiéncia podem
ser usadas para controle de caos, eliminando o comportamento cadtico por travamento de
freqiiéncia (frequency locking).

Com referéncia ainda aos dois diagramas, podemos notar a grande ilha periédica, pre-
sente em ambos os diagramas, em torno do valor da freqiiéncia externa f = 0,145. Nas
bordas destas ilhas temos a transicao de quase periodicidade para o caos. Estas bordas
delimitam zonas de travamento de freqiiéncia, gerando as linguas de Arnold [77] (estruturas
periodicas que aparecem imersas em regioes quase periédicas no espago de pardmetros). Uma
descri¢ao das estruturas periédicas em termos do periodo de suas érbitas pode ser encontra-
da em [40]. Na referéncia [40], o diagrama da Figura 6.3 é calculado através do algoritmo
isoperiddico, que permite determinar os periodos das estruturas maiores. Vale ressaltar a
grande semelhanca entre o nosso diagrama usando os expoentes de Lyapunov e o diagrama
isoperiodico.
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Figura 6.3: Representagio do maior expoente de Lyapunov em fungio da freqiiéncia f e da
amplitude do forcamento (V}), fixado o resistor linear (g = 0,6000). Quanto mais escura a cor,
menor o expoente de Lyapunov, cores em cinza corresponde a movimento quase periédico e as
regioes mais claras correspondem a movimento caético (conforme indicado na figura). As faixas

em branco, correspondem a atratores nao finitos.

Figura 6.4: Representagio do maior expoente de Lyapunov em funcio da freqiiéncai f ¢ da
amplitude do forgamento (V;), fixado o resistor linear (g = 0,5878). Quanto mais escura a cor,
menor o expoente de Lyapunov, cores em cinza corresponde a movimento quase periddico e as
regioes mais claras correspondem a movimento cadtico (conforme indicado na figura). As faixas

em branco, correspondem a atratores nao finitos.
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6.3.2 Linguas de Arnold

As estruturas periédicas, que aparecem imersas em regides quase periédicas no espaco de
parametros sao denominadas linguas de Arnold [78][77]. Nestas regioes ocorre o travamento
de freqiiéncia [78](frequency locking) de forma que o circuito passa a oscilar com a freqiiéncia
gerada pelo travamento, ao invés de oscilar com sua freqiiéncia natural. E a razdo entre
estas freqiiéncias, como vimos no inicio deste capitulo, sao racionais. Nas Figuras 6.5 e 6.6,
observamos essas estruturas que aparecem no espago de pardmetros f x V,. A Figura 6.5 é
uma regiao ampliada da Figura 6.4, na borda da ilha periddica que aparece nesta figura. A
Figura 6.6 é uma nova ampliacdo da Figura 6.5 para melhor evidenciar a estrutura interna
das linguas. Cada lingua representa a regiao no espago dos parametros associado a um
particular travamento de freqiiéncia gerando um atrator periédico. E possivel notar as finas
regioes imersas na estrutura de movimentos quase periodicos (regioes em cinza). Acima das
linguas podemos ver as regides com trajetérias cadticas.

0216 0218

0.214

Figura 6.5: Amplia¢ao da Figura 6.4. Representagao do maior expoente de Lyapunov em funciio
da freqiiéncia (f) e amplitude de forcamento (V;), fixado o resistor linear (g = 0, 5878). As regides
cinza escuro correspondem as linguas de Arnold, dentro das quais as linhas negras correspondem as

érbitas superestdveis. A regido mais clara acima das linguas correspondem a movimento caético.

Para analisar melhor o comportamento das 6rbitas proximas as linguas de Arnold, fizemos
uso do diagrama no espaco das freqiiéncias [51]. Assim na Figura 6.7, fixamos os valores
de g = 0,5878 e V, = 0,2700 e variamos a freqiiéncia do forcamento externo no intervalo
0,205 < f < 0,215, para 512 valores da freqiiéncia externa f. Esta regido de paradmetros
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Figura 6.6: Linguas de Arnold. Ampliagio da Figura 6.5

possibilita cruzarmos a lingua de Arnold mais inferior do grafico mostrado na Figura 6.6.
Para cada valor da freqiiéncia externa analisamos uma série temporal, obtida da Equacio
6.1, de 4096 valores da varidvel V¢, (t), sendo estes valores tomados a cada intervalo de
tempo Deltat = 0,36. O nimero de pontos e o intervalo de amostragem sao essenciais
para uma melhor performance do algoritmo de FFT usado [43]. Na abscissa do grafico
temos os valores da freqiiéncia da perturbacio externa ( f) e na ordenada temos o espectro
de poténcia das séries temporais. Com a ajuda deste diagrama podemos notar que, para
freqiiéncias no intervalo 0,2050 < f < 0,2115, o comportamento das érbitas é intercalado
por movimento quase periédicos e periédicos (sincronizagdo). Movimentos periédicos devem
apresentar patamares paralelos ao eixo das abscissas no espectro de poténcia, como pode
ser visto para o intervalo de freqiiéncia em torno de f =~ 0,212. Esta érbita periddica que é
evidenciada neste diagrama é a érbita periédica no interior da lingua de Arnold representada
na parte inferior da Figura 6.6. Podemos ainda notar neste diagrama que para freqiiéncias
acima de f ~ 0,213 temos uma banda larga em freqiiéncia, caracterizando o comportamento
cadtico.

Vimos, através do grafico da Figura 6.7, que variando-se a freqiiéncia externa as linguas
de Arnold sdo intercaladas por movimentos quase periédicos ou caéticos. Ou seja, na regiao
analisada a rota que leva ao caos segue o travamento de freqiiéncia que gera a lingua de
Arnold. Realizamos um novo experimento numérico na regiao das linguas observada na
Figura 6.6. Agora fixamos o valor da freqiiéncia externa em f = 0,215 e variamos a amplitude
de forgamento com 512 valores para 0, 25 < Vg £ 0,30. O diagrama no espaco das freqiiéncias
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Figura 6.7: Diagrama no espago das freqiiéncias na regiio da lingua de Arnold mostrado na Figura
6.5 (g = 0,5878 e Vy = 0,2700). Movimento quase periddico e sincronizado para 0,2050 < f <
0,2115. Lingua de Arnold para f ~ 0,2120. Banda larga em freqiiéncia para f > 0,2130.

para este intervalo de parametros é visto na Figura 6.8. Neste caso, a lingua de Arnold se
localiza para Vj, & 0, 260, o que indica que estamos na segunda lingua (de baixo para cima) da
Figura 6.6. Podemos notar que a medida que variamos o pardmetro o aparecimento da banda
larga em freqiiéncia nao ocorre abruptamente, como no caso em que variamos a freqiiéncia
apresentado na Figura 6.7. A medida que variamos o parametro V, hé a transigao para o caos
por dobramento de periodo como bem estudado na referéncia [31]. As finas regides claras,
circundadas por banda larga de freqiiéncia que aparecem neste grafico, sio novas janelas de

travamento de freq uéncia que ocorre com a varia¢ao de V.

Para melhor evidenciar a rota que leva ao caos a partir do interior da lingua de Arnold,
mostramos o mapa estroboscépico para a mesma regiao de pardmetros da Figura 6.8. Este
mapa ¢ mostrado na Figura 6.9. Nesta Figura vemos o movimento periédico sob o toro
correspondente a lingua de Arnold a), o dobramento do periodo desse toro b), a formagao
de cinco bandas cadticas c) e, finalmente, a formagao de um atrator cadtico que apresen-
ta inimeras dobras e enrugamentos d). Esta combinacio de dobramento e estiramento é
responsivel pela propriedade de mistura (mizing) no atrator caético [79], fazendo com que
as orbitas vizinhas se afastem exponencialmente no decorrer do tempo. Este cendrio segue
a rota de Curry-Yorke, onde a quebra do toro ocorre suavemente, ou seja, & medida que
variamos o parametro V, o toro sofre dobramentos continuos e estiramentos no espaco de
fase [79].
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Figura 6.8: Diagrama no espaco das freqiiéncias na regiao da lingua de Arnold mostrado na Figura
6.5 (9 = 0,5878 e f = 0,2150). Lingua de Arnold para Vj =~ 0,260. Banda larga de freqiiéncia por

dobramento de periodo para V,; > 0, 265.

a) b)

=2
c) d)

<ot
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Figura 6.9: Rota para o caos a partir do interior da lingua de Arnold. Mapa estroboscépico
para g = 0,5878 e freqliéncia f = 0,2150. a) Travamento de freqiiéncia para V;, = 0,2560. b)
Duplicagao de periodo do estado travado, V, = 0,2590. ¢) Formagao de cinco bandas caéticas no

toro V, = 0,2600. d) Atrator cadtico, V, = 0,2630.
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6.3.3 Diagrama no espaco de parametros f e g

Sendo o circuito de Matsumoto-Chua mais sensivel a variacoes no parametro g do que nos
outros parametros, como visto no Capitulo 3, verificamos, com um forcamento externo, as
modificagoes dos atratores com g. Para os trés diagramas no espaco de pardmetros seguintes,
Figuras 6.10, 6.11, 6.12, fixamos o valor da amplitude do forcamento externo em W, =0,144
e variamos a freqiiéncia f do for¢amento e o pardmetro g.

Na Figura 6.10, temos um diagrama geral para a mesma grade de pontos anteriores
(400 x 400). A gama de regimes gerados pela mesma variagao de parametros é muito mais
rica que os gerados anteriormente. Notamos também que a regiio de atratores nio limitados
(regido em branco no gréfico) diminui, restringindo-se a valores entre 0,58 < g < 0, 65, com
as freqiiéncias proximas da freqiiéncia caracteristica do sistema sem perturbacao , f, = 0, 29.
Nesta faixa de fregiiéncia ha uma maior variedade de atratores periédicos. Nela, as regioes
de mesmo atrator formam estruturas complexas, como pode ser visto na ampliacao desta
regiao vista na Figura 6.11. Uma outra regido que chama a atengio ¢ a zona de transicio
para g ~ 0,565 que se estende por toda a faixa de valores da freqiiéncia, esta regido também
foi ampliada e é mostrada na Figura 6.12. Esta fronteira de transicio é bastante disforme e
nao apresenta uma separatriz definida.

o.56 0.5

Figura 6.10: Representagio do maior expoente de Lyapunov em funcao da freqiiéncia do
forcamento, f, e da resisténcia linear, g, fixada a amplitude do forcamento (Vy = 0,144). Quan-
to mais escura a cor, menor o expoente de Lyapunov, cor cinza corresponde a movimento quase

periddico e as regides mais claras correspondem a movimento caético (conforme indicado no grafico).
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Figura 6.11: Ampliagio da Figura 6.11. Representagao do maior expoente de Lyapunov em
fungao da freqiiéncia do for¢amento, f, e da resisténcia linear g, fixada a amplitude do forcamento
(Vy = 0.144).
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Figura 6.12: Ampliacao da regidao inferior da Figura 6.11. Representa¢ao do maior expoente de
Lyapunov em fungao da freqiiéncia do forcamento, f, ¢ da resisténcia linear g, fixada a amplitude
do forgamento (V, = 0.144).
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0.3

Figura 6.13: Representagao do maior expoente de Lyapunov em fungao da amplitude da pertur-
bagao V; e da resisténcia g, fixada a freqiiéncia da perturbacio (f = 0,27). Quanto mais escura a
cor, menor o expoente de Lyapunov, cores em cinza correspondem a movimentos quase periédicos
e as regioes mais claras correspondem a movimentos cadticos (gradagao de tons cinza na barra ao
lado da figura). As faixas branca e cinza clara uniforme correspondem a atratores nao finitos.

6.4 Rotas para o caos através da quase periodicidade

6.4.1 Introducao

Nosso objetivo nesta se¢do é mostrar como o comportamento cadtico ocorre a partir de
movimentos quase periédicos, ou seja, mostrar rotas para o caos baseadas em bifurcacées de
toros quase periodicos.

Para compreender o surgimento de caos a partir da quebra do toro T? no espaco de
fase para D = 3, inicialmente apresentamos o cendrio para o caos através de movimento
quase periédico: rota de Curry-Yorke [80]. Nesta rota, a desestabilizacdo se desenvolve
num movimento composto de duas freqiiéncias ou toro T2 Neste caso, o aparecimento do
comportamento caético ocorre devido a4 manifestagao de outro grau de liberdade. Este novo
grau de liberdade se manifesta pela divergéncia gradual das trajetérias do toro T2, que
aumenta com a destrui¢ao do toro. A raziao do caos aparecer por esta rota ji ¢ amplamente
conhecida [81](82](83](84], e se d4 através do cruzamento das variedades dos pontos de sela
(presentes sempre entre dois sorvedouros). Nesta tese identificamos dois cendrios que seguem
esta rota. No primeiro cenério observamos o dobramento e enrrugamento do toro T? gerando
uma mistura (mizing) no espaco de fase, mostrado na se¢io 6.3.2 que trata das linguas de
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Arnold. Um outro cendrio que segue a rota de Curry-Yorke é a crise ciclica, indicada a
seguir, se¢ao 6.4.2. Em outro cendrio, a quebra de toro T? é abrupta e ocorre por crise de
colisao do toro com um ponto de sela externo, gerando uma intermiténcia do tipo-II [17].

Além dessas rotas, observamos também que o toro T? pode sofrer sucessivas bifurcacoes
do tipo dobramento de periodo seguindo a rota de duplicacio de periodo. Esta rota serd
discutida na secdo 6.4.4 Nas segées seguintes apresentaremos estes resultados. Uma visio
geral das possiveis topologias para quebra de toro de duas freqiiéncias pode ser encontrada
em [82][79)].

6.4.2 Crise ciclica

Mostramos nesta se¢do um tipo de crise, denominada de crise ciclica, a qual foi determi-
nada pela primeira vez no mapa logistico [85]. Na referéncia [85], foi mostrado que vérios
atratores sofrem colisdes ciclicas com as fronteiras de suas bacias e se juntam para formar
um tnico atrator, cujo comportamento dinamico exibe transicao ciclica entre seus compo-
nentes com um periodo global bem definido. Imediatamente apés a colisao, 4 medida que
o parametro de controle é continuamente variado, todos os atratores que tomam parte da
crise de colisao se fundem em um tinico atrator maior.

A crise ciclica encontrada no circuito de Matsumoto-Chua perturbado senoidalmente é
mostrado na Figura 6.14. Inicialmente, hd um toro periédico de duas freqiiéncia a), formado
por travamento de fregiiéncia. Aumentando-se a freqiiéncia de forcamento f, ocorre uma
bifurcacao de Hopf formando um atrator com doze ilhas quase periédicas ciclicas no mapa
estroboscépico b). Aumentando-se ainda mais a freqiiéncia, as doze ilhas se quebram e
ocorre a crise ¢). Com uma freqiiéncia maior a crise ciclica se completa, ocorre a colisio
das doze ilhas com as fronteiras que separam as bacias, resultando em um 1nico atrator
d). Este atrator apresenta baixos valores para os expoentes de Lyapunov (mesmo para o
maior expoente de Lyapunov), de tal forma que seu comportamento caédtico seria melhor

caracterizado geometricamente ou topologicamente.

6.4.3 Quebra abrupta do toro

A primeira quebra de toro T? que ndo segue a rota de Curry-Yorke estd diretamente
ligada a presenca de pontos de sela externo ao toro. O proceso da quebra do toro é portanto
uma bifurcacao que envolve aspectos globais do espago de fase. Além disso, a presen¢a de um

ponto de sela no espago de fase gera uma fronteira critica (dangerous boundary) no espago
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Figura 6.14: Crise Ciclica. Mapa estroboscépico para g = 0, 5648 e amplitude de forcamento
Vy = 0,2329 fixos, variando-se a freqiiéncia, na sequéncia mostrada na figura. a) Toro sincronizado
ap6s bifurcacao de Hopf. b) Nova bifurcacio de Hopf gerando doze ilhas quase periodicas. c¢)
Expansao das ilhas levando a crise ciclica. d) Atrator caético formado pela crise.

do parametro de controle, de acordo com Shilnikov [27]. A presenca de pontos de sela pode
gerar fenomenos de crise [49], ou de catdstrofe [25][86].

Na Figura 6.15 mostramos como se desenvolve a quebra abrupta de um toro T2. Inicial-
mente temos um toro de duas freqiiéncias que se desenvolve apés uma bifurcacio de Hopf
normal [24], a). Aumentando a freqiiéncia, a trajetéria sobre o toro entra num estado de
travamento de freqiéncia (frequency locking); o movimento torna-se periédico b). Aumen-
tando um pouco mais o valor da freqiiéncia externa, podemos perceber que o toro comeca
a se deformar e aumentar de tamanho e ji apresenta evidéncias da presenca de sete pontos
de sela, ¢). E finalmente em d), o toro colide com os pontos de sela (externos ao toro).
Podemos notar que o toro ja nao mais existe, surgindo um atrator estranho caético. Para
mostrar como esta quebra é abrupta e verificar que o atrator formado é caético, calculamos
o espectro dos expoentes de Lyapunov. Na Figura 6.16 mostramos apenas os dois primeiros
expoentes, pois o terceiro € sempre negativo. Podemos notar que abaixo da freqiiéncia f,
(seta no grafico) os expoentes sao tipicos de movimento periédico (travamento de freqiiéncia)
(A = (0,—,—)). Imediatamente apés a freqiiéncia f, & 0, 20192 o primeiro expoente se torna
positivo, caracterizando o surgimento de caos (A = (+, —, —)), conforme podemos verificar
no grafico. Esta quebra de toro abrupta (do circuito e Matsumoto-Chua com forcamento

senoidal) foi determinada por Baptista e Caldas [17] para uma outra regiao no espago de
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parametros e foi determinada experimentalmente por Letellier (em uma experiéncia sobre
descarga elétrica de um plasma)[87].
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Figura 6.15: Quebra de toro abrupta. Mapa estroboscépico para g = 0,5878, amplitude do
forgamento Vj, = 0,3000. a) Toro de duas freqiiéncias. b) Sincronizagio de freqiiéncia. ¢) Defor-

magao do toro pela presenga dos pontos de sela. d) Quebra abrupta do toro.

O mecanismo topoldgico da quebra do toro abrupta como na Figura 6.15 foi mostrado
em [17]. Aqui revisamos este mecanismo. Inicialmente, um ponto fixo perde estabilidade
e através da bifurcagdo de Hopf é criado um ciclo limite (ou toro T?). Simultancamente
surgem quatro pontos de sela que vao coexistir com o ciclo limite. O diagrama esquemético
da formagao do ciclo limite é visto na Figura 6.17, com quatro pontos de sela. Ao variarmos
um dos parametros do sistema, o ciclo limite aumenta de tamanho até colidir com os pontos
de sela exteriores. Esta colisao destréi o ciclo limite abruptamente. Os pontos de sela
externos juntamente com o ponto fixo central, que se tornou um foco instével (bifurcacio de
Hopf suberitica), formam uma conezdo heteroclinica [17], responséavel pelo aparecimento de
um comportamento intermitente do tipo-II nas séries temporais do sistema [88]. As 6rbitas
expiralam em diregao aos pontos de sela de onde sao ejetadas, em dire¢io ao foco instivel
central, gerando os estouros da intermiténcia. As érbitas, entdo, sido reinjetadas pelo foco
instavel central e o fenomeno se repete. Na Figura 6.18 esquematizamos a topologia da
formagao da conexao heteroclinica imediatamente apés a quebra abrupta do ciclo limite.

Como comentamos no inicio desta se¢io, a presenca de pontos de sela criam fronteiras
criticas (dangerous boundary) no espago dos parametros. Ou seja, a presenca de pontos
de sela leva & quebra abrupta do toro ou ao fenémeno de catdstrofe do céu azul (Blue Sky
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Figura 6.16: Dois primeiros expoentes de Lyapunov na regido da quebra abrupta do toro.
Parametros de controle fixos g = 0,5878 e amplitude do for¢amento V, = 0,3000. Freqiiéncia
critica para quebra do toro f. = 0,20192.

Figura 6.17: A-Diagrama da formagao do toro T?. Um ciclo limite e quatro pontos externos de

sela sao formados apds a bifurcagao de Hopf.



124

Rotas para o caos - sistema forcadc

Figura 6.18: B-Diagrama da quebra do toro T?. O ciclo limite colide com os pontos de sela
externos, gerando uma conexao heteroclinica responsivel pela intermiténcia tipo-II.

catastrophe) [86]. De fato, confirmamos esta hipétese. Na Figura 6.19 pode ser vista a quebra
abrupta do toro com a presenca de apenas um ponto de sela externo. Em a) podemos ver que
o toro ji estd deformado apresentando a evidéncia do ponto de sela externo onde em seguida
se desenvolvera a conexao heteroclinica com o foco instavel central. Em b) o toro ji nao
mais existe, substituido pelo atrator cadtico. Notamos também a intermiténcia tipo-II [88]:
orbitas expiralando ao redor do ponto central e sendo ejetadas pelo ponto de sela exterior.

6.4.4 Dobramento de toro - cenario por dobramento de periodo

Um toro T? é caracterizado por dois periodos. Uma bifurcacio por dobramento de
periodo de um toro T? ocorre quando um destes periodos caracteristicos sofre duplicagdo
de periodo. No sistema de Matsumoto-Chua, modelado pelas equacées 6.1, determinamos o
dobramento do toro fixando os parametros do forcamento (V; e f) e variamos o parametro g.
Portanto, o parametro que governa a bifurcagao por dobramento de periodo (nesta anélse) é
o parametro g ligado ao resistor linear (9 = 1/R). Este cendrio é mostrado na Figura 6.21.
Esta figura é o mapa estroboscépico, tomado a cada periodo do forcamento externo 7' = 1/f.
Inicialmente, temos o toro formado apés uma bifurcagao de Hopf normal [31] (ou superecritica)
a). A medida que variamos o parametro g, hd uma sequéncia de bifurcagoes por dobramento
de periodo. O primeiro dobramento ocorre em b) e o segundo em c); apés este dobramento
(periodo quatro) o atrator cadtico é formado como mostrado em d). Na Figura 6.22 temos
o espectro de poténcia das séries temporais para os valores do parametro ¢ da Figura 6.21,
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Figura 6.19: Quebra de toro abrupta por influéncia de apenas um ponto de sela externo. Mapa

estroboscépico para g = 0, 5878, amplitude do forcamento Vo =0,2329. a) Toro de duas freqiiéncias

deformado. b) Quebra abrupta do toro.

Figura 6.20: Diagrama de bifurcacio no espago das freqiiéncias f', em funcio da freqgiiéncia de
g

foramento, f. Regido de quebra de toro abrupta por influencia de apenas um ponto de sela externo.

Pardmetros fixos g = 0.5878 e amplitude do forcamento Ve = 0.2329.
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exceto o espectro visto na Figura 6.22 d), com g = 0, 5725 para melhor evidenciar o espectro
de banda larga do atrator cadtico formado. As setas indicam as freqiiéncias presentes. Em a)
temos uma unica freqiiéncia, em b) ji temos a presenca de um novo pico com um freqiiéncia
menor, portanto dobrando o periodo, em ¢) destacamos as quatro freqiiéncias, geradas pelo
segundo dobramento; e o espectro de banda larga em d).
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Figura 6.21: Caos através de dobramento de periodo do toro T?. Mapas estroboscopicos para
amplitude de forgamento V; = 0,144 e freqiiéncia f = /3, variando-se o parametro ¢, conforme a
sequéncia indicada na figura. a) Toro formado apés biburcacio de Hopf. b) Primeiro dobramento.
c¢) Segundo dobramento. d) Atrator cadtico via rota de Feigenbaum.

Nesta tese, observamos numericamente, este cenério com dobramento de toro pela primeira
vez no circuito de Matsumoto-Chua. Lettelier observou este cenério experimentalmente (89].
Para observarmos este cendrio, seguimos o procedimento usado por Arnéodo et al. [90] para.
outro sistema descrito por um mapa nao linear. Para evitar o travamento de freqiiéncia,
ou seja, a ocorréncia de 6rbitas periédicas sobre o toro; o que poderia causar a quebra do
toro quase periodico através de outro cenario, escolhemos uma freqiiéncia de forcamento
que gerasse no mapa estroboscépico um nimero de rotacio mais préximo da média dourada
e (\/ES) —1)/2). Dessa forma garatindo que as freqiiéncias que gerassem o toro fossem as
mais irracionais possiveis. Mostramos que para a freqiiéncia externa ¥ e \/ES) este cenario
pode ser verificado. Um outro aspecto importante esté relacionado ao intervalo do parametro
9. Este foi também o parametro variado na regiao em que ocorre duplicagao de periodo ou
rota de Feigenbaum observado no sistema sem forcamento.

Este cendrio é uma quebra suave do toro. Uma questio a ser explorada é a verificacao da
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Figura 6.22: Espectro de poténcia da variavel V¢, (t) na regiio do dobramento de toro. Parametros
de controle fixos V;, = 0, 1440 e freqiiéncia de forcamento f = +/3. a) Toro formado apods a bifurcacio
de Hopf; b) Primeiro dobramento do toro; ¢) Segundo dobramento; d) Atrator caético com banda

larga.

existéncia de um atrator estranho nao caético [84][91] na transigao critica para a formacio
do atrator cadtico. A possivel existéncia do atrator estranho merece futuras analises, nio
exploradas nesta tese. O cdlculo numérico, dentro da precisiao usada neste trabalho, leva-nos
a inferir que apés o toro sofrer o segundo dobramento, uma pequena alteracio no parametro
g ¢ suficiente para gerar o atrator cadtico.

6.4.5 Sobre os atratores cadéticos a partir da quase periodicidade

Vimos neste capitulo, quatro tipos de atratores cadticos que sio gerados a partir de
movimento quase periodico; cenario de Curry-Yorke. Trés desses atratores siao ilustrados na
Figura 6.24. Em a), temos o atrator cadtico gerado por dobramento de periodo a partir da
orbita periédica gerada por travamento de freqiiéncia (lingua de Arnold). Em b), o atrator
caotico que surge por quebra abrupta do toro. Em c) o atrator formado por dobramento
de periodo do toro. Calculamos os expoentes de Lyapunov para esses atratores cadticos
obtendo,

e Atrator cadtico por rota de Curry-Yorke: Figura 6.24a)

/\1 = 0,050, )\2 = ‘-'0, 090 e /‘\3 = —11080
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Figura 6.23: Dois primeiros expoentes de Lyapunov na regiao de dobramento de toro, para V, =

0,144, f = V3.

e Atrator cadtico por quebra abrupta: Figura 6.24b)

)‘.1 = U, 013, Ag = —0,020 e /\3 = -1, 150

e Atrator cadtico por dobramento: Figura 6.24c)

A1 = 0,110, A2 = 0,000 e Az = —0, 990.

Constatamos que o atrator caotico gerado através da rota de Curry-Yorke e o atrator
gerado por quebra abrupta possuem o mesmo espectro dos expoentes de Lyapunov, A =
(+,—,—). O atrator caotico gerado por dobramento do toro, por sua vez, apresenta um
espectro diferente, A = (4,0, —). Dessa forma, ha uma diferenga topoldgica nesses atratores
cadticos. Nos atratores cujo espectro possui um valor nulo observa-se que a trajetoria,
embora cadtica, estd limitada a uma regiao no espago de fase, onde o toro quase periédico
existia, antes de sua disruptura. Para atratores com o outro tipo de espectro, a trajetéria
nao estd mais limitada nas redondezas de uma superficie toroidal.

Um quadro geral, pode entao ser tragado para estas quebras de toro observadas neste
trabalho. Todas as rotas (para mudangas de um parametro) iniciam-se a partir de uma bi-
furcagao de Hopf normal onde um ciclo limite é criado. Variando-se o parametro de controle,
este ciclo sofre uma segunda bifurcacio de Hopf normal [31] gerando um toro T?. No caso da
rota de Curry-Yorke e da rota pela quebra abrupta, o processo de estiramento e dobramento
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¢ evidenciado pelo sinal do primeiro expoente e segundo expoente de Lyapunov do espectro,
respectivamente. (Compare este caso, por exemplo, a um mapa bidimensional dissipativo
[92], para parametros que produzem uma trajetéria cadtica com apenas um expoente po-
sitivo. Neste caso, o outro serd sempre negativo). Para o caso do atrator cadtico gerado
por duplicagao de periodo, o atrator quase periddico (toro T?) perde estabilidade através de
uma sequéncia infinita de bifurca¢ées de duplicagio de periodo [90] (flip [32]), até atingir o
parametro critico [93] para o qual o atrator ndo é cadtico mas é estranho [84][94], caracteri-
zado por um espectro (A = (0,0, —)). Para uma mudanga infinitesimal no pardmetro, este
atrator critico se torna cadtico caracterizado pelo espectro (+,0,—), ou seja, uma direcao
perde a estabilidade se tornando expansiva, e a outra preserva a caracteristica invariante
(nem expansiva nem contrativa) caracterizada por um expoente nulo.

Notamos que para mudancas em um parametro, a transi¢do quase periédica para o caos
nao se dd diretamente. No caso da rota de Curry-Yorke e da rota de quebra abrupta, antes
de atingir o caos, o atrator sincroniza em um toro periédico. No caso da rota via duplicacao
de perfodo, o atrator quase periédico se transformaria no atrator estranho mas nio caotico,
antes do surgimento do atrator cadtico [93](84][94]. Contudo, neste trabalho nio observamos
esse atrator estranho nao cadtico.

Especulamos que a transigio direta de comportamento quase periddico para caos somente
pode ser observada quando k + 1 parametros podem ser variados simultaneamente, onde k
representa o nimero de expoentes de Lyapunov positivos. Portanto, neste sistema nio
parece existir a transigao direta de comportamento quase periédico para cadtico, através
da mudanca de apenas um pariametro. Estas observacoes sugerem que a transicio deve ser
observada para alteracdes simultaneas de dois parametros.

6.4.6 Conclusoes do capitulo

Delimitamos no espa¢o dos parametros as regides onde o sistema entra em sincronizacao
com a forca externa, com o surgimento das linguas de Arnold, como previsto e observado
em [78]. Muitas das fronteiras entre essas zonas delimitam rotas para o caos por quebra de
toro de duas freqiiéncias. Mostramos quatro destes cendrios, sendo que dois seguem a rota
de Curry-Yorke para caos. No primeiro cenério que segue a rota de Curry-Yorke mostramos
como o caos se desenvolve a partir do interior da lingua de Arnold. A partir de um movi-
mento periédico formado por travamento de freqiiéncia o toro sofre continuos dobramentos e
estiramentos no espaco de fase. Em outro cenario desta rota, identificamos a transicio para

caos através de crise ciclica. Um terceiro cendrio, o toro quase periddico formado cresce em
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Figura 6.24: Atratores cadticos a partir de quase periocidade. a) Caos por rota de Curry-Yorke.

b) Quebra abrupta do toro. ¢) Dobramento do toro.

tamanho tocando um ponto sela externo, formando uma conexao heteroclinica. Conexao
esta responsdvel pela intermiténcia tipo-Il. Este cendrio é uma quebra abrupta do toro. E
por ultimo, verificamos que o caos surge através da bifurcagiao do toro por dobramento de
periodo. As rotas por crise ciclica e dobramento do toro sdo pela primeira vez vistas no
circuito de Matsumoto-Chua, assim como o tipo de rota para o caos que ocorre a partir do
interior das linguas de Arnold formadas por este sistema.



Capitulo 7
Meétodos de controle

Neste capitulo, abordamos cinco métodos de controle de caos aplicados ao circuito de
Matsumoto-Chua. Inicialmente, usando a propriedade de sincronizagao de freqiiéncias, rea-
lizamos a supressao de caos através de um forcamento externo do tipo senoidal. Estabi-
lizamos as dérbitas do circuito nos seus pontos de equilibrio através do método de Hwang et
al.. Aplicamos o método de controle de Ott, Grebogi e Yorke (OGY) para controlar uma
das 6rbitas periddicas instaveis presentes no atrator cadtico do tipo Rossler. Estabilizamos
a orbita instavel pré-gravada com o método de realimentacao. Finalmente, mostramos a
capacidade de migragao e arraste (entrainment) do método proposto por Jackson e Hiibbler,
conhecido como OPCL (Open Plus Closed Loop). Mostramos que o método OPCL é eficaz
para sistemas de controle e de comunicacao que necessitem de migracao entre diferentes

6rbitas no espaco de fase.

7.1 Fundamentos tedricos do controle do caos, con-

ceitos e aplicagoes

Caos deterministico compreende sistemas cuja evolu¢ao depende sensivelmente das con-
digoes iniciais. Esta caracteristica implica, como ja vimos, que duas trajetérias com condigoes
iniciais arbitrariamente muito proximas divergem exponencialmente com o tempo. Devido a
esta dependéncia critica as condigoes iniciais e devido ao fato que, em geral, as condigoes ini-
ciais em um experimento nunca sao conhecidas com precisao infinita, os sistemas cadticos sao
intrinsicamente imprevisiveis. Por muitos anos esta caracteristica tornou o caos indesejavel e

experimentalmente tentava-se de todas as formas eliminar este comportamento. Com o mel-
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hor entendimento dos sistemas cadticos e dos métodos de controle desenvolvidos nos 1iltimos
anos, uma grande quantidade de aplicagoes surgiu usando caos. De fato, dependendo da
aplicagao, caos pode ser suprimido ou mantido de forma adequada [13] [3]. O objetivo de
implementagao de métodos de controle pode ser resumido assim: dado um sistema fisico
que apresente caos deterministico a ser controlado e a especificacdo de um comportamento
desejado, construir leis de forma que force o sistema a ter este comportamento utilizando
uma quantidade minima de energia e tempo.

Devido a caracteristica da imprevisibilidade, para um sistema cadtico, podemos produzir
um numero infinito de comportamentos dindmicos (periddicos ou nio) usando o mesmo
sistema, com a ajuda de pequenas perturbagoes escolhidas apropriadamente. Esta é uma
diferenga esséncial em relagio a sistemas dinamicos que nio apresentam caos, onde as per-
turbagoes que sio feitas para se produzir um determinado comportamento, em geral, sio da
mesma ordem da varidvel dinamica do sistema néo perturbado [3].

A sensibilidade critica as condigoes iniciais dos sistemas cadticos pode ser explorada
nao somente para produzir um grande nimero de possiveis comportamentos periédicos,
explorando a caracteristica de que todo atrator cadtico possui um nimero infinito de 6rbitas
periddicas instdveis imersas em seu interior (embedded) [4][95]. Além de comportamentos
periddicos, outros podem ser desejdveis e sdo compativeis com a evolucio natural do sistema.
Por isso, podemos implementar uma perturbacio adequada de forma a escravisar o sistema
caotico de forma a apresentar um outro comportamento caético.

Os métodos de controle de caos podem ser agrupados em duas categorias principais: no
primeiro grupo, enquadram-se métodos em que a trajetéria atual do sistema é constante-
mente monitorada no espago de fase e algum processo de realimentacdo é empregado, de
forma a manter a trajetéria no comportamento desejado. O segundo grupo é composto de
métodos que nao utilizam realimentagao. Esses métodos utilizam alguma outra propriedade
ou conhecimento geral do sistema de forma a explorar os diferentes comportamentos do
sistema. Os métodos que utilizam realimentagio nao modificam os sistemas controlados e
estabilizam orbitas periddicas instdveis presentes no atrator caético, enquanto os métodos
sem realimentagao mudam a configuragao original do sistema controlado, introduzindo uma
perturbacao externa ao sistema.

Um dos métodos de realimentagao que utilizamos neste trabalho é o método OGY [18],
sendo este método bastante geral, explorando as particularidades de sistemas dinamicos
cadticos e, portanto, este método se aplica a qualquer sistema dindmico que apresente caos.
O método se baseia no fato de todo atrator cadtico possuir um conjunto denso de érbitas
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periddicas instaveis em seu interior (até mesmo pontos de equilibrio). Sendo um método de
realimentagao, este requer o monitoramento constante da trajetéria. Além disso, o sistema
de controle que gera a realimentacio deve ser flexivel e de resposta rapida; em alguns sis-
temas experimentais a implementagao deste método pode exigir a construgio de um aparato
experimental especial.

Os métodos que nao empregam realimentacio sio inevitavelmente menos flexiveis e re-
querem o conhecimento das solugoes das equagoes do movimento. Essas solugoes dependem
dos parametros, usar variagoes levam a um grande nimero de diferentes movimentos. A
determinagao dessas solugoes serd feita neste trabalho através do diagrama no espaco de
parametros, como mostraremos posteriormente, quando fizermos supressiao do caos através
de um forgamento externo periédico. Por outro lado, para aplicacio dos métodos que em-
pregam realimentagao, nao é necessario o monitoramento permanente da trajetéria. O pro-
cedimento de controle pode ser aplicado a qualquer momento.

Entre as intimeras aplicagoes de controle de caos [3][13] concentraremo-nos em duas apli-
cagoes, as quais tem chamado a ateng¢io da comunidade cientifica nos dltimos anos: o controle
do comportamento cadtico para comunicagao com caos (apresentada neste capitulo) e sin-
cronizagao de sistemas cadticos para vérios esquemas de comunicagao (estudada no Capitulo
8).

Atualmente, tem sido feito um grande esfor¢o com o objetivo de se desenvolver métodos
que possibilitem usar as propriedades da dinamica caética de forma a tornar possiveis as
aplicagOes préticas previstas com o uso de caos. Na literatura podemos encontrar um grande
nimero de trabalhos contendo métodos que possibilitam usar caos de forma eficiente para
aprimorar os métodos de comunicagao usando a sincronizagao de érbitas cadticas [22][96], ou
mesmo, alterar totalmente a dinamica do sistema [21][23][97]. Outros trabalhos tém demon-
strado com sucesso a realizagdo de controle de caos em: um plasma de descarga elétrica
(98]; na ordenagao dos spins de uma esfera metélica em um campo magnético externo [99];
no ritmo cardfaco [100](101]; na epilepsia [102]; em lasers [103][104]; na reacio quimica de
difusao no sistema de Belousov-Zhabotinski [105].

Neste trabalho vamos aplicar cinco métodos de controle de caos no sistema de Matsumoto-
Chua, através dos quais, o comportamento caético do sistema pode ser modificado para um
comportamento especifico determinado por nds, assim como, suprimido.
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7.2 Supressao do caos através de forcamento peridédico

Inumeros trabalhos tém demonstrado que é possivel suprimir o comportamento caético
usando um sinal periédico externo ao sistema [106][107][108]. Dado uma perturbacao ex-
terna, € possivel mostrar que o sistema cadtico encontra uma érbita periédica apropriada
modificando seu comportamento [109].

Uma explicagao possivel para este mecanismo é baseado no fato da existéncia das orbitas
periddicas instdveis que estao imersas (embedded) no atrator cadtico [95][4]. Estas drbitas
podem ser estabilizadas pela aplicagao da forga externa, pois foi mostrado que préximo aos
pontos de bifurcagao de um sistema dinamico (por exemplo, bifurca¢ao por dobramento de
periodo) a aplicagio da for¢a externa periédica em alguma freqiiéncia ressonante pode causar
a amplificagao do sinal periddico e deslocar o ponto de bifurcacao de forma a estabilizar o
estado periddico [106].

Uma perturbacio periédica pode ser introduzida como uma for¢a externa ao sistema
[106], ou como uma perturbagdo de um dos parametros internos do sistema [110]. Vamos
considerar neste trabalho a aplicacao de uma forga externa do tipo senoidal aplicada ao
sistema de Matsumoto-Chua, como mostrado na Figura 7.1. As Equacdes que descrevem a

dinamica do sistema perturbado sao:

dVe il ;
Cl d:l = E(VCQ == VC;) e ENR(Vcl))
dVe 38 s ,
Cy dfz = E(I’CI = VCZ} S (Tl)
i,

L = Vo, — Vy(sen(2n 1))

onde V; é a amplitude da perturbacao periddica e f é a freqiiéncia.

Para suprimirmos caos no sistema 7.1 devemos escolher uma freqiiéncia f para o forgamen-
to externo, sub-harmoénica ou harménica de f, (freqiiéncia caracteristica do sistema pertur-
bado) e uma amplitude V, apropriadas.

Para regimes de freqiiéncias baixas (f < 0,15), temos que f, ~ f., onde f, é a freqiiéncia
caracteristica do sistema sem perturbagao. De forma que uma boa tentativa para supressao
do caos € aplicar uma perturba¢ao com uma freqiiéncia f préoxima a um miltiplo ou sub-
multiplo de f, (freqliéncia caracteristica sem perturbagao ).

Escolhemos uma perturbagao senoidal com freqiiéncia f ~ f./3 = 0,1. Sao mostrados
na Figura 7.2 uma sequéncia de quatro espectros de Fourier, para diferentes valores de V.
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Figura 7.1: Circuito de Matsumoto-Chua perturbado pelo forgamento periddico q(t).

Determinamos através do espectro de Fourier a freqiiéncia caracteristica do sistema sem
perturbagao, f, = 0,29, para V, = 0. Introduzindo a perturbagio com V; = 0,280, vemos
o aparecimento de um novo pico no espectro, correspondente a freqiiéncia externa f = 0,1
e um pico correspondente & freqiiéncia caracteristica do sistema perturbado f, (que néo é
tao proxima de f.). Aumentando a amplitude para V; para V, = 0,290, modificamos f,
e f torna-se quase um sub-harmonico de f,. Temos finalmente, a supressio de caos para
V, = 0,295, com a sincronizagao das oscilagoes com f e f; (f é um sub-harménico de f,),
com espectro tipico de movimento periédico.

Na sequéncia da Figura 7.3, mostramos quatro comportamentos do atrator para os valores
de V, da Figura 7.2. Inicialmente temos o atrator cadtico V, = 0, cujo espectro ¢ modificado
com a aplicagdo da perturbagéo , V, = 0,280. Para V; = 0,290 temos um movimento
quase periédico (um toro com raio muito pequeno) e finalmente, para V, = 0,295, o estado
periddico gerado pela sincronizagio para as freqiiéncias f, e f.

7.2.1 Linguas de Arnold - regioes de sincronizacgao

Para supressao de caos em freqiiéncias mais altas no circuito de Matsumoto- Chua (f >
1,5) devemos determinar valores de f e V, para os quais ocorra sincronizagao . No entanto,
a determinacao de f e V, para que f seja um subharménico ou harménico de f. nao é mais
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Figura 7.2: Espectros de Fourier para g = 0,5878,f = 0,1, para os valores de V;, indicados
na figura. A supressao de caos ocorre pela sincronizacao das oscilagoes com freqiiéncias f (da
perturbacio externa) e f. (caracteristica do circuito forado). f. é freqiiéncia caracteristica do

sistema sem perturbacao.
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Figura 7.3: Supressdo de caos: sequéncia de atratores fixando g = 0,5878 e f. = 0,1. a) atrator
cadtico, Vy = 0; b) caos fraco, V; = 0,280; c) quase periodicidade, V; = 0,290; d) sincronizagao ,
Ve = 0, 205.
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tao simples como no caso de freqiiéncias baixas, uma vez que f; depende de f e V.

Para determinar os parametros em que ocorre travamento de freqiiéncia, caracterizamos
os atratores, no espaco dos parametros V;, e f, através do maior expoente de Lyapunov.
Mostramos o diagrama no espaco de parametros na Figura 7.4. Neste diagrama, fixamos
o valor do pardmetro ¢ = 0,5878 e variamos f e V, numa grade de 400 x 400 pontos.
Para cada par de valores, determinamos o comportamento assintotico do sistema atraveés
do valor do maior expoente de Lyapunov. Quanto mais escura a cor, menor o valor do
expoente, de acordo com a convengdo de cores mostrada na barra ao lado do grifico. Para
o conjuntos de valores de f e V, em que o maior expoente de Lyapunov é negativo (regiio
mais escura: A < 0), temos movimento periddico do sistema de Matsumoto-Chua. Essas
regioes periddicas inseridas nas regioes de quase periodicidade (regioes em cinza: A = 0) sao
as linguas de Arnold [78][31]. As regides de quase periodicidade estdo inseridas em regices
onde se desenvolve o comportamento cadtico do sistema para as quais temos A > 0. Dessa
forma, entre duas linguas pode sempre aparecer movimento cadtico, esta é uma das rotas
para o caos no cenario de Curry-Yorke [80], pelo qual caos pode aparecer e desaparecer.

0216 0218
0 0.05

0.214

0212

821

Figura 7.4: Linguas de Arnold. Representagio do maior expoente de Lyapunov em fungao do
parametros f e V, da perturbagdo. As regides em cinza escuro correspondem as linguas de Arnold,

dentro das quais as linhas negras correspondem &s 6rbitas periédicas superestdaveis (A, < 0).

Juntamente com o diagrama no espaco dos parametros, o diagrama no espago das freqiién-
cias nos fornece uma visao geral do comportamento do sistema para uma variagao de um

determinado parametro escolhido [51]. Com referéncia & Figura 7.4, das linguas de Arnold,
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fizemos o diagrama no espago das freqiliéncias (Figura 7.5) para um valor fixo de V, = 0,27,
variando a freqiiéncia f da perturbagao. Através deste diagrama, podemos delimitar trés
comportamentos do sistema bem definidos. Para freqiiéncias externas abaixo de f ~ 0,2115
temos movimento quase periodico, surge entao uma faixa onde ocorre movimento periodico
(as orbitas superestiveis no interior da linguas de Arnold). Para freqiiéncias comecando um
pouco abaixo de f = 0, 214 em diante, temos movimento caético para o sistema. Dessa forma,
podemos eliminar o comportamento cadtico do sistema usando freqiiéncias no intervalo que
vai de f = 0,2115 a f ~ 0,2135. Escolhemos a freqiiéncia f = 0,213 para a forga externa
de tal forma a gerar o movimento periddico desejado. Mostramos na Figura 7.6 a sequéncia
dos trés comportamentos do sistema para freqiiéncias correspondentes ao regime cadtico
f =0,214 (Figura 7.6 a)), quase periédico f = 0,210 (Figura 7.6 b))e periédico f = 0,213
(Figura 7.6 c).

Especio

Figura 7.5: Diagrama no espaco das freqiiéncias das oscilagbes para regiao das linguas de Arnold
mostrado na Figura 7.4. Fixados: g = 0,5878, V, = 0,270, variando a freqiiéncia f da perturbagao.

Ainda com referéncia a Figura 7.4, podemos fixar a freqiiéncia f da forga externa e variar a
amplitude do forgamento de forma a determinar érbitas superestaveis no interior das linguas
de Arnold. Fixamos a f{reqiiéncia do for¢amento em f = 0,215 e variamos V, obtendo o
diagrama de bifurcacao no espaco das freqiiéncias mostrado na Figura 7.7. Podemos ver pelo
grafico, diferentes tipos de comportamento do sistema a medida que variamos V;. Ha regides
correspondentes a movimentos quase periddicos, periddicos e uma grande faixa com banda
larga em freqiiéncia, indicando comportamento cadtico. Notamos ainda, estreitas faixas
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a5

a)

b) c)

Figura 7.6: Supressio de caos com forgamento externo. a) atrator caético f — 0,214; b) atrator
£

quase periodico f = 0,210; ¢) érbita periédica superestdvel do interior da lingua de Arnold b

0,213. g = 0,5878 e V, = 0, 270.

que aparecem na banda caética, indicando regides onde ocorre sincronizacao de freqiiéncias,

gerando movimentos periédicos.

7.3 Método de Hwang

Este método é usado para se atingir um dos pontos de equilibrio de um fluxo ou estabilizs-

lo por um ciclo limite. Vamos exemplificar o método, usando o sistema de Matsumoto-Chua

no regime de Espiral-Dupla. Usamos o método para estabilizar o sistema no ponto de
equilibrio para ¢ = 0, 6 localizado em P+ = (PFe=3, EY'=0,0,PF = —1,8). Seguindo o

método implementado por Hwang [19], introduzimos um elemento de controle U em série

com o indutor do circuito. Dessa forma, temos que o circuito de Matsumoto-Chua com a

perturbacgao U é:

dVe,
o dt

dVe,
dt

diy,

-

2

1 ,

E(VCQ e I/F(J‘l) T ?'NR(VUl)r

1 ;

E(V(;j - ngj + 1z, (7.2)
-Ve, + U.
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Especlio

Figura 7.7: Diagrama no espago das freqiiéncias para regiao das Linguas de Arnold mostrado na

Figura 7.4, variando-se a amplitude de forcamento V.

O elemento de controle U é composto de duas realimentacoes. A primeira realimentacao
tem por objetivo reproduzir a dinamica da segunda equacao do sistema 7.2. Consequente-
mente os pontos de equilibrio do sistema de Matsumoto-Chua serido deslocados para uma
variedade ou plano de equilibrio (X, X + f(X), f(X)). Queremos direcionar a trajetéria
do circuito de tal forma que esta se dirija para um dos pontos de equilibrio do sistema e
permaneca nesse ponto. Para isso adicionamos a segunda realimentacio, composta de uma
realimentagao proporcional a K,(X,.; — X). Para direcionar a trajetéria para o ponto P*,
usamos a variavel V¢,, de forma que X,.; = 3,0. Se ao invés da varigvel Ve, usdssemos Vg,
mudariamos a segunda realimentacao negativa para U, = K,(Yrer — Y). O diagrama em
bloco do sistema de controle é mostrado na Figura 7.8. A principal vantagem deste método
de controle € o valor do intervalo de tempo curto do transiente, apés a aplicacao do controle,
para estabilizar a érbita no ponto de equilibrio escolhido. Se o sinal de entrada é a variavel
Ve, , entao o controle U é dado por:

1

LVCz . KF(?): 00— If;CL} (73)

. 2 : 1 " ” .
U=U,+U; = K(E(Q("cl —Ve,) +1i1)) +
2

Para este sinal de entrada Vi, a Jacobiana e sua equacio caracteristica com relacao ao
ponto de equilibrio P* = {3,0, —1, 8} sao, respectivamente,
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X U
mﬁ@ JI(; +Q% Mat.~Chua ,LX—>

£ '—-“C. Linear F

Figura 7.8: Diagrama esquemitico do controle de Hwang et al..

~10(g+ F) 10g 0
g g —g 1} (7.4)
Kg-K, —-Kg K

Em P* temos que F = my = -0, 5, e

M =J = 0
A +[g— K +10(g+ F)]A? + 10(gF — gK — FK)) + 20K g% — gy = @ (18)

Com a equagéo caracteristica 7.5, podemos justificar a estabilida do plano de equlibrio
aplicando o critério de Routh-Hurwitz. De fato, dado uma equacéo caracteristica do tipo:

A+ a1 A2 + ag) + a3 = 0, (7.6)

as condigbes necessdrias e suficientes para que todos os autovalores sejam negativos sao

ay > 0; ayay —az >0; az > 0. (7.7)

Dessa forma, para as constantes do controle de realimentacdo K = —3,0 e K, = 2,0,
temos que os autovalores sao negativos e, portanto, o controle é estdvel. Mostramos na
Figura 7.9 a evolugao temporal das trés varidveis do circuito, antes e depois da aplicacao
do controle. Vemos através dessa figura que as varidveis Ve, Ve,,ip tendem ao ponto de
equilibrio P+ = {3,0, —1, 8}, respectivamente.
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Figura 7.9: Controle de Hwang. Evolugao temporal das trés coordenadas do sistema 7.2 no regime
de Espiral-Dupla (g = 0,6), antes e ap6s aplicagao do controle. Supressio de caos, estabilizando a
érbita no ponto de equilibrio P* = {3,0 ,0,0 ,1,8}.

7.4 Meétodo de Ott-Grebogi-Yorke (OGY)

Nesta secao descrevemos e aplicaremos o método proposto por Ott, Grebogi e Yorke
(OGY) (18] no circuito de Matsumoto-Chua operando no regime caético do tipo Rossler.

O método OGY utiliza a propriedade do atrator cadtico conter imersas (embedded) em seu
interior uma infinidade de érbitas periddicas instaveis [111][95][4]. Como o atrator cadtico é
ergodico, a trajetoria cadtica visita ou acessa a vizinhanga de cada uma das drbitas periédicas
instaveis presente no atrator. O objetivo do método é estabilizar uma dessas érbitas instaveis
escolhida & priori. Esta Orbita periddica, instdvel no sistema original sem controle, é estavel
no sistema controlado. Para implementar o controle introduzimos um mapa bi-dimensional

da forma:

Xn+£ = F(anp)a Xﬂfﬁza (?8)

onde p é o parametro do sistema escolhido para o controle. Este mapa é um mapa de
Poincaré construido pelo cruzamento da trajetéria através de uma segao transversal (¥) ao
fluxo gerado pelo sistema cadtico usado. Para aplica¢ao do método ao circuito de Matsumoto-
Chua, acrescentamos um novo parametro p = pp + 0p onde pp = 0 na equacgao original do
circuito. Vale ressaltar que acrescentar um novo parametro que tenha um valor préximo de
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zero, equivale a perturbar fracamente um parametro original do sistema. Este parametro sera
introduzido na terceira equacéo do circuito, pois como vimos no Capitulo 4, as outras duas
equacoes dependem do pardmetro g e as solucoes do circuito de Matsumoto-Chua sao mais
sensiveis as variagoes neste parametro. Como queremos aplicar pequenas perturbagoes que
nao alterem substancialmente a dinamica do circuito, acrescentamos este novo parametro.
A equacao do circuito com esta perturbagao ¢ dada por:

, dVe 1 :
C dtl = E(ch e Vcl) 5] "'fNH.(V(?;)a
dVe. di . ;
Cs dté = E(VCI —~ Ve =k, (7.9)
(Jfﬁl(
- = —=Veo, — op.
dt -

O primeiro passo do método é determinar a localizagao da 6rbita instavel (com dp = 0)
que se quer controlar. No mapa de Poincaré (¥) esta érbita é um ponto fixo hiperbélico
(tipo sela) e pelo teorema de Hartman e Grobman, visto no Capitulo 2, quando se faz
uma linearizacdo em torno desse ponto, localmente ha uma equivaléncia topoldgica entre
o comportamento global do sistema e o movimento linearizado nas proximidades do pon-
to hiperbélico, de tal forma que variedade instavel e estavel sao tangentes as variedades
geradas pela linearizagio. Seguimos o procedimento da referéncia [112] para determinar a
localizacdo da érbita instdvel a ser controlada. Assim, uma 6rbita periddica instavel gerada
pelo sistema dinamico X(t) pode ser localizada analisando as orbitas recorrentes do atrator
caético. Procuramos uma oOrbita que retorna préximo a sua vizinhanca apds k iteragoes.
Esta proximidade é definida usando um pequeno nimero £: para uma O6rbita gerada pela
dinamica do sistema caético X(n) determinamos o menor indice de tempo £ de forma que

X (n) — X(k)| < & (7.10)

onde esta medida é feita com a distdncia Euclidiana entre os pontos que as orbitas geram no
mapa de Poincaré. A diferenca k—n é o periodo da érbita [112]. Mostramos na Figura 7.10 o
atrator cadtico (linha pontilhada) e a érbita instavel de perfodo-1 (linha sélida) que queremos
estabilizar, aplicando o método OGY ao circuito de Matsumoto-Chua, operando no regime
caético do tipo Rossler. Selecionamos a se¢ao de Poincaré no plano X, Vi, = 3,0. Atraves do
método descrito, para e = 107°, determinamos nesta se¢ao um ponto fixo com coordenadas

Ve, = 0,896095, iprp = —0,223575, correspondente a orbita instavel de periodo-1.
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Figura 7.10: Atrator cadtico tipo Rossler (linha pontilhada). Orbita periddica instavel (linha
solida) imersa no atrator caético. Mostra-se o cruzamento da 6rbita periddica na se¢ao de Poincaré
escolhida (V¢ = 3.0).

Determinada a drbita periédica instavel presente no atrator cadtico, queremos aplicar
uma pequena perturbagao, sem alterar drasticamente a dinamica original do sistema, para
estabilizar esta orbita. Escolhemos um parametro acessivel do sistema, p, o qual pode ser
variado numa pequena vizinhanga em torno de seu valor original, que denominaremos por

po = 0.

Mostraremos agora como determinar a perturbagao dp (sobre o parametro de controle
escolhido) de forma a estabilizar a érbita instdvel. O procedimento consiste em monitorar
o comportamento do sistema toda vez que as trajetéria cruze a secao de Poincaré, de tal
forma que, quando esta se afastar do ponto fixo (Vi,,,i.r), aplicamos a perturbagiao para

redirecionar a trajetoria para a direcao do ponto fixo.

Quando o parametro de controle p ¢ levemente variado, de seu valor sem perturbagao
po = 0, para algum outro valor p = dp, o ponto fixo Xp(py) serd deslocado gerando um
novo ponto fixo Xp(py + 6p). Queremos determinar uma perturbacao que faca com que
no proximo cruzamento da trajetoria na secao de Poincaré o ponto fixo seja deslocado pela
perturbagdo e a trajetoria caia na variedade estdavel do ponto fixo estabilizando novamente

a orbita. Mostramos esquematicamente o método na Figura 7.11.

Definimos um vetor g:
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a) b)
X=(py

%

Figura 7.11: Esquema do método de controle OGY: a) cruzamento da trajetéria préximo ao ponto
fixo Xp(po) apés n-cruzamentos na se¢ao de Poincaré; b) aplica-se a perturbagio dp para mover

o ponto fixo; ¢) a perturbacao for¢a o sistema de forma que o préximo mapeamento X,, 41 cala na
variedade estdvel de X p(pg).

s BXF‘ P X‘F(p) N XF(pD)
g= 6;0 P=po 5}7 ’

(7.11)

o qual determinamos, fazendo pequenas alteragdes em torno de py e explicitamente obser-
vamos o movimento do ponto fixo X. Para a érbita de periodo-1 escolhida, usando uma
perturbagao dp = 0, 005 obtivemos g = (—0.84407, —26.8238) .

Proximo ao novo ponto fixo Xp(p), apds alterarmos p levemente de dp, podemos fazer
uma aproximagao linear para o mapa da Equagao 7.8, esta linearizacao ¢ dada por:

[Xn+l = xF(p)] ~M . [Xn - XF{p)]! (7'12)

onde M é a matriz Jacobiana 2 x 2 de F calculada em Xp(py). Supomos que M é prati-
camente constante para pequenos dp. Sejam A, e A;, os autovalores instdvel e o estdvel,
respectivamente, da matriz M (|\,| > 1 > |),]). Portanto, o ponto fixo é um ponto de sela
hiperbdlico. Numericamente usamos o procedimento desenvolvido por Sano e Sawada 47)
para a determinacao da matriz M, o qual adaptamos e aplicamos ao nosso sistema na forma
descrita a seguir.

Consideramos uma pequena drea, de raio ¢ = 107° centrada no ponto fixo X, Em
torno do centro, criamos um conjunto de pontos aleatérios {X;} = {Ve,;,iz;} (j = 1,2,...)
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dentro dessa pequena area, distribuidos uniformemente. Iteramos cada um dos pontos até
retornarem novamente a secao de Poincaré (mapeamento) obtendo entdo um conjunto de
pontos {Xy;} (¢ =1,2,..., N) (N = 1500 pontos) dentro da condicéo ,

{Z'} = {Xii - Xr} | | Xis — XF |I<e (7.13)

Este procedimento aplicado para o ponto fixo (Vg, = 0,896095, i = —0,223575) é
mostrado na Figura 7.12. A pequena area de pontos é transformada em um elipséide, alguns
pontos sao estirados ao longo da variedade instdvel e outros sdo comprimidos ao longo da
variedade estavel.

—0.2228 ; B =

-0.2232

= =0.2236

-0.224 |

-0.2244 : : - - i
0.89596 089601 0.89606 0.89611 0.89616 0.89621

.
Figura 7.12: Evolugao de 1500 pontos aleatérios em torno do ponto fixo para um unico tempo de
retorno. Os dois conjuntos de pontos sdo usados para se determinar a Jacobiana (M) usando o
algoritmo de minimos quadrados. A partir de M calcula-se os autovalores e autovetores em torno

do ponto fixo.

Do conjunto de pontos aleatérios {X;}, que apds a iteragao obedeceram a condicao 7.13,

quardamos o conjunto de pontos:

(Y} ={X; - X} | X; - Xr [I< e (7.14)

onde usamos a norma Buclidiana para determinar o vetor deslocamento entre os pontos

mapeados e o ponto fixo. Sendo € = 107, podemos considerar este mapeamento como uma
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linearizacio em torno do ponto fixo, de forma que a evolugiao dos conjunto de pontos {Y*}

para {Z'} pode ser representada pela matriz M que queremos determinar, ou seja

2 =NY". (7.15)

Usando o algoritmo numérico de minimos quadrados [43], o qual minimiza o erro médio
quadratico da norma entre Z' e MY"® com respeito a todas as componentes da matriz M,

ou seja:

- S .
minS = min— Y _ || Z' — MY" ||. (7.16)
1—=1

N
Chamando as componentes (k,l) da matriz M de ay(j) e aplicando a condicao 7.16,
obtemos quatro equacdes para serem solucionadas, 9S/dax(j) = 0. Com este procedimento

obtemos finalmente a sequinte expressao para determinacao de M:

B i
M;V=C, Vu== b T e (7.17)
Y =1
o SR
Cu=— Z Z!kyﬂ, (7.18)
N i=1

onde V e C siao matrizes 2 x 2, chamadas de matrizes covariantes e Y** e Z'* sao as k
componentes dos vetores Y* e Z*, respectivamente. Usando este procedimento, deteminamos

que a regiao préoxima ao ponto fixo X se transforma linearmente como:

_( 0,806883  0,538121
-4, 8738 =3 129999 |-

Esta matriz possui os sequintes autovalores A, = —1,93301, A; = —0, 205421.

Prosseguindo com o desenvolvimento, podemos escrever que M e, = A, e, e Me, = A e,
onde e, e e, sao 0s autovetores estaveis e instaveis, respectivamente de moédulo unitario da
matriz M. Definindo f, e f, como vetores bases contravariantes, os quais sao determinados
pelas sequintes regras: f,.e, = f,.e, = 1, f;.e, = f,.e; = 0 (f é um vetor coluna e e
é um vetor linha). Usando estas relagoes encontramos para o ponto fixo os valores f, =
(—2.5969, —1.44286)" (T-transposta).
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Além disso, M pode ser expressa da sequinte forma

A'II U -
M = [e, €] { 0 i, ] ey &)™
(7.19)
Uma vez que temos
£, L B
ey €] = ;
isto implica que
f
e el t=]"|.
ool = | B
Logo, M pode ser escrita como
A 0 f
M= u €5 § e T )\u ufu /\s xfs .
[ee][o /\lerfs] (Aueufy + A€, fy)
Portanto a Equagao 7.12 é expressa como
[Xﬂ+1 > XF(}‘:‘)] S (’\ueufv- i Asesfs}-[x'n e XF(p)]- (7-20)

Observando, a partir da Equacao 7.11 que Xp(p) =~ pg + Xr(po), a Equacao 7.20 pode
ser escrita como

Xn+1 - XF (pﬂ) ~ PnB o = (Aueuf + Asesfs)-[xn = Png — XF('.DO)] (?21)

(Queremos que a proxima iteragao X, caia sobre a variedade estavel de X g, o parametro
de controle ¢ escolhido de forma que f,.(X,+1 — X#(po)) = 0.

Portanto, fazendo o produdo escalar da Equacao 7.21 com f,, e resolvendo esta equagao
explicitando o parametro de controle p,, obtemos

ufu- e
7, A ((;f 2 1)75-‘;(}90)). (7.22)
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Observando que se Xp(py) = 0 o parametro de controle p, dado pela equacdo acima é
idéntico ao parametro deduzido por Ott et. al.[18]. Mostramos a aplicacao do método OGY
aplicado ao circuito de Matsumoto-Chua na Figura 7.13 a), onde o controle é aplicado para
um intervalo de tempo correspondendo a 2000000 itera¢oes do mapa. O maximo valor usado
para a perturbagao p, € 0.01; para valores acima desta perturbacao fazemos p, = 0. O valor
da perturbagao, em escala logaritmica, é bastante pequeno, quando se aplica o controle,
como pode ser visto no grafico da Figura 7.13 b).

0.0 oot gamrerrmia

-0.5 e b)
controle

log m(ap}
o

10000 20000
tempo

Figura 7.13: Aplicagao do método OGY para estabilizar o ponto fixo (Veor = 0.986095,77 p =
—0.223575). a) A série temporal de Vg, calculada na segio de Poincaré para Vo, = 3.0; b)
perturbacao aplicada para controle da érbita instavel dp.

Uma importante caracteristica desse método é que ndo é necessirio um modelo da
dindmica do sistema. Para sua implementagdo em sistemas experimentais pode-se usar
tanto a informagao completa do processo ou a técnica de Ruelle e Takens de reconstrucao
com uma lnica série temporal do experimento [18][3]. Para a implementacao do controle,
qualquer varidvel acessivel do sistema pode ser usada como parametro de controle. Entre as
dificuldades podemos apontar que a presenca de ruido pode desestabilizar a érbita controla-
da, resultando em ocasionais estouros caéticos. O método pode estabilizar somente aquelas
Orbitas para as quais o maior expoente de Lyapunov é pequeno comparado com o tempo
reciproco do intervalo de tempo entre as mudangas do parametro de controle [18][113]. E
como as corregoes do parametro sao raras e pequenas (como vimos), a flutuacao de ruidos
pode gerar a desestabilizagao da érbita. Apesar disso, o método OGY aliado a um processo
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de direcionamento permite uma vasta gama de aplicacGes tais como as revisadas em [3]. O
direcionamento permite que se alcance a regiao da orbita que se quer estabilizar muito mais

rapidamente.

7.5 O método de realimentacao

Vimos que o método OGY, apesar de ser bastante geral, pode ser aplicado somente quan-
do a drbita esta proxima a orbita instavel que se quer controlar. O método de realimentacao,
no qual pode-se incluir o de Pyragas [20][114], com o controle aplicado continuamente é ca-
paz de superar esta dificuldade. Com o método de realimentacao pode-se estabilizar 6rbitas
periodicas instaveis presentes no atrator caotico, assim como Orbitas caéticas. O método
¢ baseado na construgao de uma forma escolhida de perturbacao continua no tempo. A
perturbacao nao muda a forma da érbita periédica instdvel que ser quer estabilizar, mas a
estabiliza com uma perturbacao apropriada.

O método geral de realimentacao envolve um sistema mestre y,,; € um sistema escravo

X(t), que é o sistema nao perturbado que satisfaz a equacgao

dX(t
X _ px)). (7-23)
dt
Para estabilizar a érbita instdvel escolhida do sistema através da perturbacio Y ,.,(%)

podemos implementar o seguinte controle com realimentacao

dX ()

—= = FX(®) - KX(t) - Yo (t)), (7.24)

com K sendo uma matriz de acoplamento a ser determinada para o controle.

Vamos aplicar o método ao circuito de Matsumoto-Chua no regime caotico do tipo Rossler
(9 = 0.575). Usamos a orbita periddica instavel ja calculada anteriormente para a exempli-
ficacao do método de controle de OGY mostrada na Figura 7.10.

Vamos inicialmente apresentar o método. Seja (Y, = Vi,,.,. Ve, tLors) uma Orbita
periddica instavel ou uma d6rbita cadtica qualquer do circuito de Matsumoto-Chua. A tra-
jetéria do atrator cadtico pode entao ser direcionada de forma a se comportar da mesma

forma que a 6rbita escolhida (e gravada) com o controle de realimentacao da forma:
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(1 Ve, = Ve Ky 0 0 Vi, = Ve,
'u-? - -K VCQ = VG-‘;'(;Irb — 0 K22 {) V.G2 == V’(,‘:QOT‘I!) . (725‘)
ug tL — tLord 0 0 Kas $r. — SLord

Com este controle de realimentacdo, a equa¢ao do circuito controlado é:

dVe 1 ,
Cl d;l e E(VCQ . VCI) = ENR(VCI) o I(]l(VCl — ‘/,(:'lnr-h)ff
dVe 1 ,
CQ d'g? — E(VCI e VC’g) Ry = I{ZQ(VCQ - V(;'gm.-b)'.l (726)
di , ,
L-(EL‘ = —ch i Kaa(%L = %Lm-b)-

A caracteristica importante desta perturbacao ¢ que ela se anula quando o sinal de saida
da circuito coincide com a érbita escolhida Y, A perturbacio executa a fun¢io de auto-
controle, pois ela sempre tende a atrair a trajetéria atual em direcao a drbita escolhida.
Quando a estabilizagdo é alcancada X =~ Y4, a perturbacao se torna pequena.

Para determinar os valores da constante K que permitem o controle da érbita escolhida
usamos os expoentes de Lypaunov condicionais introduzidos por Pecora e Carroll [115].
Podemos considerar que este tipo de controle como uma espécie de sincronizagao entre o
circuito escravo ou circuito resposta (o circuito que se quer controlar) e o circuito mestre (o
circuito que escravisa o circuito escravo com uma nova dinamica), neste caso representado
pela érbita escolhida, Y,,,. Na verdade, a 6rbita escolhida pode também ser gerada por um
outro circuito com os parametros ajustados para gerar a orbita desejada.

7.5.1 Lyapunov condicional e equagao variacional

Vamos introduzir o conceito de Lyapunov condicional e equagao variacional, conceitos
estes que serdo importantes no capitulo de sincronizagao. De acordo com os argumentos
acima, vamos considerar o problema de sincronizar dois circuitos cadticos de Matsumoto-
Chua acoplados. Matematicamente este problema pode ser apresentado na seguinte forma:

Circuito mestre:

de,b

dt
de'b

dt

= F( forb:Xm"b]: (727)

= Q(Yorbsxm"h]:
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Circulto escravo:

dX

o = B X)+ E(Gn—Y), (7.28)
dy
— = Q% X).

Os expoentes de Lyapunov condicionais A(K) podem ser definidos a partir de novas
variaveis geradas pela diferenca AX(t) = X(t) — X,4(t). Essas varidveis sio chamadas
transversas, pois medem o grau de afastamento entre as érbitas. O controle é alcancado
quando X(t) = X,n(t). Este estado dinidmico é estdvel quando pequenas perturbacoes
ou variagoes de AX(#) tendem a zero com o tempo. A equacao evolutiva das varidveis
transversas do circuito escravo é chamada equagao variacional (ver Apéndice A) e é dada

por:

dAX(t)
dt
onde DF(Y,5(t), Xors(t)) é a matriz Jacobiana condicional. A denominacao de condicional

— [DF (Yo (t), Xors(t)) — KJ.AX(2), (7.29)

vem do fato da matriz estar condicionada ao valor da varidvel do circuito mestre. Para
K # 0 a equagao 7.29 difere da equagao variacional usual usada para o cdleulo do expoente
de Lyapunov do sistema nao perturbado. Para K = 0, os expoentes de Lyapunov condicional
coincidem com os expoentes de Lyapunov caracterfsticos do sistema nao perturbado. Com
o aumento de K, este termo causa um decrescimo dos A(K) e a inversio dos sinais dos
expoentes de Lyapunov que inicialmente eram positivos.

Como a equagao variacional 7.29 depende da equacao do sistema nio linear do circuito de
Matsumoto-Chua e também da Jacobiana do sistema, elas sdo calculadas simultaneamente.
A integracdo da Equagao 7.29 é efetuada simultaneamente com a equacio néo linear do
circuito, a equagao variacional é atrelada a equagio original do sistema obtendo-se o sistema

combinado

a L F(X(1))
{ daX(t } B { {DF(Y,r(t), Xors(t)) — K}.AX(£) } (7.30)

dt

o qual é integrado a partir da condigao inicial

X() | ) X(0)
{amm}“{ I } Lo
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A Jacobiana do sistema com acoplamento nas trés varidveis representado pela constantes
de acomplamento K, (acoplamento com V¢, ), Ky, (acoplamento com Vi) e Ksy (acopla-
mento com z7). A forma da Jacobiana, portanto depende da constante ou constantes usadas
no acoplamento.

—10(g + F) — Ky, 10g 0
J = DF(X(t)) = g —(9+Ky) 1 (7.32)
0 -6 — K33
sendo
el VC,‘I - g
F=qm |Vg|<Ll1 (7.33)

Mg VCI < -1.

O valor negativo do maior expoente de Lyapunov condicional A\(K) < 0 pode definir o
intervalo de K correspondente & sincronizagao dos circuitos mestre e escravo. Na Figura
7.14 mostramos o maior expoente de Lyapunov condicional em funcio do parametro K.
Como pode ser visto pelo gréfico, a escolha da varidvel de controle (V¢,, Ve, ou iz) ou o
acoplamento de duas varidveis determina o intervalo de K e qual variavel oferece melhor
controle. Por exemplo, podemos afirmar que o controle do sistema de Matsumoto-Chua pelo
método de realimentagao usando a variavel Vi, é mais eficiente, desde que esta oferece um
maior intervalo de K que gera sincronizagio. O controle pela varidvel i;, é menos eficiente,
pois a sincronizagdo é possivel em um curto intervalo do parametro K. A varidvel Vg,
também é ineficaz para controle, pois exige um alto valor de K para sincronizacido. O uso
de duas variaveis acopladas pode diminuir o valor de K como pode ser constatado usando as
duas varidveis Vg, e iy. Neste caso é possivel notar dois intervalos diferentes de K em que
ocorrera sincronizagao. O valor ideal de K deve ser suficiente para compensar a divergéncia
das trajetérias proximo da drbita que se quer controlar, porém deve ter um valor maximo.
Um valor muito alto de K pode néo ser ideal, uma vez que a perturbacio aplicada em uma
unica variavel pode variar muito mais rapidamente do que as outras varidveis fazendo com
que estas nao consigam acompanhar essa variagao.

Mostramos na Figura 7.15 a aplicagio do método de realimentacao para controle da érbita
instavel escolhida do circuito no regime caético tipo Réssler. Usamos Vg, como varidvel de
acoplamento e escolhemos a constante K = 10. Na Figura 7.15 a) mostramos a 6rbita
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Figura 7.14: Maior expoente de Lyapunov condicional, A, versus constante K da perturbacio
de realimentacao para o atrator caético tipo Rassler (g = 0,575). No grifico estao indicadas as

variaveis usadas na realimentacao.

periddica que queremos que o circuito execute. Na Figura 7.15 b) mostramos a evolucao
temporal da varidvel Vi, antes e apés o controle e, finalmente, na Figura 7.15 ¢) mostramos
a diferenca entre a variavel de saida Vi, do circuito menos o valor da érbita escolhida,
podemos notar que a diferenca tende a ter pequenas oscilagoes em torno do valor zero.

Nas Figuras 7.16 e 7.17 mostramos a aplicagao do método usando as variaveis Vg, (K =
5) e iy, (K = 0,2), respectivamente. Como anteriormente, em a) representamos a érbita
periédica, em b) a evolugao temporal da varidvel de acoplamento antes e apés a aplicacao
do controle e em c) a diferenca entre a varidvel de saida e dérbita escolhida. Para cada
variavel usada na realimentagao, escolhemos um valor de K de acordo com o gréfico do
maior expoente de Lyapunov condicional mostrado na Figura 7.14, no intervalo em que o

expoente € negativo.

7.6 Método OPCL

O método de controle OPCL (Open Plus Closed Loop) [116] é baseado na existéncia de
regioes convergentes, Ci(k), no espacgo de fase (R*) [21][117]. A aplicacio do método OPCL
para o sistema
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Figura 7.15: Controle de realimentacdo. a) Segmento da orbita periodica imersa no atrator tipo
Réssler (g = 0,575). b) Evolugao temporal da varidvel Vi, antes e apés a aplicacao do controle.
c) Evolugdo temporal da diferenca entre a variavel V¢, do atrator caético e a da 6rbita periédica
escolhida. As setas indicam onde inicio do controle (K = 10).
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Figura 7.16: Controle de realimentacdo. a) Segmento da érbita periédica imersa no atrator tipo
Rassler (g = 0,575). b) Evolugao temporal da varidvel Vi, antes e apés a aplicacao do controle.
¢) Evolugio temporal da diferenca entre a varidvel Vi, do atrator cadtico e a da érbita periédica
escolhida. As setas indicam onde inicia o controle (K = 5).



156

Métodos de controle

(i

J]U‘

§-2f Ill

]

IN I\M ﬂ ﬁv h|

V
controle

e j M'HIJJ 'HIIL'nI}U"JM J\ﬂhl T”L W\f Wul”'“\ﬁ HJ[ W

f E WN |'|||}|qJ iU”' HM{I’[\(WWWTWMWT

tempo

Figura 7.17: Controle de Realimentacao. a) Segmento da érbita periédica imersa no atrator tipo
Rassler (g = 0,575).
¢) Evolugao temporal da diferenga entre a varidvel i do atrator cadtico e a da érbita periddica

b) Evolugao temporal da varidvel i; antes e apds a aplicagao do controle.
escolhida. As setas indicam onde inicia o controle (K = 0,2).
dX

dt
onde a Equagao 7.34 representa o circuito de Matsumoto-Chua, é representado pela adicao

X = Vo Vi), (7.34)

F(X,1)

de um termo de chaveamento S(t) = 1/0, que permite ligar ou desligar o controle.

dX dg

o = FX, ) +S@)[H(g, =7 1) + K(g, X(1))] (7.35)
(X,g ¢ R*). A fungao H é dada por
dg
H(ga dg/dt'r t) - E = F(g: t) (736)
¢ a fungao K é determinada por
dF
K(g, X(t)) = (—g- - A)(g(t) — X(t)) (7.37)

onde g(t) ¢ R* é uma fungao suave arbitraria dependente do tempo e A é uma matriz

constante, cujo os autovalores possuem parte real negativa.
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Este controle possui dois objetivos distintos. Um é forcar o sistema X() a executar uma
érbita escolhida g(t) (controle de arraste entrainment) [118][116], significando que

tlim |X(t) — g(t)| = 0. (7.38)

O outro objetivo se aplica para sistemas com coexisténcia de atratores. O objetivo é
transferir X(¢) de um atrator para outro; este controle ¢ chamado de controle de migragdo
[119][120][121]. Diferente do arrasto (entrainment), ou do método OGY [18], que requerem
uma aplicacao continua do controle, a migra¢ao requer que o controle seja aplicado apenas
durante um periodo finito (em geral muito curto) de tempo. Isto ocorre porque é necessario
apenas transferir a trajetéria da bacia de atragao de um atrator para outra; apds a trans-
feréncia o controle pode ser retirado (S(t) = 0 na Equagéo 7.35).

Foi mostrado por Jackson e Grosu [120][116] que, para qualquer fungao g(t) com uma
escolha adequada da matriz A, a bacia de entrainment, BE(g(t)), do circuito de Matsumoto-
Chua pode abranger todo o espago de fase. Assim, todas as condigoes iniciais do espago de
fase, Xo(t) possuem solugoes que satisfazem a Equagao 7.38. Esse conjunto de condigoes
iniciais que satisfazem a Equacgao 7.38 é chamado de bacia de entrainment

BE(g(®)) = {X(0)|Jim [X(t) - g(2)| = 0} (7.39)

E importante notar que no controle OPCL, se a érbita alvo g(t) for uma solugio do
sistema Equacao 7.34

dg/dt = F(g, 1), (7.40)

e H(g,dg/dt,t) = 0. Para o circuito de Matsumoto-Chua, é possivel simplificar a agao
geral dada pela Equacdo 7.35. Devido a linearidade presente nas duas ultimas equagoes do
circuito, podemos simplificar a Equacao 7.35 selecionando uma matriz A de tal forma a
remover a realimentacdo nas variaveis (V¢,, ;). Podemos fazer isso escolhendo os elementos
da matriz como a;; = dF;/dg;, se (¢,7) # (1,1), e ajy = P. O termo dF/dg é uma matriz
X mn

R g 0
dF €1 €
E = E’i_: __1‘!, C% i (7.41)
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Temos que a matriz A conveniente para a simplificagao desejada é

P £ 0
A= & & L | (7.42)
0 -1 O

A condi¢ao necessaria e suficiente para se obter o controle é que todos as partes reais
dos autovalores da matriz A sejam negativas. Podemos usar novamente o critério de Routh-

Hurwitz: dado uma equagao caracteristica do tipo

)\3 i CLL/\2 =l (lg;\ +az = O, (743)

as condigoes necessarias e suficientes para que todos os autovalores sejam negativos sao,

a; > 0; ayag —az > 0; az > 0. (7.44)

Para a matriz A, temos que a equagao caracteristica determinada a partir de |A\I— A| = 0

A+ (g— P))° + (6 — Pg— 10g*)A — 6P = 0. (7.45)

Aplicando o critério de Routh-Hurwitz, temos que para um determinado valor de g, os valores
validos de P para se obter o controle pode ser determinado pelo sistema

(g —1P) 50 (7.46)
(¢ — P)(6 — Pg—10g%) —6P >0
—6P > 0.

A aplicagdo do controle de arraste (entrainment) do sistema de Matsumoto-Chua para
uma dinamica arbitraria (g1, g2, g3) é entao:

dVe, 1 . 1 :

L 9V, — Ve,) —ive(Ve,)] + {dgr/dt — =-[9(92 — o) — inr(91)]}

d Cl C'1

+ [(1/Ci(g +dinr/dg:) + P)(Ve, — ¢1)), (7.47)

dVe, 1 , 1

Gt = ——[9(Vo, — Vi) + ir] + {dgo/dt — =-[g(g1 — g2) + gs]}, (7.48)

d C;g c2

dir, 1 1

-E{- — —ZVCE T {dggfdt e o ‘E!}’z}, (7.49)
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onde o parametro P é escolhido conforme o critério de Hourth-Hurwitz para assegurar o
arraste (entrainment) com a dinamica escolhida.
Para o controle de migragao entre atratores coexistindo, os termos em {e} nas Equacoes

7.48 e 7.49 sao nulos (eles satisfazem a Equagao 7.34) e as equagOes acima tornam-se,

dVe 1 : ] ;
d;l = a[Q(VC'z - Ve,) —ivr(Ve,)| + [(@—1(9 + diyr/dg,) + P)(Ve, — g1)), (7.50)
dVe, 1 : )
df = a[g(v& — Ve,) + L), (7.51)
dig 1 )
ﬁ = ~=Vo; (7.52)

Podemos notar que o sistema ¢ agora simplesmente um controle de realimentacéo linear,
como na Equac¢ao 7.50, porém com um coeficiente generalizado dependente do tempo que
assegura o controle de migracao. Resumindo, temos que para o controle de arraste (en-
trainment) usamos as Equagoes 7.48-7.49, sendo que g(t) nao pode ser solugao da Equagao
7.34. Para migracao entre atratores usamos as Equacgoes 7.50-7.52, onde g(¢) é um sinal
pré-gravado do atrator para onde se quer migrar.

Vamos mostrar primeiramente a aplicagao do controle de migragao entre os cinco atratores
coexistindo no circuito de Matsumoto-Chua operando no regime de atrator de Rossler. Esses
atratores sao mostrados na Figura 7.18. Hd dois atratores caéticos do tipo Rossler. Em
relagao a varidvel Vg, , denominamos o atrator da esquerda aquele com Vi, > 0 e atrator da
direita aquele com Vi, < 0. Ha também trés pontos de equilibrio instaveis. Ha ainda um
sexto atrator, uma drbita instavel do tipo sela, ndo usada nesta migracao.

Uma série temporal de Vi, é gravada durante um intervalo de tempo At = 50, para
uso no controle de migracao Equacoes 7.50-7.52. Este procedimento é feito para cada um
dos cinco atratores mostrados na Figura 7.18. Usamos como estado inicial para o sistema o
atrator cadtico tipo Rossler da esquerda (Vi, > 0) até o tempo t,, a partir do qual iniciamos
o controle de migragao.

Primeiramente, o controle transfere a trajetoria para o atrator do tipo Rossler direito
(Ve, < 0), usando o sinal pré-gravado g(t) = V¢, (t) da trajetéria do atrator tipo Rossler
direito. Em seguida, usando os sinais pré-gravados dos pontos de equilibrio, a trajetéria é
transferida de um ponto para outro nos instantes t;, t. e t;. Finalmente, em (. a trajetoria
migra para o atrator original. Podemos notar que o sistema migra através dos diferentes
atratores muito rapidamente. O tempo necessario para migragao depende do valor de P;

quanto mais negativo o valor de P, mais rdpido ocorrera a migracao. Para o processo



160

Métodos de controle

mostrado usamos P = —20, pois pelo critério de Hurtz-Hurwitz determinamos que para

ocorrer o processo temos que ter P < (.

Figura 7.18: Atratores coexistentes no sistema de Matsumoto-Chua. Trés pontos de equilibrio

instaveis (asteriscos) e dois atratores cadticos (linha sélida) para g = 0.575.

Como um exemplo de controle de arraste (entrainment), descrito pelas Equacoes 7.48-
7.49, selecionamos uma érbita alvo convergente dada por

g1 =cos(wt) —4, gz = —sin(wt)+4, g3=sin(wt/2). (7.53)

O arraste (entrainment) do circuito para esta 6rbita é mostrado na Figura 7.20. Usamos
w=1,0e P= —ay;; = —20 para gerar a Figura 7.20 a); na Figura 7.20 b) usamos P = —10;
vemos que neste caso o processo de arraste (entrainment) demora um pouco mais para ocorrer
e envolve uma maior excursao da dindmica no espago de fase. Para P = —20 o processo é
mais rapido; no entanto, ha uma mudanga abrupta na 6rbita do sistema, o que muitas vezes

¢ indesejdavel quando nao se quer alterar drasticamente a dinimica do sistema.

7.7 Método OPCL para migracao entre orbitas

Vimos que no método OGY, de controle de érbitas periédicas instdaveis, devemos esperar
que a orbita do atrator cadtico se aproxime da regiao do ponto fixo onde é possivel aplicar
o controle. A ergodicidade do atrator cadtico nos assegura que a trajetéria visitard todo
o espago de fase e, portanto, chegard até a regiao de controle, mesmo que para alguns
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Figura 7.19: Aplicagdo do método de controle OPCL para migracio entre atratores do sistema de
Matsumoto-Chua mostrados na Figura 7.18. Migragao a partir do atrator cadtico tipo Réssler da
esquerda para outros atratores. No tempo t, aplica-se a migragao para o atrator caético da direita,
em tp migra-se para o ponto fixo trivial, em ¢. e t; migra-se para os pontos fixo da esquerda e

direita, respectivamente. Em ¢, retiramos o controle deixando o sistema voltar ao seu movimento

original.
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Figura 7.20: Arraste (Entrainment) do circuito a partir do atrator caético Double-Scroll para um
atrator arbitrdrio inserido no espaco de fase para P = —-20 (a) e P = —10 em (b). Nota-se que
quanto menor for o valor de P, o processo de entrainment é mais demorado. Por outro lado, a acio

do controle é fisicamente menos abrupta.
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sistemas haja um transiente longo. Em muitas aplicacoes de controle de caos e métodos de
comunicagio que utilizam caos, é necessario atingir uma regiao do espaco de fase especifica
no menor tempo possivel [113][122]. O processo de direcionar a trajetéria do sistema para

um ponto especifico do espago de fase do sistema é denominado de direcionamento [113].

A primeira idéia de direcionamento foi implementada por Shinbrot et al. [113]. Sua
implementacao usa um parametro acessivel do sistema para aplicar perturbagoes sucessivas
de forma a atingir o alvo no espaco de fase. Este procedimento foi testado em varios sis-
temas tais como: atingir uma orbita cadtica para a Lua [123], controle de sistemas de altas
dimensoes [124], e transmissio de informagao [125]. Baptista [126] sugere um método de
direcionamento, aplicando perturbagoes de corregoes de érbitas vizinhas distanciadas de e.
A correcao de érbita significa que, se A é a posi¢ao atual da trajetéria, apés aplicarmos a
perturbacao d, a trajetoria é transferida para A + 0.

Recetemente foi proposto por Baptista et al. [127] um novo esquema de comunicagao
baseado em caos. Nesse esquema integrado de comunicagao cadtica o ponto chave é usar a
dinamica caética como um meio de codificar e decodificar informacao e como um gerador de
sinal ondulatério. Em outras palavras, o sinal cadtico nao é somente a portadora mas também
a mensagem. O processo de codificagio e decodificacao da mensagem usa uma parti¢ao
dinamica do espaco de fase, cuja construgao é baseada na prépria fonte da mensagem e nao
na dindmica do sistema como é feito em [125]. Neste esquema, a idéia de correciao da érbita é
um dos processos necessarios para a implementagao do esquema. No processo de codificagio
da fonte nas trajetérias cadticas é necessario um método de controle que permita a migragao
entre diferentes pedacos de orbitas que codificam diferentes informagoes. Mostramos neste
trabalho que o método OPCL tem a capacidade de concatenar diferentes orbitas, através
de um processo de migragao e também ser um método que permita o direcionamento como
sugerido em [126].

Usando o circuito de Matsumoto-Chua no regime cadtico de Espiral-Dupla (g = 0,6),
construimos uma segao de Poincaré em Vi, = 1,5. Nesta segao, selecionamos cinco érbitas
distanciadas entre si de 0,1 < d < 0,15 (d-distancia Eucliana entre os pontos que as tra-
jetorias geram na secao). Cada trajetdria é gravada durante um intervalo de tempo At = 50.
Essas trajetérias determinam a funcao g(t¢), usada para migracao. Mostramos na Figura 7.21
a evolucio temporal da varidvel Vi, do atrator caético juntamente com as cinco trajetorias
com esta mesma variavel, antes e apds a aplicagao do método de migracao aplicado ao sis-
tema. Na Figura 7.21 a) mostramos a evolucao temporal da varidvel Vi, do atrator sem a

aplicacao do controle (linha sélida no grafico) juntamente com as cinco érbitas selecionadas
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que queremos migrar (linha pontilhada). Podemos notar que a evolu¢io temporal das tra-
jetorias selecionadas é totalmente diferente da evolucao da trajetéria do atrator. Na Figura
7.21 b) mostramos a trajetdria do atrator com aplicacao do método OPCL (linha sélida) e
as trajetdrias selecionadas (linha pontilhada). O controle de migracao ¢ aplicado a partir de
t = 100. Na Figura 7.21 ¢) mostramos a diferenca entre a varidvel Vi, a do atrator cadtico e
Ve, 0 das érbitas selecionadas quando se aplica a migragao. Em cada valor m; (¢ =1, .., 5),
a trajetéria é forgada a migrar para uma drbita diferente. Nota-se que o processo de mi-
gracao é eficaz, fazendo com a trajetéria atual do atrator migre e reproduza a evolucao das

trajetérias previamente gravadas.

My m, m, m,
S m«
7 -0 100 200 400

tempo

Figura 7.21: Migragio entre érbitas. a) Evolucao temporal da varidvel Ve, do atrator cadtico
(linha solida) juntamente com as érbitas selecionadas (linha pontilhada). b) Evoluciao temporal
de Vg, com o controle OPCL de migragio para 5 6rbitas diferentes pré-selecionadas; c) Diferenga
entre a variavel Vi, a do atrator caético e das érbitas pré-selecionadas Vi, 0.



Capitulo 8

Sincronizacao

8.1 Introducao

Este capitulo aborda a sincronizagdo de circuitos de Matsumoto-Chua caéticos. Dois
circuitos acoplados sincronizados apresentam comportamentos cadticos idénticos, apesar da
dependéncia as condigoes iniciais das trajetdrias. Essa sincronizacio pode ser explorada para
implementar um método de comunicacao bascado em dinamica caética. Inicialmente, de-
screveremos alguns métodos de sincronizacdo que aplicaremos na sincronizaciao de circuitos
com coexisténcia de atratores de Réssler. Aplicamos o método OPCL (Open Plus Close
Loop), juntamente com os métodos usuais de sincronizagao, para migracio e posterior sin-
cronizagao para sistemas que apresentam coexisténcia de atratores. Analisamos a influéncia
das condigoes iniciais no processo de sincronizagio através da obtencdo das bacias de sin-
cronizagao. Mostramos que dois circuitos de Matsumto-Chua acoplados, no regime cadtico
de Espiral-Dupla, apresentam bacias de atragio crivada e intercrivada (riddled e intermin-
gled) para os estados sincronizado e nio-sincronizado deste sistema. Uma outra condicao
necessaria para que ocorra sincronizagao pode ser determinada pelos expoentes de Lyapunov
condicional transverso (expoente calculado a partir das diferencas das varidveis dos circuitos
acoplados). Esta condigéo é analisada através de diagramas no espago de parametros deste
expoente. B, finalmente, aplicamos o método de transmissio de mensagem e recepgao,
sugerido por Cuommo e Oppenheim [128], para exemplificar uma possivel aplicacdo de co-
municagao baseada em sincronizacgio de sistemas cadticos.
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8.2 Fundamentos gerais de sincronizacao

Nesta secao apresentaremos algumas consideragoes gerais sobre a sincronizacao de os-

cilacoes periddicas e cadticas.

8.2.1 Sincronizacao de oscilagoes periddicas

Estudos de sincronizagao entre sistemas acoplados remontam aos trabalhos iniciados por
Huygens [129]. A sincroniza¢ao é um fenémeno de interesse em dreas como: Mecanica Ce-
leste, Fisica de Laser, Comunicagdo, Neurociéncia e Fisiologia [130]. Em Fisiologia, por
exemplo, sdao classicos alguns problemas relacionados ao tema. Podemos citar alguns exem-
plos: a arritmia respiratoria sinusal; fenémeno relacionado com a modulagao da frequéncia
cardiaca pela respiragao, devido a um acoplamento complexo entre os dois ritmos [131].
Acoplamento entre o ventilador e a respiracdo; este é um problema relacionado a situagoes
clinicas agudas e cronicas, onde o paciente é submetido a ventilagao mecéanica. O processo
de ajustar o aparelho de forma que o paciente nao lute contra o ventilador, ou seja, que
haja uma sincronizagao cooperativa entre o ritmo de respiracao do paciente e o aparelho é
quase-empirico e, apesar de sua importancia pratica na clinica médica, este problema parece
longe de ser solucionado [132]. Citamos outros problemas relacionados ao tema, tais como:
a arritmia do sono, o ajuste do marcapasso cardiaco, o acoplamento respiragao - locomogao
e a coordenagao entre membros [129)].

No geral, a sincronizagao de sistema peridédicos é entendida como a capacidade de os-
ciladores acoplados auto-excitados, com diferentes freqiiéncias, modificarem de comporta-
mentos. Os osciladores passam de regime de oscilagoes independentes, caracterizadas por
batimentos [29], para regime de oscilagoes periédicas estdveis e cooperativas, & medida que se
aumenta a intensidade do acoplamento. Como resultado da sincronizagao, os osciladores mu-
dam suas freqiiéncias, de forma que estas tornam-se idénticas ou a razao entre elas torna-se
racional. Dependendo das propriedades dos osciladores considerados, podemos ter diferentes
explicagoes para as sincronizagoes. A primeira teoria nao linear que trata de sincronizagao de
osciladores quase-harmonicos é devido a Van der Pol [133]. Na literatura ha intimeros livros
e trabalhos referentes & teoria de sincronizacao de osciladores periédicos. As referéncias [29],
[134] e [82] podem ser 1iteis para o entendimento das principais caracteristicas que geram o
comportamento sincronizado.

A despeito da complexidade dos mecanismos envolvidos no processo de sincronizacao,

o fenomeno de sincronizagao de osciladores periddicos possui uma interpretagao geométrica
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simples. A imagem das oscilacoes periddicas no espaco de fase de um sistema auténomo é
um ciclo limite estavel. O comportamento de uma rede de n osciladores periédicos acoplados
depende do parametro de acoplamento entre os osciladores. No espaco de fase da rede com
acoplamento nulo, apds eliminarmos o transiente, as oscilagoes correspondem a trajetérias
que percorrem a superficie de um toro estavel n-dimensional. O fenémeno de sincronizacao
entre osciladores periddicos pode ser compreendido como a habilidade da rede de osciladores
em trocar do comportamento das oscilagoes quase periddicas, associadas ao movimento quase
periddico executado sob o toro estavel, para oscilagoes periddicas, a medida que aumenta a
intensidade do acoplamento entre os osciladores. Por isso, a imagem de oscilacoes periddicas
sincronizadas é novamente um ciclo limite estavel, porém agora este ciclo limite é resultante
da interseccao dos m toros presentes no espaco de fase da rede dos osciladores acoplados
[135].

8.2.2 Sincronizacgao de oscilagoes cadticas

O mecanismo para o estabelecimento da sincronizacao entre sistemas caéticos difere do
mecanismo de sincronizacao de sistemas periédicos. Diferente do caso de sincronizagao entre
osciladores idénticos em regime periodico, a sincronizac¢ao entre osciladores cadticos idénticos
é, em geral, caracterizada por um certo valor critico do acoplamento necessario para que
haja sincronizacao. A razao para a existéncia deste valor critico é a instabilidade local das
trajetorias cadticas presente no atrator cadtico. De fato, para se conseguir a sincronizacao
em sistemas acoplados, a instabilidade do circuito escravo (que se quer sincronizar) tem que
ser suprimida [136],[137],[135].

O trabalho pioneiro em sincronizac¢ao entre sistemas cadticos acoplados foi feito por Ya-
mada e Fujisaka [138]. Nesse trabalho, os autores demonstraram que dois sistemas idénticos
com dinamica caotica individual podem trocar suas oscilagoes cadticas nao-correlacionadas
por oscilagoes cadticas idénticas. Esta sincronizagao foi definida por Afraimovich et al. [139]
como sincronizacao completa; este autor fez ainda o primeiro estudo tedrico referente a
estabilidade da sincronizacao.

A partir de 1990 intensificou-se o estudo de sincronizagao em sistemas cadticos com
o trabalho de Pecora e Carroll [130], exposto na se¢ao seguinte. Uma gama imensa de
trabalhos tem mostrado que, assim como oscilagoes periddicas ou quase periddicas, sistemas
caéticos também podem ser sincronizados [109], [140], [141], [142]. Um leque de aplicagoes
voltadas & comunicagao abriu-se desde entao, uma vez que sincronizacao ¢ uma técnica

essencial para muitos tipos de comunicacao, nao somente quando se usa dinamica cadtica
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[142]. Possiveis aplicagdes para uso em robdtica e implantes biolégicos foram sugeridos.
Nessas aplicagoes, deseja-se que as vdrias partes do sistema, quando acopladas, hajam de
forma conjunta, preservando porém o comportamento cadtico das partes envolvidas. Para
termos esta aplicagao eficiente, estuda-se maneiras para alcangar a sincronizacao usando
um numero minimo de sinais compartilhados. O ideal seria sincronizar o sistema com um
acoplamento fun¢ao de um tnico sinal. Em suma, hd um vasto campo de aplicaciao em
sincronizagao, seja com um processo que envolva dinamica caética ou nao. Neste trabalho,
estamos interessados em estudar diretamente o processo de sincronizagao cadtica aplicado

a0 circuito elétrico de Matsumoto-Chua.

8.3 Meétodo Pecora-Carroll

O primeiro método de sincronizagao que mostraremos foi introduzido por Pecora e Car-
roll [130], e consiste em um eircuito mestre (ou circuito de forgamento) e um circuito escravo
(ou circuito forgado) idénticos acoplados unidirecionalmente (o circuito mestre oscila inde-
pendentemente do circuito escravo). Estes dois subsistemas - mestre e escravo - exibem um
comportamento cadtico.

Sejam dois circuitos de Matsumoto-Chua X; — F(X,) e X; — F(X;). Uma (ou mais)
variavel do circuito mestre ¢ usada como varidvel dinamica do sistema escravo e, por essa
razao, esse metodo é também chamado de substitui¢ao total. Para alcancar isto, dividimos
cada circuito em duas partes, uma parte do circuito mestre é usada para fazer a ligacdo ao
circuito escravo possibilitando a comunicagao entre os sistemas. Nao hd regra para se fazer
a divisao, embora uma boa tentativa seja escolher varidveis que geram no sistema escravo
um ezpoente condicional negativo (expoente calculado a partir da jacobiana gerada pela
diferenca entre as varidveis do circuito mestre e escravo).

Com a divisao escolhida, temos para o circuito mestre:

Xa(8) = [Y1(8), Z1()], (8.1)

onde Y; é uma varidvel dinamica com uma dimensao a menos do que a dimensao-3 do
circuito mestre completo X,(¢) e Z(t) é de dimensao-1. Z(¢) é a parte do circuito mestre
que sera usada para ligacao com o circuito escravo. As equagoes do sistema mestre sio:

dY,
=G0, 20) (62



8.3 Método Pecora-Carroll

169

dZ(t)
dt

= F:(Y1(t), 2(2)).

O sinal Z(t) é usado para forgar o sistema escravo, o qual é dividido como Xy(t) =
[Y,(t), Z(t)], dessa forma, a componente X3 do circuito escravo é agora idéntica & compo-
nente do circuito mestre X;. A equagao do circuito escravo é:

% = F,(Ya(t), Z(t)) (8.3)

8.3.1 Lyapunov condicional

Consideramos que os sistemas 8.2 e 8.3 estao sincronizados quando Y, (t) = Y,(t), para
determinadas condi¢oes iniciais que constituem a bacia de atragao para a sincronizagao.
Esta condicao é estdvel quando pequenas perturbagoes ou variagoes AY (1) = Y (t) — Yo(t)
tendem a zero com o tempo. Se a variagao permanecer pequena, a dinamica da perturbacao
¢ dada aproximadamente por:

dAY (t)

= DF,(Y:(t), Z(1)).AY (2), (8.4)

onde DF,(Y (t), Z(t)) é a matriz Jacobiana condicional, de dimensdo-2, em torno de Y(t).
A denominacao de condicional vem do fato da matriz estar condicionada ao valor da variavel
Z(t). A partir desta Jacobiana e da Equacgao 8.2 determina-se os expoentes de Lyapunov do
sistema acoplado, chamados de expoentes de Lyapunov condicionais.

Foi mostrado [130] que a condi¢ao necessdria para:

1Y1(2) — Ya(t)| = 0 (8.5)

ou seja, que os dois circuitos estejam sincronizados, é que todos os expoentes de Lyapunov
condicionais sejam negativos [130]. O limite entre o estado sincronizado e o nao sincronizado
corresponde & transi¢io do comportamento cadtico para o hipercadtico e, conforme mostra-
do por Vieira [143], este comportamento ocorre quando hé pelo menos dois expoentes de
Lyapunov condicionais positivos [144], [145].

Exemplificaremos o método de Pecora e Carroll aplicando-o a dois circuitos de Matsumoto-
Chua no regime ca6tico de Espiral-Dupla (¢ = 0,6). Na Figura 8.1 mostramos a projecao das
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Figura 8.1: Oscilagoes dos circuitos no estado nao sincronizado. Projecao da varidvel Vi, do

circuito mestre versus Vi, . do circuito escravo, circuitos no regime caético de Espiral-Dupla (¢ =

0,6).

variaveis Vi, versus Vg, m, pertencentes ao circuito escravo e mestre no estado nao sincroniza-

do. A sincronizacgao ocorre se o comportamento dinamico do estado acoplado for equivalente

a dinamica cadtica de um 1nico circuito operando no regime caético de Espiral-Dupla.

Para aplicarmos o método de Pecora, decompomos o conjunto dos circuitos em dois

modos diferentes:

(1) configuragdo com variavel Vi -mestre, temos que as equagoes de movimento tornam-se

1-A) Circuito mestre:

dVe,..

dt
dVe,,.

dt
digm
dt

Ch

&

L

1-B) Circuito escravo:

dVe,,
dt

diLe
dt

Gy

L

g(Vcﬁm - Vclm) T f’NRm(VC]m)!

Q(VCun — Vsz] =+ iLm:

(8.9)

(8.10)
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Nota-se que no circuito escravo nao é necessario a Equacao 8.6, pois ela se torna redundante,
tanto experimentalmente quanto na simulacio, pois Ve,;m = Vioye.

Mostramos o resultado da simulagao para as equagoes acima na Figura 8.2. Para circuitos
no regime Espiral-Dupla (¢ = 0,6). Foram usadas condigoes iniciais diferentes nos circuitos
mestre e escravo. Apresentamos as varidveis Vi, versus Vi, ,,, dos circuitos escravo e mestre,
respectivamente. A linha reta indica que a sincronizagao dos circuitos no regime de Espiral-
Dupla foi alcangada, ou seja Vi,e = Vig,m, como impusemos Vi, = Ve, concluimos que

1Lm = Le, apos o intervalo transitério necessirio para que ocorra a sincronizagao.

0.5 ¢

u.:-l 6L
-

-0.5 -

Figura 8.2: Sincronizagao atrvés do método de Pecora-Carroll (Varidvel mestre Vi, ), circuitos
no regime Espiral-Dupla (g = 0.6). Projecao da varidvel Vi,,, do circuito versus Ve, do circuito

escravo.

(2) configuragao com varidvel V,-mestre, temos que as equacdes de movimento tornam-se

2-A) Circuito mestre:

dVe ,
Cl d(;‘m — g(VCQm P VClm) e E'N_R?Tl(vclm)g (811)
dVe, i .
Cz—““dct' == oV ~ Verm) + ioms (8.12)
dipm
L ?(;; = _chm' (813)

2-B) Circuito escravo:
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dvy,, .

G2 = 9Ve Vo) — ivnelVen,) 8.14)
diLe o =
L dt = —Vck. (8.10)

Na Figura 8.3 mostramos a projecao das varidveis Vi, versus Vi, ,,, dos circuitos escravo
¢ mestre, respectivamente. Nota-se a perfeita sicronizacio dos circuitos na reta diagonal
presente no grafico.

10 [ ———
5
g =
-5 |
s Lo R —— — L - i —)
-10 -5 0 5 10
vclm

Figura 8.3:  Sincronizagao através do método de Pecora-Carroll (Varidvel mestre Viam), circuitos
no regime Espiral-Dupla. Projegao da varidvel Vg, do circuito escravo versus Veym do circuito

mestre.

8.3.2 Variedade de sincronizagao e variedade transversa

Para o método de Pecora-Carroll, ou substituicao total, vimos que os dois sistemas de
Matsumoto-Chua sincronizam, ou seja, as diferengas das varidveis no primeiro caso |Veym —
VC:&
entendermos o processo que leva os sistemas a sincronizarem ¢é conveniente trabalharmos

| = 0 e |ig, —iL| — 0 para t — oo, apés o transiente, onde ¢ é o tempo. Para

com novas varidveis definidas por:

VclJ_ = I/Clm = Vcle ) VC1|| = Vt’,'lm e Vcle
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VCQJ_ e Vsz. = I;CQC LngH — VC)”I §s VJ—C;!'? (8'16)

1LL = tLm — tLe ; 'L = tLm + iLe.

Este procedimento, transforma o conjunto das varidveis originais em um novo conjunto

de variaveis.

As coordenadas (Ve |, Vi), ir))) estao sobre a variedade de sincronizagao ou plano de sin-

cronizagao (regiao do espaco de fase onde o atrator caético no estado sincronizado se localiza)
e (Ve,1, Ve, 1,111 ) estao sobre a variedade transversa (regiao do espago de fase definido pela
diferenga das varidveis mestre e escravo). Essas varidveis descrevem a dinamica do plano de
sincronizagao (ou variedade de sincronizagao ) e serdo usadas para o calculo dos expoentes
condicionais. No caso em particular, usando o método de Pecora-Carroll, nota-se que a
varidvel mestre V¢, , usada para forgar o sistema escravo, faz com que Vg, | = 0. O cdlculo
dos expoentes de Lyapunov dessas novas variaveis, Equacoes 8.16, definem os expoentes de
Lyapunov condicionais, como ja vimos anteriormente, os quais caracterizam o tipo de es-
tabilidade do sistema acoplado em relagdo aos planos da variedade de sincronizacao e da
variedade transversa. Ressaltamos, que uma condi¢ao necessdria, mas nao suficiente, para
ocorrer a sincronizagao é que todos os expoentes condicionais transversos sejam negativos. As

condigbes iniciais também sdo relevantes para o processo, como veremos subsequentemente.

8.4 Meétodo de realimentacao

Nesta secao, vamos considerar dois circuitos de Matsumoto-Chua acoplados entre si,

através de um resistor conforme mostrado na Figura 8.4.

Vamos usar dois tipos de acoplamentos resistivos. No primeiro tipo de acoplamento, con-
siderado a seguir no item 7.4.1, chamado de acoplamento unidirecional, os mesmos pontos
sao conectados através de um resistor e de um amplificador operacional de ganho unitério
(mostrado na Figura 8.4). Esse acoplamento dissipativo unidirecional, pode ser considerado
como um um controle de feedback negativo, como o método de controle proposto por Pyragas
[20]. O segundo tipo de acoplamento, considerado a seguir no item 8.4.3, chamado acopla-
mento muituo, é feito através da conexao de pontos similares de cada um dos dois circuitos,

através de um resistor.
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Figura 8.4: Diagrama esquemdtico para a sincronizagao de dois circuitos de Matsumoto-Chua

acoplados unidirecionalmente.

8.4.1 Acoplamento unidirecional

Consideremos dois circuitos em regime cadtico. Devido a instabilidade local das tra-

jetorias desses atratores, as oscilagoes em circuitos desacoplados (R — o0); sendo R a

resisténcia do resistor de acoplamento, sao descorrelacionadas. Temos que os modos de os-
cilagoes nos circuitos mestre e escravo sao identicos, porém independentes. Ao se introduzir
o acoplamento, fazemos com que o modo de oscilagao do circuito mestre suprima o compor-
tamento inicial descorrelacionado do circuito escravo. O mecanismo fisico dessa supressao
¢ a dissipagao de energia no resistor de acoplamento. A diferenga nas tensoes induz uma
corrente nesse resistor. Com um baixo valor da resisténcia K, uma corrente alta é induzida
no resistor. Se a dissipacao é suficiente para suprimir a instabilidade no circuito escravo,
entao ambos circuitos passam a apresentar oscilagoes cadticas idénticas.

Estes acoplamentos, mostrados na Figura 8.4, podem ser modelados da sequinte for-
ma: sejam dois sistemas cadticos, representados pelas varidveis X e Y. Usamos o sequinte

procedimento:

X = F(X)
Y = FY)+KBY:—X) (8.17)

onde F é a matriz que determina a combinacao linear das componentes X que serdo us-
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adas no controle de realimentagao (feedback). O pardmetro K determina a intensidade do
acoplamento. Este procedimento geral é ilustrado na Figura 8.5.

X SISTEMA
e cadTICO A
Xi
K X% K-y
1 1 1
e K
Yi
b4 SISTEMA
- cadTico B

Figura 8.5: Sincronizagao através do método de realimentagao . Constante de acoplamento K.

Para o circuito de Matsumoto-Chua, temos: Circuito mestre:

t?-51[’/4“1117& .
Cl Cg(t = g(VC‘Zﬂ‘L A VC].?R) o E‘Nrtm(VC]_"!)ﬂ
dV, .
Co (;2m = g(Ve,.. — Ve + tims (8.18)
dz
L dlém - _Vci’vn »
Circuito escravo:
dVe,, ,
Gy d(;l 9(Ver — Veu.) — inre(Ver.)s
dV, ;
i d?e = 9(Ve,, — Vou) +ie + K(Vaye — Vo), (8.19)
dige
e _ _y.
dt Cae

Neste caso, escolhemos:

Il
e o S
o = o
o T o
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Para qualquer valor de K, podemos calcular os expoentes de Lyapunov transversos
(definido pelas varidveis perpendiculares ao plano de sincronizagio ) das equagoes ante-
riores. Usamos novamente as varidveis transversas ao plano de sincronizagao (Ve,, =

Cim — Ve Voo = Ve, — Ve, tel = i1, — 41.). Fazendo este procedimento, usando

as Equacoes 8.18 e 8.19, determinamos a equagao variacional (sistema linear dependente do
sistema nao linear) do sistema acoplado unidirecionalmente:

oL ~10(g+F)  10g

ddt

dVe.
e | e 9 —(9 + K)
£ o

(8.20)

= 0

onde F', é agora determinado pela diferenga das curvas caracteristicas (F, = ing,, — inz.),

sendo:
By(mg — mq) + moVe,,,
i‘NLm e leCIM (8.21)
Bp (ml — T}’L()) + T?’L{)Vclm
e

By (mo —my) + mo Ve,
?;NL.E = 'ITthle (822)
By (my — myp) + meVg,, .

Portanto, a diferenc¢a nas curvas caracteristicas é dada por:

?TE'U(VCM P Vclm) = mn(vclm s ‘V&:le)
F J—: ?;N[.am . ?I'Nfag e Tn'l(m;le = W/'lm) = Tn'l(vchu = V(J‘le) (823)
mU(VCIrs o V'Clm.) = m":'(vclm ™ Vcle)'

Temos entao que:

= g oy DY (8.24)
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8.4.2 Diagrama no espago dos parametros do expoente de Lya-

punov condicional transverso

A partir da equagao variacional 8.20 (Jacobiana usando as varidveis transversas) e da
Equacao 8.18, do cicuito mestre, podemos determinar os expoentes de Lyapunov condicionais
transversos (A, ). O expoente de Lyapunov condicional é calculado como descrito no Capitulo
3, ou seja, de acordo com o método de Wolf et al. [14]. Como anteriormente, vamos analisar o
maior dos expoentes. Verifica-se que a iinica diferenga na equacao variacional (ou Jacobiana)
para o sistema com e sem acoplamento é a presenca do fator de acoplamento K, responsavel
por fazer o expoente de Lyapunov condicional transverso do circuito escravo ser menor que

zero, quando excitado pelo circuito mestre.

Na Figura 8.6, temos um diagrama do expoente de Lyapunov condicional em fungao dos
parametros K e g (inverso da resisténcia linear) para o acoplamento unidirecional. Uma
grade de 300 x 300 valores foi usada para gerar o diagrama. Nessa figura, quanto mais
escuro, menor o expoente condicional. A sincronizagdo, em geral, ocorrerd para o par de
parametro K e g, tais que o expoente seja menor que zero. Entretanto, é possivel encontrar
uma condicao inicial que leva o sistema a um estado nao sincronizado para os mesmos valores
de K e g que outra condicio inicial levou a um estado sincronizado. A questao da condigao
inicial sera tratada posteriormente. A partir do grafico podemos concluir que o expoente de
Lyapunov condicional serd negativo, para qualquer valor do parametro g a partir de K =~ 2.
Vale ressaltar, que para certos valores de g, teremos movimento periédico nos circuitos. A
sincronizacio é confinada ao plano de sincronizagao, de forma que o Lyapunov condicional

deve ser negativo para qualquer tipo de sincronizagao no regime cadtico ou periodico.

Mostramos na Figura 8.7, a ampliagdo de uma regiao da Figura 8.6, na transi¢ido do
expoente de Lyapunov condicional transverso, de positivo para negativo, o que ocorre entre
0,0 <« K < 2,5. Para acoplamento unidirecional usando a varidvel V¢,, com a variavel
mestre atuando no circuito escravo, percebe-se através do diagrama de Lyapunov condicional
que a sicronizacdo ocorrerd, em média, para valores da constante de acoplamento acima
de K = 0,5, aproximadamente, como pode ser visto no grafico, uma vez que o expoente

condicional torna-se negativo a partir desse valor.

Modificamos a forma de apresentacdo dos grificos para mostrar a transicao onde o ex-
poente de Lyapunov transverso passa de positivo para negativo. Consideramos apenas duas
cores, preto para indicar expoente condicional positivo (A L> 0,02) e branco para indicar
se o expoente condicional é negativo (A L< —0,02). Mostramos na Figura 8.8 a regiao de
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Figura 8.6: Diagrama no espago dos parametros K e g para expoente de Lyapunov condicional
das varidveis transversas i variedade de sincronizacao. Quanto mais escura a cor, menor o valor do

expoente e, portanto indicando que ocorrera sincronizacao para o par de parametros escolhidos.

(N}
L]

£l
=
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04

-06

Q.57 .58 0.58

Figura 8.7: Ampliagao do diagrama no espago dos parametros K e g para expoente de Lyapunov
condicional das varidveis transversas a variedade de sincronizagao. Regiao de transi¢ao do expoente

positivo para negativo.



8.4 Método de realimentacao

transicao para o intervalo 0,575 < g < 0,578. Verificamos que a transi¢ao ocorre para um

valor de K que depende de g. Entretanto, esses valores estao em torno de K = 0, 5.

4

0.575 0.576 0.S577

Figura 8.8: Regido de transic¢ao (de positivo para negativo) do expoente de Lyapunov condicional.
Regiao em preto: expoente de Lyapunov positivo (AL > 0,02); regiao em branco: expoente de

Lyapunov negativo (A, < —0,02).

8.4.3 Acoplamento mituo

Quando o circuito mestre e escravo sao acoplados através de uma mesma varidvel com
uma realimentacdo em ambos os circuitos, temos o acoplamento mutuo. Neste caso, a
dissipacio , induzida pelo acoplamento mutuo, gera um regime energeticamente favoravel ao
estabelecimento de comportamento comum e, portanto, a sincronizacao. Este acoplamento
pode ser modelado da seguinte forma: sejam dois circuitos cadticos descritos por X; e X.
A evolucao das varidveis é determinada pelas equagoes :

X, = FX)+KEX;-X,)
X, = F(Xy)+ KE(X; - Xy) (8.25)
As equacoes sequintes definem o acoplamento mituo de dois circuitos de Matsumoto-

Chua, acoplados através da variavel V,:

Circuito mestre:
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dVe,,. X ;
Cl d(:; = g{vc2m =0 Vclm) = ZNRm(VCIm)?
dVe,,. 3 .
027 o g(VCIm 75 Vsz) +ipm + K("sz e VCze): (8-26}
d?:Lm .
b & = =V .
dt e
Circuito escravo:
dVe :
Cy d?e = 9(Ve,. — Veu.) — inere(Vey.),
dVCZr. - :
Co - = 9(Ve.. — Veu) +ite + K(Veye — Voum), (8.27)
dig,
L = —Vv =
dt Cae

Para o sistema acoplado, descrito pelas Equacoes (8.26) e (8.27), podemos fazer também
a transformacgdo de coordenadas anterior 8.16, a fim de analisarmos se os sistemas irao
sincronizar para um tempo futuro (¢ — oo), através do expoente de Lyapunov condicional.
Seja novamente (Vo, 1. = Ve, — Ve, Veor = Vo, — Ve, iy = ig,, —i1,). Fazemos a analise
das equagoes para Vi, 1, Vio,1 € ip1 no limite onde essas varidveis sao muito pequenas. Este
procedimento, semelhante ao que usamos no caso de acoplamento unidirecional, nos leva
a equagao variacional com uma pequena modificagio. A presenca do acoplamento mituo
modifica o fator de acoplamento, fazendo-o duas vezes maior que no caso do item anterior:

o -10(g+F) 109 0
%ﬁi = g —(g+2K) 1 (8.28)
dipy 0 —6 0

A presenca do fator 2 ¢ a tnica diferenca significativa em relagio a Equacio 8.20. A
varidvel £ ¢ dada pela equagao (8.24) calculada anteriormente para o caso de acoplamento
unidirecional.

A Figura 8.9 € o diagrama no espago dos parametros K e g, do expoente de Lyapunov
condicional transverso, para circuitos com acoplamento mituo. Comparando com a Figura
8.7, nao vemos grandes diferencas significativas entre os dois diagramas. A presenca do fator
2K na equagéo variacional diminui o valor critico de transi¢do na passagem do expoente de
Lyapunov de positivo para negativo, como pode ser visto na Figura 8.9 se comparada com
a Figura 8.7.
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Figura 8.9: Diagrama no espago dos parametros K e g, acoplamento mituo entre os circuitos.
Maior expoente de Lyapunov condicional das varidveis transversas a variedade de sincronizagao.
Quanto mais escura a cor, menor o valor do expoente e, portanto indicando que ocorrerd sin-

cronizagao para o par de parametros escolhidos.

8.5 Meétodo de Jackson e Huibbler aplicado a sincronizacao

8.5.1 Sincronizac¢ao em sistemas com coexisténcia de atratores

Em sistemas com coexisténcia de atratores, acoplados unidirecionalmente, estudos mostram
que o processo de sincronizagao nao ocorrera [22][96][23] se as condigoes iniciais dos circuitos
mestre e escravo estiverem em bacias de atracao diferentes. De fato, se a trajetéria de um
dos circuitos estiver na bacia, b(A,), do atrator cadtico A, e a trajetéria do outro estiver
na bacia, b(A,), do outro atrator coexistente A,, para conseguirmos sincronizar os sistemas,
temos que perturbar a trajetdria que estd na bacia de A, de tal modo que esta se dirija ou
migre para a bacia de atragdo do atrator A;. Com referéncia a Figura 8.10, temos que e(A;)
representa a regiao do espago de fase em que a trajetéria perturbada X(t) evolui e A;, Ay,
representam dois atratores cadticos coexistindo. As regioes b(A;) e b(A;), representam as
bacias de atracao dos atratores. Uma condi¢ao necessaria para que ocorra sincronizagao ¢

dada por:

e(A1) Nb(Ay) # 0. (8.20)
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Ou seja, € necessario que a regiao da evolugao da trajetéria perturbada e(A4;) encontre
uma regiao de intersecao com a bacia de atracao do outro atrator do sistema que se quer

sincronizar.

Figura 8.10: Tlustragdo para compreender a condigio necessdria para a sincromizagio de dois
sistemas cadticos com atratores distintos A; e Ay. Bacias de atragdo dos atratores b(A;) e b(Ay).
Uma trajetéria do atrator A; tem que ser perturbada de modo a migrar para a bacia b(A3) do

atrator As.

Na Figura 8.11, mostramos o resultado da tentativa de sincronizar dois circuitos de
Matsumoto-Chua, no regime tipo Rossler, acoplados unidirecionalmente, através do método
de realimentagao (item 1.4), para sistema mestre e escravo inicialmente em diferentes atra-
tores. Mesmo com um transiente longo nao foi possivel sincronizar o sistema, como se mostra
na Figura 8.11.

Vimos no Capitulo 7 que o método OPCL é um método eficaz no processo de migracao
quando hd coexisténcia de atratores. E conveniente usar este método para sincronizar sis-
temas que apresentem coexisténcia de atratores. Assim, usamos o método juntamente com
a sincronizacao unidirecional, de forma que a trajetéria migre para a bacia do outro atrator
e inicie o processo de sincronizagao. Pela natureza do método, um periodo de tempo curto
¢ necessario para que o sistema migre e o método OPCL possa entao ser retirado do pro-
cesso, deixando somente o método de sincronizacao. A aplica¢ao conjunta dos métodos nao
interfere em cada um dos seus objetivos. Esta aplicagao conjunta exige mudanca menor da
dindamica do sistema do que uma outra proposta apresentada em [13]. Esta ultima, para o

mesmo problema e o mesmo sistema, sugere mudar o parametro do circuito mestre de forma
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VCJ (escravo)
[+

-4
VC| (mestre)

Figura 8.11: Projegao do atrator cadtico no plano (Vg,e, Voym apds a tentativa de sincronizagio
de dois circuitos de Chua com trajetdrias inicialmente em atratores cadticos tipo Rossler distintos
(g = 0,575). Método de realimentacao unidirecional com constante de acoplamento K = 2,0,

usando a varidvel mestre Vi, m.

a colocd-lo no regime de Espiral-Dupla para em seguida alterar o parametro novamente, em
um tempo conveniente, de forma que o sistema mestre migre para a bacia desejada. Em
seguida sao aplicados os métodos tradicionais de sincronizacao. Um Inconveniente desse
método é que o parametro escolhido, em geral, nao é acessivel para realizar esta operagao .

O sistema de equagoes que descreve o sistema escravo de Matsumoto-Chua, quando este
passa pelo processo de migragao, juntamente com a sincronizagao unidirecional, usando o

método de realimentagao é:

To = oo - Veu) — inelVer)
4 5[(Cil(g+dz‘m/dvcm) & PYVi, = Virl
dgfz - ée[g(vm, ~Ven,) +ite) + K(Vor, = V), (8.30)
116 1
ddi =

Nesta equagao o termo S[e] representa a perturbagdo do método OPCL, responsavel
pela migracao, e o termo K(Vg,e — Vie,m) representa a perturbacao devido ao método de
sincronizagao. A equacao do circuito mestre é idéntica a Equacao 8.18.
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Na Figura 8.12, mostramos o resultado da aplicacao do método OPCL juntamente com
o método de Pyragas com acoplamento unidirecional. Inicialmente, temos dois circuitos
no regime cadtico, cujas condigoes iniciais foram escolhidas de tal forma que os circuitos
operassem em diferentes atratores do tipo Rossler. Deixamos os dois circuitos evoluirem por
um determinado intervalo de tempo, sem aplicagao do método OPCL e, como ja mostramos
(Figura 8.11), os circuitos nao sincronizam. Em seguida, aplicamos, juntamente com o
método de sincronizagao, o processo de migragao pelo método OPCL. A trajetéria do circuito
escravo ¢ perturbada de forma a migrar para outro atrator, o que permite a sincronizacao
dos sistemas, como pode ser visto na parte direita do grafico. Nota-se que, quando o termo
responsavel pela sincronizagao passa a agir no sistema, o termo da perturbagao diminui de
amplitude, até chegar a valores préximos de zero, quando os sistemas finalmente sincronizam.

OPCL + SINC.

| : " .
~10 -5 0 5 10

Figura 8.12: Projecao do atrator caético no plano (Ve Vo,m) antes e apés a sincronizacio
de dois circuitos de Matsumoto-Chua com trajetdrias inicialmente em atratores cadticos distintos
do tipo Réssler (g = 0,575). Os circuitos sincronizam apés os métodos de migracao OPCL e

sincronizacao serem aplicados as trajetérias (P = —10 e K = 2.0).

Na Figura 8.13, mostramos as diferencas entre duas varidveis dos sistemas mestre e
escravo quando usamos o método de sincronizagao de realimentacao com o auxilio do método
OPCL. Na Figura 8.13 a), mostramos a tentativa de sincronizagao usando somente o método
de realimentacao unidirecional. Notamos que as variaveis transversas nao tendem a zero. Na
Figura 8.13 b), mostramos as varidveis transversas quando se usa o método OPCL. Nota-se
a perfeita sincronizacao dos sistemas, pois as varidveis transversas sao nulas.
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Figura 8.13: Diferenca entre as varidveis Ve, e iy, dos circuitos mestre e escravo, antes e apds a sin-
cronizagio de dois circuitos de Chua com trajetérias inicialmente em atratores caGticos tipo Rossler
distintos. a) Método de Pyragas aplicado: néo hd sincronizagao; b) Método OPCL juntamente com
método de Pyragas aplicado: circuitos sincronizam (P = —10 e K = 2.0).

8.6 Bacias de sincronizagao

8.6.1 Bacia de atracao - atratores tipo Rossler

Para circuitos com coexisténcia de atratores, vimos que o processo de sincronizagao re-
quer que haja uma regido de interse¢io no espaco de fase, com a trajetéria perturbada do
circuito mestre dirigindo-se & bacia de atragao do circuito escravo. Portanto, as condigoes
iniciais. dos circuitos mestre e escravo, desempenham um papel fundamental no processo de
sincronizacdo [22] [142]. As condigdes iniciais que geram sincronizagao, ou seja, aquelas que
levam & variedade de sincronizacio, formam a bacia de sincronizagao para o sistema acopla-
do. Essas bacias para alguns sistemas nao sao triviais apresentando geometria complexa,
levando algumas vezes, ao fenémeno de bacia crivada (riddled basin)[146], onde a sensibili-
dade as condicoes iniciais é méxima e nao hd maneira de se determinar a evolugao final do
sistema.

Para o circuito de Matsumoto-Chua, no regime cadtico tipo atrator de Rossler (¢ =
0, 5750), reproduzimos nas Figuras 8.14 e 8.15 os atratores caoticos coexistentes (observados
para condicdes iniciais diferentes) e a bacia de atragio para um circuito. A Figura 8.15

¢ uma secao transversal da bacia nas varidveis Vg, e Vi, (a bacia é tridimensional) para
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ir, = 0,0. Pontos em pretos correspondem as condigoes iniciais que sao atraidas para o
atrator cadtico da direita (Vi > 0), pontos em cinza correspondem as condicoes iniciais
que sao atraidas para o atrator cadtico da esquerda (Vi < 0). Os pontos em branco
correspondem as condigoes que sao atraidas pelo atrator infinito. A estrutura geométrica da

bacia determinard a forma subsequente da bacia de sincronizacao, como veremos adiante.

Figura 8.14: Atratores cadticos tipo Rossler coexistindo no espago de fase do circuito de

Matsumoto-Chua, g = 0,575.

A Figura 8.16 representa os possiveis comportamentos, para dois circuitos operando no
regime caotico tipo Rossler (¢ = 0,575). Dependendo da condicao inicial em que os circuitos
iniciaram sua evolugdo, podemos ter sincronizagao (retas diagonais de linhas fina e grossa), ou
nao (emaranhado superior e inferior do grafico). No regime caético tipo Rdssler, cada circuito
possui dois atratores coexistentes, o que gera quatro estados diferentes de comportamento
para o sistema acoplado, dependendo da condicao inicial, como mostraremos adiante.

Juntamente com as condigbes iniciais, o fator de acoplamento, K, tem sua influéncia
medida através do expoente de Lyapunov condicional transverso, A;. Na Figura 8.17,
mostramos a variacao do expoente de Lyapunov em fun¢io do parametro de acoplamen-
to, para os dois circuitos operando no regime caotico tipo Rossler, sob a acao do método de
sincronizagao unidirecional de realimentagao, apresentado anteriormente. Para K = ( os sis-
temas encontram-se desacoplados, a medida que aumentamos K, inserimos a realimentacao
negativa responsavel pela sincronizagao. Pelo grafico do expoente condicional transverso,

vemos que a sincronizagao ocorrera a partir do valor critico K, ~ 0, 58.
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10

i = — o ey

Figura 8.15: Bacia de atragao do sistema Matsumoto-Chua em regime cadético tipo Rossler.
Pontos em preto (cinza) correspondem a condigoes iniciais que se dirigem para o atrator cadtico
tipo Rossler da direita (esquerda) da Figura 8.14, respectivamente. Outros pontos (branco) vao

para o atrator infinito. ¢ = 0,5750 e i (0) = 0,0.
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Figura 8.16: Projecao das varidveis Vg, versus Vg,., dos circuitos mestre e escravo. Os dois
emaranhados correspondem ao estado de nao sincronizagio. A diagonal representa o estado sin-
cronizado, sendo possivel a sincronizagio entre os dois atratores simétricos (reta fina e grossa do

grafico).
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Figura 8.17: Lyapunov condicional transverso para sincronizcio através do método de realimen-
tagdo unidirecional (varidvel mestre V¢,,,) para circuitos mestre e escravo no regime cadtico tipo
Rossler. Em K, =~ 0,58 ocorre a transi¢io do expoente de Lyapunov condicional positivo para

negativo.

8.6.2 Bacia de sincronizagao para acoplamento unidirecional

Mostraremos agora, como o valor da constante K afeta o tipo de bacia de sincronizacio
obtida. Em seguida, diferenciamos as bacias com acoplamento unidirecional e miituo.

A Figura 8.18 representa a bacia de atragao para o plano de sincronizacao de dois circuitos
operando no regime cadtico tipo Rossler acoplados (g = 0,575). As condigoes iniciais sao
fixadas (Vi,m(0) = Vi,e(0) = 0,2334, 4, (0) = 2£.(0) = 0,845), enquanto as varidveis Ve,
e Ve, do circuito mestre e escravo, respectivamente, sio variadas numa grade de 400 x 400
pontos. O parametro de acoplamento usado, K = 2,0, corresponde A regiao em que o
expoente de Lyapunov transverso é negativo e g = 0,575. As regides em branco corres-
pondem a condigoes iniciais que leva o sistema a sincronizagdo, enquanto, as regiées preta e
cinza correspondem aos estados sem sincronizacgao, isto €, cujas trajetérias se localizam fora
das linhas diagonais, mostradas na Figura 8.16. A forma geométrica da bacia mostrada pode
ser entendida a partir da bacia de atragao mostrada na Figura 8.15. Em geral, quando Veie(o)
e Ve,m(0) pertencem a4 mesma bacia de atracao de um dos atratores tipo Réssler, teremos
SINCTonizagao, caso contrario teremos regices onde as condicoes iniciais nao levam ao mesmo
atrator. Apesar do expoente de Lyapunov transverso para o parametro de acoplamento usado
ser negativo, a coexisténcia de atratores faz com que aparegam regioes de nao-sincronizacao.
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Nota-se, inclusive, que estas regides estao proximas das diagonais da Figura 8.16, onde as
condigbes iniciais iguais geram sincronizagdo. Chamamos atencao para o fato de que mudar
a condicao inicial para iz, = iz, = 0,0 na constru¢do da bacia mostrada na Figura 8.18
(como foi feito na Figura 8.15) nao elimina o o embaralhamento das diferentes bacias da
Figura 8.18.

Figura 8.18: Bacia de sincronizagao através do método de realimentagao unidirecional, K = 2,0
(varidvel mestre Vi,,,) para circuitos mestre e escravo no regime caético tipo Rossler. Condigoes
iniciais nas regides em branco sincronizam. Condigdes iniciais nas regides em preto e cinza nao
sincronizam, levando ao estado ndo sincronizados mostrados na Figura 8.16, respectivamente.

Determinamos também a bacia de sincronizagdo, para uma constante de acoplamento
K =0, 5, proximo ao valor critico K¢, mostrado na Figura 8.17. A bacia com esta constante
de acoplamento é mostrada na Figura 8.19. A bacia nao apresenta comportamento de bacia
crivada riddled basin (estado final indeterminado), como era de se esperar, pois A > 0. Nota-
se que a sincronizagao é muito pouco provavel. Este valor de K é um pouco inferior ao
valor critico K¢ = 0,58 para o qual o expoente de Lyapunov condicional é nulo, como pode
ser visto na Figura 8.17. Inimeros trabalhos tém mostrado que nessas condigées ocorrem
estouros da variedade de sincronizacao, aparecendo um tipo de intermiténcia denominada
de intermiténcia liga-desliga (on-off intermitency) [147] [148] [149]. Na Figura 8.20, usando
a constante de acoplamento K = 0,5, mostramos este comportamento intermitente entre o
estado sincronizado (Ve,m — Ve = 0) e os estouros, provocados pela quebra de sincronizagao
(VCITH = vC'lP- :/é 0)

Qual o mecanismo responsavel pelos estouros mostrados na Figura 8.207 Em primeiro
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Figura 8.19: Bacia de sincroniz¢ao através do método de realimentacdo unidirecional (varidvel
mestre Vg,,,) para circuitos mestre e escravo no regime caético tipo Rossler. Constante de acopla-
mento K = 0,5 proximo ao valor critico do expoente de Lyapunov condicional transverso. Con-
digoes iniciais nas regioes em branco sincronizam. Para condigoes iniciais nas regides em preto
e cinza nao ha sincronizagao, levando ao comportamento do emaranhado superior ou inferior da

Figura 8.16.

0 500 1000 1500
t(tempo)

Figura 8.20: Intermiténcia liga-desliga (on-off) (entre os estado sincronizado e néo sincronizado).
Evolucao da diferenca entre as varidveis Vio,m e Ve, dos circuitos mestre e escravo no regime

caético tipo Rossler, constante de acoplamento K = 0,5 e g = 0,575.



8.6 Bacias de sincronizagao

191

lugar devemos lembrar que o expoente de Lyapunov condicional abaixo do valor eritico
(para K < K.) é positivo. Porém, este expoente é calculado por uma média ergédica sobre o
atrator [4]. O fenémeno de liga-desliga (on-off) é devido as flutuagoes, que mudam o sinal do
expoente condicional de seu valor positivo tipico para valores negativos. Heagy et al. [150]
mostraram que esses estouros estao diretamente associados as Orbitas instdveis presentes
no atrator caotico resultante da sincronizagao, aos conjuntos invariantes existentes no seu
interior tais como: pontos fixos, variedades invariantes e conjunto de Cantor invariantes.
Esses conjuntos invariantes possuem expoente de Lyapunov transverso positivo, até mesmo
quando o maior expoente de Lyapunov transverso do atrator como um todo é negativo.
Na média, a repulsao que as drbitas ainda sentem é relativamente fraca, contudo, uma
trajetoria pode gastar um tempo longo na vizinhanga da variedade de sincronizacao (ou
plano de sincronizagao). De tempos em tempos, o cardter repulsor destes estados manifesta-
se e a trajetoria ¢ ejetada da variedade de sincronizagao ao longo da variedade transversa. A
bifurcagao na qual o primeiro expoente de Lyapunov transverso torna-se positivo é chamada
de bifurcacdo blowout [146][147]. A complexidade da bacia gerada explica a dificuldade
de sincronizar os dois circuitos nas proximidades do valor critico; as condigoes iniciais dos
circuitos certamente influenciam o comportamento do atrator gerado pela sincronizagao. Os
estouros fazem com que a trajetéria migre para diferentes regioes gerando novos estados de
sincronizacgao assintotica. A existéncia neste sistema de quatro estados possiveis (conforme
mostrado na Figura 8.16), contribui para o comportamento complexo observado na bacia.
A linha diagonal branca, na Figura 8.19, reflete o caso trivial de sincronizagao; onde os dois

circuitos iniciam com as mesmas condigoes iniciais e, desse modo, sincronizam.

Determinamos em seguida a bacia de sincronizagio para K < K, (K = 0,6) com acopla-
mento unidirecional. Nestas condi¢oes esperariamos obter o comportamento de bacia criva-
da, pois o expoente de Lyapunov condicional é negativo com esta constante de acopla-
mento. No entanto, nao obtivemos este comportamento no plano Vg, = Vg, = 0,2334 e
irm = tre = 0, 845 para as varidveis Vi, (eixo horizontal) e Vi, (eixo vertical) como mostra-
do na Figura 8.21. Podemos ver que as fronteiras da bacia sdo continuas (mas nao suaves), e
portanto, nao apresentando caracteristicas de bacia fractal ou de bacia crivada. A bacia de
sincronizagao ainda apresenta um tamanho considerdvel em comparac¢do com a bacia onde
nao ocorre sincronizac¢ao. Embora esta bacia da Figura 8.21 niao apresente comportamento
crivado, foi mostrado experimentalmente por Kapitaniak et. al. [151] que, para este sistema
acoplado operando no regime cadtico do tipo Rossler, o seu comportamento futuro tem uma
forte dependéncia das condigoes iniciais sobre o plano ou variedade de sincronizagio (3 — D),
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Esta € uma evidéncia de que a bacia de condicdes iniciais apresenta comportamento do tipo
crivada (riddled basin) que existe somente no plano de sincronizacio. Portanto, o cariter
crivado (riddled) ¢ realmente local (plano de sincronizagdo) e ndo global (espaco de fase)
como foi possivel constatar.

Figura 8.21: Bacia de sincronizagao através do método de realimentacio unidirecional (varidvel
mestre Vi,,,) para circuitos mestre e escravo no regime caético tipo Rossler, g = 0,5750. Constante
de acoplamento K = 0,6 proximo ao valor critico do expoente de Lyapunov condicional transverso.
Para condigGes iniciais nas regides em branco sincronizam. Para condigdes iniciais nas regioes em
preto e cinza nao ha sincronizagao, levando ao comportamento do emaranhado superior ou inferior
da Figura 8.16. g = 0,575.

8.6.3 Bacia de sincronizagao para acoplamento mutuo

Com o objetivo de diminuir a influéncia das condicées iniciais na sincronizacao, aplicamos
um acoplamento mituo aos dois circuitos, usando o método de realimentacio, mantendo as
mesmas condigoes para gerar a Figura 8.18. A Figura 8.22, mostra como varia o expoente de
Lyapunov condicional transverso em func¢ao do parametro de acoplamento K (linha cheia).
Como mostramos anteriormente, pelos diagramas no espago dos parametros, o acoplamento
mutuo diminui o valor critico K¢. Além disso, comparando as Figuras 8.17 e 8.22 vemos
que ha uma diminuicao satisfatéria do valor do Lyapunov condicional para diferentes valores

de K, quando se acopla mutuamente.
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Figura 8.22:  Maior expoente de Lyapunov condicional transverso para sincroniz¢ao miitua,
através do método de realimentagdo (varidvel acoplada Vi,,,). Circuitos mestre e escravo no
regime cadtico tipo Rossler. Em K, ~ 0,3 ocorre a transi¢ao do expoente de Lyapunov condicional

positivo para negativo.

Na Figura 8.23, mostramos a bacia de sincronizacao encontrada usando o acoplamen-
to mutuo para K = 2,0, igual ao acoplamento da Figura 8.18. Nesta figura vé-se que o
acoplamento mutuo aumenta a quantidade de condigoes iniciais que levam & sincronizacao.
O maior expoente de Lyapunov condicional do sistema acoplado mutuamente é menor que o
maior expoente de Lyapunov condicional do sistema acoplado unidirecionalmente. Portan-
to, espera-se que mais condicoes iniciais levem a sincronizacao. Mesmo assim, continuam

existindo regices de condig¢bes inciais que levam a comportamentos futuros pouco previsiveis.

8.7 Bacia de sincronizacao - regime Espiral-Dupla

8.7.1 Acoplamento unidirecional

Consideramos nesta se¢ao, o acoplamento unidirecional de dois circuitos operando no
regime cabdtico de Espiral-Dupla descritos pelas Equagoes 8.18 e 8.19. Nos experimentos
numeéricos subsequentes consideramos o inverso da resisténcia linear ¢ = 0, 6; assim, para
K = 0 os circuitos tem a dinamica do atrator caético de Espiral-Dupla.

A Figura 8.1, vista anteriormente, mostra a evolu¢ao temporal das varidveis Vi, e

Vi, e dos circuitos mestre e escravo, para os sistemas sem sincronizagao. As trajetorias do
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Figura 8.23: Bacia de sincronizc¢ao através do método de realimentagdo com acoplamento bi-
direcional, K = 2,0 e ¢ = 0,575, (variavel acoplada Vi) para circuitos mestre e escravo no regime
cadtico tipo Raossler. Condigoes iniciais nas regioes em branco sincronizam. Condicoes iniciais nas

regioes em preto e cinza nao sincroniza.

circuito mestre, geradas pelas Equacoes 8.18, estao localizadas sobre uma variedade tridi-
mensional. Se as trajetorias dos circuitos acoplados estiverem também localizadas nesta
variedade tridimensional (o atrator cadtico gerado pela sincronizacao estd imerso num sube-
spaco tridimensional do espago de dimensao 6 dos circuitos acoplados), e entdo, o circuito
escravo simplesmente reproduz a oscilagao cadtica do circuito mestre. Neste caso, todas as
trajetérias convergem ao atrator gerado pela equacao do circuito mestre (Equacdo 8.18) e
ambos circuitos sincronizam. O espectro dos expoentes de Lyapunov para o sistema acopla-
do, pode ser dividido em dois subconjuntos, A e A, ao longo e ortogonal a variedade de
sincronizacao, respectivamente. O primeiro conjunto de expoentes de Lyapunov é associado
com o circuito mestre (Equagao 8.18) e consiste de trés expoentes descrevendo a evolugao
da perturbagdo tangente a variedade de sincronizagao. O segundo conjunto de expoentes de
Lyapunov descreve, como ja vimos anteriormente, a evolucao da perturbacao transversa a
variedade. Segundo Vieira et al. [143], quando pelo menos um dos expoentes de Lyapunov
transverso for positivo se observa o regime de hipercaos (o sistema apresenta duas direcoes
de instabilidade, e portanto, mais de um expoente de Lyapunov positivo). A mesma re-
feréncia mostra que os expoentes de Lyapunov transversos sio os expoentes de Lyapunov
condicionais introduzidos por Pecora e Carroll [130], [142], de forma que usaremos essas duas

denominacoes como sinonimos.



8.7 Bacia de sincronizacao - regime Espiral-Dupla

195

A Figura 8.24, mostra a varia¢ao do primeiro expoente de Lyapunov condicional transver-
so em fun¢ao do pardmetro de acoplamento K. O valor do parametro critico em que ocorre
a bifurcacao explosiva (blowout) para este regime é em torno de K- ~ 0, 33.

0.2

Figura 8.24: Maior expoente de Lyapunov condicional transverso para sincroniz¢io unidirecional,
para o método de realimentacao (varidvel acoplada Vi,p,). Circuitos mestre e escravo no regime
cadtico tipo Espiral-Dupla (g = 0,6). Em K, ~ 0,33 ocorre a transi¢ao do expoente de Lyapunov

condicional positivo para negativo.

8.7.2 Bacia crivada

Nas proximidades do valor critico K¢ = 0,33 ocorre a transi¢do do expoente de Lya-
punov transverso (A ) de positivo para negativo. Em torno desse valor critico podemos ter
interminténcias liga-desliga (on-off) para A, > 0 ou bacia crivada (Riddled Basin) A\, < 0.
Apesar da variedade de sincronizagao, sob estas condigées, ser na média atrativa, 6rbitas es-
pecificas (geralmente de baixa periodicidade) presentes no atrator gerado pela sincronizacio
(embedded), podem tornar-se transversalmente instdveis. Nestas condicdes, o estado cadtico
sincronizado € fracamente estdvel segundo a definicdo de Minor [146],[149], ou seja: ele atrai
um conjunto de condigoes de medida de Lebesque positiva de sua vizinhanca. Contudo, arbi-
trariamente proximo a quaisquer desses pontos, podemos encontrar um conjunto de pontos
com medida de Lebesque positiva repelidos pelo atrator de sincronizacio, gerando uma bacia
de atragao que é localmente fat-fractal (apresentam dimensao quase inteira) [146]. A bifur-

cagao para K = K, na qual uma 6rbita imersa (embedded) no estado sincronizado perde sua
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estabilidade transversal, é comumente chamada de transi¢ao borbulhante (bubbling) [152] ou
bifurcacdo crivante (riddling bifurcation). Para K, < K < K, a bacia crivada pode existir.
Para que ocorra intermiténcia liga-desliga (on-off) ou bacia crivada (riddled basin) o sistema
deve obedecer algumas condi¢oes bdsicas. O sistema deve possuir uma variedade invariante
contendo um conjunto cadtico. Portanto, a variedade deve ser pelo menos tri-dimensional
para fluxo e pelo menos bi-dimensional para um mapa inversivel, enquanto, para um mapa
nao-inversivel pode ocorrer em caso uni-dimensional. Além disso, a dimensionalidade total
do espaco de fase do sistema deve ser pelo menos uma vez maior do que a variedade. E por
iiltimo, o sistema deve apresentar algum tipo de simetria [146], [149], [147],[153].

A partir dessas consideragdes, e notando que o nosso sistema no estado sincronizado evolui
num subespaco de dimensio 3, em um espago total (do sistema acoplado unidirecionalmente)
de dimensio 6, realizamos o experimento numérico para nosso sistema no regime de Espiral-
Dupla (¢ = 0,6) procurando obedecer as condigoes que geram uma bacia crivada, para o
parametro de acoplamento escolhido K = 0,4. Na Figura 8.25, temos a bacia gerada por
uma grade de 400 x 400 pontos das condigdes iniciais Vi m(0) e Vi,e(0), onde as condigoes
iniciais das outras varidveis sio: Vi,e(0) = Vige(0) = t1m(0) = i.(0) = 0. A cada par
das variiveis mestre e escravo escolhidas, que levam os circuitos a sincronizagiao (apds o
transiente), graficamos pontos em preto. Graficamos em branco os pares de pontos que
nao levam A sincronizacdo. Nota-se pelo grafico o comportamento imprevisivel presente na
bacia. As Figuras 8.26 e 8.27 sdo ampliagdes sucessivas geradas com a mesma grade de
pontos, mostrando o comportamento complexo da presenga dos estados sincronizado e nao
sincronizado. Nesta figura, vé-se que existem faixas horizontais brancas representando a ba-
cia de ndo sincronizagao. Se tomarmos um circulo de raio arbitrariamente pequeno centrado
em um ponto da bacia de sincronizagao encontraremos nele um ponto da bacia de nao sin-
cronizacdo. Ou seja, a bacia de nao sincronizagao criva a bacia de sincronizagao. O contrério
nio acontece, ou seja a bacia de sincronizagao nao criva a bacia de nao sincronizagao. Isto

é uma consequéncia do tipo de acoplamento ser unidirecional.

8.7.3 Expoente de incerteza - «

O comportamento imprevisivel do sistema acoplado pode ser visualizado através das
sucessivas ampliagdes da bacia crivada da Figura 8.25, mostradas nas Figuras 8.26 e 8.27.
Para quantificar a dependéncia hipersensivel as condigoes iniciais do sistema acoplado dessa
bacia, calculamos numericamente o expoente de incerteza a introduzido por MacDonald et.

al. [37]. Este expoente mede o grau de indeterminagao do estado final de sincronizacao.
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Figura 8.25: Bacia de sincroniz¢ao através do método realimenta¢ao com acoplamento uni-
direcional (varidvel acoplada Vg,, K = 0,4) para circuitos mestre e escravo no regime cadtico
tipo Dupla-Esoiral ¢ = 0,6 (Double Scroll). Para condigoes iniciais nas regioes em preto ha sin-

cronizagao. Para condigoes iniciais nas regides em branco nao.
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Figura 8.26: Ampliacio da Figura 8.25.
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Figura 8.27: Ampliagio da Figura 8.26.

Para o calculo desse expoente («), escolhemos 10000 (dez mil) pares de pontos ran-
domicamente pertencentes a bacia mostrada na Figura 8.26. Cada condigao inicial gerada
aleatoriamente (V¢, , Ve, ), € entdo perturbada por um pequeno valor £ gerando duas novas
condicoes iniciais, (Ve,,., Vo, —€) e (Ve,,., Vou. +¢). Utilizando essas trés condigoes iniciais
iteramos o sistema acoplado. Eliminando o transiente (intervalo de tempo longo em torno de
40 ciclos em torno do atrator) determinamos o estado final do sistema (sincronizado ou nao
sincronizado) para cada condicdo inicial. Se as trés condigoes iniciais nao geram o mesmo
estado final, contamos a condigdo sem perturbagio (gerada randomicamente) como incerta.
Obtemos com isso a fracao f(e) de pontos incertos. Repetimos esse procedimento para onze
valores de € em poténcias regressivas de 10 (1072 a 107'%). Utilizando o procedimento acima
obtivemos a Figura 8.28. Esta figura mostra o resultado obtido da fragado f(g) em fungao
de £. A reta representa a interpolacao dos dados gerados usando o procedimento descrito.
Calculamos o coeficiente angular da reta obtendo o valor 0,0006 + 0,0006. Este é o valor
do expoente de incerteza « para a bacia mostrada na Figura 8.26. Este valor, juntamente
com as argumentagoes anteriores, nos fornece fortes indicios de que as bacias mostradas nas
Figuras 8.25 a 8.27 possuem caracteristicas de bacia crivada (riddled basin).

Uma consequéncia da caracteristica do comportamento riddled da bacia é que o comporta-
mento assintotico do sistema acoplado possui uma extrema dependéncia hipersensivel as con-
dicoes iniciais e é imprevisivel. Para ilustrar a implicacao desta dependéncia, imaginemos que

podemos especificar uma condigao inicial do circuito escravo dentro de uma precisao da ordem
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de 10-1%, mesmo com esta precisao h4 uma probabilidade de f(g) ~ 107%0006x(=16) ~ 0,98
(98%) de que o comportamento assintético calculado usando esta condigao inicial seja in-
certo. Aumentar a precisao com que se especifica a condicao inicial oferece pouca vantagem
na probabilidade de computar com precisio o estado futuro do sistema, no caso, se ira sin-
cronizar ou nao. Por exemplo, suponhamos que para um novo calculo aumentamos a precisao
para 1072, A probabilidade de computarmos incorretamente o estado final do sistema é ain-
da f(g) ~ 10700006%(=26) ~ 0,96, 0 que é pouca vantagem em COmparagao com a precisao

numérica usada no calculo anterior.

f(e)

—— log,,[f(£)]=0,0006log,(€)

=10

Figura 8.28: A fracao de incerteza f(€) versus € em escala logaritmica de base-10 referente & bacia
mostrada na Figura 8.27. Linha reta: interpolago linear, expoente de incerteza cv = 0.0006+0, 0006

8.7.4 Acoplamento mutuo

Consideramos nessa se¢io os circuitos mestre e escravo operando no regime de Espiral-
Dupla (g = 0,6) com acoplamento mituo na variavel Vg,. O acoplamento mituo, como
j4 vimos anteriormente, reduz o valor da varidvel de acoplamento onde ocorre a bifurcacgao
blowout. Isto faz com que o valor critico K¢ seja menor. Mostramos na Figura 8.29 a
variagdo do expoente condicional transverso em funcao do parametro de acoplamento K,
para este acoplamento. Neste caso o pardmetro critico onde ocorre a bifurcacao blowout é

igual a K¢ =0, 18.
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Figura 8.29: Lyapunov condicional transverso para sincroniz¢ao muitua, método de Pyragas
(varidvel acoplada Vi, ). Circuitos mestre e escravo no regime caético tipo Espiral-Dupla (g = 0, 6).

Em K, = 0,18 ocorre a transigao do expoente de Lyapunov condicional positivo para negativo.

8.7.5 Bacia inter-crivada

Da mesma forma que fizemos para o acoplamento unidirecional, determinamos a bacia
de sincronizagao para uma constante de acoplamento proxima da bifurcacao blowout. Para
a constante escolhida, K = 0,2, o maior expoente de Lyapunov condicional ji é negativo
de forma que o cardter crivado (riddled) é esperado para esta bacia como podemos observar
pela Figura 8.30 e a sua ampliagao mostrada na Figura 8.31. Diferentemente do acoplamento
unidirecional, ha agora a presenca de uma simetria na bacia; o acoplamento mutuo faz com
que as bacias se crivem. Isto pode ser visto através do expoente de incerteza calculado para
a bacia mostrada na Figura 8.31, para a qual obtivemos o valor do expoente de incerteza
a = 00,0005 £ 0,0003. Este expoente de incerteza, mostrando o carater inter-crivado da
bacia é menor que o expoente de incerteza calculado para o acoplamento unidirecional,
embora muito préximo. Portanto podemos concluir que o acoplamento mituo aumenta
a incerteza na previsao do comportamento futuro do sistema acoplado, pois o cariter de
bacia ¢ inter-crivado intermingled basin (as duas bacias se crivam). Essa previsio é esperada
uma vez que: consideramos um expoente de Lyapunov condicional negativo proximo ao
valor zero (transigao blowout), um atrator cadtico gerado pela sincronizagao (tridimensional),
imerso numa dimensao menor que a dimensdo total do sistema (dimensao 6), quando néao
hé sincronizagao.
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Figura 8.30: Bacia inter-crivada (intermingled basin) de sincroniz¢ao através do método de
realimentacio com acoplamento mituo (varidvel acoplada Ve,; K = 0,2) para circuitos mestre
e escravo no regime cadtico tipo Espiral-Dupla g = 0,6 (Double Seroll). Condigoes iniciais nas
regides em preto sincronizam. Condicoes iniciais nas regioes em branco nao sincronizam.

0.05

Figura 8.31: Ampliacio da Bacia inter-crivada Figura 8.30. Condigoes iniciais nas regices em
preto sincronizam. Condigoes iniciais nas regides em branco nao sincronizam.
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A variagao da fragao f(e), de condi¢des incertas, com a variagio da perturbacao e pode ser
visto na Figura 8.32. Através da declividade da reta determinamos o expoente de incerteza
para a Figura 8.31. Obtivemos o expoente de incerteza « = 0, 0005 % 0, 0003, o que revela o
carater crivado da bacia - nao hd variagio significativa na diminuicao da incerteza, quanto a
determinagao do comportamento futuro do sistema, a medida que se diminui a perturbacio
£ nas condigoes iniciais.

Uma diferenga das bacias das Figuras 8.18 e 8.30 é que enquanto a bacia da Figura 8.18
tem a bacia de nao sincronizagdo crivando a bacia de sincronizagio, na bacia da Figura
8.30, ambas as bacias (sincronizagdo e ndo sincronizagao ) crivam-se uma a outra, formando
0 que se denomina de bacia inter-crivada (intermingled). Isto é uma consequéncia do tipo
de acoplamento ser bidirecional. Vale salientar ainda que o comportamento crivado dessas
bacias é completamente eliminado quando K é maior do que um certo valor critico, e todas
as condigoes iniciais que nao se dirigem ao atrator infinito levam & sincronizacéo.

© log,,[1(€)]=0.0005l0g,,(€)

f(e)

13

0 — - - =
o 107" 107" 10 10

Figura 8.32: A fragao de incerteza f(e) versus a incerteza € em escala logaritmica de base-
10 referente a bacia mostrada na Figura 8.31. Linha reta: ajuste linear, expoente de incerteza
« = 0,0005 + 0, 0003.

8.8 Sincronizagao de caos aplicado a comunicacao

A aplicagao de caos em comunicagao estd ligada & teoria de informacdo. Um sistema

caotico pode ser considerado como uma fonte de informacdo. A conexdo formal entre
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dinamica caotica e teoria de informagao comega pela introdugio, na teoria da medida, do

conceito de entropia e teoria ergédica [3].

A dependéncia hipersensivel as condigoes iniciais pode ser usada para introduzir infor-
magao. Podemos olhar esta dependéncia hipersensivel através da informacio gerada pela
dindmica do sistema cadtico, ou através da medida da perda da informacio causada pelo
movimento. Por exemplo, sejam dois pontos inicialmente localizados tao proximos de forma
que somos incapazes de distinqui-los no inicio da evolugao do sistema. Entdo, a medida
que a separagio espacial aumenta, eles se tornam mais e mais distinguiveis. E nesse sentido
que dizemos que a informacao foi gerada pelo movimento. Por outro lado, se fixarmos os
pontos iniciais com alta precisao, a informacao continua decrescendo com a continuidade
do movimento, devido a mesma instabilidade (crescimento exponencial) e precisio finita da
medida. Ambos pontos de vista levam a nogao de entropia. Sistemas cadticos sao caracteri-
zados por terem entropia positiva e, portanto, sao fontes de informagao. De forma sucinta, a
informagcao contida em um numero N de trajetorias distintas cresce com o tempo de forma:

N « e, (8.31)

sendo S, a grandeza que caracteriza a taxa média de geragdo de informagio, a entropia
topoldgica do sistema. O valor S™!, com dimensao de tempo, mede a previsibilidade temporal

a partir das condigoes iniciais fixas [77].

Construindo um alfabeto discreto em relagao ao espaco de estados do sistema, usando o
formalismo da dinamica simbélica [77], o sistema caético torna-se uma fonte de simbolo e
como ele é uma fonte de sinal ondulatério continuo no tempo, ele é também uma fonte de
sinal digital [3]. Um sistema caético pode ser uma fonte de sinal de comunicacao digital.
Esta propriedade foi usada na referéncia [125]. Controlando a saida de um oscilador através
de um pequeno pulso de corrente é possivel a transmissao de uma mensagem desejada sem
efetivamente alterar a dinamica do sistema. Por exemplo, um oscilador caético bipolar
pode produzir uma sequéncia randémica de picos de tensdes positivas e negativas [3]. Se
a esses picos fizermos corresponder os simbolos binarios 0 e 1, entao o sinal pode ser visto
como uma onda de comunicacao binaria. Dessa forma pode-se codificar qualquer mensagem
desejada na onda usando pequenos pulsos de perturbacao para controlar a sequéncia de picos

representando os simbolos 0 e 1.
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8.8.1 Esquema de Cuomo e Hoppenheim

Nesta subsegio, vamos exemplificar, com o esquema proposto por Cuomo e Hoppenheim
[128], a aplicagao da sincronizagao de caos em um esquema simples de comunicagio.

No esquema proposto, um sinal de informagio contendo a mensagem m, é transmitida
usando um sinal cadtico como uma onda portadora de banda larga em freqiiéncia. Em
seguida, para se conseguir a recuperagio da informacao no receptor, ¢ necessirio sincronizar
o transmissor com o receptor. O sinal caético, por sua irregularidade, serve para mascarar a
informagéo e, a0 mesmo tempo, para sincronizar os sistemas de forma que se consiga extrair
a mensagem enviada, ou seja, um unico canal de comunicagao é usado para se enviar a
mensagem e sincronizar os sistemas.

A Figura 8.33, ilustra o processo. O circuito mestre (Vo m, Veums tLm), Serve como trans-
missor. Usamos Vg, como o sinal portador, adicionando a este um sinal senoidal (men-
sagem), do tipo m, = 0.5sen2.7(0.12t). O sinal composto, mensagem mais sinal caético
S(t) = Veym(t) + me(t), serd injetado no circuito escravo (Ve,e, Veye, tre), que simula o re-
ceptor, na forma mostrado no diagrama esquemdtico. A mensagem enviada m, (1), pode ser
recuperada devido a sincronizagao dos sistemas. Quando os circuitos sincronizam, temos

que Voym = Ve, a mensagem pode entdao ser detectada, obtendo-se a mensagem recebida
my, = S(t) — Veie:

——
|
Transmissor Receptor
m_(t)
Ve® | s "
Vclm-' \\i/ VCI_{ i \_)
JV
Cam j"_
it-m ] A m"(t)
mr(t)=S(l)—Vclu(t)

Figura 8.33: Diagrama do esquema de comunicagio de Cuomo e Hoppenheim. A mensagem
enviada me(t) ¢ mascarada com o sinal cadtico de Vi, m(t). Sinal injetado no receptor S(t) =
me(t) + Voum(t). Mensagem recuperada apds a sincronizagao m, = S(t) — Veye(t).
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Na Figura 8.34, mostramos o sinal do circuito transmissor (Ve ), sem a mensagem (1)
e o sinal transmitido para o receptor (S(t) = Viym + me), fica evidente, pela figura, que a
presenca da mensagem no sinal aumenta sua amplitude. O sinal cadtico mascara a onda
senoidal uma vez que a iltima apresenta amplitude menor que o sinal.

20 = . i S ——

g |

& ‘er

g K

:
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Figura 8.34: Sinal cadtico Vg, (linha pontilhada), gerado pelo circuito mestre no regime Double
Seroll (g = 0.6), simulando o transmissor. Sinal enviado S(t) = me+Veym (linha sélida). Mensagem

enviada m, = 0, 5sen2.7(0.12¢).

Mostramos o processo de sincroniza¢io do receptor com o transmissor, na Figura 8.35.
Projetamos o atrator sincronizado nas varidveis Vi, versus Ve, dos circuitos mestre e
escravo (transmissor, receptor).

A Figura 8.36, ilustra a capacitade de recuperagao da mensagem pelo método descrito.
A mensagem recuperada (linha sélida), diferencia-se pouco da mensagem original enviada
(linha pontilhada). O processo fisico de dissipagao usado para sincronizar, se manifesta na
diminuicéio da amplitude da mensagem recebida, porém a diferenga, como podemos ver, ¢

quase imperceptivel.

8.8.2 Seguranga em comunicagao

Haviamos comentado no inicio deste capitulo que a sincronizagao é um fator essencial para
qualquer esquema de comunicagdo, usando caos ou nao [142]. No entanto, ocorrem vérios
problemas relacionados & seguranca na transmissao da mensagem. O principal problema estd

relacionado ao fato do transmissor ter que transmitir ao receptor uma parte da informagao
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Figura 835:  Sincroniza¢ao do receptor com transmissor. Mensagem enviada m, = 0.4 «
sen(2.m ft).
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Figura 8.36: Mensagem enviada (m.-linha pontilhada) e mensagem recuperada (m,-linha sélida),
apos a sincronizagao. Quadro menor ampliado pra mostrar a presenga dos dois sinais.
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do sistema dinamico (no caso do esquema de Pecora-Carrol [130] isto é feito, como vimos,
por meio da transmissdo de uma das variaveis do sistema). Como conseqiiéncia, um espiao
pode interceptar a comunicacdo e reconstruir a dindmica total do sistema, e dessa forma
decodificar a mensagem. Com o objetivo de evitar a reconstrugao da mensagem Cuomo
e Hoppenheim propuseram o método de mascaramento da mensagem, como mostramos
na subsecio anterior. Posteriormente, Perez e Cerdeira [154] mostraram que a mensagem
mascarada por uma dinamica cadtica de baixa dimensao pode ser interceptada e extraida.
Outras implementaces com o método de Pecora e Carroll usando dindmica de mais alta
dimensio surgiram na esperaca de que, aumentando-se a imprevisibilidade do sistema, a
seguranca na comunicagio melhorasse [155][3].

Um outro problema no uso do método de Pecora e Carroll € que o os subsistemas para
serem sincronizados, como vimos, devem ter expoentes condicionais negativos. Ou seja, a
sincronizacio ocorre de forma linear, e por isso, um sinal adicional usado para esconder a
mensagem funciona como uma perturbagio ao proprio sinal, enquanto que mascarando a
mensagem com um sinal de amplitude maior pode levar a perda da sincronizacao [3]. A
referéncia [156] descreve a aplicacdo de um esquema adaptado para sincronizagao cadtica,
semelhante ao método de Pyragas, e mostra como o nivel de seguranca da mensagem pode
ser melhorado contra a interceptagao externa, até mesmo nos casos em que se usa sistemas
caéticos de baixa dimensdo. Um outro método [157] generaliza o método de Pecora e Carrol
e 0 sinal com a mensagem é injetado dentro da dindmica do sistema transmissor, melhorando

com isso a seguranca da mensagem enviada.

8.8.3 Conclusao do capitulo

Neste capitulo aplicamos dois métodos de sincronizagao ao sistema formado por dois cir-
cuitos de Matsumoto-Chua. Através do primeiro método, desenvolvido por Pecora e Carroll
[130], introduzimos os conceitos gerais de sincronizagao, tais como: bacia de sincronizacao e
Lyapunov condicional. Obtivemos a sincronizagao total (seguindo a definigao de Aframovicth
[139]) de dois circuitos operando no regime cadtico de Espiral-Dupla. Esta sincronizagao foi
alcancada usando duas variaveis diferentes do circuito mestre para foramento do circuito
escravo. Ambas configuragoes foram eficientes no processo de sincronizagao. Atraves do
segundo método, de realimentagao negativa (semelhante a idéia de Pyragas para controle
de Caos) determinamos a bacia de atragdo de sincronizagao para 0s dois circuitos operan-
do no regime cadtico tipo Rossler. Mostramos que a geometria da bacia de sincronizagao
estd diretamente relacionada com a geometria da bacia de um tnico circuito operando neste
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regime. As interseccoes das variedades criam ilhas de condig¢des iniciais que possibilitam
a sincroniza¢do. Intercaladas com estas, hd regioes de condicdes iniciais que ndo geram
sincronizagao, mas geram uma estrutura geométrica semelhante a um tabuleiro de xadrez.
A andlise da condigao para que ocorra sincronizagao assintética fol realizada usando-se o
valor do maior expoente de Lyapunov condicional. A partir deste expoente construimos
os diagramas no espaco dos parametros g e K, lembrando que ¢ é o inverso da resisténcia
linear cujo valor determina os diferentes tipos de comportamento do circuito (periédico ou
cadtico) e K é a constante de acoplamento que permite a sincronizac¢éo entre os circuitos.
Mostramos que o acoplamento miutuo ou bidirecional reduz o valor critico da constante de
acoplamento K (onde o valor do expoente condicional muda de positivo para negativo).
Dessa forma, o acoplamento mutuo favorece a sincronizagao entre os circuitos. Isto pode ser
verificado através da bacia de sincronizacao com acoplamento mutuo comparada com a bacia
com acoplamento unidirecional, a primeira possui regioes bem menores de inderterminacio
quanto ao comportamento assintotico do processo de sincronizagao. Verificamos ainda que
a bacia de sincronizacao proxima a bifurcagao blowout (onde o expoente condicional muda
de sinal) para os circuitos operando no regime catico tipo Rdssler, ndo apresenta carater
crivado (riddled) global, embora tenha uma geometria bastante complexa.

Aplicamos o método OPCL com o método de realimentacao, para mostrar a eficiéncia
deste método no processo de sincronizagao quando os dois circuitos operam no regime caético
com coexisténcia de atratores.

Mostramos que as bacias de sincronizacao, com os acoplamento unidirecional e mituo e os
circuitos operando no regime cadtico de Espiral-Dupla, apresentam carater crivado (riddled)
proxima a transicao blowout. As regioes de condigoes inicials que levam a sincronizacao
assintotica possuem regioes intercaladas com regides que nao levam & sincronizagio, pro-
duzindo uma bacia complexa semelhante a um crivo. Determinamos o expoente de incerteza
para estas bacias e verificamos que o acoplamento mutuo aumenta a incerteza na deter-
minag¢ao do comportamento assintotico do sistema acoplado. Em outras palavras, nao é
possivel diminuir a incerteza quanto ao comportamento futuro do sistema (sincronizado ou
nao-sincronizado), & medida que se aumenta a precisao das condigdes iniciais. Esta extrema
dependencia as condicoes iniciais se manifesta com os circuitos acoplados unidirecionalmente
ou com acoplamento mutuo, para as regioes em que K, < K < K.

E finalmente, mostramos um esquema simples de comunicagao usando caos, desenvolvido
por Cuommo e Hoppenheim, para mostrar a aplicacao de sincronizacao no processo de

transmissao e recepcao de uma mensagem mascarada por um sinal cadtico.
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Pelo trabalho apresentado nesta tese, concluimos que o circuito de Matsumoto-Chua €
um sistema versatil e util para a andlise e a verificagao da teoria da dinamica de sistemas
nao-lineares e suas aplicagoes.

Através da introducio da equagdo de sensibilidade, mostramos que as solugoes geradas
pelas equagoes do circuito de Matsumoto-Chua sdo mais sensiveis as variagoes no parametro
g(1/R) do que as variagoes nos parametros Cy, Cy e L. Essas solugbes mostraram sensibili-
dades equivalentes para os parametros Cy,Cye L.

Desenvolvemos um programa para o cédlculo dos expoentes de Lyapunov, usado para
caracterizar o comportamento dinamico do circuito investigado. Assim, para diferentes con-
juntos de dois pardmetros, determinamos diagramas que indicam os valores do maior ex-
poente de Lyapunov no espago de parametros. Alguns desses diagramas mostram resultados
coincidentes com os dos diagramas isoperiédicos calculados para 4rbitas recorrentes vistos
em [40]. Utilizando esses diagramas idenficamos a rota de Feigenbaum para o caos, regioes
periddicas que surgem por bifurcacoes tangentes e coexisténcia de atratores.

Verificamos que a coexisténcia de atratores periédicos podem gerar bacias de atra¢ao
complexas com estruturas do tipo fractal.

Usando as propriedades de simetria, desenvolvemos um programa e, com ele, determi-
namos as bacias de atragio para os dois atratores cadticos tipo Rossler coexistentes antes da
crise de fusdo, a partir da qual surge o atrator Espiral-Dupla. Observamos, através destas
bacias, que a variedade estével do ponto PY cria uma regido de acumula¢ao na fronteira da
bacia do atrator infinito, com uma estrutura do tipo conjunto de Cantor. Desenvolvemos
um outro programa para o algoritmo do tempo de escape e, com ele, determinamos também,

a bacia de atracdo do atrator Espiral-Dupla. Mostramos ainda, que este atrator aumenta
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de tamanho, diminuindo sua bacia de atragao, até sofrer uma crise de fronteira ao colidir
com a oOrbita instével tipo sela. O atrator Espiral-Dupla entdo desaparece do espago de fase

conjuntamente com sua bacia.

Utilizamos o espectro de autocorrelacdo para construir diagramas no espaco dos parametros.
Estes diagramas sao muito mais faceis de obter por usarem FFT e o teorema de Wienir-
Khinchin (o que permite determinar a autocorrelagao a partir do espectro de poténcia) e
serem mais rapidamente calculados do que os diagramas do expoente de Lyapunov, embora

a sua resolucao seja inferior a obtida com esse expoente.

Consideramos uma perturbacio externa do tipo senoidal em série com o indutor L do
circuito original. Com este forcamento surgem movimentos quase periédicos. Com isto,
foi possivel estudar novas rotas para o caos. Fizemos para o sistema perturbado a mesma
andlise sistematica feita para o sistema sem forgamento. Conjuntamente com os parametros
do sistema original, variamos a amplitude e a freqiéncia do forgamento, gerando novos
diagramas no espago de parametros. Determinamos quatro cenarios para o caos a partir do
movimento quase periodico. Dois destes seguem a rota de Curry-Yorke. Uma das rotas é a
crise ciclica, vista pela primeira vez no circuito de Matsumoto-Chua. A outra rota ocorre por
uma sequéncia de duplicacao de periodos a partir de uma 6rbita periddica correspondente a
uma lingua Arnold. Os outros dois cendrios (que nao seguem a rota de Curry-Yorke) sao a
quebra abrupta do toro e o dobramento do toro, este ultimo visto também pela primeira vez
no circuito de Matsumoto-Chua. Neste 1iltimo cendrio, o toro sofre continuos dobramentos
de perfodos, seguindo a rota de Feigenbaum. Mostramos que a quebra de toro abrupta pode
ocorrer a partir da presenca de um unico ponto de sela externo ao toro. Verificamos que
estes quatro cenarios, dois via Curry-Yorke, um terceiro pela quebra abrupta do toro e um
quarto pelo dobramento do toro, possuem espectros distintos dos expoentes de Lyapunov.
Isto permitiu-nos distinguir os diferentes atratores caéticos gerados pelas diferentes rotas.
A partir dessa observagao, especulamos que a transi¢ao direta de comportamento quase
periddico para caos somente pode ser observado quando k+1 parametros podem ser variados
simultaneamente, onde k representa o nimero de expoentes de Lyapunov positivos. Esta
hipdtese abre perspectivas de investigagao para trabalhos futuros.

Analisamos a transi¢ao do regime caotico tipo Rossler para o regime cadtico de Espiral-
Dupla através do biespectro com a transformada de ondaletas. Verificamos que o atrator
cadtico do tipo Rossler possui um alto acoplamento quadratico entre os trés modos, enquanto
que o atrator Espiral-Dupla possui um acoplamento quadratico quase nulo, indicando uma
distribuicao de modos espontaneos e fases aleatoriamente distribuidas. Com base no livro
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de Holmes et al. e referéncias ali citadas, elaboramos a hipdtese da simetria e a presenca
de ciclos homoclinicos (ou heteroclinicos) perturbados serem os responsaveis pela perda do
acoplamento quadratico. As érbitas do atrator Espiral-Dupla ao passar de uma espiral para
outra geram novos modos e, portanto, fases aleatoriamente distribuidas. Dessa forma, os
modos observados nio se acoplam quadraticamente. Mostramos que, na transi¢ao caos-
caos, h4 um comportamento intermitente do acoplamento quadratico. Para intervalos de
tempo em que a orbita é gerada por um dos antigos atratores tipo Réssler, o acoplamento
quadrético é alto. Para intervalos em que a 6rbita analisada tem transi¢oes ocorrendo entre
os dois antigos atratores, o acoplamento é quase nulo, e de acordo com a nossa conjectura.
Mostramos ainda que o sistema de Lorentz, por obedecer uma propriedade de simetria e ter
a presenca de ciclos homoclinicos, semelhantes aos sistemas analisados por Holmes et al,
possui acoplamento quase nulo. Como era de se esperar pela nossa hipétese.

Aplicamos cinco métodos de controle de caos ao circuito de Matsumoto-Chua: o método
de controle por travamento de freqiiéncia, o método de Huwang, o método OGY, o método
de realimentacdo negativa e o método OPCL. O método por travamento de freqiiéncia se
mostrou eficaz para o forcamento com amplitude baixa com uma fregiiéncia sub-miltipla
da freqiiéncia caracteristica do sistema sem perturbacao. Para forcamentos com amplitudes
maiores tivemos que lancar mao dos diagramas no espacos de pardmetros, para determinar
regides periédicas no interior das regides cadticas, tais como as linguas de Arnold. Atraveés
do método de Huwang estabilizamos o comportamento cadtico do sistema nos seus pontos
fixos. Este método se mostrou eficaz e eficiente para o objetivo proposto. O método OGY,
embora exija um maior empreendimento numérico, explora as propriedades dos atratores
cadticos ¢ a amplitude da perturbagdo usada para controle é muito pequena. Por se basear
nas propriedades do atrator caético, sua aplicagao é bastante geral. Aliado a um processo de
direcionamento de trajetérias, a aplica¢ao deste método se mostra bastante promissora e com
larga aplicacio. O método de realimentacao aplicado ao controle de uma drbita instavel do
atrator se mostrou mais eficiente com a realimentagao aplicada na varidvel Vg, e na variavel
Ve,. Mostramos através do calculo do expoente de Lyapunov condicional que a realimentacao
usando a varidvel Vg, exige uma constante de acoplamento K bastante alta (acima de 10). A
realimentacio usando a varidvel Vg, é a que oferece menor valor da constante de acoplamento
para se conseguir um expoente de Lyapunov condicional negativo, e com uma grande faixa de
valores para K. Mostramos, ainda, que a realimentagdo com duas variaveis torna o expoente
de Lyapunov mais negativo e, portanto, mais eficiente quanto ao controle. Finalmente com o
método de controle OPCL mostramos que a trajetoria do sistema pode ser transferida entre
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os cinco atratores coexistentes, usando um tempo curto dos sinais pré-gravados de cada um
dos atratores. Além disso, usando trajetérias nao geradas pelo circuito, mostramos que o
metodo ¢ capaz de fazer com que as orbitas do sistema se comportem da mesma forma que
as oOrbitas escolhidas. Testamos a capacidade do método OPCL para uma orbita migrar
para diferentes pedacos de érbitas pré-gravadas e este se mostrou eficiente. Isto possibilita
a aplicagdo deste método a sistemas de comunicagao baseados em migracao de orbitas.
Apresentamos diferentes tipos de acoplamento para a sincronizacdo de dois circuitos de
Matsumoto-Chua operando no regime cadtico. Inicialmente, aplicamos o método de Pecora
e Carroll para dois circuitos operando no regime de Espiral-Dupla. Este método se mostrou

eficaz com as duas varidveis de acoplamento V¢, e V,.

Implementando o método de realimentagao, analisamos a dependéncia da sincronizacao as
condic¢oes iniciais com base no cdlculo dos expoentes de Lyapunov condicionais. Analisamos
esta dependéncia com os circuitos acoplados unidirecionalmente e bidirecionalmente (tanto
os circuitos operando no regime caético do tipo Rossler quanto no regime de Espiral-Dupla).
Verificamos que o acoplamento unidirecional do sistema de Matsumoto-Chua operando no
regime caético tipo Rossler, embora apresente coexisténcia de atratores, nao apresenta com-
portamento do tipo bacia crivada na bacia de sincronizagao. Em geral, para este regime,
quando as condigbes iniciais de um dos circuitos estao em uma bacia diferente do circuito
acoplado, nao ocorre a sincronizacao, independente do valor da constante de acoplamento
K. Nestes casos, sugerimos e mostramos que o método OPCL de migragao entre atratores
é eficaz para se conseguir a sincronizagao.

Para sincronizacao de circuitos operando no regime de Espiral-Dupla, ainda que neste
regime cada circuito nao apresente coexisténcia de atratores, o comportamento da bacia de
sincronizagao é muito mais complexo do que aquele obtido no regime do tipo Rossler. Apre-
sentando para certas regides do parametro de acoplamento K, < K < K., comportamento de
bacia crivada (acoplamento unidirecional) e bacia inter-crivada (acoplamento mituo). Logo,
quando se usa o sistema acoplado para certos valores de g (como, por exemplo g = 0,6),
este intervalo de K deve ser evitado.

Com vista a possiveis aplicagoes em comunicacao , usando o circuito de Matsumoto-Chua,
podemos concluir que a trajetoria do atrator Espiral-Dupla é capaz de carregar muito mais
informacao do que a trajetéria do sistema operando no regime tipo Rdssler (por apresentar
maior expoente de Lyapunov do que o atrator do tipo Réssler). No entanto, ¢ muito mais

dificil sincronizar os circuitos operando no regime de Espiral-Dupla.

Caracterizamos a existéncia de bacias crivadas e inter-crivadas através do expoente de
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incerteza. Bstes cdlculos mostraram que o estado final do sistema acoplado é indeterminado
quando se obtem bacias crivadas.

Como uma possivel aplicacao de sincronizacdo, simulamos o envio de uma mensagem pelo
esquema. proposto por Cuommo-Opennheim. Vimos que apds a sincronizagao a mensagem
enviada foi totalmente recuperada no receptor.

Ressaltamos o fato de que desenvolvemos todos os programas numéricos usados nesta
tese, com excessdo dos programas para o cdlculo do diagrama no espago das frequéncias e
do biespectro.

A partir dos resultados obtidos nesta tese, e com objetivo de melhor compreensao dos
resultados, algumas linhas de novas investigagoes podem ser tracadas, como a analise da tran-
sicio para o caos com a transformada de ondaletas com objetivo de se determinar possiveis
estruturas coerentes, aplicacao da andlise do biespectro nos atratores caoticos gerados por
movimento quase periddico, investigacido da presenga de 6rbitas homo(hetero)clinicas pre-
sentes no circuito de Matsumoto-Chua e verificagao dos resultados obtidos por Holme et al.,
simulacado do método de comunicagio proposto por Baptista et al. com a ajuda do método
OPCL de migracao entre érbitas, verificagao das diferentes rotas para o caos via quase peri-
odicidade e comprovacao da hipdtese de que a transicao direta de quase periédico para caos
$6 6 possivel quando k + 1 pardmetros podem ser variados simultaneamente (k é o nimero de
expoentes positivos), idealiza¢ao de um meio de eliminar e substituir a matriz A no método

OPCL de tal forma que seja de facil implementagao experimental.



Apéndice A

Programa em C para o cédlculo dos expoentes de Lya-

punov

Neste apéndice desenvolvemos o algoritmo e o respectivo programa em linguagem C
usado para a determinacio dos expoentes de Lyapunov para qualquer sistema descrito por
equacoes diferenciais de primeira ordem.

Inicialmente, vamos definir e considerar o cdlculo da equagdo variacional usada constan-

temente no decorrer da tese. Considere um sistema de ordem-n
X=FF,t), X)) =X, (A.1)
com solugao ¢,(X,,t), i.e,

$(Xo, to) = F(¢¢(Xo, ), t) (A.2)
P, (Xo, t0) = Xj.

Diferenciando A.2 com relacao a Xj, obtemos

Dx,¢;(Xo, to) = DxF(¢:(Xo, to), t) Dx, d1(Xo, to), (A.3)
Dngsto(XGs tC‘) =]

Chamando ®,(X, %) = Dx,¢:(Xo, 1), em A.3, temos

(X0, to) = Dx F(¢1(Xo,t0), 1)@ (Xo, to), (A.4)
Py, (Xo, o) =1,
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esta é a Equagao variacional (uma matriz calculada variando no tempo através de uma
equagao diferencial linear). Note que sua solugao depende da integragao conjunta do sistema
A.l, ou seja, se as trajetorias geradas pelo sistema A.l mudam, da mesma forma muda a
equacgao variacional.

A solugdo numérica da equagao variacional A 4 é feita da seguinte forma: integra-
se simultaneamente a equacao do sistema A.l e a equagao matricial A4, pois a equacao
variacional depende de ambos as solugoes ¢ (o fluxo) e ® (a solugao da equagao matricial).

Dessa forma integramos o sistema de equacgoes ,

®1 ] ¥ES
{ ® }_{ DxF(X,t)® } (A.5)

o qual é integrado a partir da condigao inicial

X(t) | _ J X(0)
(s} ()

Expoente de Lyapunov: Escolha uma condi¢ao inicial qualquer X, para o sistema A.1,
de preferéncia que esta condicao se encontre dentro da bacia de atragao do atrator gerado
por A.1. Seja my(t),..., my(t) os autovalores de ®,(X,). Os expoentes de Lyapunov de X,
sao definidos como,

A = limg_m%lmmi(t]l, E— . A (A7)

O célculo dos expoentes através do uso direto da definicao esbarra em duas dificuldades:

i) Para sistemas caéticos, pelo menos um expoente de Lyapunov é positivo, o que implica
que ®;(X,) ndo é limitado para um intervalo finito de tempo, com isso gerando estouro
numérico na solugao da integracao .

ii) Considere um sistema de terceira ordem linearizado tendo autovalores reais A\; > A3,
com autovetores correspondentes 7,7, 73. (Se os autovalores sio reais, eles sdo iguais aos
expoentes de Lyapunov). A solucdo do sistema linearizado tem a forma

6X(t) = CreMtny + Cae*'ny + Cieins. (A.8)

E quase certo que cada coluna de ®¢(X)(= I) se localiza no subespago de maior perturbagio
, isto é, para cada coluna de ®4(X), C; # 0. Portanto, todas as outras colunas tendem a

se alinhar com o autovetor n,. Este alinhamento ocorre tabém em sistemas nao-lineares,

o que implica que para grandes intervalos de integracdo nao se consegue dinstinguir os
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diferentes vetores da equagao ®;(X), novamente gerando problemas numéricos. A solugao ,
para ambos os problemas, consiste em ortogonalizar esses vetores de tempos em tempos, em
outras palavras o sistema A.5 é integrado por um intervalo de tempo 7, se aplica um processo
de ortogonalizacio (nesta tese usamos Gram Schimdt), e se repete o processo. Dessa forma
evitamos problemas numeéricos no calculo. As propriedades matriciais nos assegura que o
volume gerado pelo elipséide se mantem constante na ortogonalizacao. Assim, usamos o

seguinte algoritmo para o cdlculo dos expoentes de Lyapunov desta tese
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elimine o transiente do sistema;
faca Xy = ¢,; condicao inicial
faga u[][] = I ; matriz dos vetores unitérios
para 1 de 1 até n faga; n a dimensao do sistema
{
Ali] = 0; inicializando os expoentes em zero
somali]=0; varidvel para armazenar a soma
}
faga k= (;
para j de 1 até NTOTAL faga ; NTOTAL-ntimero de iteracoes
1
Aant(] = Al]; armazena num vetor coluna os antigos expoentes
dz[][] = @, (X[])u[][]; integra a eq. variacional por um tempo 7
X[ = ¢-(X[]); armazene as solucdes do sist.nio-linear
aplique o processo de ortogonalizacio de Gram-Shmidt
para i de 1 até n faga
{
v[|[i] = é=[][2]; armazene o vetor-i correspondente a coluna-i da matriz dx(][2)
para j de 1 até (i — 1) faca
{
vlfe] = vf][i]= < v[][e], ul)[5] > u[][5]; processo de ortogonalizacio
}
ul][i] = v[][é]/ || v[][¢] ||; normaliza o vetor fazendo-o unitério
se i for maior do que NTRANS faga; para transiente
{
k=k+1;
somali] = sornalt] + In || v[][#] ||; soma para o Lyapunov

}

para ¢ de 1 até n faga;

{

Escrevali] = somali]/kT ; valores dos expoentes de Lyapunov
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/%

************************************************************************

* lyapchua.c: Determinacao dos expoentes de Lyapunov de Mat.-Chua

*

* referencia: Alan Wolf and J. Swit, at al-Physica 160(1985) 285-317

%
data: 28/02/2001

¥*

* escrito por: Elinei P. Santos (elineips@bol.com.br)

*
*  dx/dt =

* dy/dt = (1/C2)*(g(x-y)+z)
* dz/dt = -(1/L)*y

(1/C)*(g(y - x) -k) ; 1/C1=10.0, 1/C2=1.0, 1/L=6.0

; 5=00.5,0.71

*  k=mz*x+0.5%(mu-mz) * (abs (x+1) -abs (x-1) )

*

*

*

************************************************************************

*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define N 3

#define H 0.01

#define NN 12

#define NTRANS 4000
#define NPT 40000
#define LYAP_TRAN 10000
#define MU -0.8

#define MZ -0.5

/%

VES
Vi

/*

void rk4(double ,int ,double y[],

numero de equacoes do sistema */

passo de integracao */

numero total de equacoes - eq. variacional */

transiente para o atrator */
numero de iteracoes*/

transiente dos expoentes */

double, double );
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double derivs(double, double y[], double, int );
double t, znorm[N], y[12], gsc[N], cum[N];
double lyapl, lyap2, lyap3, TO,h=H, hh;

double m_z = MZ, m_u = MU, g;

double T,tt=0;

e 2 s 1y B 0, B o

main()

i

unsigned long n, kk;
FILE *fpout; /* salva os valores em lyapchua.dat */
if ((fpout=fopen("lyapchua.dat","w"))==NULL)
{
printf ("Arquivo J nao pode ser aberto\n");
exit (0);

g=0.6; /* parametro de controle */
//Condicoes iniciais para o sistema nao-linear

y[0] = 0.029; /* x inicial */
y[1] = 0.2334; /* y inicial */
y[2] = 0.845; /* z inicial */
TO = 0.0; /* tempo inicial */
t=TO;
for(j=1; j <= NTRANS; j++) /* elimina o transiente do atrator */
1
rka(t, N, v, h, g);
t+=h;
}

//Condicoes iniciais para o sistema linear e os vetores unitarios u[][]
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for (i=N+1; i<= NN; i++)

T
y[i-1]=0.0; //X0] 1]
X
for (i=1; i<= N; i++)
¥y
y[(N+1)*i-11=1.0; //ull[]
cum[i-1]=0.0;
}
t=0.0;
lyapl = 0.0;
lyap2 = 0.0;
lyap3 = 0.0;
kk=0;
for(n=1; n<= NPT; n++) /* numero total de iteracoes */
{

//Integra a equacao variacional por quinze passos de integracao
for(j=1; j <= 15; j++)
{
R4t BN, ¥ & £
=l
s
T=15.%h; //tempo para cada ortogonalizacao
//Constroi uma nova base ortonormal por Gram-Schmidt
//Normaliza o primeiro vetor
znorm[0]=0.0;
for(j = 1; j <= N; j++)
{
znorm[0]=znorm[0] +pow (y [N*3j],2.);
.

znorm[0] = sqrt(znorm[0]);
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for(j = 1; j<=N; j++)
]

y[N*j] = y[N*j]/znorm[0];
}

//Gera um novo conjunto ortonormal de vetores
for(j = 2; j <= N; j++)
{ |
//Geral J-1 coeficientes para Gram-Schmidt
for(k = 1; k <= (j-1);k++)
{
gsc[k-1] = 0.0;

for(l = 1; 1 <= N; 1++)
{
gsclk-1]=gsc[k-1]+y [N*1+j-1]*y [N*1+k-1];
¥
}
~//Constroi um novo vetor
for( k = 1 ; k<= N; k++)

{
for(1=1; 1 <= (j-1); 1++)
{
y[Nxk+j-1] = y[N*k+j-1] - gsc[1-1]*y[Nxk+1-1];
}
}

//Calcula a norma do vetor
znorm(j-1]=0.0;

for(k = 1; k <= N; k++)
{
znorm[j-1] = znorm[j-1] + pow( y[N*k+j-1],2.);
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znorm[j-1] = sqrt(znorm[j-1]);

//Normaliza o novo vetor
for(k = 1; k <= N; k++)
i
y[N*k+j-1] = y[Nxk+j-11/znorm[j-1];
}
i

//calcula a soma apos 0 transiente
if (n>LYAP_TRAN)

{
tt+=h;
Kk++:
for(k = 1; k <= N; k++) cum[k-1] += log(fabs(znorm[k-1]));
i

+

for(k = 1; k <= N; k++) /* calculo dos expoentes */

{
lyapl=cum[0] / (kk*T) ;
lyap2=cum[1]/ (kk*T) ;
lyap3=cum[2] / (kk*T) ;

}

printf ("lyapi=%1f; lyap2=41f; lyap3=4%1f", lyapl, lyap2, lyap3); //mo video
fprintf (fpout,"%1f %1f %1f\n", lyapl, lyap2, lyap3);// em arquivo
fclose(fpout); //fecha arquivo

/* Subroutina de Runge Kutta - quarta ordem*/
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void rk4(double t, int nv,double y[], double h, double g)

{
double hh=h/2.0, /* passo intermediario */
t1[NN], t2[NN], t3[NN], /* armazenamento temporario */
k1[NN], k2[NN], k3[NN],k4[NN]: /* para Runge-Kutta #/
byt i
for (i=0; i<nv; i++) t1[i] = y[i]1+0.5%(k1[i]=h*derivs(t, W By 130
for (i=0; i<nv; i++) t2[i] = y[i]+0.5%(k2[i]l=h*derivs(t+hh, t1, g, i1);
for (i=0; i<nv; i++) t3[i] = y[il+ (k3[i]=h*derivs(t+hh, t2, £, i));
for (i=0; i<nv; i++) k4[i] = hderivalt + h, 13, g, 1);
for (i=0; i<nv; i++) y[i] += (k1[i]+2.0%k2[i]+2.0%k3[1]+k4[i])/6.0;
¥
[ e e e e e e e e */

/* Definicao das derivadas das equacoes do atrator de Matsumoto-Chua */
double derivs(double t, double y[], double g,int i)
{
double k, F;
k=m_z*y[0]+0.5%(m_u-m_z)* (fabs (y[0]+1.0))+0.5% (m_z-m_u) * (fabs (y [0]-1.0)) ;
if (i == 0) return(10.0%(g*(y[11-y[0]1)-k));
if (1 == 1) return(gx(y[0]l-y[1])+y[2]);
if (i == 2) return(-6.0*y[1]);
if (ylo] € =1.0 || y(0] > 1.0) F = n_z:
else F = m_u;
//Equacoes linearizadas (Jacobiana) do sistema
if (i == 3) return(-10.0*(g+F)*y[3] + 10.0xgxy[6]);
if (1 == 4) return(-10.0*%(g+F)*y[4] + 10.0xg*y[7]);
if (i == 5) return(-10.0x(g+F)*y[5] + 10.0*g*y[8]);
if (1 == 6) return(gxy[3]-g*y[6]+y[9]);
if (i == 7) return(g+y[4]-g+y[71+y[10]);
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if (i == 8) return(gxy[5]-gxy[8]+y[11]);
if (i == 9) return(-6.0xy[6]); |
if (i == 10) return(-6.0%y[7]);

if (i == 11) return(-6.0x*y[8]);
return(0) ;



Apéndice B

Bicoeréncia do atrator de Rossler

Neste apéndice escrevemos as equagoes dos atratores de Lorenz e de Rossler usados no
Capitulo 4 na analise biespectral. Mostramos ainda o biespectro com as curvas de niveis para
o atrator de Réssler. Sendo seu acoplamento nao linear explicitamente quadrético (ZX) é
de se esperar que o biespectro seja quase um, como pode ser visto na Figura B.1.

Atrator de Lorenz

X = —o(X-Y) o =10 (B.1)
V = ¢ X-Y-XZ r=28
Z = XY-bZ b=28/3
Atrator de Rossler
X = ¥-2Z (B.2)
Y = X+al a=0,3982

7 = b+ZX-—¢ bh=2 c=4
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Figura B.1: Bicoeréncia para atrator cadtico de Réssler (@ =0,3982; b=20; ¢ = 4,0). An

de quatro intervalos temporais sucessivos, cada um com 1024 valores com intervalo de amostragem
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Figura B.2: Curvas de nivel para a bicoeréncia da Figura B.1 mostrando acoplamento quadratico

de freqiiéncias.
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