Capitulo 1

Equacoes de Lagrange

Neste Capitulo vamos recapitular os fundamentos da formulacdo Lagrangiana da Dindmica
Classica bem como algumas aplicagdes representativas que iremos acompanhar ao longo deste
livro. Nossa exposi¢do serd breve, pois o objetivo central deste livro € a formulacdo Hamil-
toniana. Entretanto, o leitor interessado em maiores detalhes sobre as equacdes de Lagrange
podera consultar alguns dos muitos livros-texto existentes, tanto a nivel de graduacdo como de
p6s-graduagao.

1.1 Coordenadas generalizadas

Um conjunto de n coordenadas generalizadas é uma cole¢do de n quantidades, (q1,92,...qx),
por meio das quais as posi¢coes das particulas em um sistema sdo especificadas. O estado de um
sistema de N particulas pode ser descrito pelas 3N coordenadas cartesianas de cada particula
(X1,Y1,21;%2,¥2,225 - - - XN, YN, 2N ), Ou também por um conjunto qualquer de 3N coordenadas
generalizadas (q1,42,...q3n), que estdo relacionadas as coordenadas cartesianas e ao tempo,
por expressoes da forma

g1 = q1(X1,Y1,21;X2,Y2,22} - - - XN, YN> 2N3 1),
g2 = q2(X1,Y1,215X2,Y2,22; - - - XN, YN+ 2N 1), (1.1)

43N = QSN(xla)’l;Zl;XZ;)’Z;ZZ;---XN,}’N,ZNQI)y

Se o determinante Jacobiano da transformacado entre as coordenadas cartesianas e as coor-
denadas generalizadas for ndo-nulo,

dq1/0x; dq2/dx; -+ dqan/ox]
9(q1,92,---93N) _ dq1/dy1 9q2/dy1 --- 9g3n/dyi
O(X1,¥1,-.-2N) : : : :

e PTOIE
9q1/9zn 9q2/dzy -+ 9Iq3n/dzn

podemos resolver o conjunto de equacdes (1.1) para obter as coordenadas cartesianas como
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20 CAPITULO 1. EQUACOES DE LAGRANGE

funcdes das coordenadas generalizadas:

x1 =x1(q1,92,..-q3n51),
1 =y1(91,92,---q3n5t), (1.3)

v =2n(q1,92, .- q3N;t).

As derivadas temporais das coordenadas generalizadas, ¢; = dg;/dt, i = 1,2,...n, sdo as
velocidades generalizadas a elas associadas . As componentes cartesianas das velocidades para
um sistema de N particulas podem ser expressas em termos das coordenadas e velocidades
generalizadas:

Zaxl_ x

Z a)’l g aY1 (1.4)

Z aZN aZN

A energia cinética do sistema de N particulas é dada, em coordenadas cartesianas, por

N
T =

i

mi (37 +37 +47) - (1.5

N =

1

Substituindo as relagdes (1.42) em (1.5), a energia cinética € escrita em termos das coordenadas
e velocidades generalizadas na forma

3N

3V 3N
1
T(gi,qist) 225 ke qkde+ Y, Brdr+To, (1.6)
k=1 i=1 k=1

onde os coeficientes Ay, By € Ty dependem, em geral, das coordenadas generalizadas e do
tempo, e sdo dados por:

N ox; 0x; ay,- dy; 0z azi>
A ; — et ——, 1.7
K Zim (3qk dq aqk dqr  9Iqi 9qy (1.7)
N ox; dx; dy; dy; 9z 0z
By (@5*@5*@5)’ -

N 2 2
1 axi ayi aZi
=Y —m | [ 22 el == . 1.9
A excecdo de sistemas de coordenadas em movimento, as coordenadas generalizadas nao
dependem explicitamente do tempo, de modo que os coeficientes By e Ty sdo identicamente

nulos. Em consequéncia, a energia cinética T = T (g;,4;) é uma expressdo quadratica nas
velocidades generalizadas, com coeficientes que dependem das coordenadas generalizadas.
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1.1.1 Sistema de coordenadas em rotacao uniforme
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Para descrever o movimento de uma particula de massa m no plano pode ser conveniente em-
pregar, como coordenadas generalizadas as coordenadas polares: g; = r, g = 0. Considerando
que o eixo de referéncia (em relagdo ao qual o angulo 6 é medido) gira no sentido anti-horario
com velocidade angular constante ® [Fig. ??], a relacdo entre coordenadas cartesianas e gene-

ralizadas é

x(q1,q2,t) = rcos(6+ ot),
y(q1,q2,t) = rsin(0+ ox).

Como, neste exemplo, N = 1, haverd quatro coeficientes da forma (1.7), viz.

ox \? ay \?
A“ZM(@J*(%J]
= m[cos?(8 + o) + sin?(8 + wr)] = m,
EENX)
1991992 9q1 9g2
= mr[—cos(0 + or) sin(0 + or) + sin(0 + wt) cos(6 4 wr )| = 0,

ox \? ay \?
Ap=m|{—) +(==
2 (341) (342>

Ap=Ay=m

= mr*[sin®(0 + wt) +cos? (0 + ot )] = mr?,

dois da forma (1.8), que sdo

[ dx dx | dy dy]

Br=miog o " ag o]

= mro|— cos(0 4 or) sin(0 4 or) + sin(6 + wr) cos(8 + ot )] = 0,

oo v ay
[0q2 Ot~ Oq> Ot |
= mrlw[sin®(0 4 wt) +cos? (0 + ot )] = mriw,

=3+ (3)]

= mr’@?[sin®(0 + r) + cos* (8 + wt)] = mr’®’.

Bzzm

e, finalmente,

A energia cinética da particula, de acordo com (1.6), serd

T(r,7,0,8) = = (A1141 + 24124192 +A2g3) +B1d1 + Bago + To,

N =N =

. . 1
(mif2 + mr292) +mrrmd + Emrz(;)z,

resultado este que pode ser obtido, naturalmente, por cdlculo direto.

(1.10)
(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)
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1.2 Lagrangiana

Caso as interacdes entre as N particulas do sistema sejam representadas por forgcas conservati-
vas, como € o caso das forgas gravitacionais e eletrostaticas, definimos uma energia potencial
que depende das coordenadas cartesianas das particulas, U = U (xy,y1,...zy). Em virtude das
relacoes (1.3), a energia potencial pode, assim, ser expressa em termos das coordenadas gene-
ralizadas e do tempo U = U(q1,q2, - - - qgn;t)-

H4 determinadas situacdes em que a energia potencial pode depender também das velocida-
des generalizadas, como no exemplo de uma particula carregada num campo eletromagnético,
ou ainda quando a particula move-se num meio viscoso linear (funcdo de Rayleigh).

Introduzimos, assim, a funcdo de Lagrange (ou Lagrangiana) como

L(qi,qist) = T(qi,qi) — U(qist). (1.19)

Em muitos sistemas mecanicos existem vinculos, que fazem com que algumas coordenadas
generalizadas ndo sejam independentes. Vinculos ditos holondmicos sdo tais que as condig¢des
de vinculo sao representadas por equagdes envolvendo as coordenadas e o tempo. Um exemplo
simples é o de uma particula restrita a mover-se na superficie de uma esfera de raio a. Usando
coordenadas cartesianas (x,y,z), a condi¢do de vinculo holonémico é r = a, que podemos ex-
pressar na forma

— 22 2=0
feyz) =x"+y +z"—a"=0.

J4 se a particula for livre para mover-se em todo o espago, com exce¢do do interior da esfera, a
condi¢do de vinculo é uma inequagdo (r > a) e, portanto, o vinculo é ndo-holondmico.

De maneira geral, para um sistema de N particulas sujeito a m vinculos holondmicos inde-
pendentes, ha m relagdes envolvendo as 3N coordenadas cartesianas € o tempo, na forma

filxi,y1,-..2v3t) =0,
H(x1,y1,...z858) =0, (1.20)
fm(x1,y1, ... zn5t) =0,

Definimos o nimero de graus de liberdade n do sistema como o nimero minimo de coor-
denadas necessdrias para especificar a sua configuracdo, apds eliminarmos as coordenadas que
se mantém constantes devido aos vinculos. Para um sistema de N particulas com m equagdes
de vinculos holondmicos, haverd n = 3N — m graus de liberdade. De fato, podemos resolver
as equacdes (1.20) para m das 3N coordenadas cartesianas em termos das demais n = 3N —m
coordenadas. Assim, apenas n coordenadas generalizadas precisam ser especificadas, e a La-
grangiana sera funcdo das n coordenadas, as respectivas velocidades generalizadas, € o tempo.

1.3 Principio de Hamilton

As equagdes de movimento correspondentes a uma dada Lagrangiana L(g;,q;,t) podem ser
obtidas por meio do principio variacional de Hamilton, que fornece condi¢cdes matematicas
necessdrias para que uma certa quantidade, a chamada integral de acdo, tenha um extremo (um
maximo ou um minimo). A integral de acdo € definida, em termos da Lagrangiana, como

i)

S = L(Qi7Qi7t)dt7 (121)

n
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T :

t 1, t
Figura 1.1: Diversos caminhos ligando dois pontos fixos no diagrama coordenada versus tempo.

onde #; e 1, sdo dois instantes de tempo fixos. Segundo o principio de Hamilton, 0 movimento
do sistema descrito por L(g;,q;,t) entre os instantes 7] e t, é tal que a integral de acdo seja
estaciondria.

Vamos considerar por simplicidade um sistema com um unico grau de liberdade, para o
qual consideramos diversos caminhos possiveis entre dois instantes de tempo fixos 71 e #, [Fig.
1.1]. Apenas um deles serd o que, de fato, representa 0 movimento do sistema (o “caminho
6timo”). Calculando a integral de acdo (1.21) para cada um destes infinitos caminhos, o cami-
nho 6timo corresponde aquele para o qual a integral (1.21) tenha um extremo (na verdade, um
valor minimo).

Descrevemos matematicamente estes infinitos caminhos, ligando os pontos fixos 1 e 2 na
Fig. 1.1, como pequenas variagdes do caminho 6timo,

q(t) — q(1) +3q(1), (1.22)

onde |8¢(1)| < |q(t)| parat; <t < t, e o simbolo d¢ indica uma varia¢do da coordenada gene-
ralizada correspondente. A integral de acdo S é estaciondria se é nula a sua variagao

38 =0, (1.23)

de modo que
S —S+0(3q%), (1.24)

onde o simbolo 0(8¢?) denota termos de ordem 8¢> ou superior. Como 8¢ é supostamente
pequeno, estes termos poderdo ser desprezados.

A variacdo dos caminhos pode ser expressa em termos de um parametro variacional a, tal
que

8q(t) = al(r), (1.25)

onde o = 0 indica o caminho 6timo, ou seja, aquele que torna a ag¢do estaciondria, correspon-
dendo efetivamente ao movimento do sistema. Definimos, também, uma funcao de deformacado
€(1), que deve ser diferenciavel no intervalo t; <t < t; e que anula-se nos pontos fixos do
movimento:

8(t1) = &(r2) = 0. (1.26)
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Passando, agora, para o caso de n graus de liberdade, os infinitos caminhos ligando os
dois pontos fixos podem ser escritos em fungdo do pardmetro variacional como ¢;(¢, ), onde
i=1,2,...n. O caminho 6timo serd denotado por ¢;(f,a = 0). Substituindo (1.25) em (1.22),
os demais caminhos serdo relacionados ao caminho 6timo por

qi(t, ) = gi(t,00=0)+agi(t),  (i=12,...n). (1.27)

A variagdo da agao correspondente as variacoes dos caminhos entre ¢ e #, serda

aS
oS = <£> da, (1.28)

de forma que, para termos uma agdo estaciondria no caminho 6timo, no sentido de (1.23),

impomos a condi¢ao
N
— =0. (1.29)
da o=0

ou seja, a integral de acdo tem um extremo, em relagdo ao parametro variacional o.

1.4 Equacoes de Lagrange

De (1.21), a integral de a¢ao, como fun¢do do parametro variacional, é

so) = [ arLqit, @), gilt,0).0). (1.30)

n
Como os instantes de tempo ¢ e £, sdo fixos, entdo

oS ) i (E)L aql’ oL 8q,>

0=/, ¥ 2\ 3590 T35 9a

1.31
5 ), 4L (1.31)

O segundo termo do lado direito da expressdo acima pode ser integrado por partes, dando
como resultado

2 9Ld¢; OLIg|* (2 dq;d (OL
[ SLoalt n, daid (—) , (1.32)
f dg; 0oL dq; 00 f t da. dt \ 9g;
Usando (1.27),
g
it 1.33
a(x Cl< )7 ( )
e que, devido a (1.26), anula-se nos pontos fixos. Assim,
oLl _,
8q‘l~ oo 1 -

tal que (1.31) seja reescrita como
S & [~ oL dg; d [JL\ 9g;
o= i a (i) s ) (139

Calculando a derivada no caminho 6timo teremos

oS noort oL d /9L
(@)a_ozi;/tl dt{a_%_z(a—%)}@(f)zo- (1.35)
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Na auséncia de vinculos, as coordenadas generalizadas sdo todas independentes entre si.
Assim, para uma deformacéo ;(¢) arbitraria, o integrando da expressdo acima deve ser identi-
camente nulo para todos os tempos e todos os graus de liberdade, o que nos leva as chamadas
equacoes de Lagrange

oL d (oL o
a_qi_a(a_qi):o, (i=1,2,...n), (136)

onde g; e ¢; sdo, agora, independentes do parametro variacional .
Caso a Lagrangiana ndo dependa explicitamente de alguma coordenada generalizada, por
exemplo gy, entdo dL/dqg; = 0 e as equagdes de Lagrange (1.36) nos informam que

d ([ oL
- (a_qk) =0, (1.37)

ou seja, a quantidade dL/dq; é uma constante do movimento. A coordenada gy € dita ignoravel,
ou ciclica.

Um exemplo simples € uma particula de massa m movendo-se no espaco, para a qual po-
demos usar como coordenadas generalizadas as suas coordenadas cartesianas (q1,q2,q3) =
(x,y,z), com as respectivas velocidades generalizadas (41,¢2,43) = (%,y,z). Supondo que a
particula mova-se sob a agdo de for¢as conservativas, haverd uma energia potencial U (x,y,z),
de modo que a Lagrangiana correspondente é

1
L= Em(x2+y'2+z2) —U(x,y,2). (1.38)

Havera uma equacgao de Lagrange da forma (1.36) para cada coordenada,

L d (oL - o
i 57) = gy =0 =129 -

que é a propria equagdo Newtoniana do movimento, uma vez que a i-ésima componente da
forca resultante sobre a particula é igual a —dU /dg;.

1.5 Equacoes de Lagrange na presenca de vinculos

As equagdes de Lagrange (1.36) sdo validas na presenca de vinculos holondmicos. Para um
sistema de N particulas no espago tridimensional, onde supomos a existéncia de m condicdes
de vinculo na forma dada por (1.20),

fixt, 1, .zwit) =0, (i=1,2,...m). (1.40)

Temos a possibilidade de escolher, como coordenadas generalizadas, quaisquer 3N fungdes
das coordenadas cartesianas e do tempo, desde que seja possivel resolver univocamente as
equagdes correspondentes em relagdo a (xj,y1,...zy). Usando esta liberdade de escolha, se-
lecionamos como as primeiras m coordenadas justamente as m fungdes de vinculo holonémico
dadas por (1.40), e as demais n = 3N — m coordenadas de uma maneira conveniente

qi(x1,¥1,-..2n3t) = fi(x1,y1,...2331) =0, (i=1,2,...m) (1.41)
qi(x1,¥1,---2n3t) = Qi(X1, Y1, 2N3 1), (i=m+1,m+2,...3N), (1.42)
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onde @; sdo as fungdes escolhidas para efetuar a transformacao desejada.

Se ignorarmos as condi¢des identicamente nulas, as equagoes (1.41)-(1.42) descrevem uma
transformacdo entre dois conjuntos de 3N varidveis, que podem ser resolvidas univocamente
desde que o Jacobiano da transformacao seja diferente de zero [vide (1.2)]. Desta forma, obte-
remos 3N relagdes da forma (1.3). Como esta transformagao de coordenadas € geral, podemos
expressar a condi¢cdo variacional (1.35) na presenca de m vinculos holondmicos, como

X[ oL
Lt a G oo 1

onde descartamos os m primeiros termos do somatdrio por serem identicamente nulos, devido
a (1.41). Nesta nova expressdo, as n = 3N — m coordenadas g; sdo agora independentes por
constru¢do. Podemos, assim, igualar a zero o termo entre chaves, para deformacoes 1; ar-
bitrarias, o que nos conduz a um conjunto de n equacdes de Lagrange:

oL d [dL o
a_ql-__(a_q,):()’ (i=m+1,m+2,...3N). (1.44)

Se um sistema possuir vinculos holondmicos, poderemos sempre encontrar um conjunto
adequado de coordenadas generalizadas, em termos das quais as equacodes de Lagrange nao
facam referéncia explicita aos vinculos. Caso os vinculos do sistema sejam holondmicos, pode-
se mostrar que as equagdes de Lagrange sdo condicdes necessdrias e suficientes para que a
integral de acdo S tenha um extremo (na préitica, um valor minimo). J4 para vinculos nao-
holondmicos, as equacdes de Lagrange sdo condi¢des apenas necessarias.

Se, no entanto, desejamos determinar as for¢cas de vinculo que atuam sobre um sistema com
vinculos holonémicos, podemos fazé-lo introduzindo os chamados multiplicadores indetermi-
nados de Lagrange. Escrevendo as m condi¢des de vinculo (1.31) em termos das coordenadas
generalizadas e do tempo, obtemos

dfi(q1,q92,---qn;t) =0, (k=1,2,...m) (1.45)

Pela formula da diferencial total,

Z af “a af Kdr = 0. (1.46)

A variagdo da agao (1.28) pode ser escrita, em vista de (1.34), como

n I (JdL oL
dt — dg; = 0. 1.47
/rl ,:Zl {aqz' <3q1> } 7= (147

Na presenca de vinculos, as coordenadas generalizadas ¢; nao sao independentes, e portanto
nao € possivel igualar a zero o termo entre chaves, como fizemos na Sec¢do 1.3.

- 9k
i 9ai

Para eliminarmos as coordenadas dependentes, introduzimos m multiplicadores de Lagrange
Ak (1), tal que

Zaf"s =0, (k=1,2,...m). (1.49)
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Figura 1.2: Particula deslizando por um hemisfério.
Somando sobre o indice k e integrando no tempo entre os instantes ¢ € t2,
/tzd Y Y ) s =0 (1.50)
t k(f)=—0qg; = 0. .
ho g=li=1 dgi
Adicionando (1.47) a equagao anterior, membro-a-membro,

/tzd y oL ( ) Y a2 Lg =0 (151)
1Y {——— i=0. :
t i—1 dg; dq; =1 ¢ (] 7

Escolhemos os multiplicadores de Lagrange tais que o termo entre chaves seja identicamente
nulo, ou seja,

oL oL o ofi
o _ 2 LY MYk o, (1.52)
9qi (%) k; “ >8qi
Definindo os coeficientes de vinculo,
o)
ayi = ﬁ, (1.53)
g
as equagoes de Lagrange (1.52) podem ser colocadas na forma
d aL 8L
— | —=—=0; k i 1.54

onde Q; é chamada for¢a de vinculo generalizada.

1.5.1 Particula deslizando por um hemisfério

Como um exemplo simples de aplicagcdo desta técnica, consideremos uma particula de massa
m, inicialmente no topo de um hemisfério de raio a. A particula recebe um piparote e comeca
a deslizar sem atrito pelo hemisfério [Fig. 1.2]. Desejamos saber para que adngulo critico a
particula deixa a superficie do hemisfério. Usando coordenadas polares, a condi¢do de vinculo
(holondmico), neste caso, é f(r,0) = r —a = 0, de modo que os coeficientes de vinculo sdo

of _ _9f

ar:§—l, ae—a—e:O. (155)

Como hd uma tnica condicédo de vinculo, haverd um sé multiplicador de Lagrange A.
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Figura 1.3: Oscilador harmonico tridimensional anisotrépico.

A Lagrangiana do sistema € escrita, neste caso, sem implementa¢do do vinculo, ou seja,
supondo a distancia radial r varidvel:

1 )
L=T-U= 3" (r'2+r292) — mgrcos®. (1.56)

As equagoes (1.54) sdo, portanto,

mrd* —mgcos® — rit+A =0 (1.57)
mgrsin® —m(r*® +2ri) = 0. (1.58)

Impondo, agora, o vinculo r = a, temos que 7 = # = 0, de modo que as equagdes acima
tornam-se

ma®® —mgcos®+A =0 (1.59)
mgasin @ — ma*6 = 0. (1.60)
De (1.60) temos a equacao
. .dO g |
9—9%—5sm9, (161)

onde usamos a regra da cadeia. Integrando obtemos

6?2
—:—‘gcosE)-I-C, (1.62)
2 a

onde a constante de integragdo C € determinada pelas condiges iniciais que, neste problema,
sdo 0(t =0) =06(r =0) =0, donde C = g/a. Substituindo o resultado em (1.62) e fazendo
alguns rearranjos algébricos obtemos o multiplicador de Lagrange

A(0) = mg(3cosd—2). (1.63)

Uma analise elementar mostra que a forca de vinculo correspondente Q, = A é a reagao
normal do hemisfério. A particula deixa a superficie do hemisfério quando esta for¢a se anula,
0 que ocorre para um angulo critico dado por cos60y = 2/3, ou seja, 0y ~ 48,19°.

1.6 Oscilador harmonico

Um oscilador harmonico tridimensional anisotropico consiste em uma particula de massa m
presa por molas de constantes eldsticas ky, ky € k; [Fig. 1.3]. Admitindo vélida a lei de Hooke
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para as deformacgdes elésticas das molas, a energia potencial correspondente €

U(x,,2) = = (ket® +kyy* +k;2%)

—_ N =

= —m (03 + 07y* + 027%) (1.64)

[\9)

onde definimos as frequéncias naturais ao longo das trés direcoes,

kx ky kZ
.Y — /2, =/= 1.65
o - @y =1/ O =1/~ (1.65)

A Lagrangiana do sistema €

1 1
L=T-U-= Em(x2+y2+z'2) — Em((o)%xz—l—co%yZ%—cogzz), (1.66)

de maneira que a equacao de Lagrange correspondente a coordenada x é

oL d (oL

Determinando as derivadas parciais da Lagrangiana em relacdo a x e x, obtemos

d
mw’x + — (mx) =0, (1.68)
dt
que pode ser escrita na forma
¥+ 0x=0. (1.69)

Analogamente, para os outros graus de liberdade, as equagdes de movimento correspondentes
sao

j+wry =0, (1.70)
i+wlz=0, (1.71)

As solugdes gerais de (1.69)-(1.71) sdo, respectivamente, dadas por

x(t) = Aycos(@yt +Vy), (1.72)
y(t) =Aycos(@yt +By), (1.73)
2(1) = A, cos(®,1 +9.), (1.74)

onde Ay, sdo as amplitudes da oscilagdo em cada dire¢@o espacial, e Uy, , as fases iniciais.
Todas elas sao constantes de integracao, cujos valores sdo determinados pelas condicdes iniciais
do sistema.

Consideramos a posicao e a velocidade iniciais na direcao x dadas, respectivamente, por

x(t =0) = xo, x(t =0) = vy. (1.75)

Derivando em relagdo ao tempo a solucdo (1.72), e substituindo as condi¢des iniciais (1.75),
obtemos
Ax COS ﬂx — .XO, _wax Senﬁx — on, (1.76)
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Figura 1.4: Figuras de Lissajous no plano xy para A, = A, = 1. (a) ©y = 0, = 1, 9, = 0, = 0;
(b) o, = o, =1, 9, =7/4, ¥, = 0. Nos demais 9, = /2, ¥, =0, com: (c) ®, = 0, = 1;
o=2,0,=1,() 0, =2, 0,=3; ) o, =4, ®, =3; (g) o, =4, ®, =5; (h) o, =1,
oy =v2; (i) 0, = 1, @y = /5.
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|

Figura 1.5: Péndulo simples.

0 que determina as constantes de integragao,

A= x2—|—v—’2€0 (1.77)
X — 0 0)27 .
X

Vx0
Uy = arctg | — , (1.78)
Wy X0
com expressoes andlogas nas dire¢des y e z.
As solucdes (1.72)-(1.73) representam oscilagdes harmonicas independentes nas direcoes x,
y € zcom frequéncias My, W, € W, respectivamente. O movimento da particula esta confinado ao
interior de um paralelepipedo de arestas 2A,, 2A, e 2A;. Se as frequéncias forem comensuraveis,
entdo existem inteiros positivos (diferentes de zero) n,, ny € n, tais que
0, O, o
222 (1.79)
ne ny  ng
de modo que as razdes entre as frequéncias sao nimeros racionais. Neste caso as trajetorias
serdo fechadas, formando as figuras de Lissajous, e o movimento € periédico. Alguns exemplos,
no plano xy, estdo representados nas Figuras 1.4(a) até (g). Se os inteiros (ny,ny,n;) forem
numeros primos entre si (ndo hd divisor inteiro comum) o periodo do movimento é

. 2nn, 2mn, 27mn,
Oy oy ©,

Caso as frequéncias sejam incomensuraveis nao ha uma relagdao da forma (1.79) e portanto
as trajetdrias ndo mais serdao fechadas, preenchendo densamente o interior do paralelepipedo.
Estas trajetorias sdo ergddicas no sentido de que a particula ird aproximar-se de qualquer ponto
no interior do paralelepipedo ao longo do tempo [Figs. 1.4(h) e (i)]. Este tipo de movimento é
também chamado quase-periddico.

Finalmente, se as trés frequéncias forem iguais (oscilador isotrépico), entdo temos um caso
particular da relacdo (1.79) com ny, = ny, = n; = 1. Em um periodo T a particula executa um
ciclo completo de oscilagdo em cada direcdo, A trajetdria, neste caso, pode ser um segumento
de reta, uma elipse ou um circulo, dependendo dos valores das fases (0, 9y, 0;) [Figs. 1.4(a)
até (o)].

(1.80)

1.7 Pendulo

O péndulo simples é formado por uma particula de massa m presa a um ponto de suspensao
O por uma haste rigida inextensivel e de massa desprezivel de comprimento a (é, de fato, um



32 CAPITULO 1. EQUACOES DE LAGRANGE

rotor num plano vertical) [Fig. 1.5]. A posi¢cdo da haste € descrita pela coordenada generalizada
g = 0, medida em relagao a posi¢ao de equilibrio.
A energia cinética de rota¢do do péndulo é dada pela expressao
| S
T=-16", (1.81)

2
onde I = ma® é o momento de inércia em relacdo a um eixo que passa pelo ponto O e é perpen-
dicular ao plano. O péndulo esta sujeito a uma forca gravitacional constante, de modo que sua
energia potencial é

U =mgh = mga(1l —cos9), (1.82)
onde g € a aceleracao da gravidade. A Lagrangiana do sistema serd
1 .
L= Emazez—mga(l—cose). (1.83)

e a equagao de Lagrange correspondente

oL d (dL .
5" 7 <£) = —mgasen® —ma*6 = 0. (1.84)
Definindo a frequéncia angular
0o = \/g : (1.85)
a
a equacdo de movimento (1.84) torna-se
0+ wj sen® = 0. (1.86)

1.7.1 Solucao da equacao do movimento

Vamos considerar as seguintes condi¢des iniciais
8(t =0) = 0y, 8(t=0)=0, (1.87)

onde 0 serd a amplitude das oscilacdes. Multiplicando (1.86) por 8 obtemos

66+ wjsend6 =0, (1.88)
que podemos reescrever como
d (1o o
L -y - 1.
7 (2 6° — mwcos 6) 0, (1.89)

de modo que o termo entre parénteses € uma constante do movimento. Tendo isso em mente, e
substituindo (1.87) em (1.89), resulta em

1.

592—0)3 cos® = —@j cos By. (1.90)
Colocando 6 em evidéncia,

do

E::t\/Zw(z)(cose—coseo), (1.91)
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e escolhendo o sinal negativo, sem perda de generalidade, exprimimos essa relacio como uma
quadratura na variavel 0

6 do
IE/ — V2wt (1.92)
8, v/cos0 —cosB

Usando a férmula do arco-metade da trigonometria reescrevemos o integrando como

1 ) —1/2
1= ﬁcosec% o do (1 —cosecz% senzg> (1.93)

Fazemos uma substitui¢do de varidvel, de 0 para ¢, definida implicitamente por
0 0o
- e 1.94
sen 5 sen 0 sen > ( )

tal que, se 6 = 09, entdo ¢ = m/2. Diferenciando essa expressdo obtemos

1 0 0
5 €05 d6 = sen 30 cosddo. (1.95)
Inserindo (1.94) e (1.95) em (1.93), apds algumas simplificacdes algébricas a integral torna-
se
I1=— do (1— sen’— sen? , 1.96

cuja solucdo envolve o uso de fungdes elipticas de Jacobi, cujas propriedades bdsicas estdao
elencadas no Apéndice A. Definindo o médulo eliptico

k = sen <%> , (1.97)
2
tal que 0 < k% < 1, temos
2
I =—{F(0,k) —K(k)}, 1.98
ﬂ{ (9,k) —K(k)} (1.98)
onde ‘ "
F(0.k) = / S S 1.99
(0:6) 0 v1—k%sen?8 (1.99)
¢ a integral eliptica incompleta de primeira espécie, enquanto
K(K) = F(m/2,k) / T do (1.100)
=F(r/2,k) = _— .
0 1 —k? sen?0

€ a respectiva integral eliptica completa.
Com estas defini¢des, a quadratura (1.92) nos leva ao seguinte resultado

0 0
uEF<¢, sen?O) :K<sen?0> —pt. (1.101)

Invertendo a integral eliptica incompleta de primeira espécie [cf. (??)] temos a amplitude
de Jacobi
0 =am (u,k) = F ' (u,k), (1.102)
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tal que, pela defini¢do do seno eliptico [cf. (A.12)],
sn (u,k) = send = sen (am (u,k)). (1.103)

Usando (1.94), retornamos para a varidvel original 0, dada por

8(t) =2 arcsen {sen%sn (—(Dol‘ +K (sen%)) } . (1.104)

Se a amplitude das oscilacdes for muito pequena, entao
0o G
k= — =% 1.105
sen < > ) 5 < 1, ( )

de modo que podemos usar as seguintes aproximagdes: K(k) ~m/2 [cf. (A.4)] e sn(u, k)~ senu
[cf. (A.15)]. Assim, a solucao do péndulo (1.104) reduz-se, no caso de pequenas amplitudes, a
expressao valida para o oscilador harmonico

e(t) =0 COS((D()I), (1.106)

em vista das condi¢des iniciais (1.87).

Na figura 1.6(a) n6s mostramos a solu¢ao exata, dada por (1.104), como funcao de wot, no
caso de uma amplitude 8p = 0, 17T = 189, e a comparamos com a solu¢@o aproximada do tipo
oscilador harmonico, dada por (1.106). A concordancia entre as solugdes € bastante satisfatoria,
especialmente para tempos pequenos. Ja para amplitudes maiores, como na Fig. 1.6(b), para
a qual 8 = 0,51 =90, as solucdes diferem bastante com o passar do tempo, o que € natural
pois a solu¢ao aproximada nao depende da amplitude. Finalmente, na Fig. 1.6(c), comparamos
as solucdes exatas para diferentes valores da amplitude, a saber: 8y = 144°, 1627, ¢ 178,2°.

1.7.2 Periodo das oscilacoes

O periodo 7 das oscilagdes do péndulo ¢ definido pela condi¢do
0(r) =0(t+1). (1.107)

Como o seno eliptico sn(u,k) é uma fungdo com periodo 4K (k) [cf. (A.28)], usando (1.104)

temos 4K(k)
a
o (k) p

No caso particular de pequenas amplitudes (k = 0) usamos a aproximagdo K(k) ~ /2, de
modo que

T

A(n/2) 2
o= Hr2) _m_ o [a (1.109)
0o ) 4

e que € independente da amplitude. Portanto,

2
lz—K(sen%>, (1.110)
9 T 2

Observamos que € razoavel empregar a aproximagao T ~ T até amplitudes da ordem de 0, Srad ~
28°.
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— exata
—- aproximada

T3

— exata
—- aproximada

04

0,2

| ’
25

-0.2
! ;
25

Figura 1.6: Solucdes exata e aproximada para a equacdo de movimento do péndulo com ampli-
tudes (a) 8p =0, 1w e (b) 69 = 0,5m. (c) Solucdes exatas para o péndulo com diferentes valores

da amplitude 6. (d) Periodo normalizado do péndulo em fun¢do da amplitude 6.
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Y

Figura 1.7: Sistema de duas particulas e seu centro de massa.

Para amplitudes ndo tdo pequenas assim, usamos a expansao (A.9) para a integral eliptica
completa de primeira espécie, tal que o periodo (1.108) € dado por uma série de poténcias do
parametro k:

T 1 9
SR BT Iy C I 1.111
w1t tg kit ( )
Considerando k ~ 6y /2 a expansao fica, em termos da amplitude,
T 1 9
— =14+ —0+—— 0+ 1.112
% 160 1020 (1.112)

mostrando que o periodo das oscilagdes aumenta com a amplitude. De fato, a amplitude méxima
0o = m, é tal que k = sen(m/2) = 1. Como K(k) diverge para k — 1 entdo o periodo tende a
infinito no ponto de amplitude méaxima [cf. Fig. 1.6(d)].

1.8 Particula num potencial central

O problema de uma particula num potencial central ¢ um dos mais importantes na Dinamica,
uma vez que forcas importantes como a gravitacional e a eletrostdtica pertencem a esta catego-
ria.

1.8.1 Lagrangiana do sistema de duas particulas

Vamos considerar um sistema de duas particulas de massas m; e my, localizadas pelos vetores
de posi¢do r; e rp, respectivamente. A energia cinética do sistema €

1 1
T = Emli‘%-l- Emzrg. (1.113)

Um conjunto conveniente de coordenadas generalizadas € formado pelas coordenadas do
centro de massa, definidas pelo vetor [Fig. 1.7],

_ m x| +mar;
my +my

R (1.114)
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Figura 1.8: Sistema de coordenadas esféricas.

e as coordenadas do movimento relativo,
r=r|—r. (1.115)

Resolvemos este sistema em favor dos vetores de posi¢ao de cada particula:

rr=R+—"F"—r, (1.116)
my+mp
mi
rn=R———r. 1.117
2 peapI— ( )

Derivando estas relacdes em relagdo ao tempo e substituindo em (1.113), a energia cinética do
sistema assume a forma

1 o1
T:z(m1+m2)R2+§mr2, (1.118)

onde definimos a massa reduzida do sistema
mipmy

= —. 1.119
my +my ( )

O primeiro termo em (1.118) representa a energia cinética do centro de massa, enquanto o
segundo termo a energia cinética do movimento relativo.

As particulas interagem por meio de uma forca central que depende do mddulo da distancia
entre eles. Por ser uma forca conservativa, ela € derivavel de uma energia potencial

U =U(jr; —r2]) = U(Jr]). (1.120)

Ignorando o movimento do centro de massa, podemos construir a Lagrangiana associada ao
movimento relativo,

1
L:T—U:Eer—Uur\), (1.121)

que descreve o movimento de uma particula com a massa reduzida m num potencial central
U(r), onde r é a distincia ao centro de forca, situado na origem do sistema de coordenadas.
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Em trés dimensdes espaciais usamos coordenadas esféricas (r,0,9), que estdo relacionadas
as coordenadas cartesianas pelas férmulas [Fig. 1.8]

x=rsen0cosd, (1.122)
y=rsen0 sen0, (1.123)
z=rcos0. (1.124)

Derivando as expressdes acima em relagdo ao tempo temos

ox . Ox
X = 35, r—l—899+ ¢¢
= sen@ cosq)r—i—rcose cos$O—rsenBsend (1.125)
ay ay
9
“ar Tt ¢¢
= sen® sen¢r+rcos@ sen®O -+ rsenB cosd (1.126)
. az 8
=cosO7—rsen0o. (1.127)

Elevando ao quadrado e somando estas expressoes obtemos
2

2=+ +22 =7+ 0%+ r* sen?0¢?, (1.128)

0 que nos habilita a expressar a energia cinética do movimento relativo do sistema de duas
particulas como

Tz%(f2+r292+r2 sen?0¢?). (1.129)

Lembrando que a coordenada r é o proprio médulo do vetor posicdo, a Lagrangiana de uma
particula sujeita a um potencial central sera

L=2 (P 487+ sen’0) —U(r). (1.130)
Havera trés equagdes de Lagrange, uma para cada coordenada:

on_d o0y _,
or oF ’

dU

mr(éz-l-senzed)z)—g—mi‘:o, (1.131)
oL _d (ay
00 dr\ob)

mr? sen® cos O ¢ — % (mr*8) =0, (1.132)
oL _d () _g
90 dt \ 90
% (mr*sen?0¢) =0. (1.133)
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1.8.2 Movimento no plano

A terceira equacdo de Lagrange, (1.133), pode ser integrada diretamente, resultando

mrzsenzed):const., (1.134)

e que identificamos como o momentum angular da particula em relacdo a um eixo que passa
pela origem (eixo polar). A relacdo (1.134) indica que este momentum angular € constante para
qualquer escolha desse eixo. Se optarmos por um eixo polar que coincida com a direcdo do
vetor posi¢do r da particula num certo instante, entdo 6 = 0 e a constante em (1.134) é nula.

As equagdes de Lagrange que restam, (1.131) e (1.132) devem ser resolvidas de maneira
que o movimento subsequente da particula, tal que tanto r como 0 tenham valores diferentes
de zero. Portanto, devemos ter necessariamente que ¢ = O para que (1.134) seja satisfeita para
todos os tempos. Como ¢ € constante, a trajetoria da particula deve permanecer num mesmo
plano ao longo do movimento. Escolhendo, sem perda de generalidade, o plano ¢ = 0, a posi¢ao
da particula serd descrita por duas coordenadas (r,8).

A Lagrangiana para o movimento plano da particula € obtida a partir de (1.130) como

L= % (P 426 4 1% sen0) — U(r), (1.135)
que, desta vez, nao depende explicitamente de 0, que torna-se uma nova coordenada ignoravel.
Aplicando ¢ = 0 na equagdo (1.132) chegamos a relagio

d

E(mrze) =0, (1.136)

a qual, apds sua integracdo, fornece uma nova constante do movimento
mr*® = const. =/, (1.137)

que é o momentum angular da particula em relacdo a um eixo que passa pela origem e é per-
pendicular ao plano da trajetoria.

A constancia desta quantidade é uma decorréncia do principio de conservacdo do momen-
tum angular. Como a derivada temporal do momentum angular € igual ao torque resultante sobre
a particula, sendo este torque nulo para uma forca central, resulta que 0 momentum angular é
conservado. Da relagdo (1.137) exprimimos a velocidade angular da particula como

do l
—_—=—. 1.138
dt  mr? ( )
A equagao de movimento restante, (1.131), refere-se a direcao radial:
. dU
mit — mre> + — =0, (1.139)
dr
Usando (1.138) ela pode ser reescrita numa forma que s6 contenha r e suas derivadas:
d 2 dU,¢(r)
F=—— — | = 1.14
mr dr <U(r) + 2mr2> dr (1.140)
onde definimos a energia potencial efetiva
£2
Uef(r) =U(r) + 5 . (1.141)
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de maneira que (1.140) € a equagdo do movimento unidimensional (na dire¢do radial) de uma
particula sob o potencial central efetivo (1.141). O termo £ /2mr? representa uma barreira
repulsiva de potencial, ou “barreira centrifuga”.
Multiplicando ambos os membros de (1.140) por 7, usando a regra da cadeia, e rearranjando

0s termos obtemos

d (1 , 2

7 (imr +U(r)+w> =0, (1.142)
donde o termo entre parénteses é uma constante do movimento, que podemos identificar como
a energia total da particula

1, 2
E = Smi +U(r)+ R (1.143)
Colocando 7 em evidéncia na expressao acima e separando os termos obtemos
2 G
dt =drs — |[E—-U(r) — 1.144
" { m l (r) 2mr2} } ’ ( )

que pode ser integrada para determinar r como fungdo do tempo, caso a energia potencial U (r)
seja conhecida. Em [40] (Secdo 3-5) e [30] (§48) sdo discutidos casos em que esta integracao
pode ser efetuada analiticamente.

1.8.3 Problema de Kepler

O problema de Kepler consiste no movimento de um planeta de massa m; sob a a¢cdo do campo
gravitacional produzido por uma estrela de massa m,. Como a forca gravitacional entre a estrela
e o planeta é central, ignorando o movimento do centro de massa, reduzimos o problema de
Kepler ao movimento ao de uma particula de massa reduzida m = mymy /(m; + my) sob a agdo

de um potencial central

U(r) = —’f, (1.145)

r

onde k£ > 0 € uma constante e r € a distancia entre a particula e o centro de forca.
Substituindo (1.145) em (1.144)

2 —-1/2
dt =dr [% (E-I—l—c—£—>1 . (1.146)

De (1.137) resulta que dt = (mr?/{)d® e podemos integrar (1.146) na varidvel angular

2 —1/2
e—eozéfd—r 2 (ppk_t , (1.147)
mJ) r*|\m ro 2mr?

onde 6 € uma constante de integracdo (ndo necessariamente o valor inicial de 0).
Fazendo a substituicdao de varidvel

1 1
u=-, du=——dr=—u’dr (1.148)
r

transformamos (1.147) na seguinte quadratura,

dmE  2mk -1/2
e-eOZ/du[iJrﬁu—uz : (1.149)
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excentricidade | energia | cOnica
e>1 E>0 hipérbole
e=1 E=0 parabola

O<e<l1 Un<E<O0]| elipse

e=1 E=U, circulo

Tabela 1.1: Diferentes tipos de secdes conicas, dependendo da energia da particula

que pode ser efetuada com o auxilio da férmula

/ du 1 A [_ b+2cu 1
va+bu+cu? —c Vb2 —4dac]|’
onde a =2mE/ 2, b= 2mk/ (% e c = —1, com o seguinte resultado
2 -1
660 = —arccos 4 _L1/MK) . (1.150)
V1 +2E02/mk?

Voltando a varidvel original r = 1/u, a inversdo desta expressdo fornece a equagdo da tra-
jetoria
1

;:C[l-i-?,cos(e—eo)], (1.151)

que descreve uma curva cOnica no plano, onde definimos as constantes

k
C:’Z—Z, (1.152)

2E /(2
=\/14+—. 1.153
e=\/1+- 7 ( )

A quantidade 1/C é chamada latus rectum, enquanto € € a excentricidade da 6rbita.

As se¢des conicas sao curvas planas formadas pelas intersecdes entre um plano e uma su-
perficie conica. Dependendo do valor da energia E da particula (e, portanto, da excentricidade
€), temos diferentes secdes cOnicas para as Orbitas, conforme a Tabela 1.1.

No problema de Kepler, onde E = —|E| < 0, a expressdo (1.151) descreve uma elipse de
excentricidade 0 < € < 1, desde que E > Eg = —mk?/2(?, onde Eq é o valor minimo da energia
potencial efetiva U,y (se E < Ep ndo hd movimento possivel). Esta € a Primeira Lei de Kepler
do movimento planetario: a elipse é o lugar geométrico dos pontos tais que a soma de suas
distancias a dois pontos fixos (os focos) € constante, e igual a 2a, onde a é o semi-eixo maior
[54]. As chamadas distancias apsidais r; e rp sdo tais que

a_l”1-|—r2
2 9

(1.154)

e correspondem aos pontos da elipse para os quais o angulo 8 — 0 € igual, respectivamente, a 0
e ©t [Fig. 1.9], donde (1.151) implica em

1

m. (1.155)

rn2=
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Figura 1.9: Orbita eliptica mostrando os seus principais pardmetros geométricos, no caso 6g =
0.

Substituindo o resultado em (1.154) e usando (1.152)-(1.153) resulta que o semi-eixo maior
da trajetdria eliptica é
k

=—. 1.156

O semi-eixo menor da elipse serd

b=aV1—¢€=——-+— \/T|E| (1.157)

A drea infinitesimal varrida pelo raio vetor num intervalo de tempo dt € [Fig. 1.9]

1
dA = > r(rd®), (1.158)
tal que a velocidade com que as areas s@o varridas é constante (Segunda Lei de Kepler do

movimento planetario), pois

dA 1 2 e ¢
= = t. 1.159
a2 ar am " (1.159)
onde usamos (1.137). Na verdade, basta que o potencial seja central para que a segunda lei de
Kepler seja valida.
Integrando essa expressdo ao longo de uma 6rbita completa resulta que o periodo do movi-

mento é
B 2mA B 2mmab

e 0
onde empregamos a férmula A = Tab para a drea de uma elipse de semi-eixos a € b. Usando

(1.153) e (1.156) obtemos
\/ﬁ |E|3/2 \/jcﬁ/z (1.161)

que expressa a Terceira Lei de Kepler: os quadrados dos periodos sdo proporcionais aos cubos
dos semi-eixos maiores das Orbitas planetdrias. No entanto, deve-se ter em conta que, como
(1.161) € expressa em termos da massa reduzida, a constante de proporcionalidade deve ser
diferente para cada planeta [cf. [33], secdo 8.7].

(1.160)
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1.9 Particula carregada num campo eletromagnético

A descri¢do Lagrangiana do movimento de particulas carregadas em campos eletromagnéticos
dependentes do tempo € um exemplo importante de energia potencial generalizada, que depende
das coordenadas e velocidades generalizadas.

1.9.1 Energia potencial generalizada

Substituindo a Lagrangiana L = T — U nas equacdes de Lagrange (1.36) obtemos

d [d(T-U oT-U
doT-U)) oT-U)_, (1.162)
dt 9q; dg;
Se a energia potencial U ndo depende das velocidades generalizadas (dU /d¢; =0), a equag@do
(1.162) pode ser escrita na forma
d (oT oT
(=) = =0, 1.163
onde definimos as for¢as generalizadas
ou
Qi=——. (1.164)
g

Existem algumas situacdes de interesse fisico onde a energia potencial pode depender das
velocidades generalizadas. Uma delas € quando as forgcas generalizadas podem ser escritas na

forma d (v oV
Qi:E (a—ql> —a—qi, (1.165)

onde V € chamada energia potencial generalizada. Substituindo (1.165) nas equacoes de La-
grange (1.163) elas sao expressas na forma

d (o(T—-V oT -V
— ( - ) — ( ) =0. (1.166)
dt 9q; dq;
Se, finalmente, redefinirmos a Lagrangiana como
L(%',q'i,l):T(Qiyqi7t)_V(Qi7Qi)7 (1167)
as equacgoes de Lagrange reduzem-se a forma usual

d (dL oL
— | == |—=—=0. 1.168
dt (86],) aq,- ( )

1.9.2 Potenciais eletromagnéticos

Os campos elétricos E(r,#) e magnéticos B(r,7) satisfazem as equac¢des de Maxwell no vicuo
que, no sistema internacional (MKSA), sao dadas por

P

V-E=—, (1.169)
€
oB
VXE=—— 1.170
X 3 ( )
V-B=0, (1.171)

oE
V% B =) + oo . (1.172)
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onde p e J sdo as densidades de carga e corrente elétricas, respectivamente. A permissividade
elétrica €y e a permeabilidade magnética do vacuo ug satisfazem a relagao

1
c=4—, (1.173)
\/ €oto
onde ¢ € a velocidade da luz no vacuo.

Os campos eletromagnéticos podem ser expressos em fungdo dos potenciais eletromagnéticos
escalar ®(r,t) e vetorial A(r,#) por meio das relagdes

oA
E——VCID—E, (1.174)

B =V xA. (1.175)

Os potenciais eletromagnéticos nao determinam de forma univoca os campos E e B: (1.174) e
(1.175) sao invariantes mediante as seguintes transformacdes de calibre

oA
® Dt (1.176)
A—A—VA, (1.177)

onde A(r,7) é uma fungdo arbitraria. Em problemas envolvendo campos E e B dependentes
do tempo, usaremos o chamado calibre de Lorenz, que € uma condicdo a ser satisfeita pelos

potenciais eletromagnéticos
10

2o

A forca de Lorentz sobre uma particula de carga e é

V-A+ 0. (1.178)

F=c¢(E+vxB), (1.179)

de forma que a equacdo Newtoniana de movimento de uma particula carregada de massa m é

dv e 0A
—=—¢—-Vb— — V xA 1.180

dt m{ aﬁvx( 8 )}’ ( )
onde usamos (1.174) e (1.175) para exprimir os campos eletromagnéticos em termos dos res-
pectivos potenciais.

1.9.3 Lagrangiana

Vamos demonstrar, agora, que este sistema pode ser descrito por uma energia potencial genera-
lizada dada por
V(r,v,t) = e®(r,t) —eA(r,t)-v (1.181)

de sorte que a Lagrangiana de uma particula carregada num campo eletromagnético seja dada
por (1.167) e (1.181) como

1
L:EmVZ—eanreA-v. (1.182)

As equacdes de Lagrange correspondentes, dadas em componentes por (1.168), podem ser

expressas vetorialmente como

(VuL) - VL=0, (1.183)
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onde os gradientes em relagdo as posicdes e velocidades sdo, respectivamente, dados pelos
operadores diferenciais vetoriais

0 0 0
Jd o0 0
Vy = (a_vx’a_w’a_v) (1.185)
Usando a identidade vetorial
V(A-B)=(A-V)B+(B-V) A+Ax (VxB)+Bx (VxA), (1.186)

e lembrando que as derivadas em relagdao as componentes de r sao calculadas para v constante
e vice-versa, resulta que Vv? = 0, donde o gradiente da Lagrangiana serd

VL=—-VV =—eV®+e(v-V)A+evx (VxA). (1.187)

A mesma identidade fornece, para o gradiente em relacao as componentes da velocidade, a
relacdo
Vo2 =2(v-Vy)v =2y, (1.188)

de sorte que, para a Lagrangiana (1.182), temos
VyL = mv + eA. (1.189)

Substituindo (1.187) e (1.189) na equagdo de Lagrange (1.183) é

d
E(mv-l—eA) =—eVP+e(v-V)A+evx (VxA)=0. (1.190)

A derivada total do potencial vetorial é

dA dxdA dydA dzdA OA 0A
e e e L T (v VA — 1.191
dt dtax+dtay+dt8z+at (v-V) +az ( )
Inserindo-a em (1.190) chegamos ao resultado final
d 0A
md—::—ev¢—e§+evx(VxA), (1.192)

que € a equacao de movimento Newtoniana (1.180).

1.9.4 Campo magnético uniforme

Uma situagdo com vdrias aplicagdes fisicas € a de uma particula sujeita a um campo magnético
uniforme na dire¢do z: B = Boi e sem campo elétrico. Os potenciais eletromagnéticos corres-
pondentes sdao

A=—Bypyi, ®=0. (1.193)

Substituindo estas expressoes em (1.182) resulta que a Lagrangiana da particula é

1
L= 5,11(v§+v§+v§) — eBoyvy (1.194)
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As equacdes de Lagrange correspondentes a (1.194) sdo

EANE
dt \ vy ox

my, —mQy =0, (1.195)
EOR
dt \ dvy dy
mvy +mQy = 0, (1.196)
4y,
dt \ dv, 0z
my, =0, (1.197)
onde definimos a girofrequéncia
Q= e—BO. (1.198)
m

Como X = vy e y = vy as equagoes (1.195)-(1.196) tornam-se

vy = Quy, (1.199)
vy = —Qu,. (1.200)

Derivando-as em relagdo ao tempo chegamos a duas equacdes diferenciais desacopladas,

e+ Q% = 0, (1.201)
iy + Q% =0, (1.202)

que tém a forma da equagdo do oscilador harmonico, de sorte que compartilham a mesma
solugdo geral [vide Egs. (1.72)-(1.73)]

ve(t) = Ay cos(Qf +9y), (1.203)
vy(1) = Ay cos(Qr +9y), (1.204)

onde A, , e ¥, sdo constantes de integra¢io, determinadas pelas condi¢des iniciais

(x(0),(0),vx(0),,(0)).

Vamos escolhé-las tais que

Av=Ay=vi, D=0, B=-7, (1.205)

de modo que
vi(t) = v cos(Qt), (1.206)
vy(t) = v sen () (1.207)

Quadrando e somando membro-a-membro é

Vi(t)+ v (1) = vi(0) +v5(0) = 7. (1.208)
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Figura 1.10: Particula carregada num campo magnético uniforme By.

Integrando, agora, as equagdes (1.203)-(1.204) para x e y, respectivamente, as coordenadas
da particula no plano perpendicular ao campo magnético sdo dadas por

A
x(t) = x(0) + 5 sen (Qr +10,), (1.209)
A
(1) :y(0)+§ysen(gt+ﬁy). (1.210)
Para as condicdes iniciais dadas por (1.205), temos que
x(t) —x(0) = psen (Qt), (1.211)
y(t) —y(0) = pcos(Qx). (1.212)
onde definimos o chamado raio de Larmor (ou girorraio)
V] my |
===— 1.213
Q eBy ( )
Elevando ambos os lados de (1.211)-(1.212) ao quadrado e somando-os,
(1) = x(0)]* + [v(1) = x(0)]* = p?, (1.214)

que € a equacdo de uma circunferéncia de raio p, com centro no ponto (x(0),y(0)), chamado
centro de guia.
A equag@o (1.197) tem a solugdo v, = v,(0) = const., de maneira que a coordenada na
direcdo do campo magnético é
z(t) = z(0) +v,(0)1. (1.215)

Supondo a condigdo inicial z(0) = 0 e v;(0) = v/, a particula executa um movimento retilineo
uniforme na dire¢do paralela ao campo magnético, com velocidade v = vcosa, onde o € o
angulo entre a velocidade e o campo (angulo de passo).

No plano perpendicular ao campo magnético, por sua vez, a particula tem um movimento
circular com velocidade v, = vsen constante. A combina¢cdo do movimento retilineo uni-
forme na direcdo paralela ao campo, com o movimento circular uniforme na dire¢do perpendi-
cular gera trajetorias helicoidais [Fig. 1.10]. Sendo t = 21/Q o periodo do movimento circular,

o passo das hélices é
27
ph:VH‘Czavcosoc. (1.216)
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Figura 1.11: (a) Campos elétrico e magnético uniformes. (b) Movimento de deriva E x B de

uma particula carregada.

1.9.5 Campos elétrico e magnético uniformes

Vamos, agora, considerar a presenca adicional de um campo elétrico uniforme E = E,i+ E/K,

associado ao potencial eletrostético [Fig. 1.11(a)]

®d(r)=—Ex—Ez.

Incluindo a energia potencial correspondente em (1.194) temos a Lagrangiana

1
L=—-—m (v)% + v§ + v?) + eExx +eE,z — eBoyvy.

2

com as respectivas equacgdes de Lagrange:

4 (o) %
dt \ dv, 0x

mvy —m&Qvy — ek, =0,

4 (a_L) _L_,
dr \ dvy dy

mvy +m&Qv, = 0,

gy,
dt \ dv, 0z

my, —eE, = 0.

As duas primeira equagdes podem ser expressas como

E
Ve = ' +Qvy,
m

vy = —Quy.

Derivando-as em relagao ao tempo obtemos

iy = Quy = —Qy,

d? E )
7 (vy+B—’(;> =-Q (vy+

(1.217)

(1.218)

(1.219)

(1.220)

(1.221)

(1.222)
(1.223)

(1.224)

(1.225)
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onde usamos o fato de tanto E, como By serem constantes. Estas equacdes sdao similares a
(1.201) e (1.202), portanto tém as mesmas solugdes [vide Eqgs. (1.203)-(1.204)], a saber

V(1) = Ay cos(Qt +Oy), (1.226)

E
vy(t) = Aycos(Qf +9y) — E’“. (1.227)

onde Ay, e ¥, sdo constantes de integra¢do. Jd a equacdo (1.221) tem a seguinte solucdo

v.(t) =v,(0)+ %Ezt. (1.228)
que representa um movimento retilineo uniformemente acelerado ao longo da direcao do campo
magnético.

Interpretamos estas solugdes da seguinte forma: continuard havendo uma giragdo com
frequéncia Q em torno da direcdo do campo magnético, superposta a uma deriva do centro
de guia na direcao —y, para E, > 0. A velocidade de deriva é

Ey
ve = — . (1.229)

A projecdo da trajetdria da particula sobre o plano perpendicular ao campo magnético é uma
cicloide [Fig. 1.11(b)]. A trajetoria, em si, sera uma hélice deformada na dire¢do da deriva, e
com passo varidvel, devido ao aumento da velocidade da particula na dire¢do paralela ao campo
magnético.

Podemos generalizar a expressao (1.229), considerando uma giragao em torno de um campo
magnético B uniforme, com um campo elétrico também uniforme E numa direcdo arbitraria. A
velocidade de deriva do centro de guia serd dada pela expressao vetorial [108]

ExB
VE = BZ y

(1.230)

que reduz-se a (1.229), na geometria da Fig. 1.11(a). Observe que a velocidade de deriva E x B
nao depende nem da carga nem da massa da particula.

1.10 Problemas

1. O ponto de suspensdao de um péndulo simples de massa m e comprimento @ move-se
ao longo de uma circunferéncia de raio R e velocidade angular ® constante. Obtenha a
Lagrangiana e as equacdes de Lagrange.

2. Uma conta de massa m desliza sem atrito por uma guia parabdlica descrita pela relagao
z=kr?. A guia apresenta um movimento de rotacio em torno do seu eixo com velocidade
angular o constante. (a) Obtenha a Lagrangiana e as equagdes de Lagrange. (b) Ache o
valor de k para que a conta permanega num circulo de raio R e centro no eixo da guia.

3. Uma particula de massa m, sujeita a0 campo gravitacional, move-se na superficie interna
de um cone de abertura 2ot e com o vértice na origem. (a) Determine a equagdo de
vinculo. (b) Obtenha a Lagrangiana ¢ as equacgdes de Lagrange. (c) Suponha que a
particula execute um movimento circular de raio R em torno do eixo do cone. Ache o
periodo das pequenas oscilacdes radiais dessa Orbita.
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. Considere um sistema mecanico com n graus de liberdade que possua m < n equacdes

de vinculo holondmicas, da forma geral fi(q,7) =0, onde k = 1,2,...m. Mostre que as
equagdes de Lagrange podem ser escritas na forma (1.163) onde

- 9 fi
Oi= ) M(t)=—
L0,

sdo chamadas forgas de vinculo generalizadas e A; sdo multiplicadores indeterminados
de Lagrange.

. Uma particula de massa m estd inicialmente no topo de um hemisfério de raio a. A

particula sofre uma pequena perturbacio e comeca a deslizar, sem atrito, pelo hemisfério.
Calcule o angulo para o qual a particula deixa a superficie do hemisfério.

. Um disco de massa M e raio a rola sem deslizar por um plano inclinado de um angulo o

em relac@o a horizontal. O centro de massa do disco estd a uma distancia s do topo do
plano inclinado. (a) Obtenha a Lagrangiana e as equacdes de Lagrange. (b) Determine as
forcas de vinculo generalizadas.

. Mostre que a equagdo diferencial da orbita de uma particula de massa m sob a agdo de

uma forca central F(r) pode ser escrita na forma (na variavel u = 1/r)

do? 22 u)’

. Uma particula de massa m move-se em uma Orbita circular de raio a sob a influéncia de

uma forga central da forma F(r) = K/r%, onde r é a distincia da particula ao centro de
forca O, pelo qual passa a orbita. Determine os valores de K (em fun¢do do momentum
angular /) e do expoente O

. Considere o movimento de uma particula de massa m e carga e, no campo elétrico produ-

zido por um dipolo elétrico puntiforme na origem, cujo momento de dipolo é p, = pok.
(a) Mostre que o potencial eletrostatico €

1 pocosB
CD(I", 9) - % 72

Y

(b) Obtenha a Lagrangiana e escreva as equagdes de Lagrange; (c) Mostre que

mr? sen’0d = {, = const.
€ uma constante do movimento; (d) Escolhendo ¢, = 0 resolva as equagdes de Lagrange e
mostre que existem solu¢des na forma de trajetorias de raio constante r = rp; (e) Redefi-
nindo o intervalo do dngulo 6, de [0, 7] para [0, 27), mostre que 0 movimento da particula
¢ similar ao de um péndulo de comprimento r( e amplitude /2.



