Capitulo 10

Aplicacoes em Plasmas

10.1 Introducao

Um plasma é um gas ionizado que possui propriedades coletivas devido as interacdes eletro-
magnéticas entre suas particulas. Plasmas totalmente ionizados contém elétrons livres (de carga
g = —e, onde e = 1,6022 x 10~1°C e fons positivos (de carga ¢ = +Ze, onde Z é o niimero
atoOmico: para plasmas de Hidrogénio Z = 1). Num gés ionizado as interagdes entre as particulas
carregadas sdo eletromagnéticas, ou seja, de longo alcance, o que ocasiona o aparecimento de
comportamentos coletivos, como a blindagem eletrostética e a existéncia de oscilagdes de alta
frequéncia [108].

Devido ao longo alcance das interagdes entre particulas carregadas, num plasma a ener-
gia potencial de uma particula € muito menor do que sua energia cinética [?]. J4 num gés de
particulas neutras as interacOes - essencialmente colisdes entre as particulas - sdo locais, e tais
comportamentos coletivos ndo existem. Assim, muitas propriedades de plasmas sio radical-
mente diferentes de gases neutros.

As duas quantidades macroscdpicas basicas que caracterizam um plasma sao sua densidade
n e temperatura 7. A densidade de particulas € o numero delas por unidade de volume: ng =
N;/V, onde s = e para elétrons e s = i para fons positivos. Para um plasma em equilibrio térmico
a energia cinética média das particulas é (3/2)kpT, onde kg = 1,3807 x 10723 /K é a constante
de Boltzmann, e 7 é a temperatura da respectiva espécie de particulas.

A proporcionalidade entre energia cinética e temperatura permite que esta Ultima seja ex-
pressa em unidades de energia, como o elétron-volt (1eV = 1,6022 x 10712 J). A temperatura
correspondente a energia de 1eV serd, portanto, de 11604K. Na fisica de plasma é costume
indicar, nas formulas praticas, a temperatura (na verdade kpTy) diretamente em eV .

Neste capitulo iremos abordar aplicagdes aos chamados plasmas de fusao, para os quais os
valores tipicos da densidade e da temperatura sio n; ~ 1020m =3 e T, ~ 10%¢V, respectivamente,
de modo que as velocidades térmicas dos fons sio da ordem de 10° m/s, enquanto que, para
elétrons, elas sdo da ordem de 107 m/s. Apesar de muito altas, tais velocidades ainda podem ser
tratadas no regime nao-relativistico.

Plasmas de fusdo e astrofisicos estao tipicamente sujeitos a campos magnéticos externos. O
movimento de uma particula carregada de massa m; e carga g;, movendo-se com velocidade v
num campo magnético uniforme B foi estudado nos Capitulos 2 (se¢ao 2.9.1) e 3 (secdo 3.2.3)
usando a descricdo Hamiltoniana. Supondo, como de habito, que B = Bé, o movimento da
particula é a combinacdo de dois movimentos. O primeiro € um movimento circular uniforme
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com frequéncia (chamada giro-frequéncia)

_ lqs|B
mg ’

Q (10.1)

para particulas da espécie s, com carga g; € massa m,. Este movimento circular ocorre no
plano perpendicular ao campo magnético, e tem raio ry = v, /Q,, onde v, é a componente
da velocidade perpendicular ao campo magnético. Temos, também, um movimento retilineo
uniforme (do centro de guia) com velocidade v ao longo da dire¢do do campo magnético.
A combinagdo entre o movimento circular uniforme perpendicular € o movimento retilineo
uniforme paralelo € denominada giracdo, com trajetorias helicoidais ao longo das linhas do
campo magnético.

Em plasmas de fusdo os campos magnéticos sdo da ordem de 17, de modo a girofrequéncia
eletrdnica é da ordem de Q, ~ 2 x 10! s~!, Usando, para efeitos de calculo, o valor da ve-
locidade térmica correspondente em v, o raio da giracdo dos elétrons € da ordem de r, ~
2x107*m.

Quando os campos magnéticos deixam de ser uniformes (no espaco) e constantes (no tempo),
ocorrem variagdes do movimento bésico de giracdo descrito anteriormente. Por exemplo, in-
cluindo um campo elétrico uniforme E haverd uma deriva na dire¢do do vetor E x B, que pro-
voca o deslocamento do centro de guia das particulas em giragdao. A velocidade de deriva do
centro de guia € dada por (1.213)

ExB
VE = B2’
e ndo depende nem da carga nem da massa das particulas, sendo portanto a mesma tanto para
ions positivos como elétrons.

Plasmas, sendo essencialmente gases, t€m uma tendéncia natural & expansdo. Para confi-
nar um plasma, sdo empregados diversos meios. Numa estrela como o Sol, formado por um
plasma de alta temperatura, e que gera energia por meio de reacdes de fusao nuclear, o plasma
¢ confinado pelo intenso campo gravitacional produzido pela sua gigantesca massa.

Em plasmas astrofisicos e de laboratorio, sao usados campos magnéticos. Ha dois tipos de
configuracdo de confinamento magnético: abertas e fechadas. Os esquemas de confinamento
aberto empregam o principio do espelho magnético, visto na se¢io 4.12 como exemplo de inva-
riante adiabatico. Numa garrafa magnética, onde o efeito espelho ocorre nas suas extremidades,
um plasma pode ser confinado por um tempo finito. J4 nos sistemas fechados de confinamento -
desconsiderando efeitos de deriva - se as linhas de campo magnético sao fechadas as particulas
do plasma tendem a segui-las por um tempo suficientemente grande para as aplicacdes deseja-
das.

Ha diversos sistemas fechados de confinamento magnético propostos, cada qual com suas
vantagens e desvantagens. Os Tokamaks tém se mostrado os candidatos mais vidveis para que,
num futuro ndo muito distante, possa ser construido um reator a fusdo nuclear para produgao
de energia. Este é um ponto de maxima importancia estratégica, dada a escassez prevista de
combustiveis proximos nas proximas décadas.

(10.2)

10.2 Tokamaks

Um Tokamak consiste essencialmente num vaso toroidal onde uma corrente de plasma € pro-
duzida por efeito indutivo (aquecimento 6hmico) pela descarga de um banco de capacitores.
A corrente de plasma toroidal é confinada pela acdo combinada de dois campos magnéticos:
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Figura 10.1: Esquema béasico de um Tokamak

Figura 10.2: Tokamak TCABR, do Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo.

(i) um campo toroidal By, produzido por espiras posicionadas externamente ao vaso toroidal,
como num solendide; (ii) um campo poloidal Bp produzido pela prépria corrente de plasma
[Fig. 10.1].

As linhas de campo magnético produzido pela superposi¢ao destes dois campos, Br + Bp,
sdo hélices sobre superficies toroidais. Portanto, na auséncia de fatores como derivas, instabi-
lidades, etc. hd condi¢des para o confinamento magnético de plasmas de fusdo nos Tokamaks.
Este principio basico tem sido verificado em diversos Tokamaks construidos no mundo, inclu-
sive no Brasil.

10.2.1 Geometria de um Tokamak

Os Tokamaks sdo caracterizados pelos raio maior (Rp) e menor (a) da cdmara toroidal, bem
como pelo médulo do campo toroidal By e pela sua corrente de plasma. Por exemplo, no
Tokamak TCABR, em operagdo no Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo, Ry =
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Figura 10.3: Geometria de um Tokamak no caso (a) toroidal, (b) cilindrico

0,61 m,a=0,18 m, Bp =1,1T, eI, =0,IMA [Fig. 10.2]. Para o plasma produzido no
TCABR, medidas recentes da densidade e temperatura eletronicas fornecem, respectivamente,
valores nos seguintes intervalos: n, = (1.0 —4.0) x 10 m3 e T, = (0.2 — 1.5) eV

Para uma descricao das linhas de campo magnético num Tokamak, definimos dois angulos,
0 e 0, ao longo das direcdes toroidal (maior volta) e poloidal (menor volta), respectivamente
[Fig. 10.3(a)]. Além disso, definimos uma coordenada radial r medida a partir do eixo magnético,
tal que 0 < r < a, e também uma coordenada radial R medida a partir do eixo maior do Toka-
mak. O raio maior Ry € o valor de R para o eixo magnético (eixo central da cAmara toroidal), de
forma que Ry —a < R < Ry + a. Finalmente, podemos definir uma coordenada Z ao longo do
eixo maior. O sistema (r,0,0) define as chamadas coordenadas locais do Tokamak, enquanto
(R,9,Z) sao coordenadas cilindricas. Da Figura 10.3(a) resultam as seguintes relagdes entre 0s
dois sistemas de coordenadas

R =Rp—+rcos0, Z =rsin®. (10.3)

10.2.2 Superficies magnéticas

Sob determinadas condi¢des [vide [108], Capitulo 1] um plasma de fusdo pode ser descrito
como um fluido ideal com velocidade v, pressdo p, e densidade p, cuja equagdo de movimento
¢ dada por (9.10):

ov 1 1

- V)v=—=Vp+-f. 104

5 FVVIV=—oVpt (104)
onde f = j x B € a forca magnética por unidade de volume (devido a quase-neutralidade do
plasma a forca elétrica € praticamente nula no seu interior), sendo j a densidade de corrente
elétrica.

Supondo que o plasma confinado esteja em equilibrio (magnetohidrodinamico), o lado es-

querdo da expressao acima € nulo, e temos a seguinte condicao

Vp=jxB. (10.5)
Fazendo o produto escalar desta expressdao com o campo magnético resulta que

B-Vp=B-(jxB)=0. (10.6)
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Figura 10.4: Superficies magnéticas em um Tokamak.

As linhas de campo magnético tém a propriedade que a direcao de B € tangente a cada ponto
das mesmas. Logo, por consequéncia de (10.6), as linhas de campo magnético num plasma
magnetizado em equilibrio jazem sobre superficies de pressao constante, chamadas superficies
magnéticas. Para o confinamento de um plasma de fusdo num volume limitado, é necessario
que as superficies magnéticas sejam fechadas. A forma das superficies magnéticas depende do
esquema escolhido para o confinamento magnético. Em Tokamak estas superficies sdo toros
coaxiais [Fig. 10.4].

10.2.3 Fator de seguranca

Introduzindo vetores unitarios ao longo das direc¢des toroidal e poloidal, as respectivas compo-
nentes do campo magnético sao escritas como

Br = B¢é¢, Bp = Bgég.

O campo toroidal € produzido por bobinas posicionadas externamente ao vaso toroidal, condu-
zindo uma corrente i. Usando a Lei de Ampere, temos que

_ MoNTlIr uoNt I B By
_ _ _ , (10.7)
27R 2n(Ro+rcos®) 14 (r/Rp)cos®

By

onde wy = 41 x 107'T.m/A é a permeabilidade do vdcuo e By = ugNtlr /2Ry é 0 campo
toroidal na posicao do eixo magnético (/7 representa a corrente que circula pelas N7 bobinas do
campo toroidal).

O campo poloidal, produzido pela corrente de plasma, pode ser expresso na seguinte forma

B()l’
q(r)Ro’

Bg = (10.8)
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onde a quantidade adimensional ¢(r) é chamado fator de seguranca. As superficies magnéticas
do plasma em equilibrio sdo toréides de raio menor r e raio maior R. O eixo magnético é uma
superficie magnética com r =0 e R = Ry. Tipicamente o fator de seguranca varia desde g = 1
para o eixo magnético até ¢ ~ 3 para a borda do plasma (r = a).

As linhas do campo magnético no Tokamak jazem sobre tordides coaxiais com o eixo
magnético. Se uma dada linha de campo estd inicialmente numa dada superficie magnética
r = const., apOs uma volta completa toroidal ela percorreu um angulo na direcao toroidal dado
por

(10.9)

chamado transformada rotacional. Se o fator de seguranca for um nimero racional da forma
m/n, onde m e n sao inteiros primos entre si, a transformada rotacional serd 1 = 2nn/m. Logo,
a linha de campo fechar-se-a sobre si mesma apds m voltas na direcdo toroidal e n voltas na
direcdo poloidal. Caso o fator de seguranga seja um numero irracional, as linhas de campo
nunca fecham-se sobre si proprias, preenchendo densamente a superficie magnética.

Tomando, como superficie de se¢do do tordide, um plano ¢ = const., as coordenadas polares
de uma linha de campo sdo (r,0) [Fig. 10.3(b)]. Uma superficie racional com g = m/n tera (na
superficie de secdo) n pontos distribuidos ao longo de um circulo de raio ». Uma superficie
irracional, por outro lado, terd um circulo completo na superficie de secdo.

A razdo de aspecto do Tokamak é definida como A = Ry/a. Para Tokamaks com grande
razdo de aspecto (Rp > a) o perfil do fator de seguranca pode ser calculado, em primeira
aproximacao, supondo-se que o vaso toroidal € um cilindro periédico de comprimento 27Ry,
no qual o campo toroidal By € uniforme [Fig. 10.3(b)]. Neste caso, definimos um segundo sis-
tema de coordenadas cilindricas (r,0,z), onde z = Ro¢ € a coordenada toroidal retificada. Nessa
aproximagao o campo magnético no equilibrio tem as seguintes componentes

B Bor
Rogq(r)’

B, =0, Bg B, = By = const. (10.10)

de maneira que o campo toroidal seja uniforme, e o campo poloidal seja fungdo apenas da
coordenada radial.

10.3 Deriva de particulas carregadas em plasmas magnetiza-
dos

O movimento de particulas carregadas dos plasmas em campos magnéticos e elétricos com-
binados é um sistema Hamiltoniano complexo devido ao nimero de graus de liberdade. Uma
simplificagdo considerdvel consiste em “filtrar” a giracdo e concentrar a nossa atenc¢ao na deriva
E x B dos centros de guia correspondentes. Nesse caso o movimento do centro de guia se da
em duas dimensdes espaciais, o que permite uma descricio Hamiltoniana que reduz o problema
a adveccao passiva dos centros de guia devido a deriva E x B.

10.3.1 Hamiltoniana de deriva

Vamos supor que a giracao das particulas carregadas ocorra na dire¢ao de um campo magnético
uniforme: B = ByZ, enquanto o centro de guia tem coordenadas (x(¢),y(z)) num plano perpen-
dicular ao campo, com uma velocidade de deriva dada por (10.2). Presumimos, ainda, que o
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campo elétrico seja derivado de um potencial elétrico P, tal que E = —V®. A velocidade de
deriva do centro de guia, dada por (10.2), é

Vo x 2
vg= 2% (10.11)
By
de modo que as equagdes de movimento para a deriva do centro de guia sdo

dx 1 0®
— = =——— 10.12
dt VEX BO ay 9 ( )
dy 1 0®
A - 10.13
dt VEy By ox’ ( )

que tém a forma das equagdes de Hamilton, se definirmos a coordenada y e seu momentum
canonicamente conjugado x:

dx oH
dy oH
— = (10.15)

onde a Hamiltoniana de deriva é H = ®/By. Se o potencial elétrico for independente do tempo,
como no caso de campos elétricos estaticos, entdo o sistema terd um grau de liberdade e, por-
tanto, sera integravel.

Uma situacao de interesse € o estudo do movimento de deriva de particulas carregadas de um
plasma na presenca de campos elétricos externos, tanto estiticos como dependentes do tempo.
Estes ultimos sdo devidos a ondas eletrostaticas (chamadas ondas de deriva), que s@ao muito
comuns na Fisica de Plasmas, associadas a movimentos coletivos de elétrons e fons [108].

Vamos considerar o plasma confinado num Tokamak, onde ha um campo magnético apro-
ximadamente uniforme com mddulos da ordem de 1 Tesla ou mais na direcao toroidal ¢. Usa-
remos, aqui, a aproximagao de cilindro periddico de comprimento 2R, no qual ha um campo
magnético By uniforme na dire¢ao z = Ry [Fig. 10.3(b)].

As particulas do plasma (elétrons e fons positivos) executam um movimento basico de
giracao ao longo do campo magnético uniforme By. Um plano perpendicular ao campo magnético
€ uma sec¢do reta deste cilindro, representada pelo plano z = 0.

Como o cilindro € periddico, as particulas em giragdo passam um grande nimero de vezes
pelo plano z = 0, assim como o proprio centro de guia das mesmas. Na presenca de campos
elétricos, a deriva E x B provoca o movimento do centro de guia neste plano, que € o sistema
Hamiltoniano que vamos investigar aqui. Sobre o plano z = 0 podemos empregar coordenadas
polares (r,0), devido a geometria envolvida. No entanto, a visualiza¢do dos resultados serd
mais conveniente se empregarmos coordenadas cartesianas, considerando x como a coordenada
radial, e y como a coordenada angular. Assim, a posi¢ao do centro de guia no plano z = 0 sera
especificada pelas coordenadas (x,y).

Consideramos o potencial elétrico produzido por um perfil radial de campo elétrico Pp(x),
mais o efeito de N ondas eletrostéticas, de amplitudes ®;, vetores de onda k; = (kjx,k;y) €
frequéncias ®;, dado por

N
D(x,y,1) = Po(x) + Y P;sin(k;x) cos(kjyy — 0;t), (10.16)

J=1

onde supomos que a onda seja estaciondria na direcao radial (x) e seja progressiva na direcao
poloidal (y), para um plano perpendicular ao campo magnético na direcdo z. Os coeficientes
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®; indicam as amplitudes dos modos envolvidos na perturbag¢io causada pelas ondas e sdo, em
geral, funcdes da posi¢ao. Vamos, porém, considera-los como aproximadamente constantes por
simplicidade.

O potencial estatico devido a um campo elétrico radial de médulo E constante é

@ (x) = —Eox+ const. (10.17)

Em Tokamaks € possivel investigar o efeito de perfis radiais ndo-lineares, tanto monotonicos
como ndo-monotonicos na varidvel x. Aqui limitaremos a nossa discussao ao caso mais simples,
dado por (10.17). Assim, a Hamiltoniana de deriva para N ondas é

H(x,y,1) = ——x+ Z —sm kjxx) cos(kjyy — ojt), (10.18)
j= l

a menos de uma constante aditiva que, sabemos, € irrelevante.
Observando que vg = —Ey/By é a velocidade de deriva devido ao campo elétrico uniforme,
e considerando o caso de N = 2 ondas, a Hamiltoniana correspondente é

® ®
H(x,y,t) = —vgx+ B—l sin(kpx) cos(kiyy — 01) + B—2 sin(kpx) cos(kayy — pt),  (10.19)
0 0

caracterizando, assim, um sistema com um grau de liberdade ndo-autdbnomo, que equivale a um
sistema autonomo com dois graus de liberdade, portanto nao-integravel em geral.

10.3.2 Hamiltoniana de duas ondas

Fazemos uma transformagao candnica (x,y,t) — (x',y,1) cuja fungdo geratriz de segunda espécie

7z

€

®
B (y,x 1) =x (y—#), (10.20)
y
cujas equagdes sao

OF
T2y, (10.21)

dy

oF (o)1
=2 =y Ty 10.22
Y =97 =7 Ky ( )
oF: ®
H'(y 1) =Hxyi)+ 5> =H - #x’, (10.23)
y

e com as quais transformamos a Hamiltoniana de duas ondas, (10.19), em
AN . / Ay . / / Ay . / /
H' (xX',y',t) = (vg —up )X + B sin(kyx") cos(kiyy') + B sin(kpxx') coslkoy (y' —ut)], (10.24)
0 0

onde u; = m;/ kiyeuy =, / koy sdo as velocidades de fase da primeira e segunda ondas, res-
pectivamente, e definimos a diferencga de velocidades de fase como

(0] o
W=y —uj = —— —. (10.25)
Observamos que, na Hamiltoniana transformada (10.24), a dependéncia com o tempo s6
aparece explicitamente na segunda onda. Isso significa que a transformacao candnica que fize-
mos representa uma passagem para o referencial da primeira onda. De fato, quando ha apenas
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uma onda (A, = 0) o sistema tem um grau de liberdade e, sendo independente do tempo, €
integravel (no sentido de Liouville). A nao-integrabilidade aparece quando consideramos a se-
gunda onda (e, de forma geral, quaisquer ondas adicionais). Serd conveniente trabalhar com as
varidveis adimensionais

X = klxx', Y= klyy', T = Oof, (10.26)

onde definimos
o = kixk1y®q .
By
A Hamiltoniana normalizada serd H = BoH' /®|que, ap6s a aplica¢do de todas estas transformagdes
(ndo-candnicas) a (10.24), leva-nos a expressao final

(10.27)

H(X,Y,©) =UX +sinX cosY +esin(kX) cos[g(Y — Q1)], (10.28)
onde foram definidas as seguintes quantidades:
ko ka D,
k=—, ==, €= —, (10.29)
kix 1 kiy D
(ve —u1)Bo uBg
U— = Q= , (10.30)
ki1 ki Py

que possuem o seguinte significado fisico: tanto k como g sdo razdes entre nimeros de onda,
que podem ser tanto racionais como irracionais. Considerando a segunda onda como uma
perturbacdo ndo-integravel da primeira, a constante € € uma medida da intensidade desta perturbacao.
Ja gQ € a frequéncia normalizada da segunda onda, de forma que a perturbagdo por ela causada
tem um periodo T = 21t/¢€Q. Finalmente, o chamado pardmetro de aprisionamento U é propor-
cional a diferenca entre a velocidade de deriva e a velocidade de fase da primeira onda.

As equagdes canonicas derivadas de (10.28) serao

dX oH
— = ——— =sinXsinY +&gsin(kX) sin[g(Y — Q7)], (10.31)
dt Y
Y
(cll_’c = %—;[ = U +cosX cosY + ekcos(kX ) cos|q(Y — Qt)]. (10.32)

Vamos inicialmente analisar o caso de uma unica onda: fazendo € = 0 em (10.28) resulta a
Hamiltoniana ndo-perturbada

Hy(X,Y) =UX +sinXcosY, (10.33)
que € um sistema integravel. As equacdes de Hamilton correspondentes
X . .
T sinX sinY, (10.34)
(cll_i = U +cosX cosY, (10.35)

podem ser resolvidas analiticamente em termos de integrais e fungdes elipticas [?]. Para uma
andlise qualitativa, determinaremos os pontos de equilibrio, que satisfazem o sistema de equagoes
trigonométricas

il = —sinX*sinY* =0, (10.36)

(ai[> =U-+cosX cosY" =0. (10.37)
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Como <X <me —7w <Y <, e definindo

oL = arccos U, (0 <a< g) , (10.38)

verificamos a existéncia de duas familias de pontos de equilibrio, a saber:
C:(0,t+a), G (0,m—a), Cs: (m ), Cy: (W, —), (10.39)
Ap:(m—a,0), Ay (m+a,0), Az (o, ), Ay (—o,m), (10.40)

desde que 0 < U < 1. Caso U > 1 ndo haverd pontos de equilibrio.
Para estudar a estabilidade destes pontos de equilibrio, na aproximacao linear, calculamos
inicialmente a matriz Jacobiana das equa¢des de Hamilton (10.34)-(10.35),

i M XsinY  sinXcosY
J _ XY aZYZ _ COS X SIn Sin X COS (10 41)
%275‘2[ % —sinXcosY cosXsinY /" :

Definindo
sino = sin(arccosU) = /1 — U2 = B, (10.42)

as matrizes Jacobianas, cujos elementos sao calculados nos pontos de equilibrio (10.39)-(10.40)
sdo, respectivamente, dados por

J(CLZ):(]EB fﬁ)’ J(C374):<_OB 0), (10.43)
J(Alﬁ):(g —B), J(AM):(_OB g) (10.44)

As matrizes Jacobianas para Cj 334 t€ém como autovalores os seus elementos diagonais.
Como 0 < B < 1 para U < 1, para todos os pontos desta familia, se um dos autovalores for
positivo o outro serd negativo, e vice-versa. Portanto, estes pontos de equilibrio serdo instéveis,
ou pontos de sela. Ja os autovalores das matrizes Jacobianas para A 3 3 4 40 imaginarios puros,
da forma =+if3, de maneira que os pontos de equilibrio desta segunda familia sdo estéveis (centros
lineares).

10.3.3 Trajetorias de deriva no plano de fase

Para obter a dinamica nao-linear da Hamiltoniana de uma onda iremos resolver numericamente
as equacgdes de Hamilton (10.34)-(10.35), inicialmente para U = 0, de forma que oo = /2. Na
Figura 10.5 mostramos algumas trajetérias no plano de fase xy, representando o movimento
de deriva dos centros de guia das particulas do plasma que estdo sofrendo giracdo ao longo da
direcdo z. Como ja haviamos alertado, como ha uma periodicidade nesta dire¢do, os centros de
guia deslocam-se no plano de fase a medida em que as particulas passam repetidas vezes por
ele.

A caracteristica mais evidente no plano de fase € a existéncia de células onde os centros de
guia giram em torno dos pontos elipticos (10.40):

A (5.0), A(=30),  asi(5m), e (=3m), (10.45)

Devido a periodicidade nas direcdes X e Y observa-se quatro destas células, que sao separadas
por trajetdrias heteroclinicas que ligam os pontos hiperbodlicos (10.39), viz.

C1:<0,—g), sz(o,g), Q:(n,%), C4:(n,—g). (10.46)
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Figura 10.5: Trajetdrias no plano de fase para a Hamiltoniana de uma onda (10.69), com U = 0.

As trajetorias heteroclinicas, por serem segmentos retilineos neste exemplo, sao determinadas
pelos autovetores das respectivas matrizes Jacobianas.

Podemos linearizar a Hamiltoniana (10.69) em torno de qualquer um destes pontos elipticos
(X*,Y™*), para obter a forma destas trajetérias fechadas nos centros das células:

oH oH
HX,Y)=HX" Y+ (X —-X* ( ) +Y—Y*< ) +
=)+ (=X (Gg ) A0 Gy)

=0 =0 /
1 w2 (OPH 1 o[ PH
_ B *\2 *\2
—E{(X—X) LY YY) } (10.47)

onde usamos (10.36)-(10.37) e (10.44), e ignoramos a constante aditiva. Portanto, nas vizinhangas
dos pontos elipticos as trajetdrias sdo elipses, analogamente ao oscilador harmonico, com frequéncia
caracteristica @y = 3. Na medida em que nos aproximamos das trajetérias heteroclincias as tra-
jetdrias fechadas sofrem uma deformacao apreciavel, e as frequéncias correspondentes tendem

a zero. Nas proprias trajetorias heteroclinicas o periodo € infinito, pois elas conectam pontos
instaveis diferentes.

Com excecdo das trajetdrias heteroclinicas, todas as trajetérias no plano de fase sdo fecha-
das, no interior das respectivas c€lulas. Isto se d4 pois, se U = 0, a velocidade de fase da onda
¢ igual a velocidade de deriva relativa ao campo elétrico estético, configurando um tipo de res-
sonancia. Neste sentido, o termo coeficiente de aprisionamento empregado para a quantidade U
¢ adequado, pois as excursodes do centro de guia sdo limitadas as células centradas nos pontos
elipticos.
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Figura 10.6: Trajetorias no plano de fase para a Hamiltoniana de uma onda (10.69), com U =
0,5.

Para investigar o efeito de um parametro de aprisionamento diferente de zero, na Fig. 10.6
mostramos as trajetorias no plano de fase para o caso U = 0,5, para o qual o = 1,0472. Conti-
nuamos a ter as células onde as trajetdrias sdo fechadas em seu interior, orbitando em torno dos
pontos elipticos A;. Mas a geometria das células é diferente do caso U = 0, devido ao formato
diferente das trajetdrias heteroclinicas que conectam os pontos hiperbdlicos C;. Duas dessas
curvas sao compartilhadas por duas células adjacentes.

Entre as células de movimento limitado, observamos também a presenca de trajetdrias ilimi-
tadas ao longo da dire¢@o poloidal Y, indicando que ha particulas (ou melhor, centros de guia)
que derivam na dire¢do da propagacdo das ondas. Como a drea ocupada pelas células diminui
com o aumento do parametro de aprisionamento, esperamos que a quantidade (relativa) de tra-
jetorias ilimitadas aumente a medida em que nos aproximamos de U = 1. De fato, para U > 1
sO ha trajetdrias abertas, e ndo existem mais células [Fig. 10.7].

Quando levamos em conta a a¢ao da segunda onda de deriva (€ # 0) a quebra de integra-
bilidade leva, como vimos no Capitulo 6, a varias mudancas na dindmica, de forma andloga
a que descrevemos anteriormente para o exemplo da advecgdo cadtica. Como a segunda onda
apresenta uma dependéncia explicita no tempo, fazemos um mapa estroboscopico registrando
os valores de X e Y em tempos que sdo miltiplos do periodo do termo perturbador Tty = 21/gQ.
Em outras palavras, definimos varidveis discretas como

X, =X (Tt =n1p), Y, =Y(t=n1). (10.48)

Na Fig. 10.8 mostramos algumas trajetorias de deriva no plano de fase usando o mapa es-
troboscépico paraU =0,e=0,1,e k =g =Q = 1, de forma que T = 2n. Como as variedades
invariantes que emanam dos pontos hiperbdlicos (do caso de uma onda) deixam de formar tra-
jetorias heteroclinicas, interceptando-se num ndmero infinito de pontos homoclinicos, no lugar
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Figura 10.7: Trajetorias no plano de fase para a Hamiltoniana de uma onda (10.69), com U =
L,5.

Figura 10.8: Retrato de fase para o mapa de Poincaré referente a Hamiltoniana de duas ondas
(10.28),com U =0 e € =0, 1. Os demais pardmetros sdao k =g = Q = 1.
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Figura 10.9: Retrato de fase para o mapa de Poincaré referente a Hamiltoniana de duas ondas
(10.28),com U = 0,5 e € =0, 1. Os demais parametros sio k=g =Q =1.

das separatrizes que observamos no caso de uma onda [Fig. 10.5], hd uma camada de orbitas
cadticas que preenchem uma drea finita. H4 remanescentes das células de aprisionamento das
particulas em torno dos pontos elipticos do caso de uma onda. Estas células formam ilhas,
imersas num mar cadtico. Ha, também, pequenas ilhas no interior das células, correspondendo
a ressonancias secunddrias entre a frequéncia do termo perturbador e a frequéncia de oscilacao
no interior das células. Tais ilhas secundérias também tém a sua estrutura de caos de separatriz,
de modo que a figura resultante € auto-similar.

O caso de duas ondas com U = 0,5 apresenta diferentes comportamentos: as células sao pro-
gressivamente erodidas pelo aumento na regiao cadtica, que vai também absorvendo trajetérias
abertas, das quais apenas um pequeno numero € ainda visivel na Fig. 10.9. As células remanes-
centes praticamente limitam-se a vizinhanca dos pontos elipticos, com uma cadeia préxima de
quatro ilhas secundarias.

10.4 Linhas de campo magnético em Tokamaks

Em todos os exemplos anteriores, neste capitulo, os sistemas Hamiltonianos estao associados a
algum sistema material, como particulas, escalares passivos, vortices ou centros de guia. Fina-
lizamos este capitulo com um exemplo de sistema Hamiltoniano ndo-mecanico, que descreve a
estrutura das linhas de campo magnético em Tokamaks.

10.4.1 Descricao hamiltoniana

Em todos os exemplos de aplicacdo do formalismo Hamiltoniano vistos neste livro, a varidvel
independente tem sido o tempo. No entanto, a configuracdo das linhas de campo magnético no
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equilibrio magnetohidrodinamico € estritamente estdtica. Assim, alguma varidvel do sistema
devera desempenhar o papel de tempo nas equagdes candnicas. Isto é possivel em configuracdes
axisimétricas, como os Tokamaks [109].

Em geral, para razdo de aspecto A arbitrdria, as superficies magnéticas de equilibrio sdo
tordides, onde o angulo ¢ € uma coordenada ignoravel, em relacdo ao eixo maior do tordide.
Para esta situagdo, as quantidades fisicas de interesse ndo dependem explicitamente de ¢. Um
exemplo € a componente toroidal do campo magnético, dada por (10.7). Se usamos a aproximagao
de grande razdo de aspecto, as superficies magnéticas de equilibrio sdo cilindros periédicos, de
modo que z = Rp¢ € a coordenada ignoravel, havendo pois uma simetria em relacio a ela.

Nas configuragdes axisimétricas de equilibrio magnetohidrodinamico a coordenada ignoravel
pode desempenhar o papel do tempo. Com tal escolha, mostraremos que as equacdes das linhas
de campo magnético podem ser escritas na forma de equacdes de Hamilton, apds definir um par
candnico coordenada-momentum. Como o tempo fisico ndo aparece nas equagdes, a dinamica
nesta situacao refere-se a estrutura espacial das linhas de campo, onde o tempo passa a ser re-
presentado por uma coordenada que nos permite parametrizar uma linha de campo magnético
num instante de tempo fixo.

Existe uma descricdo Hamiltoniana para sistemas de coordenadas curvilineas genéricas
[110], mas neste Capitulo veremos explicitamente o caso de Tokamaks de grande razao de as-
pecto, para os quais empregaremos as coordenadas cilindricas (r,6,z), onde o campo magnético
de equilibrio é dado por (10.10). As equagdes das linhas de campo magnético, dadas vetorial-
mente pela condicao

Bxds=0, (10.49)

onde ds € um elemento vetorial de linha, assumem a seguinte forma nas coordenadas locais

dr _rd® _ Rod¢

=" = : (10.50)
B, By By

onde By € o campo toroidal de equilibrio. De (10.8), o fator de seguranca € dado, em fungdo
dos campos magnéticos, por

do rBy
=1 = ) 10.51
Reescrevemos, agora, as equacdes (10.50) na forma
dr R()Br
— = 10.52
%= By (10.52)
d®  BgR 1
=200 (), (10.53)

do 1By  q(r)

onde £ =1/27 é a transformada rotacional normalizada. Definimos um momentum J = 72 /2 ca-
nonicamente conjugado a coordenada 0, tal que as equacdes das linhas de campo acima podem
ser expressas na forma de equacdes de Hamilton

dJ]  RoB2J  OH
Loteve 77 (10.54)
do By 00

d®  BeRy oH

(10.55)

sendo que ¢ desempenha o papel do tempo, e onde H € a Hamiltoniana de linhas de campo.
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Na configuracdo de equilibrio em um Tokamak de grande razdo de aspecto, adotamos
a aproximacdo dada por (10.10). Como B, = 0, de (10.54) resulta que a Hamiltoniana de
equilibrio Hy ndo depende de 6. Devido a (10.55) teremos que [111]

Ho(J) = / £()dJ, (10.56)

a menos de uma constante aditiva irrelevante.

Como (/,0) formam um par candnico, a configuragdo de equilibrio representa um sistema
com um grau de liberdade. Uma vez que a Hamiltoniana acima nao depende explicitamente
do “tempo” ¢, ela € uma constante do movimento, de sorte que o sistema € integravel. Além
disso, na configurag@o de equilibrio (J,0) sdo, na verdade, variaveis de a¢do e angulo, respecti-
vamente.

Uma peculiaridade muito interessante deste sistema € que o espaco de fase coincide com o
espaco de configuragdo. Encarando as linhas de campo como trajetorias de fase do sistema, elas
jazem sobre toros no espago de fase, que coincidem com as superficies magnéticas toroidais do
equilibrio magnetohidrodinamico! De fato, as equagdes de Hamilton para (10.56) sdao

@ =0, a9 = M, (10.57)
do do 2m
As trajetdrias de fase estdo em toros com raio J constante, e 1(J) é a transformada rotacional
associada ao toro, que pode ser racional ou irracional dependendo do seu valor.

A configuracdo de equilibrio do plasma confinado no Tokamak € necessdria para o confi-
namento do plasma, mas € uma idealizacdo de um comportamento que pode se desviar desta
situacdo devido a vdrios fatores, como campos magnéticos externos nao-simétricos e instabi-
lidades do plasma. Estas perturbacdes, em geral, dependem do “tempo” ¢, e também podem
ser expressas na forma Hamiltoniana. Como o sistema exibe periodicidade nos angulos 0 e ¢,
a Hamiltoniana correspondente a perturbacdo pode ser expressa numa série dupla de Fourier
nestes angulos

eH|(J,0,0) = Y ay »(J)cos(m'6 —n'9), (10.58)

onde os coeficientes de Fourier a,, ,» dependem, em geral, da variavel de agdo J. Nos incluimos
um parametro pequeno € para efeitos de teoria de perturbacdo. Nas aplicacOes praticas, este
parametro estd incluido na prépria forma do termo Hj.

No caso de uma perturbacido dependente do “tempo” ¢, é conveniente trabalhar com uma
superficie de se¢ao de Poincaré, como o plano ¢ = 0. Todas as vezes que uma dada linha de
campo magnético, ao dar uma volta completa em torno da direcao toroidal, intercepta este plano
temos um ponto de coordenadas (J, 0). Devido a unicidade das solugdes das equagdes das linhas
de campo magnético, as coordenadas de cada ponto nesta superficie de secdo serdo funcdes
univocas das coordenadas do ponto precedente, o que nos leva a um mapa de Poincaré. Como ¢
€ uma varidvel andloga ao tempo, podemos encara-lo também como um mapa estroboscopico,
ou seja, registramos os valores de (J,,,6,) ap6s um angulo ¢ = 27n, comn =0,1,2,....

Este mapa € conservativo (preserva areas na superficie de secao de Poincaré), pois os cam-
pos magnéticos envolvidos satisfazem a Lei de Gauss magnética V- B = 0, que implica na
conservacdo do fluxo magnético envolvido pelas linhas de campo. Em problemas mais gerais
estes mapas de Poincaré devem ser gerados numericamente, de forma andloga a empregada nos
exemplos de advecgao cadtica e da deriva E x B. No entanto, estudos tedricos e computacio-
nais frequentemente empregam mapas de linhas de campo com formas analiticas mais ou menos
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complicadas, com o objetivo de analisar aplicagdes especificas em maquinas de confinamento
magnético de plasmas de fusdo.
Se € < 1 o sistema € quase-integravel, cuja Hamiltoniana pode ser expressa na forma usual

H(J,0,0) = Ho(J) +€H,(J,0,0), (10.59)

tal que possamos empregar diversos conceitos do Capitulo 6 referentes ao tipo de comporta-
mento previsto para as linhas de campo magnético num Tokamak sujeito a perturbacdes nao-
simétricas. Os resultados basicos que podemos aplicar na presente situagao dependem do fator
de seguranga associado ao toro do sistema nao-perturbado

1. aperturbagdo destréi os toros racionais para os quais ¢(J) = m/n, onde m e n sdo inteiros
primos entre si, deixando em seu lugar um nimero par de pontos de equilibrio elipticos e
hiperbdlicos (Teorema de Poincaré-Birkhoff);

2. aperturbagdo, desde que suficientemente fraca, mantém uma certa fracao de toros irraci-
onais (valores irracionais de ¢(J)), ainda que com deformacdes (Teorema KAM). Alguns
toros irracionais também serao destruidos, dependendo do seu fator de seguranga;

3. a existéncia de pontos homoclinicos (intersecdes de variedades estdveis e instdveis de
pontos hiperbdlicos) permite Orbitas cadticas, no sentido Lagrangiano do termo: duas
linhas de campo magnético, originalmente muito proximas, afastam-se exponencialmente
na medida em que as linhas de campo executam revolugdes ao longo do Tokamak.

Falando em termos da superficie de secdo de Poincaré ¢ = 0, os toros irracionais que per-
manecem S30 curvas invariantes, enquanto os toros racionais destruidos deixam em seu lugar
uma sequéncia de Orbitas periodicas. Nas vizinhangas destas Orbitas temos ilhas periddicas com
a mesma estrutura da Hamiltoniana do péndulo. Entretanto, ao contrario do péndulo propria-
mente dito, que € um sistema integravel, uma ilha periddica apenas se assemelha ao péndulo,
pois as separatrizes deixam de se conectar devido a existéncia dos pontos homoclinicos carac-
teristicos de um sistema ndo-integravel. Os emaranhados homoclinicos resultantes criam uma
regido caodtica relativamente estreita nas bordas das ilhas periddicas. Neste caso, a maior ex-
cursdo das Orbitas cadticas limita-se a largura da ilha periédica correspondente (caos local, na
terminologia introduzida no Capitulo 7).

Se a intensidade da perturbagdo € suficientemente fraca, a existéncia das curvas invariantes
(KAM) entre diferentes ressonancias impede que as regides cadticas locais as separatrizes se
misturem. Caso haja essa mistura, as Orbitas cadticas podem exibir grandes excursoes em J,
configurando o que chamamos anteriormente de caos global. Uma regido cadtica com tais pro-
priedades tipicamente domina a regiao disponivel da superficie de secdao de Poincaré, podendo
inclusive domind-la completamente, com pouca influéncia das ilhas periddicas que eventual-
mente ainda permanecam.

10.4.2 Efeito de um limitador magnético num Tokamak

Apé6s desenvolver o arcabouco tedrico bésico para a descricdo Hamiltoniana de perturbacdes
ndo-integraveis no plasma confinado em Tokamaks, vamos considerar um problema concreto,
que ¢ a influéncia de um limitador magnético em um Tokamak de grande razdo de aspecto.
Este € um problema importante para diversas aplicacdes propostas no sentido de controlar as
interagdes do plasma com a parede interna do Tokamak. Um ingrediente fundamental nesta
proposta é a formacao de linhas de campo magnético cadticas. Vamos mostrar separadamente
a deducdo das Hamiltonianas de equilibrio e da perturbacdo, para posteriormente analisar a
formacao de ilhas
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r'a

Figura 10.10: Perfis radiais de: (a) densidade de corrente, (b) campo magnético poloidal, (c)
fator de segurancga.

Hamiltoniana de equilibrio

Na aproximacao de grande razao de aspecto, a corrente de plasma € um cilindro de raio a, para
o qual a densidade de corrente é nao-uniforme, mas tem simetria radial, na forma j = j,(r)z. O
perfil radial da corrente de plasma é escolhido com base em medidas da temperatura local do
plasma: a densidade de corrente € mdxima no eixo e anula-se na fronteira do plasma. Um perfil
que satisfaz estes requisitos € [Fig. 10.10(a)] [112]

r2
Jjz(r) = jo (1 — ;) , (10.60)

onde jo ¢ uma constante, de forma que a corrente de plasma que flui através de um circulo de
raio r € dada pela integral de superficie

-
I(r) = / j-2dA = / () )dr. (10.61)
S 0
Substituindo (10.60) em (10.61) uma integracao elementar fornece
TCJ()I”2 r?
I(r)= 2—— ). 10.62

(="0 ( az) (10.62)

A corrente total de plasma € obtida fazendo r = a em (10.61),

. 2

=" = (10.63)

O campo poloidal, por sua vez, € calculado usando a Lei Circuital de Ampere: seja C um
circulo de raio r na secdo reta da coluna de plasma, € com centro sobre o eixo magnético. Entao

7{ B.ds— 7{ Bo(r)(rd®) = ol (r). (10.64)
C C

Como r é constante sobre a curva fechada C, e usando (10.62),

wol(r)  podor r? r r
Be(l’): r = 4 2—; :Beaa 2—; N (1065)
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onde
Bg, — Holod _ tolp
4 2Ta
€ o campo poloidal na borda do plasma [Fig. 10.10(b)].
No ambito da aproximagdo de grande razao de aspecto, o campo magnético de equilibrio s6
tem componentes poloidal e toroidal, dados por (10.10). O fator de seguranga das superficies
magnéticas €, de (10.51),

(10.66)

o) —1
q(r) = Bo ZQa(z_r_> : (10.67)

onde seu valor na borda do plasma é

B 2na’B
ga=q(r=a)= 220 _ %0 (10.68)

" RoBoa  poRolp’

e, na posicdo do eixo magnético, é go = ¢(0) = ¢, /2 [Fig. 10.10(c)].

O Tokamak TCABR, por exemplo, tem razao de aspecto A = (0,61m)/(0,18m) = 3,4, que
nao € muito grande, de modo que a aproximacao cilindrica que estamos mostrando s6 se aplica
parcialmente a descri¢ao das descargas de plasma nele produzidas. Usando o valor méximo de
I, = 0, 1MA para a corrente de plasma, temos que jo ~ 2MA /m?. O campo poloidal na borda
do plasma correspondente vale Bg, =0, 117, que representa 10% do valor do campo toroidal no
eixo magnético By = 1,1T. O fator de seguranca na borda do plasma € g, = 2,95 ~ 3, enquanto
no eixo magnético € go = 1,5. Como este dltimo valor é maior que 1, é possivel mostrar que
(critério de Kruskal-Shafranov) que esta descarga € estavel em relacdo a instabilidades de dobra,
uma das mais perigosas em termos da operacdo de Tokamaks .

Finalmente, a Hamiltoniana de equilibrio (10.56) correspondente ao fator de seguranga dado

por (10.68) é
2 J 2J J
HJ)=—[dI|(1l—-=5 |=—|1—— 10.69
)= far(1-5) =2 (1-5%). (10.69
cujas derivadas, para uso futuro, sao dadas por
dHy 2 J
—=£J)=—(1—— 10.70
p =)= (1-%). (10.70)
d*Hy df 2
e (10.71)

A2~ d] - qad®’

Hamiltoniana perturbadora

O limitador magnético consiste num anel de correntes filamentares de comprimento ¢, e enro-
ladas em torno do vaso cilindrico (aproximag¢do de grande razdo de aspecto) com uma distancia
radial » = b em relac@o ao eixo magnético. O raio do limitador deve ser maior que o raio de
plasma r = a, pois a sua acao também se estende a camada de véicuo situada entre o plasma e a
parede interna do Tokamak, mas para todos os efeitos consideraremos b = a por simplicidade
[113]. Conforme a figura 10.11, o limitador magnético tem dois tipos de segmentos conectados
entre si: segmentos retilineos paralelos ao longo da dire¢do z = Rpd, e segmentos curvos na

"Esta é, alids, a razdo do nome fator de seguranca para q(r)!
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Figura 10.11: Esquema de um limitador magnético num Tokamak de grande razao de aspecto.

direcdo 0. Existem m pares de segmentos retilineos tais que dois segmentos adjacentes condu-
zem a mesma corrente em sentidos opostos.

O célculo do campo magnético B() produzido por um limitador magnético pode ser en-
contrado nas referéncias [?]. Por simplicidade, desprezando efeitos de borda devido a ex-
tensdo finita do limitador, podemos aproximar B() pelo campo produzido por m pares de fios
retilineos paralelos, onde fios adjacentes conduzem uma corrente /; em sentidos opostos, e
que se anula em todos os pontos fora do limitador. Temos, assim, uma dependéncia explicita
no “tempo” ¢ = z/Ry, de modo que o campo magnético produzido por esta configuracdo é
B() = ( 9),35“ ,B((I)l)>, onde Bq()l) ¢ criado pelos segmentos curvos. Como o campo toroidal
de equilibrio By € usualmente muito maior do que aquele criado pelo limitador, entdao despreza-

remos Bg,l) frente a By nas equagdes a seguir. As outras componentes sao dadas por [115]

B (1,0,0) = —’%ﬂlfﬂﬂ—l sin(m8) £(0), (10.72)
Bél)(r,e,d)) = —%r’”‘l cos(mB) f(0), (10.73)

onde o fator dependente do “tempo” ¢ €

)1, se0< ¢ <{/Ro,
f(q’)_{o, se {/Ry < ¢ < 2.

Este modelo, em que pese sua simplicidade, apresenta resultados em concordancia com calculos
mais precisos, bem como medidas experimentais do campo magnético produzido por um limi-
tador magnético [114].

A Hamiltoniana H; (J,0,0) relativa a perturbag@o causada pelo campo magnético do limita-
dor, é determinada, usando (10.54)-(10.55), a partir das relagcoes

o0H _ RoB\"(J,0,0)v2J
30 Bo

oH; _ B (J.0,0)R
o)~ \/2JBy

(10.74)

(10.75)

(10.76)
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Expressando as componentes do campo magnético perturbador (10.72)-(10.73) funcdo da varidvel
de aciio J = r? /2, verificamos que

toRolL (

B 27Y"/2 cos(m®) £(9). (10.77)

H, (J ) 97 q)) = -

Lembrando que, na aproximagao de grande razao de aspecto, tratamos o Tokamak como um

cilindro periédico de comprimento 27tR, a fungdo (10.74) € periddica no “tempo” ¢ e, portanto,
pode ser expressa por uma série de Fourier, na forma

l
142 10.7
()= MRO{ + Zcos nd) } (10.78)
Assim, a Hamiltoniana perturbadora pode ser reescrita na forma
H(J,0,0) = —cA,,(J) {Cos(me) +2Y cos(m8) Cos(nq))} : (10.79)
(=1
onde definimos
uolpl
= —— 10.80
2By’ ( )
An(J) = ( a>’" . (10.81)

Usando uma identidade trigonométrica (transformacgao de produto em soma)
1
cos(m0) cos (L) = 3 {cos(mb6 — £¢) +cos(mO+£0)},

temos a seguinte Hamiltoniana total (equilibrio mais perturbacio)

H(J,0,0) = Hy(J) — cA,u(J) {cos (m0) + i [cos(mB — (d) -I-cos(m9+€(l))]} (10.82)

Remocao das ressonancias

Vamos, agora, encarar a Hamiltoniana que acabamos de obter do ponto de vista de um sistema
quase-integravel. Isto, como sabemos, s6 € possivel se a perturbacao tem intensidade muito
pequena, em relacdo a Hamiltoniana de equilibrio. No caso da perturbacao causada pelo limi-
tador magnético que descrevemos na subsecao precedente, ha dois parametros “pequenos” que
podem desempenhar esta fungdo: (i) a razao entre a corrente elétrica no limitador /;, e a corrente
total de plasma Ip, (ii) a razdo entre o comprimento do limitador ¢ e o comprimento total do
cilindro periddico 2nRy.
Definimos, entdo, os parametros normalizados
£:I—L, §:£7 (10.83)
Ip Ro

com 0s quais a intensidade ¢ da perturbagdo, dada por (10.80), € expressa como

—gf (qan) (10.84)
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onde usamos (10.68) para escrever o fator de seguranca na borda do plasma g, em funcgdo
da corrente de plasma Ip. Portanto, a Hamiltoniana serd pequena, em relacao ao termo de
equilibrio, se € < 1, ou seja, se tipicamente [ < Ip e £ < Ry.

No Tokamak TCABR foi implantado um limitador magnético de comprimento ¢ = 0,1 m
com m = 3 pares de fios, cada fio conduzindo uma corrente Iy, = 2500 A [114]. Como, para o
TCABR, Ry = 0,615 m e Ip = 100 kA, estes coeficientes sdo € = 0,025 ¢ § = 0,163, de modo
que © €, com efeito, um nimero pequeno para valores tipicos de a e g,. Estas estimativas nos
habilitam, portanto, a empregar a Teoria Candnica de Perturbagdes vista no Capitulo 5. No
entanto, como 14 discutimos, a presenca de ressonancias compromete as séries perturbativas de
modo dramdtico, fazendo com que os respectivos termos sejam infinitamente grandes (problema
dos pequenos denominadores). Nestes casos, devemos remover a ressonancia de interesse e
trati-la separadamente.

Uma ressonancia ocorre quando a fase m0 — n¢ € constante, de modo que sua derivada
“temporal” € nula:

do do “oom
mdq) n—0—>de—q(r)—n, (10.85)
ou seja, numa ressonancia o fator de segurancga (10.51) € um nimero racional. O toro corres-
pondente (no espago de fase, mas lembre que ele também € uma superficie magnética toroidal)
tem raio r* dado por (10.85). Este toro racional (assim como todos os demais) serd destruido
pela perturbacdao H;. Usando (10.70), o valor correspondente da varidvel de acdo J* € dado por

J*:az(l— " ) (10.86)
2qqn

no contexto do exemplo dado para a Hamiltoniana de equilibrio (ndo-perturbada).
O termo cos(mB — nd), nesta ressondncia, é constante, e portanto oscila lentamente nas
suas proximidades. Ja os demais termos, incluindo cos(m6 + n¢) oscilam rapidamente com o

“tempo” e anulam-se se fizermos uma média em ¢. Separamos, assim, o termo ressonante em
(10.82):

Hyes(J,0,0) = Ho(J) — 6Am(J) cos(md — £0). (10.87)

Nas vizinhangas da ressondncia exata, ¢ conveniente definir a diferenca AJ =J — J*. Se |AJ|
for suficientemente pequeno, podemos expandir a Hamiltoniana ressonante em série de Taylor
em AJ:

Hyes(J,0,0) = Ho(J* +AJ) — GA(J* +AJ) cos(m8 — £9),

= Ho(J*) +AJ<%>J* + 1(AJ)2 (azH‘))F — A (J*) cos(mB — €9) + ...

J 2 2
(10.88)
Definimos a Hamiltoniana nas vizinhangas da ressonancia exata como
AH(AJ,8,0) = Hyes(4,6,0) — Ho(J"), (10.89)
- N(%)ﬁ + %(AJ)Z (%)J — GA(J*) cos(mB— [0).

Usando (10.70)-(10.71) temos que, na posicao da ressonancia exata (10.86), as derivadas parci-
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ais de Hy sao

dHy e

( dT),* = £(J") = - (10.90)
d’H, of 2

( dJ? )J* a <§>J g (1020

Neste ponto € conveniente fazermos a seguinte transformacao candnica

(A7,6,0) — (I,v),
implementada pela fungdo geratriz de segunda espécie
Fy(1,6,0) = (m8—no)I, (10.92)

com as seguintes equagdes de transformacgao

o _

90

equivalentes a passarmos a um referencial “girante”, o que elimina o “tempo” ¢. Aplicando
estas equacdes em (10.89) temos a Hamiltoniana nas vizinhangas da ressonancia exata

H(I,w) = AH(AJ,0,0) + AH —nl, (10.95)

1 of
H(I,y)=-m* | == | I*—6A,(J*)cosy, (10.96)
que pode ser identificada com a Hamiltoniana do péndulo
1
H (L) = EGI2 — Fcos, (10.97)
onde definimos
G m m/2
F=0A,(J") = —@2r")"?=0d2(1- 10.98
oan() = 2y =of2(1- ) (1098)
of 2m?
G=mlZ=) = _=2" 10.99
" <8J ) e gaa®’ ( )

com o auxilio das férmulas (10.86) e (10.91).

As trajetdrias de fase da Hamiltoniana do péndulo (10.97) referem-se as curvas existentes
em torno do ponto eliptico (I* = 0,06* = ), localizado na posi¢io da ressonincia exata J*. Os
pontos hiperbdlicos (I* = 0,0* = 0,7) sdo conectados suavemente por trajetdrias heteroclincias,
determinados pela separatriz da Hamiltoniana do péndulo. O conjunto formado pelas curvas
fechadas e pela separatriz € denominado ilha periddica (ou ilha magnética, na literatura de
plasmas). Para determinarmos a semi-largura /,,,, da ilha impomos a condi¢do de constincia
de # sobre a sua separatriz

H(I=0,y=0)=H(I =Ly, ¥y =T7),
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que, em vista de (10.97), fornece

/2
Imax:2‘5 , (10.100)
enquanto a frequéncia das oscilagdes em torno do ponto eliptico € dada por
wy = |[FG|'/? (10.101)

No exemplo especifico do limitador magnético, usando (10.98) e (10.99), a semi-largura da

ilha é P
2a> [€€ m "
Loy = —1\/ —<2(1— 10.102
max m V2% { ( 2qan> } ( )

e que, portanto, é proporcional a raiz quadrada da intensidade da perturbacéo €&.

Na verdade, a estrutura de péndulo para o movimento na vizinhanca da ressonancia € uma
idealizacdo. A presenca de pontos homoclinicos associados a quebra de integrabilidade do
sistema Hamiltoniano perturbado (pois dependente do tempo) faz com que as separatrizes da
ilha ndo estejam conectadas de forma suave. Pelo contrario, as variedades estaveis e instaveis
cruzam-se um numero infinito de vezes, formando o emaranhado homoclinico, e que é o es-
queleto de uma Orbita cadtica local, restrita a periferia da ilha. Na verdade, se a intensidade da
perturbacdo aumenta, a propria ilha vai sendo progressivamente destruida, e uma regido caodtica
(preenchedora de 4reas no plano de fase) vai crescendo até dominar todo o plano de fase.

Mapas de Poincaré para as linhas de campo magnético

Vamos considerar, agora, a Hamiltoniana original do Tokamak (na aproximacao de grande razao
de aspecto) com limitador magnético. Associando (10.69) e (10.77) temos

H(J7e7¢) :HO(J)+H1(J767¢)

2] J Rol.
- <1 - 2_aZ> - %(2])"’/2005(1119)]‘(4)). (10.103)

Usando (10.83) e (10.84) podemos expressar a Hamiltoniana acima como

612 2

2a
H(1,0,0)=—1I(1—-1)+
( ) qa( ) 0

eI"2 cos(m®) £(9). (10.104)

onde definimos uma varidvel de a¢do normalizada

J
[=——. 10.105
Uma vez que J = r? /2, como dentro do cilindro temos 0 < r < a, resulta que o dominio de
interesse da a¢do normalizada € 0 < [ < 1, enquanto 0 < 6 < 21. Podemos, ainda, normalizar

a propria Hamiltoniana fazendo

H
H = o (10.106)

tal que
H(1,0,0) = I(1—1)+2e1"?cos(mB)f(0), (10.107)

tenha como unico parametro variavel a razao € entre a corrente elétrica no limitador magnético
(Ip) e a corrente total de plasma (Ip), para um valor fixo de m que, recordemos, é o nimero de
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pares de fios toroidalmente orientados no limitador. Nos experimentos realizados no TCABR,
o valor de € é da ordem de 0,025. J4 a dependéncia com o “tempo” ¢, dada por (10.74), é

_J 1, se0< <G,
f(¢)—{0, wE<o<om (10.108)

onde & = ¢/Ry é o comprimento (normalizado) do limitador. Vamos utilizar m =3 e & =0, 163
nas simulagdes numéricas a seguir.
As equacdes de Hamilton correspondentes a (10.107) serdo

dl 0H

o 59 = 2emI™"sin(m®)f(0), (10.109)
do J0H

— =—=1- (m/2)—1

a0 o1 LT 2reml cos(mB) £(9), (10.110)

e podem ser resolvidas numericamente. As trajetdrias obtidas a partir de cada condicao inicial
(I(6 =0),06(0 =0)), sdo as préprias linhas de campo magnético que passam por ela. Como
estamos interessados no mapa de Poincaré, nds registramos apenas os valores de (1,0) para os
quais ¢ = 0 modulo 27, ou seja, a cada volta completa da linha de campo na direc¢do toroidal
(0), gerando as variaveis discretas

L=I1(0=2mn), ©6,=6(¢="2mn). (10.111)

O conjunto de pontos do mapa de Poincaré (1,,0,), obtidos para condi¢Ges iniciais es-
colhidas adequadamente, é o retrato de fase do mapa das linhas de campo. Para facilitar a
visualizagdo, optaremos por representar (I,0) usando coordenadas cartesianas ao invés de po-
lares.

Na Fig. 10.12 mostramos o retrato de fase para o caso nao-perturbado, ou seja, tomando
€ = 0. O resultado é tipico de um mapa twist associado a um sistema integravel: ha toros
racionais e irracionais, sobre os quais as linhas de campo tém formato helicoidal. Para toros
racionais correspondentes a um fator de seguranca g(I) = m/n, uma linha de campo fecha-
se sobre si mesma apos m voltas na direcdo poloidal (0) e n voltas na direcao toroidal. No
retrato de fase, portanto, os toros racionais sao representados por pontos isolados, como aquele
para I = 0,5. J4 nos toros irracionais as linhas de campo nunca se fecham sobre si mesmas,
preenchendo densamente (ergodicamente) a superficie magnética correspondente, e gerando
curvas (na verdade, segmentos de reta) continuas.

O caso ndo-integravel, associado a um pequeno valor da perturbagdo (€ =0,025), € ilustrado
na Fig. 10.13. No retrato de fase observamos a existéncia de curvas continuas e ilhas periddicas,
que resultam dos toros irracionais e racionais, respectivamente, do sistema nao-perturbado. Os
toros irracionais ndo destruidos pela perturbag¢do sofrem algum grau de distor¢dao (Teorema
KAM), enquanto os toros racionais sao todos destruidos, deixando pontos fixos elipticos e hi-
perbolicos do mapa (Teorema de Poincaré-Birkhoff), em torno dos quais emergem estruturas
similares ao péndulo, as ilhas periddicas. Mas, devido a ndo-integrabilidade, existem emaranha-
dos homoclinicos que tornam difusas as separatrizes destas ilhas, formando o que chamamos no
Cap. 6 de camadas estocasticas. A espessura das camadas estocdsticas é proporcional a intensi-
dade da perturbacao €, de modo que se esta € suficientemente pequena, as camadas estocasticas
sdo tao finas que podemos confundi-las com separatrizes normais.

Observamos, na Fig. 10.13, que as maiores ilhas estao localizadas na regido préximaa [ =
1, que corresponde a parede do tokamak em r = a, onde também estd posicionado o limitador.
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Figura 10.12: Retrato de fase do mapa de Poincaré para as linhas de campo magnético num
Tokamak de grande razdo de aspecto com um limitador magnético onde m = 3, § = 0,163 ¢
e=0.
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Figura 10.13: Retrato de fase do mapa de Poincaré para as linhas de campo magnético num
Tokamak de grande razdo de aspecto com um limitador magnético onde m = 3, § = 0,163 e
€ =0,025.
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Figura 10.14: Retrato de fase do mapa de Poincaré para as linhas de campo magnético num
Tokamak de grande razdo de aspecto com um limitador magnético onde m = 3, § = 0,163 e
€ =0,050.

A largura de uma dada ilha foi determinada na se¢ao anterior, a partir de uma remog¢ao da
ressonancia correspondente. De (10.100) e (10.98) a largura da ilha centrada em no valor da
acdo I* ¢é

AT ~ e\ 2 ()™, (10.112)

Como 0 < I* < 1, quanto menor for o valor de I* mais interna serd a ilha, de tal forma que,
para um dado valor da perturbagdo €, a largura serd menor conforme penetramos no interior
do cilindro. Embora haja camadas estocdsticas ladeando todas as cadeias de ilhas, suas espes-
suras nao sdo grandes o suficiente para criar uma regido cadtica (preenchedora de areas) nas
proximidades da parede.

Para um valor ainda maior da perturbagdo [Fig. 10.14] as ilhas propriamente ditas também
sao maiores. Com efeito, de (10.112) vemos que a largura de uma ilha (centrada num dado
valor de I*) cresce com a raiz quadrada da intensidade da perturbagdo. Além disso, as camadas
estocdsticas das ilhas préximas a parede do Tokamak ja sdo grandes o suficiente para haver a
quebra de curvas invariantes entre elas, e a consequente formagao de uma regido de caos global.
Por outro lado, como as larguras das ilhas diminuem no interior do cilindro, € possivel preservar
uma boa parte da coluna de plasma desta estocastizag¢do periférica.

E justamente a formacdo desta camada cadtica préxima a parede do Tokamak que motivou
a criacdo do limitador magnético. A parede do Tokamak recebe uma grande quantidade de
energia localizada, o que pode gerar a liberacao de impurezas a partir de processos de interagao
entre o plasma e a superficie metdlica. Estas impurezas contaminam o plasma, diminuindo a
qualidade do seu confinamento. Acredita-se que a criacao de uma camada periférica de linhas de
campo magnético cadticas pode fazer com que haja uma distribui¢do mais ou menos uniforme
dos fluxos energéticos que provocam tais contaminacoes.

Nos experimentos do TCABR foi detectada a formacdo desta regido cadtica periférica ja
com perturbacdes da ordem de € = 0,025. No entanto, nosso modelo ndo pode ser aplicado
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com exatiddo em Tokamaks cuja razdo de aspecto nao seja grande o suficiente. Porém, incluida
uma corre¢ao toroidal nos resultados do equilibrio, é possivel mostrar que a regiao cadtica
periférica existe para intensidades da perturbacdo menores do que as estimadas com o modelo
cilindrico, em conformidade com os resultados experimentais do TCABR.

10.5 Mapas de Poincaré para linhas de campo magnético

Os mapas de Poincaré para linhas de campo magnético em Tokamaks com um limitador, mos-
trados nas Figuras 10.12-??, foram obtidos integrando numericamente as equagdes das linhas
de campo. Elas sdo, como vimos na se¢do anterior, as equacdes de Hamilton para as linhas de
campo magnético, parametrizadas por uma coordenada ignoravel, no caso o angulo toroidal ¢.

Ha duas dificuldades principais associadas a este procedimento: (i) para resultados numéricos
precisos, € necessdrio empregar integradores simpléticos; (ii) para valores baixos do passo de
integracao, o tempo computacional pode tornar-se proibitivamente alto em simulagdes numéricas.

Ambos os problemas que mencionamos podem ser contornados pela obtencdo de formas
analiticas para os mapas de Poincaré. H4 outras vantagens se este objetivo é alcangado para um
sistema de interesse fisico. Por exemplo, pode-se determinar de modo mais direto os pontos
fixos e drbitas periddicas, bem como investigar sua estabilidade local, usando os métodos apre-
sentados no Capitulo 6. Além disso, € possivel investigar larguras de ressonancias assim como
a sua superposicao, para obter estimativas da transi¢do do caos local para global, como fizemos
no Capitulo 7 com a Hamiltoniana paradigma.

No problema especifico do Tokamak com limitador ergddico, o fato do limitador ter uma
largura muito menor do que a extensao do Tokamak nos permite integrar de forma aproximada
as equacoes das linhas de campo. Fazendo isso, Martin e Taylor obtiveram um mapa bidi-
mensional exatamente conservativo, que permite uma série de estudos numéricos e analiticos
sobre a formacdo das Orbitas cadticas. A deduc¢do do mapa de Martin-Taylor e um estudo das
propriedades dinamicas bésicas € o objetivo desta secao.

10.5.1 Obtencao do mapa

No Capitulo 7, mostramos que o mapa padrao pode ser deduzido a partir do problema mecanico
de um rotor sujeito a impulsos periddicos simulados por uma sequéncia de fungdes delta de
Dirac. No mesmo espirito, iremos supor que a a¢do do limitador sobre as linhas de campo
magnético também seja modelada por este tipo de sequéncia de deltas periodicas (agora no
espaco, ao invés do tempo).

Além desta simplificac@o, ns adaptaremos a geometria do problema para colocar em evidéncia
a regido proxima a parede do Tokamak, ou seja, a regido externa da coluna de plasma. Nesta
regido € possivel empregar coordenadas cartesianas: x = a6, onde a é o raio menor e 6 é o
angulo poloidal, y = a—r, e z= Ry0, onde Ry € o raio maior e ¢ € o angulo toroidal. Assim y
mede a distincia radial a partir da parede do Tokamak, x mede o comprimento do arco poloidal
sobre a parede em y = 0, e z o arco toroidal, com periodicidade 27tRy.

O mapa de Poincaré considera os valores das coordenadas (x,y) quando z é um mdltiplo
inteiro de 2mR

X =x(z=n(2TRo)),  yu=y(z=n(2mRy)), (10.113)
de forma que desejamos obter relacdes da forma
X1 = fx(Xn, yn), (10.114)

Y1 = fy(Xn:Yn)s (10.115)
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Figura 10.15: Geometria empregada na dedu¢do do mapa de Martin-Taylor.

onde nosso objetivo € determinar expressoes analiticas para fy € fy.
Partimos das equagdes das linhas de campo em coordenadas locais (r,0, 0), que empregamos
na secao anterior. De (10.52) e (10.53) elas sao

ar 10.116
40 B, ( )
48 _BeRo _ 1 (10.117)

onde ¢(r) é o fator de seguranga das superficies magnéticas.

Campos de equilibrio e do limitador

O mapa de Poincaré (10.141)-(10.144) € a composi¢ao de dois mapas: um deles (77) € referente
ao comportamento das linhas de campo magnético no equilibrio, enquanto o outro (7») refer-
se a acdo do limitador. No primeiro caso, a componente radial do campo magnético € nula
(B, = 0). Reescrevendo (10.116) e (10.117) em termos das coordenadas cartesianas x = a0,
y=a—r e z= Ryp0 obtemos

. (10.118)
dz

dx b 1

A 10.119
dz  Roq(r) ( )

Como estamos interessados na regido proéxima a parede do Tokamak, expandimos a funcao
g(r)~" nas vizinhancas de r = a:

1 1 ydg
S rd4r (10.120)
Q(r) qa q% dl” r=a
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Definindo as quantidades

2
o= "¢ (10.121)
qa
2na d
g= e (10.122)
qa dr r=a
temos
q(y) =2ma(a+sy+...). (10.123)
de modo que (10.118)-(10.119) podem ser escritas, de forma aproximada, como
dx 1 -1
—=—(x 10.124
d
Yo, (10.125)
dz

O parametro s representa a variacao radial do fator de seguranca na parede, e portanto pode ser
interpretado como a intensidade do cizalhamento magnético (“‘shear”).

O campo magnético produzido por um anel do limitador com m pares de fios conduzindo
uma corrente elétrica Iy, é dado por (10.72)-(10.73). Reescrevendo estas expresdes nas coorde-
nadas cartesianas temos:

(1) _ Homip _my mx
By (x,y,2) = o exp( ; >cos( p >f(z), (10.126)
(1) _ HomlL _myy\ . mXx
B (x.y,2) = £ exp( : )sm( : )f(z), (10.127)
B (x,y,2) =0, (10.128)

onde o fator dependente do “tempo” z € uma sequéncia periddica de fungdes delta de Dirac,

flz)= i d(z—2mRoj) (10.129)

]:—00

supondo que o limitador esteja localizado em z = 0 e tenha uma largura ¢ < 2nRy. Essa
aproximacao € vélida desde que nds negligenciemos quaisquer efeitos de borda.

Na regido ocupada pelo limitador (0 < z < 27R() superpomos o campo de equilibrio com o
campo do limitador. As componentes cartesianas do campo magnético resultante serao

B, =B 1+ B ~ BV (x,y), (10.130)
B, =B (xy), (10.131)
B, = By, (10.132)

onde supomos que B)(CO) < B)(CI) na regido do limitador.

As equacgoOes das linhas de campo magnético na regiao ocupada pelo limitador podem ser
expressas diretamente em coordenadas cartesianas como

dx B, BV
ax _ By _ 10.133
i B. By’ ( )
(1)
B, B
dy By By (10.134)

dz B, By
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Substituindo nestas equacdes as componentes do campo do limitador (10.126)-(10.127), com
f(z) =1, obtemos

dx

d_Z = —CFx(x,y), (10.135)
dy
7 =CR(xy). (10.136)
onde
Homly,
= 10.137
anBy’ ( )
m mx
Fe(x,y) = exp (—%) cos (7) (10.138)
m . mx
Fy(x,y) =exp (—Fy) sin <7> : (10.139)

Considerando as condi¢des iniciais do mapa de Poincaré [vide (10.113)]
x0=x(z=0), yo=y(z=0),

desejamos inicialmente integrar as equagdes (10.135)-(10.136) na regido do limitador, para en-
contrar os pontos

p=xz=10), Y=y@=0).
Como (10.135)-(10.136) ndo tém solucdo analitica, podemos empregar uma aproximagao, que
¢ o método de Euler explicito, conforme vimos na se¢ao 3.9. Como ¢ < 2Ry podemos encarar
¢ como o passo de integragdo e expandir em série de Taylor, como em (3.176)

d
X=x(z=0+0) =x(z=0)+ 05| ...
dz z=0

= xo — (CF(x0, o). (10.140)

Usando (10.137) e (10.138) escrevemos, de maneira geral, para a n-€sima iterada

X :xn—%exp (—mjn>cos (m;”) (10.141)

onde x! = x(z = nf), e definimos o pardmetro

polm?1y,
= 10.142
Bod?m | ( )
que representa a intensidade da perturbagdo causada pela acao do limitador.
Dividindo membro a membro (10.136) por (10.135) obtemos

dy _dy/dz _ F(xy)

dx dx/dz Fi(x,y)
__sinbmx/a) _ o0 (m—x> . (10.143)

cos(mx/a) a

Integrando no intervalo do limitador temos, para a n-ésima iterada,

Vi X
dy = —/ dxtan <@) — [cos (ﬂ)]
Vn Xn a m a

*
xn

Xn
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de forma que

v =+ = tnfeos [ — permilacos () |1 - Lincos (1) (10.144)
m a a

a m

Na regido fora do limitador (¢ < z < 2mRy), apenas a parte do equilibrio deve ser integrada,
composta pelas equagdes (10.124)-(10.125). Neste caso, os limites de integragao sao

(s yn) = (x(z=nL),y(nl)), (i 1,3n41) = (x(z = n27TRo), y(z = n27Ry)),
de modo que a segunda parte do mapa sera

Xnp1 = X + O+ Sy, (10.145)
Yat1 =Yy (10.146)

onde supomos novamente que ¢ << 27Ry.

Mapa composto

Neste ponto é conveniente definir varidveis adimensionais

=" (10.147)
a
o
y = % (y+ E) : (10.148)

tal que a nova origem (y' = 0) corresponde ao ponto de ordenada y = —a./s, para o qual (10.145)
implica em x} = x,,+1. Como 0 < x’ < 27, x é definido médulo 21a/m. O fator de seguranga no
ponto y é o racional m /k, onde k € um niimero inteiro. Além disso redefinimos a intensidade do
limitador como

p = pexp (";—:‘) (10.149)

Com o auxilio das defini¢des acima, o mapa composto por (10.141)-(10.144) e (10.145)-
(10.146) € escrito como

=¥, —plencosxy, (10.150)
yp=y,+In {cos [x'n —pleVn cosx’n] } —Incosx’,, (10.151)
K1 =X, +sy7, (10.152)
Y1 =V (10.153)

Retirando os apdstrofos, por economia de notagdo, e eliminando as varidveis com asterisco,
0 mapa composto pode ser expresso na seguinte forma

Xnt1 = Xn + 8Yn + &(Xn, V), (10.154)
Ynt1 = Yn+h(Xn,¥n), (10.155)
onde
— e
h(x,y) = In cos(x — pe™Y cosx) , (10.156)
COSX

g(x,y) = —pe™ cosx+sh(x,y) (10.157)



10.5. MAPAS DE POINCARE PARA LINHAS DE CAMPO MAGNETICO 361

10.5.2 Propriedades do mapa

A matriz Jacobiana do mapa (10.154)-(10.155) é

_ (Oxnt1/0xn Oxnii /ayn)
1= (ayn+1/axn 8yn+1/8yn (10.158)

cujos elementos sao

0Xp 11 _ dg 0xp 11 _ og

s 1+ o, S s+ o (10.159)
OYn+1 _ oh Ynt1 B oh

ox,  ox,’ N b OYn’ (10.160)

com as seguintes derivadas parciais

) oh

28 persing, 4 s—, (10.161)

0x, 0x,,

o) oh

28 o e cosxy 4 S (10.162)

AYn IYn

oh N .

3 = —tan(x, — pe " cosx,) (1 + pe 7" sinx,) + tanx, (10.163)
Xn

oh _ _

3 = —tan(x, — pe " cosx,)pe " cosxy). (10.164)
Vn

O determinante Jacobiano do mapa €

. . OXpt1 ayrH—l OXp i1 Vi1 .
J=detJ = o, oy, — Iy, o, =1 (10.165)

de modo que a condicdo de preservacao de areas (6.16) € satisfeita exatamente, como esperado
do mapa de Poincaré construido a partir de um sistema Hamiltoniano.

De fato, identificando y com uma varidvel de acdo e x como a varidvel de angulo canonica-
mente conjugada, o mapa de Martin-Taylor (10.154)-(10.155) tem a forma geral (6.87)-(6.88)
de um mapa twist perturbado. No Capitulo 6 vimos que este mapa € caracteristico de sistemas
Hamiltonianos quase-integraveis, numa superficie de se¢ao de Poincaré adequada. Comparando
ambos, 0 nimero de rotacao associado ao mapa de Martin-Taylor é

1
L (10.166)

A(yn) = o

Uma propriedade muito util do mapa de Martin-Taylor é que ele € invariante sob as seguintes
transformagoes

2k
y—)i:y-l-%, (10.167)

2mk
p— P =pexp <%> (10.168)
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onde k é um inteiro positivo. Para verificar esta propriedade, substituiremos (10.167) e (10.168)
em (10.156) e (10.157)

N cos(x — pe ™ cosx)
h =1
(x,5) =1In { ok } :
_ ho2mk/s ,—y ,—2mk/s
i [cos(x pe-™/Se™Ve cosx)]  h(xy), (10.169)
COSX
8(x,5) = —pe " cosx+ sh(x,5) = g(x,y), (10.170)

tal que o mapa de Martin-Taylor sob tais transformacdes fica

Xn+1 = Xn +s)7n+g(xna)7n) :xn+5yn+2nk+g(xnayn)a (10.171)
21tk 21k
Ynti :yn+lT =¥n +h(xna)7n) =yn+ T +h<xn7yn)- (10.172)

Como x € definido médulo 27, x e x + 27k representam o mesmo valor, de modo que recupera-
mos as relacoes (10.154)-(10.155), demonstrando assim a invariancia por (10.167)-(10.168).

10.5.3 Pontos fixos e sua estabilidade

Os pontos fixos do mapa de Martin-Taylor (x*,y*), definidos por (6.103), sdo dados pela solugdo
das seguintes equacoes
X =x" sy 4 g(x",y), (10.173)
v =y +h(x",y"). (10.174)

Como 0 < x* < 21 por construgdo a equagdo (10.173) implica na condi¢io
sy*+g(x*,y") = 2nm, (10.175)

onde n € um inteiro ndo-negativo. Ja y* ndo tem esta periodicidade, de modo que (10.174)
implica em
h(x*,y*) =0. (10.176)

Em vista de (10.156) chegamos a equagao trigonométrica
cos(x* — pe™" cosx™) = cosx”, (10.177)
que, em vista da periodicidade da varidvel x, leva-nos a condi¢ao

X = k4 ge—y" cosx”, (10.178)

onde k é um inteiro ndo-negativo, e que determina implicitamente x*. Retornando, agora, a

equacgdo (10.175) e usando (10.176) obtemos o valor de y correspondente aos pontos fixos

« 2NT P s .
V' =——+=€e 7 cosx". (10.179)
s s

Ao invés de recorrer a um procedimento numérico para resolver as equacdes transcendentes
(10.178)-(10.179), supomos que p seja pequeno o suficiente para obtermos uma relacdo apro-
ximada, retendo termos de ordem p e negligenciando termos de ordem p? ou superior. Subs-
tituindo os segundos membros (10.178) e (10.179) em nos fatores cosx* e e das mesmas



10.5. MAPAS DE POINCARE PARA LINHAS DE CAMPO MAGNETICO 363
equagdes, obtemos uma familia de pontos fixos parametrizados pelos inteiros k e n:

2nm
Xen = Ttk-l-gexp <—% —l—o(p)) cos (Ttk+o(p))

2
:Ttk-l-(—l)k%)exp (—?) +o(p?) (10.180)
2nm 2km
Zﬂ:%-l-g (——-i—o(p)) cos (mk+o(p))
2 2
Z%n-i-(—l)k?exp (—?) +o(p?). (10.181)

Como 0 < x < 2m, s6 € necessdrio especificar os valores de x para os pontos fixos com k=0
e k = 1. Restardo, assim, duas familias parametrizadas pelo inteiro n:

= 0+§e—2"/‘+o(p2), (10.182)
Yo = %Tn—l—%e_znn/s-i—o(pz), (10.183)
X, =T ge_zmt/s-l-o(pz), (10.184)
Yin= 2’17” - ’;’e—z’”‘/s +o(p?), (10.185)

A andlise da estabilidade de pontos fixos de mapas bidimensionais conservativos segue
os procedimentos delineados no Capitulo 6. O ponto de partida é a linearizagdo do mapa
de Martin-Taylor nas vizinhangas dos pontos fixos, € a andlise da respectiva matriz Jacobi-
ana (10.158). A estabilidade € determinada pelo trago da matriz, quando seus elementos sao
calculados na posi¢@o de cada ponto fixo. Um cdlculo simples, mas trabalhoso, fornece para o
traco de (10.158):

h
T:TrJ:aan+<9yn+1_2 Jdg 9

0xp, ayn B oxy, ayn
=2+ pe " sinx, + stanx, — tan(x, — pe " cosx,) [pe_y" cosx, + (14 pe " sinxn)] )
(10.186)

Calculando o quadrado do trago para cada uma das familias de pontos fixos teremos as
seguintes expressoes aproximadas

P r Vo) = 4 (1 + pse 2™/ -1-0(192)) >4, (10.187)
P} Vi) =4 (1 ~ pse” /s -|-0(p2)) <4, (10.188)

de forma que, pelo critério (10.187), os pontos fixos da familia (xg ,,,¥; ,,) sdo instdveis (pontos
de sela), ao passo que os pontos fixos (x},,y},) sdo estdveis (centros).

10.5.4 Dinamica do mapa de Martin-Taylor

Os conceitos dos capitulos 6 e 7 podem nos dar uma ideia qualitativa bastante satisfatéria dos
aspectos dinamicos do mapa de Martin-Taylor. Como este é nao-linear, devemos recorrer a
simulacdes numéricas para obter resultados quantitativos. Varios aspectos a serem mostrados
tém similaridade com o mapa padrao, cujo estudo foi objeto do Capitulo 7.
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Figura 10.16: Retrato de fase do mapa de Martin-Taylor para p =0,1 e s = 27.

Na auséncia de perturbacido causada pelo campo magnético do limitador, de (10.142) o
limite p — 0 do Mapa de Martin-Taylor resulta num mapa do twist (10.145)-(10.146). O nimero
de rotagdo é dado por (10.166) por 4 = sy,/2n. Adotando o valor s = 27 para o parimetro
de cizalhamento magnético, o nimero de rotacdo é o préprio valor da coordenada y,. Como
Yn+1 = Yn, a cada condig@o inicial (xg,yo) temos um toro, que pode ser racional ou irracional
conforme o valor de yg. Na superficie de secao de Poincaré estes toros sdo representados por
linhas horizontais, no caso de toros irracionais, ou conjuntos discretos de pontos, para toros
racionais.

Tomando, agora, um valor ndo-nulo da intensidade da perturbac¢do, como p = 0,1 [Fig.
10.16], ha dois pontos importantes a serem levados em conta:

1. os toros racionais serdo todos destruidos, restando apenas um nimero par de pontos fixos:
metade dos quais estaveis (centros) e a outra metade instaveis (pontos de sela). Este
resultado é uma decorréncia do Teorema de Poincaré-Birkhoff;

2. os toros irracionais serdo em parte preservados, de acordo com o respectivo nimero de
rotacio (Teorema KAM). Devido a perturbacdo e ao cizalhamento, os toros que restam
sao representados por curvas deformadas em relagcao as retas horizontais do caso nao-
perturbado.

No caso dos toros racionais que desaparecem devido a perturbacdo, em seu lugar aparecerao
ilhas periddicas, ou seja, estruturas similares a Hamiltoniana do péndulo.
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Figura 10.17: Retrato de fase do mapa de Martin-Taylor para p = 0,2 e s = 27.

Pontos fixos e ilhas periodicas

Analisando a Fig. 10.16 vemos que estes aspectos tedricos estdo contemplados pelos resultados
numéricos, pois as ilhas pendulares estdo ancoradas nos pontos de sela (x ., Y5 ,), € cujos cen-
tros sdo os pontos fixos estdveis (x] ,,¥} ). Paran =0 a ilha estd centrada em (x* ~ 7,y* =~ 0)
com pontos de sela em (x* =~ 0, y* ~ ) Como p # 0, havera uma fina camada estocastica que
praticamente se confunde com uma separatriz (que ja ndo mais existe) conectando os pontos de
selaem 0 e 2m.

Comon =0,1,2,... havera um nimero de ilhas tdo grande na dire¢ao y como o comportado
pela condigao fisica r < a, onde a € o raio menor do Tokamak. A ilha com n =1 esta centrada
também, aproximadamente, em x* = T, ¢ estd distante da primeira ilha de 8y ~ 1. As demais
ilhas estao igualmente espacadas, mas as larguras decrescem com o valor de y, de modo que
sdo praticamente imperceptiveis para y alto. Além disso, as camadas estocdsticas também sao
muito finas e parecem separatrizes das outras ilhas.

De maneira mais formal, de (10.183) a distancia entre duas ilhas adjacentes é

x . _2m p _
dYn = Y011 — Yo = o + ;6 Zn/s,

(10.189)
que nao depende de n, donde € aproximadamente a mesma para todos os pares de ilhas.

De fato, Martin e Taylor empregaram uma versdo da teoria de perturbacio (que nao estuda-
mos no Capitulo 5) chamada “remocdo global das ressondncias” para determinar a largura das
ilhas primdrias centradas nos pontos fixos x;, , ~ 0, y; ,, = 27n/s é dada por

_5 [P _mn
Ayn—Z\/:eXp< >+0(p), (10.190)

s
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Figura 10.18: Retrato de fase do mapa de Martin-Taylor para p = 0,29 e s = 2.

e que portanto decai exponencialmente com n, para valores dados de p e s, como podemos
constatar nas Figuras 10.16-2?.

Um aspecto da Fig. ?? € a presenga de pequenas ilhas situadas entre as ilhas primarias
correspondente aos pontos fixos do mapa de Martin-Taylor. Estas ilhas secundérias, tercidrias,
etc. estdo associadas a oOrbitas periddicas do mapa de periodo maior ou igual a 2. Por exem-
plo, a pequena cadeia de duas ilhas secundarias entre as duas ilhas primarias € estruturada em
torno dos pontos de uma 6rbita de periodo 2 (x; ~ 0,x] ~ 7). Essa 6rbita € estdvel no mesmo
sentido dos pontos fixos, e também existe uma Orbita instavel de periodo 2 contendo pontos de
sela em (xj) = m/2,x] = 31/2). As curvas estdveis destes pontos de sela também geram emara-
nhados homoclinicos e portanto as ilhas secundarias, tercidrias, etc. também t€m suas camadas
estocdasticas, ainda que muito finas para baixos valores da perturbacao.

Na medida em que a intensidade da perturbacdo p tem seu valor aumentado, todas as ilhas
primdrias (centradas nos pontos fixos do mapa) vao aumentando seu tamanho, uma vez que a
largura das mesmas € Ay, ~ /p, de (10.190). Além disso, como vimos na anélise do mapa
padrao, as larguras das camadas estocasticas também crescem. Ambos efeitos podem ser clara-
mente visualizados na Fig. 10.18, obtida para p = 0,29 e s = 27%. A ilha priméria centrada em
y* & 1 tanto cresce na largura como sua regido estocastica torna-se visivel. J4 a ilha centrada
em y* = ( cresceu tanto, assim como a camada estocdstica respectiva, que a prépria ilha ja
praticamente ndo mais existe. Poderdo continuar existindo algumas curvas em torno do centro,
mas ocupando uma regiao quase imperceptivel.

Outro aspecto interessante da Fig. 10.18 é o aumento das larguras de vérias ilhas se-
cunddrias, tercidrias, etc. Por exemplo, a cadeia de ilhas secunddrias centradas em y ~ 0,5
que era pouco discernivel na Fig. 10.17 torna-se, agora, tdo grande que sua camada estocastica
chega a fundir-se com a da primeira ilha primaria. No entanto, pelo menos para este valor de
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Figura 10.19: Retrato de fase do mapa de Martin-Taylor paras =2ne p =0,32.

p =0,29, ainda podem ser vistas curvas invariantes associadas a toros irracionais sobreviventes,
como previsto pelo Teorema KAM. Estes toros irracionais agem como diques, impedindo que
a regiao cadtica local que vemos nas camadas estocasticas seja estendida para toda a superficie
de secao.

Transicao para o caos global

Como estudamos no Capitulo 7, a transicao de caos local para caos global é obtida quando o
ultimo toro irracional € destruido entre as ressonancias. Apods isto ter ocorrido, como ilustrado
na Fig. 10.19, as camadas estocdsticas se tocam e se amalgamam, produzindo caos global. E
importante, porém, ter em mente as diferencas existentes entre o mapa padrdo e o mapa de
Martin-Taylor: enquanto o primeiro tem infinitas ilhas primdrias de mesma largura, o que es-
tende o caos global a toda a superficie de sec@o, no segundo as ilhas t€ém larguras que diminuem
exponencialmente. Portanto, mesmo apds a transicao para o caos global, a Fig. 10.19 mostra
que esta regido ndo migra para a parte superior da ilha, ou seja, ndo se estende para y arbi-
trariamente alto. Da comparacao entre as Figs. 10.18 e 10.19 deduz-se que o valor critico da
intensidade da perturbacgao é p. ~ 0,29.

A determinacao tedrica do valor critico da perturbacao para a transi¢do de caos local para
global é um problema intrincado, mesmo para sistemas Hamiltonianos simples, como o mapa
padrao ou a Hamiltoniana paradigma, vistos nos Capitulos 6 e 7, respectivamente. Neles aplica-
mos o critério de Chirikov, que envolve o calculo do parametro de estocasticidade que quantifica
a superposicao de duas ilhas primadrias adjacentes ne n+ 1

Ayni1+ Ay,

S , (10.191)

Sn,n+1 =
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onde o numerador € a soma das larguras das ilhas e o denominador € a distincia entre elas.

Como a regido cadtica produzida pelo limitador é mais pronunciada para baixos valores de
y (fisicamente, préximo a parede do Tokamak) é suficiente calcular o parametro de estocastici-
dade entre as ilhas comn =0 e n = 1. Usando (10.189) e (10.190) obtemos

Avi+4yy 1
So1 = % ~—/ps (1+e7) +o(p*?). (10.192)
n

Seguindo a discussdo feita na Se¢do 7.6, a transicao para o caos global ocorre quando o
parametro de estocasticidade atinge o valor critico S.. Esta condi¢ao € satisfeita para o valor
critico do pardmetro p = p, tal que So 1 (p.) = S, donde

2 _
Pe = %Sf(l +e—“/“) ! (10.193)

Na versdo original do critério de Chirikov, que impde a superposicdo simples das ilhas
primadrias, este valor critico € S, = 1. No entanto, como sabemos, a transicao ocorre bem antes
disto. Uma adaptacdo do critério de Chirikov, que € valida mesmo no presente caso - onde as
ilhas tém larguras distintas - é a “regra dos dois-tercos”, pela qual S, = 2/3. Aplicando este
critério pratico a (10.193) obtemos, para s = 2@, que p. = 0,27. Comparando com o valor
estimado numericamente pela andlise das Figs. ??(a) e (b), que é p. = 0,029, vemos que a

previsao do critério de Chirikov concorda com os resultados numéricos a menos de um erro da
ordem de 7%.

Tamanho da regiao caotica

Imediatamente apds a transi¢do de caos local para o caos global no mapa de Martin-Taylor
[Fig. ??(b)], verificamos a formacdo de uma regido predominantemente cadtica que abarca as
ilhas primarias n = 0 e n = 1 bem como o espaco entre elas, ainda que haja um grande nimero
de ilhas secundarias, tercidrias, etc. imersas neste ‘“mar cadtico’. E fisicamente interessante
conhecermos a dependéncia do tamanho da regido cadtica com os parametros do mapa.

Via de regra, poderiamos definir a fronteira da regido cadtica yr como a posi¢ao do primeiro
toro irracional (toro KAM) ainda ndo destruido pelo aumento da intensidade p da perturbacio.
No entanto, esta definicdo nao € satisfatoria, pois 0 mapa distorce as curvas correspondentes
aos toros KAM, como podemos ver claramente na Fig. 10.18 entre as duas ilhas primarias.
Uma defini¢do mais adequada seria adotar como valor de yr o valor médio da coordenada y do
primeiro toro KAM sobrevivente, média esta tomada em relacdo a coordenada x entre 0 e 27.

Portela et al. empregaram esta defini¢do para construir um algoritmo computacional que
determina numericamente o valor de yr, dados os valores dos parametros p e s. Um exemplo
estd na Fig. 10.20, onde mostramos um retrato de fase do mapa de Martin-Taylor para p =0, 1
e s = 10. A linha tracejada corresponde a posi¢cao média da fronteira yr ~ 0,24 obtida por meio
deste algoritmo.

Nas Figuras 10.21(a) e (b) mostramos a posi¢ao da fronteira da regido cadtica como funcao
de p (para s fixo) e de s (para p fixo), respectivamente. De forma geral, o valor de yr cresce com
ambos os parametros. No entanto, este crescimento € uma funcdo complicada, pois a alteracao
dos valores de p e s pode mudar de forma complicada os retratos de fase, a fim de acomodar as
distor¢des dos toros KAM com o crescimento das ilhas periddicas.

Martin e Taylor derivaram uma estimativa tedrica para o valor de yr usando a propriedade
de invariancia do mapa pelas transformagdes (10.167)-(10.168). Pela tltima destas relacdes,

teremos que

ok
Inp—Inp=Inp+ = (10.194)
S
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Figura 10.20: Retrato de fase do mapa de Martin-Taylor para p =0, 1 e s = 10. A linha tracejada
indica o tamanho médio estimado da regido cadtica.

(3] 5
I
oo
=
o]
[
]
oo

(a) p (b) s

Figura 10.21: Posicao média da fronteira da regiao cadtica do mapa de Martin-Taylor como uma
func¢do de (a) p, para s = 2w e (b) s, para p = 0, 1. As linhas cheias correspondem a previsao
tedrica da Eq. (10.198).
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Portanto, tomando n = 1, se Inp é aumentado de uma parcela igual a 27t/s, de (10.167) a
fronteira da regido cadtica é deslocada da mesma quantidade. Assim

AyF . 2TC/S 1
Alnp 2m/s

que, no limite de incrementos infinitesimais, nos leva a equagao diferencial

dyr

=1 10.195
d(lnp) ( )
que pode ser imediatamente integrada, fornecendo
YF(p,s) =Inp+c(s), (10.196)

onde ¢(s) é uma fungdo qualquer do seu argumento. Martin e Taylor, com base nos resultados
numéricos, estimaram que
c(s) =Ins+0,03, (10.197)

de modo que o valor estimado €
yr(p,s) =In(ps) +0,03. (10.198)

Os valores desta previsdo estdo indicados por linhas cheias nas Figuras 10.21(a) e (b). Ini-
cialmente observamos que o resultado (10.198) aparenta ser um limite inferior para os valores
de yr. Para determinados valores de p e s, os resultados numéricos praticamente coincidem
com os previstos por (10.198). As diferencas, porém, podem ser grandes, como exemplificado
pelo retrato de fase da Fig. (??): enquanto o valor numérico é yr = 0,24, o valor previsto é de
apenas 0,03.

Finalizamos esta dedu¢do com um aviso quanto a sua validade: temos trabalhado quase
sempre no limite quando p — 0, ou seja, quando a perturbagcdo do limitador magnético ¢ sufi-
cientemente fraca. No entanto, se tomarmos este limite em (10.198), obteremos que yr — —oo.
Na verdade, para realizarmos uma expansdo correta, temos de tomar p = o(€), onde € é um
“parAmetro pequeno”, e s = o(1/¢€), de modo que ps = o(1) e o valor de yF resulte sempre fi-
nito. Neste espirito, por exemplo, podemos expandir o mapa de Martin-Taylor nas vizinhangas
de um ponto qualquer y, fazendo y = y+ 8y, com 8y = o(€) e sdy = o(1). Feita desta forma
cuidadosa, pode-se mostrar que, nas vizinhangas de y, o mapa de Martin-Taylor se reduz ao
mapa padrao.



