Capitulo 2

Equacoes de Hamilton

O objetivo basico deste Capitulo € introduzir as equagdes de Hamilton, e com elas abordar os
exemplos tratados no Capitulo precedente. Daremos particular atencdo a andlise qualitativa
do movimento, que é uma abordagem particularmente interessante quando estamos mais inte-
ressados nas propriedades gerais do movimento. A andlise geral da estabilidade de pontos de
equilibrio de sistemas Hamiltonianos serd um importante recurso que empregaremos durante
nossa apresentagao.

2.1 Transformada de Legendre

Na formulacdo Lagrangiana, descrevemos o estado de um sistema mecanico com n graus de
liberdade por meio de n coordenadas generalizadas g; e n velocidades generalizadas ¢;. A
evolugdo temporal do estado mecanico € descrita por n equacdes de Lagrange, obtidas a partir
da Lagrangiana L = L(q;,qi,t).

A formulagdo Hamiltoniana também emprega as coordenadas generalizadas mas, ao invés
das velocidades, utiliza os momenta generalizados, definidos como

oL

pi:a—qi, (i=1,2,...n). 2.1

Para descrever a evolugdo temporal do sistema, desejamos encontrar uma quantidade que
dependa de ¢; € p; (mas ndo de ¢;) € a0 mesmo tempo contenha a mesma informacao da La-
grangiana. Um procedimento matemdtico para obter esta quantidade é a chamada transformada
de Legendre, bastante empregada em Termodinamica para a obtencdo de potenciais como ener-
gia livre, entalpia, etc.

A nossa discussdo ficard mais simples se nos restringirmos a uma funcao de apenas duas
varidaveis, digamos x e y: f(x,y), cuja diferencial total é

o) d
df = —fdx—l— —fdy. (2.2)
ox dy
Definimos, agora, uma nova fungao
g(x7yau):ux_f(x7y)7 (23)
onde u € uma nova variavel. A diferencial total da funcdo que introduzimos é
d o)
dg = udx+ xdu — —fdx - —fdy. 2.4)
ox dy
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Figura 2.1: Significado geométrico da transformada de Legendre.

Escolhemos, agora, a nova varidvel tal que

)
uley) =3 (2.5)
o que simplifica a expressao (2.4):
d
dg = xdu— a—]ycdy, (2.6)

de modo que g € uma fungdo apenas de u e y. Para conhecer sua forma explicita, invertemos
(2.5) e obtemos x = x(u,y) que, substituida em (2.3), resulta em

g(u,y):ux(u,y)—f(x(u,y),y), (27)

denominada transformada de Legendre da fungdo f(x,y). Ela nos dd uma funco g(u,y) da
variavel u = df /dx, sem perda da informagao fornecida por f.
Com efeito, podemos sempre recuperar f(x,y) a partir de g(u,y), usando as relagdes

og| _ dg| _9df
@y_x(uay)a 5 u_a_y, (28)
de sorte que
o)
f=uz. g (2.9)
u

pode ser considerada a transformada inversa de Legendre de g.

O significado geométrico da transformada de Legendre pode ser inferido da Fig. 2.1, onde
tracamos os graficos de uma fungdo qualquer f(x) monotonicamente crescente (convexa, na
verdade) e da funcéo linear ux. Para cada valor de u, g(u) = ux — f(x) representa a maxima
distancia entre os dois graficos, pois

d B _of
S~ @) =0=u=2,

que € (2.5). Esta interpretacdo ilustra o fato de sé podermos aplicar a transformada de Legendre
a fungdes convexas para as quais existe este valor maximo da distancia.
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2.2 Equacoes de Hamilton

A funcdo de Hamilton, ou Hamiltoniana, de um sistema mecénico € a transformada de Legendre
da sua Lagrangiana L(q;,q;,t). Nesse caso, identificamos y com as coordenadas generalizadas
gi € x com as velocidades generalizadas. Também associamos f com a Lagrangiana e g com a
Hamiltoniana. Assim, a variavel u é identificada com os momenta generalizados, pois

Aplicando a defini¢do (2.7) da transformada de Legendre, tendo em vista estas identificacOes,
a Hamiltoniana de um sistema com »n graus de liberdade é dada por

n
H(pi.qi,t) = ), 4ipi — L(qi,di.1). (2.10)
i=1
Diferenciando esta expressao temos
n
dH =Y (¢idpi+ pidg;) — dL. (2.11)
i=1

Calculando as diferenciais totais de H e L, resulta que

" (oH oH oH

;{a_cﬁdqi+a_mdpi}+§dt_

o . * | oL oL oL
;<q,dp,+pldq,>—;{Edma—qidq,}—gdz. (2.12)

O termo sublinhado, em vista das equacdes de Lagrange (1.36), é

d (oL ap
(=) 22 2.13
dt (aq,) o’ (2.13)
onde usamos (2.1).
Substituindo (2.13) em (2.12) obtemos
" (OH oH oH N oL
—dg;,+—dp; —dt = 1,dp; — pidqg;) — —dt. 2.14
H{aqi aits, p}+at i;(q pi—pidg) — = (2.14)

Comparando termos semelhantes em ambos os membros da expressdo acima, chegamos as
equagdes de Hamilton (também chamadas equacdes canOnicas)

%:_g_g, (i=1,2,...n) (2.15)
dg; OoH

d_qt =3 (2.16)
oL oH

==-= (2.17)

Dizemos que p; € o momentum canonicamente conjugado a coordenada generalizada ¢;, de
modo que (p;,q;) é chamado par candnico. O niimero de graus de liberdade é o nimero de pares
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candnicos do sistema. Num sistema com n graus de liberdade, as equacdes de Lagrange (1.36)
representam um conjunto de n equacdes diferenciais de segunda ordem em relag@o ao tempo. Ja
as equagoes de Hamilton (2.15)-(2.16) formam um conjunto de 2n equacdes de primeira ordem
em relacdo ao tempo.

Se a Hamiltoniana ndo depender explicitamente de uma dada coordenada generalizada g;
entdo, de (2.15), temos que dp;/dt = 0, ou seja,

pi(t) = pi(0) = constante. (2.18)

Dizemos, nesse caso, que g; € uma coordenada ignoravel, ou ciclica. O momentum canonica-
mente conjugado a uma coordenada ignoravel é, pois, uma constante do movimento.

Por exemplo, uma particula de massa m em trés dimensdes espaciais pode ser descrita
usando coordenadas generalizadas (g1,¢2,93) = (x,y,z), com a Lagrangiana (1.38)

1 3
inqu?—U(qi). (2.19)
i=1

Os momenta generalizados correspondentes sdo, de (2.1),

_ oL
pl_aqz'

coincidindo com as componentes cartesianas do momentum linear mv.
A Hamiltoniana é a transformacao de Legendre (2.10) da Lagrangiana

:mC}i (l: 175273)7 (220)

3 307 md ) 3. 2
H:Zqipi—L:Z_l_EZqi+U(qi)222—l+U(qi), (2.21)
i=1 i=1 M i=1 i=1 <M
€ igual a energia total do sistema:
H=T+U-=E. (2.22)
As equacdes canodnicas correspondentes (2.15)-(2.16) sao
dpl' oH U .
o _F =1,2,3 2.23
dt aql aql 1y (l 9~ )7 ( )
dgi _OH _ pi. (2.24)
dt  dp; m

onde F; sdo as componentes cartesianas da forca (conservativa) que age sobre a particula. Deri-
vando em relacdo ao tempo a segunda equacio e substituindo na primeira chegamos as equacoes
Newtonianas de movimento p; = mg; = F;,comi=1,2,3.

2.3 Oscilador Harmonico

A energia potencial de um oscilador harmdnico unidimensional é U(q) = kq?/2, onde k é a
constante eldstica, de sorte que a sua Hamiltoniana é

2 1 2 2

p 2 2 p q
H =—+= =G—+F-—=E 2.25
(pg) =5 +7mo7q =G +F > =E, (2.25)
onde definimos os parametros
1
G=—, F=mo, o= VFG. (2.26)
m
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U(q) |

Figura 2.2: Energia potencial como funcdo da coordenada da particula.

As equacdes de Hamilton derivadas de (2.25) s@o

dp  OoH

=5, =Fa 2.27)
dqg oH

& = op =P 2.28)

que, combinadas, resultam na equa¢dao de movimento
j+FGqg={+w’q=0, (2.29)

cuja solugdo foi tratada no Capitulo anterior [cf. (1.72)], e descreve oscilacdes de amplitude
arbitrdria e frequéncia @ = \/k/m.

2.3.1 Pontos de retorno

A andlise do gréfico da energia potencial de um sistema fornece vérias informagdes importantes
sobre a sua dinamica, sem a necessidade de conhecer a solucao do sistema. Vamos considerar,
inicialmente, o problema mais geral de uma particula de massa m movendo-se em uma di-
mensdo sob a agdo de uma forga conservativa, derivada de uma energia potencial U(q) [Fig.
2.2]. A Hamiltoniana correspondente €

I
H(p,q)=>-p*+U(q) =E. (2.30)

Como a energia cinética da particula T = mq?/2 é a diferenga E — U(q), a velocidade da
particula é dada por

N
g==+ m[E U(q)], (2.31)

que s6 assume valores reais se o radicando for ndo-negativo, ou seja, se E > U(q). Se E =U(q)
a velocidade da particula € nula, tal que ¢ identifica o chamado ponto de retorno, pois a particula
atinge este ponto e € refletida no sentido oposto.

No exemplo da Fig. 2.2 ha dois pontos de retorno g; e ¢, tais que a particula pode se
mover apenas dentro do intervalo g; < g < ¢», cujo movimento € governado pelas equagdes de
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Figura 2.3: (a) Energia potencial do oscilador harmonico. (b) Trajetérias de fase de um oscila-
dor harmonico para diferentes condi¢des iniciais.

Hamilton correspondentes:

. oH B b

P==5,~ —~U'(q) = F(q), (2.32)

q:%_HZB, (2.33)
p m

De modo geral, a particula executa oscilagdes no intervalo g; < g < g2, € as posicoes da
particula para as quais g > g ou g < ¢» sdo proibidos, pois corresponderiam a velocidades
complexas.

No exemplo do oscilador harmdnico, com energia potencial U(q) = Fg?/2, os pontos de
retorno sdo simétricos (¢» = —¢q1 ), e dados por [Fig. 2.3(a)]

[2E
gip== 7 (2.34)

Outra informacdo importante que provém do grafico da energia potencial € a localizacdo dos
pontos de equilibrio, definidos como aqueles para os quais a for¢a resultante é nula. ComoF (g) =
—dU /dgq, os pontos de equilibrios ¢* sdo extremos da energia potencial (U’(¢*) = 0). De (2.33)
temos que p* = 0 tal que existe um referencial no qual a particula estd em repouso no ponto de
equilibrio. Para o oscilador harmonico, onde U’(q) = Fg, hd um dnico ponto de equilibrio, que
€q"=0.

E igualmente relevante saber se o equilibrio é estdvel ou ndo, em relacio a pequenas perturbagdes.
Se ele for um minimo local da energia potencial, U” (¢*) > 0. Nesse caso, se a particula for ligei-
ramente deslocada em relac¢@o ao ponto de equilibrio, ou seja, com g = ¢* + 8¢, onde |d¢q| < ¢*,
aparecerd uma forga restauradora F(g) < 0. Ela tende a trazer a particula de volta a ¢ = ¢*, pro-
vocando oscilagdes em torno do ponto de equilibrio que, por isso, pode ser considerado estivel
(a definicdo precisa de estabilidade serd vista mais a frente neste capitulo). Para o oscilador
harménico U” (¢* = 0) = F > 0, donde ¢* = 0 é um ponto de equilibrio estével.

Nao é o caso do exemplo da Fig. 2.2, mas caso o ponto de equilibrio ¢* correspondesse
a um méximo local de U(q), ou seja, se U”(¢*) > 0, qualquer deslocamento 8¢ provocaria

2.3.2 Pontos de equilibrio
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um afastamento progressivo do ponto de equilibrio, que seria portanto instdvel. Essa andlise
de estabilidade, no entanto, é vélida apenas nas vizinhancas dos pontos de equilibrio. Para
conhecer o comportamento dos deslocamentos para valores arbitrarios, € necessario conhecer
a solucd@o do problema. Além disso, se U’(¢*) = 0, a aproximagdo linear ndo é suficiente para
determinar a estabilidade de g*.

Admitindo, porém, que os deslocamentos sejam pequenos o suficiente, expandimos a ener-
gia potencial U (q) nas vizinhangas de um ponto de equilibrio estdvel g = ¢*,

U(q) =U(q")+3qU'(q") + %(SCI)ZUH(CI*) +... (2.35)

Fazendo U(g*) = 0 sem perda de generalidade (o que equivale a transladar o ponto de referéncia
para a energia potencial) e como, por hipétese, U'(¢*) =0 e U”(g*) > 0, teremos

1 2
Ulg) = 5k(g—q")" (2.36)
que é expressdo do oscilador harmonico unidimensional, correspondendo a um ficticio sistema
massa-mola, onde a constante eldstica é k = U(g"). Sob estas condi¢des, uma particula oscilard
em torno do ponto de equilibrio estdvel, com frequéncia ® = \/U"(g*)/m.

2.3.3 Plano de fase

Uma visualizagdo extremamente util da dinAmica de um sistema como o oscilador harménico
€ o chamado plano de fase, que é o grafico do momentum em fun¢ao da coordenada, para uma
dada condic@o inicial (po,qo). Para uma particula em uma dimenséo, sob um potencial U(q), a
conservacao da energia E nos permite conhecer a forma das solu¢des no plano de fase.

Exemplificando os conceitos envolvidos com o oscilador harmonico unidimensional, e con-
siderando a seguinte condi¢do inicial

Po = p(t = 0)7 q0 = Q(I = O)a (237)
resulta, de (2.25), que o valor da energia deve ser o mesmo para todos valores de p(t) e ¢(¢):

2 2 2 2
Po 90 4 q
—+F—==G—+F —. 2.38
2 + 2 2 + 2 ( )

2F 2E
_ ./ _ = 2.
a=\"Z b=\ F (2.39)

arelacdo (2.38) indica que as trajetorias plano de fase sdo elipses, descritas pela equagdo carte-
siana

E=G

Definindo

2 2
P9 _q (2.40)

az b2
onde a e b representam 0s semi-eixos maior e menor, respectivamente. Para cada valor da
energia E > 0 haverd uma trajetoria de fase diferente. [Fig. 2.3(b)]. Nas vizinhangas do ponto
de equilibrio estdvel na origem, as trajetérias fechadas correspondem a oscilagdes harmonicas
com frequéncia ®, independentemente da amplitude.
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2.4 Hamiltoniana e Energia

Encarando a Hamiltoniana de um sistema como funcao das suas coordenadas e momenta gene-
ralizadas, e ainda do tempo: H = H(q;, pi,t), sua derivada total em rela¢do ao tempo é

dH oH OH _ oH
Ezza—qiqi—l-za—pipﬁ—g. (2.41)

Usando as equacdes de Hamilton (2.15)-(2.17), temos que

oH oH oH aH oH  JdL

dr Z," 9g; dp; Z opidg o o (242)

Portanto, se a Lagrangiana ndo depende explicitamente do tempo, o segundo membro é nulo
e a Hamiltoniana € uma constante do movimento. Esta € uma condi¢do tanto necessaria como
suficiente.

Na sequéncia,supomos que a energia potencial ndo dependa das velocidades generalizadas
(AU /9qg; = 0). Os momenta generalizados, neste caso, sao

oL dT
Recordamos a expressao mais geral para a energia cinética de uma particula, dada por (1.6),
1
T(giqist) = ) SAkedede + Y Bede + To, (2.44)
k,t k

onde os coeficientes Ay, By e Ty sao funcdes das coordenadas generalizadas e do tempo, dadas
por (1.7)-(1.17). Derivando em relagc@o a ¢; obtemos a expressao geral

pi=)_Audr+Bi. (2.45)
k

Se as equacdes de transformacdo entre coordenadas cartesianas das particulas e as coor-
denadas generalizadas ndo dependerem explicitamente do tempo, os coeficientes By e Ty em
(2.44) serao identicamente nulos, € os momenta conjugados serdo fun¢des das coordenadas e
velocidades generalizadas,

pi=Y Aid- (2.46)
k

de modo que
Y dipi =Y Awdige = 2T. (2.47)
i ik

Este €, na verdade, ¢ um caso particular do Teorema de Euler: se f € uma fun¢do homogénea
de grau n das varidveis x;, entdo

d
in—f =nf, (2.48)
i axi
ou seja, a energia cinética serd uma fun¢do homogénea de grau 2 das velocidades generalizadas.
Nessas condi¢des a Hamiltoniana, como uma transformagdo de Legendre, serd
H=Y ¢pi—L=2T—(T-U)=T+U=E, (2.49)
i

que ¢ a energia total do sistema. Portanto, as condi¢des (suficientes, mas nao necessarias) para
que a Hamiltoniana H seja igual a energia total do sistema E, sdo:
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q\
@
X

Figura 2.4: Sistema massa-mola montado num carrinho em movimento uniforme.

1. o sistema deve ser conservativo;

2. atransformacdo de coordenadas deve ser independente do tempo.

Para exemplificar estas diferencas, vamos considerar uma particula de massa m, presa por
uma mola de constante eléstica k a um carrinho que move-se horizontalmente com velocidade
constante V [Fig. 2.4]. Usando, inicialmente, um sistema de referéncia fixo (x,y), as coorde-
nadas e velocidades sdo x e X, respectivamente. Em relacdo a este referencial, a elongacdo da
mola é x — V¢, de modo que a Lagrangiana é

1 1
Lx,%,t)=T—U = mez — k- Vi), (2.50)
O momentum conjugado €, portanto,
oL
p = — = mX, (2.51)
ox
e uma transformacao de Legendre conduz a Hamiltoniana
P 2
H t)=pi—L=_—+-k(x—Vit)". 2.52
(prxt) = pi—L =2 Jp(x—v1) 252)

Observe que, como H = T + U, a Hamiltoniana € igual a energia total. No entanto, como H
depende explicitamente do tempo, ela ndo é uma constante do movimento.

J4 num sistema de referéncia inercial que move-se junto com o carrinho (x’,y’), com velo-
cidade constante V, tal que x' = x — V', a energia cinética é

1 1 1 1
T' = -mi® = -m(¥ +V)? = ~m(x)* +mdV + ~mV?, (2.53)
2 2 2 2
enquanto a energia potencial é U' = kx/ 2 /2, tal que a Lagrangiana seja
1 1 1
LI'=T-U = zm(x’)2 +mi'V 4 ZmV? - Ekx’z. (2.54)
Como, agora, o momentum conjugado é
oL
X
uma nova transformacgao de Legendre conduz a Hamiltoniana
) 7 L P
H (0. ¥ = /./_L/:(P m el v 256
(p'x)=p'x T Tk = mV7 (2.56)

que, sendo independente do tempo, é uma constante do movimento. Mas H’ ndo ¢ igual a
energia total, pois seu valor € igual a energia no referencial em movimento menos o termo
constante mV'? /2.
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2.5 Peéendulo

Partimos da Lagrangiana (1.83) para o péndulo,

L= %az 62 — mga(1 — cos®), (2.57)
onde 0 momentum canonicamente conjugado a varidvel 0 é
oL Y
= —=ma" 0, 2.58
P=38 (2.58)
tal que a Hamiltoniana é, a menos de uma constante aditiva (e, portanto, irrelevante),
2 1
= o mgacos0 = 3 Gp? — F cos®, (2.59)
onde definimos !
F =mga, G=—. (2.60)
ma

As equacdes de Hamilton para o péndulo sao

dp oH
2 . — _Fsenb 2.61
dr 08 e (2.61)
d® oH
= —Gp. 2.62
i~ op 1% (2.62)
Derivando a segunda em relacdo ao tempo e substituindo na primeira, obtemos
6+ FGsen6 =0, (2.63)

que é equivalente a equagdo de movimento (1.86), onde wy = v/ F G, e cuja solucido analitica foi
obtida no Capitulo 1 em termos de integrais e funcdes elipticas.

2.5.1 Analise qualitativa do movimento

O problema do oscilador harmonico, visto na sec¢do anterior, ilustra as vantagens de uma andlise
qualitativa do movimento, que dispensa o uso das solucdes que, de resto, nem sempre existem
ou sdo simples de usar. Nesta andlise incluimos a determinagcdo dos pontos de retorno, dos
pontos de equilibrio e sua estabilidade, e das trajetdrias no plano de fase.

A partir do grafico da energia potencial do péndulo [Fig. 2.5]

U(8) = —F cosb, (—mw <0 <m), (2.64)

podemos identificar trés situagdes qualitativametne diferentes, quanto a relacdo entre a energia
potencial maxima F e a energia total E:

1. se —F < E < F hd dois pontos de retorno para os quais U(0) = E, a saber, 6, = —0,
onde

E
0, = arccos (_f) , (2.65)

de modo que o péndulo tem oscilagdes limitadas ao intervalo 6, < 0 < 0, ou “libragdes”
com amplitude 0;. Se a energia E tiver valores positivos ou negativos, o ponto de retorno
serd maior ou menor que 7/2, respectivamente. O periodo destas oscilagdes aumenta com
a amplitude, segundo a relagdo (1.108)

1:4\/§K(sen@). (2.66)
g 2
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Figura 2.5: Energia potencial do péndulo em funcio do angulo 6.
se E > F ndo hé pontos de retorno, ¢ o movimento do péndulo consiste em rotacdes
nao-uniformes (para as quais a velocidade ndo € constante);

se E = F os pontos de retorno sdao 0; = e 6, = —n. Usando (2.66) vemos que o periodo
tende a infinito nesse caso, pois K(1) — oo.

Algumas trajetorias no plano de fase, correspondendo a diferentes valores da energia E,
estdo mostradas na Fig. 2.6, obtida para F = G = 1. Os trés tipos de comportamento possivel

sao:

1.

se —F < E < F as libracdes do péndulo (oscilagdes limitadas ao intervalo —0; < 0 < 6)
correspondem a trajetdrias fechadas no plano de fase em torno do ponto de equilibrio
estavel na origem, e no sentido anti-horario. Na vizinhanca desse ponto as trajetorias de
fase sdo elipses, uma vez que para oscilacdes de pequena amplitude temos aproximada-
mente uma solucao do tipo oscilador harmonico [cf. Eq. (1.106)]. Com efeito, a origem é
um ponto de equilibrio estavel: pequenas perturbacdes levam a oscilagdes limitadas que
permanecem na vizinhang¢a do ponto de equilibrio.

se E > F as rotagdes do péndulo correspondem a trajetdrias abertas no plano de fase.
Na verdade, como identificamos os pontos 8 = +7 e —7, as trajetérias fecham-se numa
superficie de fase cilindrica.

se E = F temos curvas que interceptam-se nos pontos 8 = +7, que sdo dois ramos de
uma separatriz, que segrega trajetorias fechadas das abertas, dadas por (??) como

2F 2 0
ps:i\/E(lnLcoses):j:% cos (Es) , (2.67)

onde os simbolos (p;,0;) representam os valores das varidveis ao longo dos ramos da
separatriz

Como veremos mais a frente, os dois ramos da separatriz ndo sdo trajetérias, propriamente,
no plano de fase. Para determinar 6 como fun¢do do tempo substituimos (2.67) em (2.62) e
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Figura 2.6: Algumas trajetorias de fase do péndulo, no caso G = F = 1.

integramos,

Usando a férmula

/secxdx =In ’tg <g — ;—C) ‘ +C.

obtemos que, sobre os ramos da separatriz,
0(t) = 4arctg (e™') —m, (2.69)

de sorte que 6,(0) =0, e 6, — T quando r — co. Logo, tendo uma condi¢?o inicial arbitraria
sobre a separatriz, 0 movimento conduz assintoticamente aos pontos 0 = +7, mas leva um
tempo infinitamente grande para isso.

Outra caracteristica da separatriz € que seus dois ramos tém sentidos de percurso diferentes.
Pela Fig. 2.6, o ramo superior da separatriz conecta os pontos 6 = T a & = —x (na verdade é o
mesmo ponto). Ja o ramo inferior conecta —7 a . Veremos, na sequéncia, que os pontos £7
sdo pontos de equilibrio. Se tivermos uma condicao inicial posicionada no ramo que se afasta
do ponto, entdo este € instavel. H4, também, um ramo que se aproxima do ponto de equilibrio
instavel.

2.6 Particula num potencial central

A Lagrangiana de uma particula num potencial central € dada por (1.130),

L:% (r'2—|—r262—|—r2 senzﬁd)z) —U(r). (2.70)
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Os momenta canonicamente conjugados as coordenadas (r,0,¢) sdo

pr:%:mr', (2.71)
Po = g—g =mr’6, 2.72)
Po = g—g =mr’sen’09, (2.73)
A transformada de Legendre da Lagrangiana fornece a Hamiltoniana correspondente ,
2
Hzprr‘+peé+p¢¢—L=%1<p3+l:—§+r2i;‘r’l%)+u(r), (2.74)

e que, por ser independente do tempo, € igual a energia total do sistema E. As respectivas
equagdes candnicas sao

g _ gZ & (2.75)
% _ S_Z LN (2.76)
% B SIZ) - mrziq;nzﬁ’ @77)
2
ddP;r B _aa_l;l B # (p% + sei¢2e> B cji_l;{’ (278)
2
dpe _aa_’; 0. (2.80)

Como ¢ ndo aparece explicitamente em (2.74), ela € uma coordenada ignordvel e py € uma
constante do movimento, em decorréncia de (2.80). Escolhendo, sem perda de generalidade,
po =0, aEq. (2.77) indica que ¢ também € uma constante, que podemos escolher como ¢ = 0.
Substituindo (2.79) resulta que dpg/dt = 0, de modo que pg também é uma nova constante do
movimento, que associamos a0 momentum angular da particula

Po = mr*® = ¢ = constante. (2.81)

Nesse caso a Hamiltoniana (2.74) simplifica-se bastante por conter apenas a coordenada radial

1 , 12 P2
_ _ Pr _
H= ( ,+r2> +U(r) = 55 +Ues(r) = E, (2.82)
onde definimos a energia potencial efetiva
EZ

Uer(r) =U(r)+ py—t (2.83)
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Figura 2.7: Potencial efetivo para forcas centrais.

2.6.1 Estabilidade de orbitas circulares

A defini¢do de um potencial efetivo para forcas centrais permite a redu¢do do movimento na
direcdo radial ao de uma particula em uma dimensao. A andlise qualitativa do movimento que
fizemos na secdo 2.3 neste contexto (pontos de retorno e de equilibrio) pode ser aplicada ao
movimento radial, substituindo o potencial U(q) pelo potencial efetivo U, (r)

Vamos considerar que o potencial efetivo U, ¢(r) dependa da distancia radial como a fungdo
representada esquematicamente na Figura 2.7. Podemos identificar dois pontos de equilibrio no
movimento radial, correspondentes a extremos do potencial efetivo:

e para E = E, existe uma Orbita circular em r = r;, que € um minimo local de U, ¢
U'er(ri) =0, U".p(r) >0, (2.84)
portanto estdvel em relacdo a pequenas perturbacdes radiais.
e para E = E, existe uma Orbita circular em r = rj;, que € um médximo local de U, :
Ulep(ry) =0, U"ep(ry) <0, (2.85)
que € instdvel em relacdo a perturbagdes radiais.

Inicialmente, consideramos um potencial central do tipo lei de potncia

ko1
Ulr) = ————— 2.86
onde k > 0, que leva a uma forca do tipo F(r) = —k/r". Substituindo em (2.83) obtemos o
potencial efetivo associado

ko1 2
Uer(r) = T + L (2.87)
cujas derivadas sao
ko 2 kn 302
U/ef(r) ===, U”ef(’”) == + — (2.88)



2.6. PARTICULA NUM POTENCIAL CENTRAL 65

Aplicando (2.84), haverd uma 6rbita circular estdvel de raio

1/(n-3)
= (’"—k) : (2.89)

se for satisfeita a condigdo (3 —n)(¢2/m) > 0, ou seja, caso n < 3.
De (1.139), a equacdo de movimento radial é

mit —mré? + U'(r) =0, (2.90)

A 6rbita circular € tal que r = r*, donde 7 = # = 0. Considerando que a velocidade da particula
¢ constante, a frequéncia angular ®wg = 0 é dada por

U/ *
W3 = (’; ) 2.91)
mr
E conveniente, ainda, expressar (2.90) na forma
2 _U'(n)

As oscilagdes radiais nas vizinhangas da drbita circular estavel podem ser descritas escre-
vendo
r=r"+x, (Ix] < r). (2.93)

Como r* é uma constante, entdo 77 = x. Substituindo (2.93) em (2.92) obtemos a equagao para a
evolucao temporal dos desvios radiais:

62
i—— = —o(r" +x). (2.94)
m2(r* +x)3 s )

Usando a aproximacao binomial e linearizando o lado direito da expressdo acima,

1 1 3x
o as ) <), (2.95)
(r* +X)3 r*3 ( }"*) ( )
g(r +x) =g(r") +xg'(r") + ..., (2.96)
obtemos ,
.. 14 3x . s
T2l (1 - F) =—8(r) —xg (). (2.97)

Por outro lado, para a drbita circular ndo-perturbada x = x = ¥ = 0, de sorte que (2.97)
implica em
62
gr)=——= (2.98)

Com2pd

o que faz com que (2.97) seja escrita na forma da equacao de um oscilador harmoénico
¥+ w’x =0, (2.99)

onde definimos a quantidade

o’ = +¢'(r). (2.100)
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Se®?>0a solucdo geral de (2.99) € [vide (1.72)]
x(t) = Acos(wt +19), (2.101)

onde A e U sdo constantes de integragdo. Esta solucdo corresponde a oscilagdes harmonicas
de frequéncia ®, indicando uma 6rbita cujo raio é alternadamente maior ou menor que r*. Ja
se ®> < 0 a solugdo ndo é mais oscilatéria, pois ird tender a zero ou infinito com o passar do
tempo. Este caso, porém, ndo pode ser associado a uma orbita radialmente estivel. Portanto, a
condicdo para uma Orbita radialmente estavel é

3g(r")

7x

+4'(r) > 0. (2.102)

De (2.98) temos que g(r*) > 0, donde a desigualdade acima se escreve como

g(rr) 3 U"(r)
glre) U@

> 0. (2.103)

Usando (2.88) resulta novamente que 3 —n > 0, confirmando nosso resultado anterior para
Orbitas radialmente estaveis (n < 3).

Até agora s6 mostramos a existéncia de oscilagdes radiais em torno de uma 6rbita circular
estavel. Para verificarmos se tais oscilagdes configuram uma 6rbita fechada, devemos comparar
a frequéncia dos desvios radiais ® com a frequéncia g da 6rbita circular propriamente dita. De
(2.91) e (2.100), a razao entre estas frequéncias é

xyrll (% 1/2
TR .

Caso essa razdo seja um nimero racional, na forma ®/wy = p/g, onde p e ¢ sdo inteiros posi-
tivos, a Orbita correspondente ird fechar-se sobre si mesma apds um dado nimero de oscilacdes
completas.
Para o potencial do tipo lei de poténcia, usando (2.88), essa razao reduz-se a
o

— =+V3—n. 2.105
- n ( )

A condic@o para 6rbitas fechadas, v/3 —n = p/q, é satisfeita para os seguintes expoentes:
e n =2, para o qual ® = my, correspondendo ao problema de Kepler;

e n = —1, para o qual ® = 2my, que corresponde ao oscilador harmonico isotropico, para o
qual o potencial central é U(r) = kr? /2.

2.6.2 Orbitas abertas e fechadas

Serdo estas as unicas solucdes possiveis para Orbitas fechadas? A resposta € afirmativa, e foi
encontrada por Bertrand em 1873, que empregou termos de ordens mais altas na expressao
da perturbacdo radial para demonstrar que apenas os casos n =2 e n = —1 possuem Orbitas
fechadas [cf. [40], secdo 3.6].

Para considerar este problema de um ponto de vista mais geral, voltamos ao potencial efetivo
U,(r) representado pela Figura 2.7 em fungdo da distancia radial. Para um valor constante da
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Z

Figura 2.8: Trajetorias fechadas para um potencial central nos casos (a) p/g=1/2, (b) p/q=1.

energia tal que E, < E < Ej, havera dois pontos de retorno ry e rp, obtidos pelas solugdes reais
e positivas da equacao

Uer(r1p) =E, (2.106)
que, em vista de (2.83), equivale a
EZ
U(ri2) =E— 7 (2.107)
2mr172

No intervalo r; < r < rp a 6rbita da particula experimentaré oscilagdes radiais em torno do
ponto de equilibrio estdvel r*. No plano (r,0), isto significa que a trajetdria da particula estard
limitada ao anel de raios interno e externo iguais a r; € r». Os pontos onde a trajetdria estd a
uma distancia rq ou r, do centro de for¢a (na origem do sistema) sdo chamados pontos apsidais.

Definiremos, também, o angulo A@ entre as direcoes de um mesmo ponto apsidal, apds
uma oscilagdo radial completa (por exemplo, de rq até rp, e depois de volta até r;). Como o
momentum angular ¢ é conservado para um potencial central arbitrario U (r), entdo, de (2.81),

do l
que, ap6s substituicao na quadratura (1.144), leva-nos a seguinte integral
2 [rdr (2 e N
AO= [ do=— 44— |E-U(r)—— 2.109
/ mJ, r? {m [ (r) 2mr2} } ’ ( )

onde usamos o fato da drbita ser simétrica em relagao aos pontos apsidais ry e 7.
Para que a trajetdria seja fechada apos uma oscilacao radial completa, a variagdo correspon-

dente do angulo deve ser da forma
p

AB =21, (2.110)
q
onde p e ¢ sdo inteiros: a trajetoria fecha-se sobre si mesma apds g oscila¢des radiais ry — rp —
r1 e ap6s p voltas em torno da origem. Por exemplo, se p/g = 1/2, temos que A = Tt e a drbita
é uma elipse [Fig. 2.8(a)]. Caso p/q = 1, entdo AB = 27 e a trajetdria € a elipse esquematizada
na Fig. 2.8(b).

Caso a variacdo do dngulo ndo seja da forma (2.110), entdo AB/27 serd um nimero irra-
cional, e a trajetdria passard um ndmero infinito de vezes pelos pontos apsidais r| € rp, mas
nunca se fechard sobre si propria, ou seja, uma trajetoria aberta que preenche densamente o
anel r; <r < [Fig. 2.9].
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Figura 2.9: Precessao de orbitas para potenciais centrais arbitrarios.

2.6.3 Problema de Kepler

O problema de Kepler corresponde ao caso n = 2 do potencial central do tipo lei de poténcia
(2.86),

k
U(r):—;, (2.111)
com energia potencial efetiva [Fig. 2.10]
2k
Uer(r) = o (2.112)

Considerando o movimento radial, hd um dnico ponto de equilibrio estavel no minimo local
do potencial efetivo (2.112),

62
= 2.113
r= ( )
associado ao seguinte valor da energia
N mk?
Eo=Ues(r >:_2_€2’ (2.114)
e que corresponde a uma Orbita circular estdvel em relacdo a perturbacdes radiais.
Os pontos de retorno sao as solucdes da equagao
2k
———E=0 2.115
2mr:  r ’ ( )
que pode ser reescrita na forma padrao de uma equacao do segundo grau,
2mEr* 4 2mkr — % = 0. (2.116)

De acordo com a Fig. 2.10 ha trés situacOes de interesse, dependendo do valor da energia
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E>0

Figura 2.10: Potencial efetivo no problema de Kepler.

e se Eyp < E < 0 existem duas raizes reais e positivas de (2.116),

k \> /2
(ZIEI) ~ 2m|E]

e as Orbitas sdo elipses de semi-eixo maior a e excentricidade €, dadas por (1.156) e

(1.153), respectivamente. Os pontos de retorno r; e r; sdo as distancias apsidais expressas
por (1.155)

1/2
: 2.117)

ok
- 2lE]|

2 +

ri=a(l—¢), ry =a(l+eg), (2.118)

e correspondem ao periélio e afélio no movimento planetério, respectivamente.

e se £ > 0 hd um unico ponto de retorno r;, dado pela tnica raiz real e positiva de (2.116).
A particula tem uma trajetdria ilimitada (uma hipérbole), onde r; € a distancia de maxima
aproximacao ao centro de forca;

e se £ = 0 também h4 um tnico ponto de retorno finito (o outro estard no infinito), e a
trajetoria € uma parabola.

Uma descri¢do util € o plano de fase radial do problema de Kepler, ou o grafico de p, versus
r, dada uma condicao inicial (r(0), p,(0)). Para cada condi¢@o inicial ha um valor de energia,
dado pela Hamiltoniana do problema unidimensional equivalente
2k

——-=E. 2.119
2mr?  r ( )

1 1
H(p,,r) = %P%+Uef‘(r> = %P% +

Assim como no péndulo, também aqui o tipo de trajetéria no plano de fase radial depende da
energia do sistema [Fig. 2.11]:
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Figura 2.11: Trajetdrias no plano de fase radial para o problema de Kepler.

1. se Eg < E <0 as trajetdrias de fase sdo fechadas, dadas pela unido das curvas determina-

das pelas relacoes

5 (2.120)

k 62 1/2
pr:i\/ﬁ{;— —\E\] :
onde r; e rp, os pontos de retorno, correspondem as abscissas das intersecdes destas
curvas com o eixo p, = 0 [Fig. 2.11]. Estas curvas fechadas no plano de fase radial
correspondem, no espaco de configuragio, as trajetorias elipticas das particulas, onde rq »
sdo os pontos apsidais. As trajetorias fechadas no plano de fase orbitam em torno do
ponto de equilibrio estavel localizado em r = r*, que associamos a uma 6rbita circular da

particula.

. se E > 0 as trajetorias de fase s@o abertas, com um tnico ponto de retorno, associadas a

orbitas hiperbdlicas no espaco de configuracgao.

. se E =0 temos uma separatriz entre as duas situacOes anteriores, que se aproxima assinto-

ticamente do eixo horizontal, quando r — oo: ela corresponde a uma trajetdria parabdlica
da particula.

2.7 Particula carregada num campo eletromagnético

2.7.1 Hamiltoniana

A Lagrangiana de uma particula de massa m e carga e, sob a acdo de um campo eletromagnético
cujos potenciais sdo ®(r,r) e A(r,7) é dada por (1.182)

1
L(r,v,1) = 5mvz—ecI>(r,t)+eA(r,t) V. (2.121)

Os momenta canonicamente conjugados p = (px, py, p;) sao dados por (1.189)

p=V,L=mv+eA. (2.122)
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A transformacao de Legendre (2.10) fornece a Hamiltoniana do sistema:
H=p-v—L. (2.123)

Substituindo v em favor de p obtemos
1
H(p,r,t) = 2—(p—eA(r,t))2+ed>(r,t). (2.124)
m

As equacdes de Hamilton correspondentes sao

i=VpH, (2.125)
p=—VH, (2.126)

onde V), € o gradiente em relacdo as componentes do momentum (2.122). Usando a identidade
vetorial (1.186) chegamos as equacdes de Hamilton

N (2.127)
p:%[(p_eA).v]AJr%(p_eA)x(VxA)—chp. (2.128)

Usando a expressao (1.191) para a derivada total de uma funcao vetorial,

dA 0A
— =(v-V) A+ — 2.129
i (v-V)A+ 3 ( )
reescrevemos (2.128) como
d 0A
md—jz—eV¢—e§+evx(VxA), (2.130)

que € a equagdo Newtoniana de movimento (1.192).

2.7.2 Invariancia de calibre

Os campos elétrico e magnético. De fato, estes sdo invariantes sob as seguintes transformacdes

de calibre:
A
<I>—><1>':CI>+aa—t, (2.131)
A— A =A-VA, (2.132)

onde A(r,?) é uma funcdo arbitraria das coordenadas e do tempo.

De acordo com (2.122), o momentum candnico p difere do momentum cinético 11 = mv
por um fator que contém o potencial vetorial A. Enquanto o momentum cinético € invariante
de calibre por ndo conter os potenciais eletromagnéticos, 0 momentum candnico nao o é, pois,
aplicando (2.132))

p—p =IT+e(A—VA)=p—eVA #p. (2.133)

Considerando que apenas quantidades invariantes de calibre podem ser fisicamente medidas,
concluimos que o momentum candnico p ndo é uma observavel fisica, ao contrario do momen-
tum cinético Il = p — eA.
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A prépria Hamiltoniana (2.124), em relacao a (2.131)-(2.132), transforma-se como

H—H = ﬁ(p/—eA/)z-i-edD/

1 oA oA

= %(p—eVA—eA%—eVA)z—FeCI)—FeE :H+€§,

de modo que H também nao € invariante de calibre! No entanto, isso ndo afeta a fisica do
problema, pois as equagdes de Hamilton ndo sdo modificadas pela transformagdo (2.134). De

fato, considerando seu efeito em (2.126):

(2.134)

) d
/= _VH' = =—VA
p By )

que nos leva novamente a (2.126).

2.7.3 Campos elétrico e magnético uniformes

Vamos revisitar os exemplos tratados no Capitulo 1, desta vez sob o ponto de vista Hamiltoni-
ano. Considerando, em primeiro lugar, um campo magnético uniforme na direcio z: B = Bpi e
sem campo elétrico, teremos os seguintes potenciais eletromagnéticos

A=—Bgyi, ®=0. (2.135)

Substituindo estas expressoes em (2.124) resulta que a Hamiltoniana da particula carregada é

1 a2 1 o 5 9 1 22
H:%(p-i-eBoyl) :%(px-l-py-l-pz)-l-ﬂypx-l-imﬁ ; (2.136)

onde Q = eBy/m ¢ a girofrequéncia.
As equagdes de Hamilton correspondentes a (2.136) sao

%:g_gc:%pﬁgy, (2.137)
%:;’_Z:%py, (2.138)
%:g_fz:nlqu, (2.139)
dcix _ aa_i[ o, (2.140)
% _ _aa_’;l — _Qp.—mO2y, (2.141)
% _ _%_’Z —0. (2.142)

Como a Hamiltoniana € ciclica nas coordenadas x e y, os respectivos momenta sao conser-
vados,
px=Aa, p;=C. (2.143)

Observe, ainda, que como a Hamiltoniana ndo depende explicitamente do tempo, ela € igual a
energia E, que também € conservada no movimento. Hé trés constantes do movimento para os
trés graus de liberdade do problema. No Capitulo 1 vimos que a solu¢ao (denominada giracdo)
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consiste na combina¢do de um movimento retilineo uniforme na dire¢do paralela ao campo
magnético € um movimento circular uniforme no plano perpendicular ao campo magnético.

Em segundo lugar, adicionamos ao problema anterior um campo elétrico uniforme E =
Exi+ EZR, associado ao potencial eletrostatico

d(r)=—-Ex—E_z. (2.144)

Incluindo a energia potencial correspondente e® em (2.136) temos a Hamiltoniana
H= ﬁ (P+ Py +D2) + Qyps + %mﬂzyz — qEx—qE.z, (2.145)

com as respectivas equagoes de Hamilton,

Z_); _ g_g _ %pﬁgy, (2.146)
% _ g_z _ %py, (2.147)
Z_:f _ g_z _ %pz, (2.148)
dcix _ _%_Ij _E., (2.149)
da% = —aa—l;)l =—Qp, —szy, (2.150)
% _ _%_Z — gE.. 2.151)

No Capitulo 1 mostramos que 0 movimento neste caso consiste numa giragdo com frequéncia €2
em torno da dire¢cao do campo magnético, superposta a uma deriva do centro de guia na direcao
dada pelo produto vetorial E x B.

2.8 Plano de fase

O chamado espaco de fase de um sistema Hamiltoniano tem como varidveis as coordenadas ge-
neralizadas do sistema e os seus respectivos momenta generalizados. Assim, se um sistema tem
n graus de liberdade, o seu espaco de fase terd dimensdo 2n. Por simplicidade, comegaremos
nosso estudo do espacgo de fase para sistemas Hamiltonianos com um grau de liberdade, para
os quais a Hamiltoniana H = H(p,q) é independente do tempo. O espaco de fase, neste caso, é
bidimensional e tem como coordenadas a posicdo g € 0 momentum p da particula.

Este € o caso, por exemplo, de uma particula de massa m movendo-se em uma dimensao
espacial sob uma for¢a conservativa, cuja Hamiltoniana é

1

H(p,q) =2 -p*+U(q), (2.152)

onde U(q) é a energia potencial associada. Em cada instante de tempo, o estado do sistema é
representado por um ponto (p,q) no plano de fase. A evolucdo temporal dos pontos no plano
de fase é governada pelas equacdes de Hamilton

dp  oH
=5 (2.153)
dg _ oH (2.154)

dt ~ op
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Figura 2.12: (a) Trajetéria no plano de fase (p,g). (b) Um hipotético cruzamento de duas
trajetdrias no plano de fase.

Dada uma condigdo inicial (p(r = 0),q(r = 0)), e resolvendo estas equagdes, a sequéncia de
pontos (p(t),q(t)) define uma trajetéria no plano de fase. E sabido que, enquanto sistemas de
equagoes diferenciais lineares tém solugdes analiticas, com métodos conhecidos de solugdo,
a minoria das equagdes nao-lineares possui essa caracteristica. Por este motivo, a integracdo
numérica (computacional) das equacdes de Hamilton é uma ferramenta extremamente ttil !

O teorema de existéncia e unicidade para equagdes diferenciais, nos assegura que, caso 0s
segundos membros de (2.153)-(2.154) bem como suas derivadas sejam fungdes diferencidveis
de seus argumentos, entdo dada uma condi¢do inicial (p(t = 0),q(t = 0)) existird uma e so-
mente uma trajetoria passando por este ponto [cf. [48], Secdo 6.2 para uma discussao mais
aprofundada deste topico. O teorema propriamente dito estd demonstrado em [55], Chap. IV].

Considerando as condig¢des iniciais (p(t = 0),q(t = 0) = (po,qo), nas condi¢cdes onde a
Hamiltoniana € igual a energia total E, de (2.152) teremos

1 1
H(p,q) = %pzﬂtU(q) = %p(z)—i—U(qo) —E, (2.155)

de sorte que, para um dado valor da energia, havera uma Unica trajetdria de fase [Fig. 2.12(a)].
As trajetorias podem ser abertas ou fechadas, dependendo da natureza do movimento.

Uma importante consequéncia deste resultado € que duas trajetérias jamais poderdo se cru-
zar no plano de fase. Caso elas o fizessem, o suposto ponto de intersecao entre elas poderia ser
considerado uma condig¢ao inicial no plano de fase [Fig. 2.12(b)]. Como deste ponto emanariam
duas trajetdrias, haveria uma violagdo do teorema de existéncia e unicidade [48]. A inexisténcia
de cruzamentos impde limitagdes severas aos tipos de trajetéria possiveis no plano de fase 2.

Numa generalizacdo da discussdo feita para os sistemas Hamiltonianos abordados neste
Capitulo, os pontos de equilibrio, denotados por (¢*, p*), sdo pontos singulares do campo ve-
torial definido pelas equagdes de Hamilton (2.153)-(2.154), portanto definidos pelas seguintes

relacoes . .
(a_) o, (a—) _o, (2.156)
P/ (g .p*) 97 ()

IEste assunto serd tratado no préximo Capitulo.
%Este resultado é formalizado pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, que é apresentado em detalhes nas re-
feréncias [?], por exemplo.
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No caso de uma particula de massa m movendo-se em uma dimensdo sob a acdo de uma
forca conservativa, cuja Hamiltoniana é dada por (2.152), as equacdes de movimento (2.23)-
(2.24) ficam

dp OH  dU

= 2.157
dt dq dq’ ( )
dg OoH p

ST _£ 2.158
dt  dp m’ ( )

tais que os pontos de equilibrio sdo dados por p* = 0 e U’(¢*) = 0, que correspondem a uma
particula em repouso num ponto de extremo da energia potencial, e que pode ser um maximo,
minimo ou um ponto de inflex@o.

Se uma condicao inicial for colocada exatamente sobre um ponto de equilibrio, a trajetoria
resultante limita-se a ele. No entanto, é importante investigar a estabilidade dos pontos de
equilibrio em relagcdo a pequenas perturbacdes. Se um ponto de equilibrio for estavel, pequenas
perturbacdes fazem as trajetdrias se aproximarem dele com o passar do tempo, ao passo que se
for instavel, elas irdo dele se afastar.

2.9 Estabilidade dos pontos de equilibrio

Na sequéncia, continuaremos a tratar apenas do caso de um grau de liberdade, onde a Hamil-
toniana H(p,q) é independente do tempo e, portanto, igual & energia, que é uma constante do
movimento. Vdrios aspectos, porém, podem ser estendidos para o caso mais geral de n graus
de liberdade.

Partimos das equacgdes de Hamilton (2.157)-()

dp  oH _

@~ 3 =P (2.159)
dq _oH

gy =g(p,q), (2.160)

cujos pontos de equilibrio (p*,¢*) sdo determinados pelas condigdes (2.156)

fp*q")=0,  g(p*,q")=0. (2.161)

H4 duas defini¢des distintas de estabilidade, das quais apenas uma serd aplicavel a sistemas
Hamiltonianos:

e Um ponto de equilibrio (p*,q") é assintoticamente estdvel se, dada uma condi¢io ini-
cial (po,qo), a trajetdria resultante no plano de fase (p(t),q(z)) aproxima-se de (p*,q*)
quando o tempo ¢ tende ao infinito.

e um ponto de equilibrio (p*,¢*) é estdvel (no sentido de Lyapunov) se, dada uma condi¢ao
inicial (po,qo), a trajetéria (p(t ) ¢q(t)) permanece préxima a (p*,¢*) no plano de fase,
quando ¢ — oo,

A primeira defini¢@o esta incluida na segunda, portanto é mais restritiva. No entanto, ela ndo
se aplica a sistemas Hamiltonianos, e sim a sistemas dindmicos dissipativos, que ndo sdo objeto
de nosso estudo. Apenas a segunda definicdo serd empregada, portanto. Em qualquer dos
casos, porém, se houver trajetérias no plano de fase que se afastem indefinidamente do ponto
de equilibrio (p*,q"), este serd instdvel.
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Com o objetivo de investigar a estabilidade linear dos seus pontos de equilibrio, considera-
mos pequenos deslocamentos em relacdo a eles:

p(t)=p" +dp(t),  (|dp(t)| < [p*]), (2.162)
q(t)=q +0q(t),  (1dq(1)| < |q"|), (2.163)

tal que possamos expandir os segundos membros das equacdes de Hamilton em séries de Taylor
em torno do ponto de equilibrio. Até termos de primeira ordem temos

dop _ Sp (a_f> +8q (a_f> +... (2.164)

ddq (8g> (ag)

— =%p| = +9g | == +..., 2.165
onde usamos (2.161).

Podemos expressar este sistema de duas equacdes diferenciais acopladas na seguinte forma

vetorial p
v
. 2.166
7 J-v, ( )

onde definimos o vetor dos deslocamentos e a matriz Jacobiana, respectivamente, por

_ (op _fa b
(@) () .

onde os elementos da matriz Jacobiana, calculadas no ponto de equilibrio, sdo dados por

2
0= (g_f) —_ (;_gz) , (2.168)
P/ (g p7) P9/ (g% p*)
2
b (g_f) __ (%) , (2.169)
9/ (q*.p*) 9"/ (q*.p7)
2
c= <g_g) — (%_f) : (2.170)
P/ (q*.p") P~/ (¢ p*)
2
d= (3_g> = (§—BH> = —a. (2.171)
97 (q*.p7) 4q°P / (q*.p*)

A equacdo (2.166) € linear e com coeficientes constantes, donde podemos procurar solugoes
para ela na forma
v(t) =ue, (2.172)

onde u é um vetor e  um escalar a serem determinados. Derivando e substituindo em (2.166)
obtemos,
J-u=_Eu, (2.173)

portanto u é um autovetor da matriz J, correspondendo ao autovalor §. A equagio de autovetores
acima pode ser reescrita como
(J—&I)-u=0, (2.174)

onde I é a matriz identidade 2 x 2. Este € um sistema linear homogéneo, que tem solucdes nao-
triviais se e somente se o determinante dos seus coeficientes for nulo, o que nos leva a chamada
equagao secular

det(J — EI) =

a=¢ b | .o, .
. _a_,:‘—a +A=0 (2.175)
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onde definimos o coeficiente
A=det] = —da*>—bc (2.176)

As raizes da equacdo quadratica (2.175) s@o os autovalores da matriz J, a saber,
Si=v-4A  G=—-V-A (2.177)

Trés casos se apresentam, de acordo com o sinal dos radicandos.

2.9.1 Autovalores complexos

Se A > 0 entdo & » = +im, onde ® = VA, ou seja, os autovalores sao imagindrios puros, com-
plexos conjugados entre si. Os autovetores, por conseguinte, também sdo vetores complexos,
que escreveremos como

u =a+is, w=a—i0, (2.178)

onde a e 3 sdo vetores reais € ortonormais, que satisfazem as seguintes relacoes
a-a=06-g=1, a-3=0. (2.179)
Estamos procurando soluc¢des para (2.166) na forma (2.172), de modo que

Hu= e (a+iB) = (cosr +isinor) (a + i)
= (acoswr — @sinwr) +i(asin ot + 3 cos wr).

As partes real e imagindria da expressdao acima sao solugdes linearmente independentes de
(2.166). Logo, a solucdo geral serd uma combinacao linear delas:

v(t) = c1(acosor — Bsinot) + cr (asinwr + BFcoswr ), (2.180)

onde ¢ > sdo constantes de integragdo, definidas a partir das condig¢des iniciais dg(t = 0) e
dp(t =0). Fazendo o produto escalar da equag@o (2.180) com ela mesma, e usando (2.179),
resulta que v+ v = ¢} + 3. Em termos das componentes

(8p)* + (89)* = R?, (2.181)

ou seja, as trajetérias no plano de fase em torno do ponto de equilibrio (p*, ¢*) (que corresponde
a 0p = dq = 0) sdo circulos concéntricos de raio R [Fig. 2.13(a)]. O ponto de equilibrio é cha-
mado centro ou ponto eliptico. Como as trajetorias nao se afastam nem se aproximam do ponto
de equilibrio com o passar do tempo, mas permanecem indefinidamente em sua vizinhanca, o
ponto eliptico (g%, p*) é estavel (no sentido de Lyapunov).

2.9.2 Autovalores reais

Se A < 0entdo &, = £E, onde & = |A|1/2 > 0, ou seja, os autovalores sdo reais e distintos.
Teremos, assim, duas solucdes linearmente independentes de (2.166), tal que a solucao geral
serd a combinacdo linear

v(t) = ciuje® + coupe ¥, (2.182)

sendo ¢ constantes de integracdo, e uy > 0s respectivos autovetores, que determinam duas
direcdes no plano de fase:
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-

*

q q

Figura 2.13: (a) Centro (ou ponto eliptico); (b) Ponto de sela (ou ponto hiperbélico).

1. escolhendo ¢ = 0 os desvios afastam-se assintoticamente do ponto de equilibrio ao longo
de u; (direcdo instavel E*) tal que

V(1) o< ¥ 00, (1 —oo), (2.183)

2. escolhendo ¢; = 0 os desvios aproximam-se assintoticamente do ponto de equilibrio ao
longo de u; (direcdo estavel E€) pois

V(1)< e™ =0, (1 —o0), (2.184)

de forma que, com a excecdo da direcao determinada por uy, todos os demais pontos afastam-se
do ponto de equilibrio na origem (6p = 0,0¢ = 0). Portanto, o ponto de equilibrio (g*, p*) é
instavel, também chamado ponto de sela ou ponto hiperbdlico, devido a forma das trajetorias
cujas assintotas sdo as dire¢des estdvel e instavel [Fig. 2.13(b)].

Pode-se mostrar que as direcdes estdvel e instdvel sdo invariantes em relacdo a dinamica
gerada pelas equagdes de Hamilton: se uma dada condigdo inicial (¢(0),p(0)) é escolhida
exatamente sobre elas, todos os demais pontos (g(t), p(t)) pertencerdo as direcdes E' ou E*
[vide [?], secdo 1.2]. Apesar disso, tais pontos ndo formam uma trajetéria, ja que as direcdes
invariantes se cruzam transversalmente no ponto de sela, e trajetérias no plano de fase ndo
podem se cruzar, como decorréncia do teorema de existéncia e unicidade.

2.9.3 Pontos de equilibrio para o péndulo

Toda a discussdo que fizemos nesta sec@o limita-se a aproximacao linear das equacdes de Ha-
milton, nas vizinhangas dos pontos de equilibrio. Para obter mais informagdes sobre a estabi-
lidade faz-se necessario olhar os termos nao-lineares. Como um exemplo vamos considerar a
Hamiltoniana do péndulo (??), com parametros F = G = 1:

1
H(p,®) = 5p2 —cos9, (2.185)
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Figura 2.14: Pontos de equilibrio para o pé€ndulo e trajetdrias nas suas vizinhancas.

cujas derivadas parciais relevantes sao

oH o’H 0’H
- - = — =0 2.186
0’H 0’H
2 §in® L — cosH =0 2.187
op 9 e =cosh 50 (2.187)
Os pontos de equilibrio sdo determinados por (2.156):
oH oH
(_) — (_> — sin6" =0, (2.188)
I/ () 9/ 0
que tem duas solugdes:
(p1,07) =(0,0),  (p3,63) = (0,+£m), (2.189)
lembrando que, na verdade, & = —7 e T representam a mesma posi¢ao angular.

Para analisar a estabilidade do ponto de equilibrio vj = (p7,0]) = (0,0) na aproximagdo
linear, determinamos os elementos de sua matriz Jacobiana (2.168)-(2.171)

a=0, b=-1, c=1, (2.190)

de forma que o seu determinante (2.176) ¢ A =1 > 0. Portanto os autovalores da matriz Ja-
cobiana sdo imagindrios puros &; 2 = %i, e (0,0) € um ponto eliptico (ou centro), estivel no
sentido de Lyapunov. As trajetorias em torno da origem, € em sua vizinhanga proxima, sao
circulos concéntricos, que correspondem a libracdes do péndulo de pequena amplitude [Fig.
2.14]. De fato, nestas circunstancias ja sabemos que a Hamiltoniana do péndulo reduz-se a de
um oscilador harmoénico que, neste caso, €

1 1
H(p,0) = Ep%iez, (2.191)

a menos de uma constante aditiva.
De forma andloga, procedemos a andlise da estabilidade do ponto de equilibrio v5 = (p3,05) =
(0,+m), para o qual os elementos da matriz Jacobiana sdo

a=0, b=1, c=1, (2.192)

tal que A = —1 < 0. Portanto os autovalores sdo reais &, = +1, e (0,£m) é um ponto hi-
perbdlico (ou ponto de sela), instdvel em relagdo a pequenas perturbagdes em sua vizinhanca.
Os autovetores correspondentes a §; = 1 € §; = —1 sdo, respectivamente,

u = G) w = (_11> (2.193)
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Figura 2.15: Trajetdrias no plano de fase para a Hamiltoniana do péndulo, com F = G =1, ob-
tidas por integracao numérica das equacdes de Hamilton. Sdo indicadas, por linhas tracejadas,
as direcdes estdvel e instavel que emanam dos pontos hiperbolicos.

O autovetor u; define, assim, a dire¢ao instavel que emana do ponto de sela, denotada
E‘(v*), enquanto uy define a diregio estivel E¢(v*), emanando do mesmo ponto de sela [Fig.
2.14]. Uma condicdo inicial que seja colocada exatamente ao longo da direcdo instdvel (respec-
tivamente, estdvel) terd uma evolugdo inteiramente ao longo da mesma, e levard a um afasta-
mento (respectivamente, aproximacdo) do ponto de sela v5 com o passar do tempo, ou seja, se
!t — oo,

E instrutivo superpormos a Fig. 2.14 as trajetGrias no plano de fase do péndulo obtidas
tanto analiticamente como por integracdo numérica [Fig. 2.15]. Isto nos permite ir além da
aproximacao linear, valida apenas nas vizinhancas do ponto de equilibrio, levando em conta
também trajetdrias mais distantes do mesmo, o que requer a inclusao plena do termo ndo-linear
das equacoes.

De fato, nas proximidades do ponto eliptico as trajetorias sdo sempre fechadas, com o for-
mato de elipses, que aproximam-se de circunferéncias concéntricas no seu entorno. Portanto
o ponto (0,0) é tanto um centro linear (pela anélise de estabilidade) como ndo-linear (o que é
revelado pelas solugdes analiticas ou numéricas das equacdes de Hamilton).

Da mesma forma, os pontos (0, =) continuam instéveis (pontos de sela) no caso no-linear.
Dos pontos hiperbdlicos emanam os dois ramos da separatriz, que segrega trajetdrias fechadas
(libragdes) e abertas (rotacdes). Podemos ver, na Fig. 2.15, que os ramos da separatriz sao
tangentes as respectivas direcdes estdvel E¢ e instdvel E no ponto de sela (0, 4T).

Esta ultima observagdo ndo € mera coincidéncia. Na Teoria dos Sistemas Dinamicos pode-
se mostrar, sob condicdes bastante gerais, a existéncia de curvas (variedades) invariantes estavel
e instdvel que emanam do ponto de sela. Além disso, estas curvas invariantes sdo tangentes as
direcdes (sub-espacos) estdvel e instdvel, determinados pelos autovetores da matriz Jacobiana,
cujos elementos sdo calculados na posicao do ponto de sela. Para maiores detalhes matematicos,
em particular os teoremas de Hartman-Grobman e das variedades invariantes, ver [?], secao 1.3.
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2.10 Problemas

1. Considere o problema de uma particula de massa m deslocando-se sem atrito na superficie
interior de um cone de abertura 2a e vértice na origem, sob a agdo do campo gravitacio-
nal. Obtenha (a) a Hamiltoniana (via transformada de Legendre da Lagrangiana); (b) as
equagdes canodnicas correspondentes.

2. Uma particula de massa m estd restrita a mover-se sobre uma superficie cilindrica cuja
equacdo é x> +y”> = R?. A particula est4, ainda, sujeita a uma forca central dada por —kr,
onde r € o vetor posicdo em relacdo a origem. Determine (a) a Lagrangiana; (b) a Hamil-
toniana (via transformada de Legendre); (c) as equagdes candnicas correspondentes; (d)
mostre que 0 movimento na dire¢do z € harmonico, com frequéncia angular +/k/m.

3. Um péndulo esférico consiste de uma massa m presa a um ponto fixo na origem por
uma haste de comprimento a e massa desprezivel. A massa pode mover-se ao longo de
uma esfera de raio a. Obtenha (a) a Lagrangiana; (b) a Hamiltoniana (através de uma
transformada de Legendre); (c) as equacdes candnicas correspondentes.

4. Duas particulas de massas m; e my estdo ligadas por um fio de comprimento L e massa
desprezivel, que passa através de um pequeno orificio numa mesa horizontal sem atrito.
Nessas condi¢des, m; move-se exclusivamente na superficie da mesa e m, fica suspenso
e s6 pode mover-se na direcao vertical. Determine (a) a Lagrangiana; (b) a Hamiltoniana
(por uma transformada de Legendre); (c) as equagdes candnicas correspondentes.

5. Dois péndulos idénticos de massa m e comprimento a cada um, estdo conectados por
uma mole leve de constante eldstica k. Considerando apenas pequenos deslocamentos
da posicao vertical, ache (a) a Lagrangiana; (b) a Hamiltoniana (via transformada de
Legendre); (c) as equagdes candnicas correspondentes; (d) descreva os modos normais de
oscilacao do sistema.

6. A energia potencial associada a for¢a entre dois &tomos numa molécula diatdmica é dada,
no modelo de Lennard-Jones, pela expressao

a b

U(X) = _E ﬁa
onde x € a distancia entre os atomos e a e b sdo constantes positivas. Se um dos atomos
tem massa muito maior que o do segundo (M >> m) e encontra-se na origem, reduzi-
mos o sistema ao movimento de uma particula de massa reduzida ~ m sob a ag¢do do
potencial U(x). (a) Faca uma andlise qualitativa do movimento, identificando pontos de
retorno, pontos de equilibrio e sua estabilidade linear; (b) Obtenha o periodo das pe-
quenas oscilagdes em torno do ponto de equilibrio estdvel; (c) Resolva numericamente as
equagoes de Hamilton para este sistema e compare com os resultados dos itens anteriores.

7. Uma particula de massa m = 1 move-se sob a influéncia da energia potencial

onde Uy e a sdo constantes. Repita os itens (a), (b) e (c) do problema anterior.
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8. No chamado oscilador de Duffing, uma particula de massa m = 1 encontra-se sob a ac¢ao
da energia potencial

Repita os itens (a), (b) e (c) do problema anterior.



