Capitulo 3

Transformacoes canonicas

Destacamos, neste Capitulo, o papel central desempenhado pelas chamadas transformagdes
candnicas na resolucdo de problemas dinamicos na formulacio Hamiltoniana. A descri¢do
geométrica do espaco de fase de sistemas Hamiltonianos € ampliada para o caso de muitos
graus de liberdade.

3.1 Funcao geratriz

Consideramos, aqui, um sistema com n graus de liberdade descrito pelas varidveis canonica-
mente conjugadas (p;,q;). Podemos fazer uma transformagdo destas varidveis antigas para no-
vas variaveis (P;, Q;). Essa transformagao € dita candnica se as equagdes de Hamilton tiverem
a mesma forma tanto para as varidveis antigas como para as novas.

Especificamente, se as equa¢des de Hamilton nas varidveis antigas forem

dpi _ _oH

0 :—a—qi, (i=1,2,...n), (3.1)
dg; _ oH
TR (3.2)

sendo H(p;,qi,t) a Hamiltoniana correspondente, entdo as equagdes de Hamilton nas varidveis
novas serao

dP, 3K o

E——a_Qi, (l—1,27.--n), (3'3)
dQ; oK

sz ~ P’ G4

onde K(P;,Q;,t) é a nova Hamiltoniana, ou Kamiltoniana.

Para encontrarmos as equacdes que viabilizam uma transformacado can6nica, vamos recordar
o principio de Hamilton que, no formalismo Lagrangiano, determina as equacdes do movimento
[cf. Egs. (1.21) e (1.23)]

15)

N

Em vista da transformacdo de Legendre (2.10) podemos expressar o principio de Hamilton

como
%) n

5{/ dt [Zpiqi_H(pi7Qiat)] } =0. (3.6)
gl i=1
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Se as equacgdes de Hamilton tém as mesmas formas nas novas varidveis, isso significa que o
principio de Hamilton também deve valer para elas, ou seja:

5] n .

Os integrandos das expressoes (3.6) e (3.7) podem diferir, no maximo, pela derivada total
de uma funcao arbitraria do tempo, que chamaremos “funcdo geratriz”’. Consideraremos que a
func¢do geratriz tenha varidveis mistas, ou seja, uma antiga e uma nova. Existem, assim, quatro
tipos de funcdo geratriz. A funcdo de primeira espécie depende das coordenadas novas e velhas,
e ¢ denotada por Fi(g;,Q;,t), de modo que a diferenca entre os integrandos de (3.6) e (3.7) é
dada por

n n X dF
ZPIQZ_H(pl;qlvt)] - [ZPZQI_K(PZ7Q17t) :d_tl (38)
i=1 i=1

Usando a férmula da derivada total,
dF1 q,,Q,, 1 8F1 J aF . oF;
_— i ; —_— 3.9

e comparando os termos semelhantes em ambos os membros de (3.8) decorrem as equagdes da
transformacdo canonica de primeira espécie:

pl_a—qi7 (l—l,2,...l’l>, (3'10)
_oR
P==55- (3.11)
oF
K=H+5! (3.12)

A fungdo geratriz mais importante, na pratica, € a de segunda espécie, que depende das
coordenadas antigas e dos novos momenta: F»(g;,P;,t). Ela é a transformada de Legendre da
fungdo geratriz de primeira espécie:

n
Fy(qi,Pit) =Y. QiPi+ Fi(gi, Qi 1) (3.13)
i=1

Derivando todos os termos em relagcdo ao tempo €

dF; dF1 i
— = i P 3.14
yriniors +; QiPi+QiF). (3.14)
Usando (3.8) e a derivada total de F, teremos
" [ OF or . oF ! ) . A
) <a = i+ alfa) +52 =Y Apai—H-PO+K+QR+QP}. (15
i=1 i=1

Comparando os dois membros desta equagao, obtemos as equagdes da transformacdo candnica
de segunda espécie:

_ oF, .
pi= e (i=1,2,...n), (3.16)
_ oF,
Qi_a_}’i’ (3.17)
K= H—l—%. (3.18)

ot
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Através de transformacdes de Lagrange apropriadas de Fj e F> podemos, também, obter
transformacodes candnicas de terceira e quarta espécies. A funcdo geratriz de terceira espécie
depende dos antigos e dos novos momenta:

F5(pi, Qi,t) = Fi(qi, Qi,t) Zq,p,, (3.19)

tal que as equacdes de transformacao siao

gi= ——3F3, (3.20)
Pi
oR
P = ~30, (3.21)
oF
K=H+52 (3.22)

Analogamente, a fungdo geratriz de quarta espécie depende das novas coordenadas e momenta:

Fu(pi, Piyt) = Fi(qi, Qiyt) Zplq,+ZPQl, (3.23)

com as respectivas equagdes de transformacao:

oF,
Gi=—=". (3.24)
Pi
oF}
T4 3.25
Ql aPl 9 ( )
oF,
K=—H+ —. 3.26
+5 (3.26)
3.2 Exemplos de transformacoes canonicas
3.2.1 Oscilador Harmonico
Consideramos a Hamiltoniana do oscilador harmonico (2.25)
2 2
H(p,q)zG%JrF%, (3.27)

e a transformacdo candnica (p,q) — (P,Q), efetuada por meio da funcgdo geratriz de primeira
espécie

1 |F
Fi(g,0) = 5/ 5a"cote 0. (3.28)
Aplicando as equacdes da transformacdo de primeira espécie (3.10)-(3.11) resulta que
oF) F
. t 3.29
P=3 \/ g a0, (3.29)

_ aFl_l\/F q
P_—E_Z G sen?q’ (3.30)
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e resolvendo para as varidveis antigas em termos das novas, chega-se as equagoes

G\ /4

qg= (f) V2P senQ, (3.31)
P /4

p= (5) V2P cos Q, (3.32)

tal que a Kamiltoniana seja
K(P,Q)=H(p(P,0),q(P,Q)) = PVFG(cos’ Q + sen’Q) = PVFG. (3.33)

As equagdes de Hamilton nas novas varidveis serao

dP oK
) 3.34
7 50 (3.34)
dQ JK
— =—=VFG. 3.35
dt  oP (3-35)
cujas solucdes sdo bastante simples
P(t) =P(t=0), (3.36)
O(t)=Q0(t=0)+1VFG. (3.37)
Para obter as solucdes nas variaveis antigas nos usamos (3.31) e (3.32), fornecendo
F 1/4
p(t) = (E) 2Pycos(Qo + wr), (3.38)
G\ /4
q(t) = (f) V/ 2Pysen (Qp + ot ), (3.39)

onde ® = V/FG é a frequéncia das oscilagdes. Escolhendo adequadamente (Py, Qo) chega-se a
solu¢do do problema em func¢do das condi¢des iniciais [vide (1.72)].

3.2.2 Particula sob um potencial do tipo inverso quadrado

Um segundo exemplo é a Hamiltoniana de uma particula de massa unitdria, movendo-se em
uma dimens#o, e sujeita a um potencial U(q) = 1/24°:

P, 1
H(p,q) = 7+2—q2- (3.40)

Faremos uma transformag@o candnica (p,q) — (P, Q) através de uma fun¢ao geratriz de segunda
espécie

F>(q,P) = Plng. (3.41)
As equagdes da transformacao de segunda espécie, dadas por (3.16)-(3.17), sdo
oF, P
p=a=-, (3.42)
dq g
OF:
0==2=1Ing, (3.43)

=5 =
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que, apo6s invertidas, nos fornecem

g=¢é2, (3.44)
p=Pe 2, (3.45)
tal que a Kamiltoniana, de (3.18), seja
P*+1
K(P,Q) = (T+) e =E, (3.46)

onde E € a energia (constante).
As novas equacoes de Hamilton tornam-se

dQ 9K
A solugdo de (3.47) é
P(t) =2Et + P, (3.49)

onde Py = P(t = 0). Colocando em evidéncia Q em (3.47) obtemos, apds uma integragdo
elementar,

Py+1
Q(t):ln\/ZEt2+2tPo+ 01 (3.50)

2F

3.2.3 Particula num campo magnético uniforme

Vamos revisitar o problema, visto nos Capitulos precedentes, de uma particula de massa m e
carga ¢ sujeita a um campo magnético uniforme B = Bok. As coordenadas generalizadas sio
(x,y,z) e os momenta canonicamente conjugados, (px, py, p;), respectivamente. A Hamiltoni-
ana correspondente, dada por (2.136), é

1 1
H= - (Pi+pi+p?) +Qypx+§m§22y2. (3.51)

Efetuamos uma primeira transformagdo canonica (x,y; px, py) — (¢,Y; Py, Py), por meio de
uma fun¢do geratriz de primeira espécie

1
Fi(x,y;0,Y) =mQ E(y—Y)zcotgq)—xY . (3.52)

As equagdes da transformacdo canonica (3.10)-(3.11) sé@o

px = % = —mQy’ (3.53)
oF,
Py = a_yl =mQ(y —Y)cotg0, (3.54)
_oF 1 2 2
Py= T EmQ(y— Y)“cosec ¢, (3.55)
oF,

Py = =mQ[(y—Y)cotgd +x]. (3.56)

5 =
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Usando a equacdo (3.55) obtemos

2Py |
y=Y+4/—=sin¢, (3.57)
719)
de maneira que a Kamiltoniana sera
R(p.,Py) = L2 iop (3.58)
Pz te) =5 Pz 0 :

Uma segunda transformago candnica (¢,z; Py, p;) — (9,Z; Py, Pz), através da funcdo gera-
triz de segunda espécie

F>(Pz,7) = 2Pz, (3.59)
gera a transformacao identidade
oF, oF,
Z — - = = —_— = P 3.60
aPZ <, Pz aZ Z ( )
com a nova Kamiltoniana dada por
P;
K(PZ,Pq,) = 2——|—QP¢. 3.61)
m

As equacdes de Hamilton correspondentes a (3.61) sao

oK oK oK Py
0=5p =% Y= 70 Z=gp T (362
. oK . oK . oK

Como a Kamiltoniana (3.61) € ciclica em ¢, Y e Z os momenta conjugados corresponden-
tes, (P¢,Py,PZ), respectivamente, sdo constantes do movimento. Em fun¢do destas constantes,
podemos definir as seguintes quantidades

Py

p V ormaz, mQ’ ( )
tal que, usando (3.55) e (3.56), obtemos
x=X-+pcoso, y=Y —psino. (3.65)

Interpretamos, portanto, (X,Y,Z) como as coordenadas do centro de guia das particulas
carregadas, que € o centro de uma circunferéncia de raio dado por (1.213) como (raio de Larmor
ou girorraio)

. my | . V]

P=5 ~ 0 (3.66)

vy =\ /vit+s, (3.67)

€ a componente da velocidade na direcdo perpendicular ao campo magnético. A varidvel ¢ é o
angulo formado pelo raio girante com o eixo x, ou “girofase” [Fig. 3.1].

onde usamos (1.198), e
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Figura 3.1: Movimento no plano perpendicular ao campo magnético.

Usando (3.64) obtemos para o momentum conjugado a girofase,
1 1 mv? mu
Py=-—mQp> = ——+ ===
0TI T e
onde o momento de dipolo magnético associado ao movimento circular uniforme da particula
carregada é

(3.68)

1
u= (%) (wp?) = Jeap?. (3.69)

sendo T = 21/Q o periodo do movimento.
Derivando (3.65) em relac@o ao tempo, e usando (3.62), as componentes da velocidade da
particula sdo

Vy = —pQsinG = —v | sin® (3.70)
vy = —pQcosh = —v, cos¢. (3.71)

3.3 Colchetes de Poisson

Sejam duas func¢des das coordenadas e momenta generalizados, e ainda do tempo, denotadas
por u(pi,qi,t) e v(pi,qi,t). Os colchetes de Poisson para elas sdo definidos como

" /odu dv Jdv du
W=y (Qeov v o) 372
vy ,;1 (an opr  9qk 3Pk) G.72)

A partir desta definicdo podemos demonstrar as seguintes propriedades

{u,v} = —{v,u}, (3.73)

{u,u} =0, (3.74)
Huvhwh+ {{wul v+ {{vwhu} =0, (3.75)
{uv,w} = {u,{v,w}} +{v,{u,w}}, (3.76)

0 ou ov
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sendo que (3.75) é denominada identidade de Jacobi.
Fazendo u = g; e v = p; temos

" (9qi Op; Op; 361i> Y
o=y (24 9Pi 9P %4 _ygs 3.78
{C] pJ} I; (a(]k apk a(]k apk k;l kOk j ( )

Usando a expressao para o produto de matrizes obtemos um dos colchetes de Poisson funda-
mentais, dado pela delta de Kronecher:

1 sei=j
WPit=0i= ’ 3.79
{% p]} ij {0 sei]. ( )
De modo anélogo pode-se mostrar os demais colchetes de Poisson fundamentais:
{gi,q;} =0, (3.80)
{pi,pj} =0. (3.81)

Quando u = g; e v = H temos

" (dq; 0oH OH dq;

k=1

— Y Sudx = di, 3.82
dqx Opk  Oqx Opk X dude =4 (3.:82)

k=1

onde usamos as equagdes de Hamilton (3.1)-(3.2). Repetindo o procedimento para p; podemos
expressar as equacdes de Hamilton em termos dos colchetes de Poisson como

dq;

7 {qi,H}, (3.83)
dpi
o {pi,H}. (3.84)

A derivada total de uma fungdo arbitraria das coordenadas, momenta e tempo, denotada por
u(pi,qi,t) é, usando (3.72) e as equagdes de Hamilton, dada por

du_ g (Ouday, oudpy o
dt = \0qx di ~ Opy dt o’
<au 0H du 8H> ou
- _|__,

ot

— (uH)+ 2 (3.85)

Se u nao depende explicitamente do tempo (8u/at = O) entao
It { ’ } ( )

A quantidade u(p;,q;) é uma constante do movimento se du/dt = 0. Neste caso a condi¢ao
anterior implica em
{u,H} =0. (3.87)

Como {H,H} = 0, entdo se H nio depende explicitamente do tempo, a Hamiltoniana é uma
constante do movimento.
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Se u e v forem constantes do movimento, entdo {u, v} também sera uma constante do movi-
mento (teorema de Poisson). Para mostrar esta proposicdo, consideremos que « e v nao depen-
dam explicitamente do tempo. Fazendo w = H na identidade de Jacobi (3.75) obtemos

{{uv},H} +{{H,u},v}+{{v,H},u} =0. (3.88)

Se u e v sao constantes do movimento, de (3.87) temos que {u, H} = {v,H} = 0, donde (3.88)
implica em {{u,v},H} = 0, provando que {u,v} é uma constante do movimento. Se f e g
dependem explicitamente do tempo, a demonstracao do teorema de Poisson pode ser encontrada
em [35], pardgrafo 42.

Os colchetes de Poisson sdo invariantes sob uma transformagao canonica: (p;,q;) — (P;, Qi)

{M,V}(p’q) = {M,V}(RQ) (389)

Uma demonstracao desse teorema baseia-se no fato de que, se as equacdes de Hamilton sdo
vdlidas em ambos os conjuntos de variaveis, (p;,q;) e (P;,Q;), entdo os colchetes de Poisson
fundamentais também sdo os mesmos:

{0i,P;} =6, (3.90)
{0i,0;} =0, (3.91)
(P, P;} =0. (3.92)

Supondo que as quantidades u(P;, Q;) e v(P;,Q;) ndo dependam explicitamente do tempo, e
usando a regra da cadeia,

au . i au aQJ au an

dgi (3_Qj3_6ﬁ+3_1’ja_qi (3.93)
Jdu " [ ou 0Q; du an)

-7 _ - =) 3.94
opi (3Qj dpi  OP; dp; G599

com expressoes andlogas para as derivadas de v. Inserindo todas elas em (3.72)

& " ([ odu 0Q; du an> & ( ov 90, dv aPk>
) = A + = v + =
ko ;{ [; (5 3 37 5)| |1 (G o ¥ 7
§ (o o0, 000 [ (e a0 0o
=\ 00; 9; an g dQy dpi  OP; Ip; ’
ou dv 00, JP; aQ] aPk) du dv (an oP; 0Qy oP; )
Rad — e
Zk’ aPkZ( ik an anZ,’ dg; dp;  Ip; 9q;
:{Qj};}:@‘k :{Qk:Pj}ZSkj
ou Jv

Z Z(an3Qk_anan>+Za_“iz(%%_%ﬂ)
%0Q; 00 5\ dq; dpi  Ip; 9g; 2 0P; 0P\ 9q; dp;  Opi 9gi )’

dg; dp; Op; 9q;

—(0;,01}=0 —{P;,P}=0

onde usamos (3.90)-(3.92). As deltas de Kronecker permitem reduzir as somatdrias duplas (em
J € k) auma unica somatoria, que €

ou dv  dv du
{uav}(pg) Z <an a_Pk - a_Pk an) = {M7v}(RQ)7 (395)

como queriamos demonstrar. Os colchetes de Poisson sdo exemplos de invariantes canonicos,
ou seja, quantidades invariantes sob transformacodes candnicas.
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3.4 Transformacoes de contato infinitesimais

A transformacao identidade

QiZQia Pi:pia (lzlazan)a (396)

¢ canodnica e corresponde a seguinte funcdo geratriz de segunda espécie
2(gi, P Z q; P; (3.97)

Uma transformacao de contato infinitesimal € definida como uma perturbagdo da transformagao
identidade, por meio da fung¢do geratriz

n
5(qi, P Zq,P +¢eG(qi, P;,t), (3.98)

onde € < 1 e G € uma fun¢do que define a transformacdo de contato. As equacdes dessa
transformacdo canonica sao dadas por (3.16)-(3.17)

oF, oG
pi= —aqi —I’z‘l‘ea—qi, (3.99)
8F2 aG

de modo que as transformacgdes infinitesimais dos momenta e das coordenadas sdo escritas
como

dpi=Pi—p;= S—aG, (3.101)
dq;
oG
SQi:Qi_Qizga_Pi- (3.102)

Usando (3.99) e a regra da cadeia,

dG _ 9G dp; _ 9G ’G \ dG
(1+ ap,-aq,-) —a—pi+0(8), (3.103)

oP;  dp; OP.  Ip;
de tal sorte que (3.100) fica

oG oG ’
0i=aire (o +o(e)) =arte s +ole) (3,104
Desprezando os termos de ordem €2 ou superiores, a variagio correspondente é
oG
Ogi=¢€—. (3.105)
opi

Por outro lado, calculando os colchetes de Poisson da fun¢do geratriz com as coordenadas
€ 0s momenta, temos

" (3g 9G g aG) 3G 3G
Gy =Y (949G 9ai G W 2820 3.106
fanoh =} (an opr  Opk 9qk ; “Opr  opi ( )
" (dp; 0G  Jdp; aG) G G
LGy= Y (CPioG _opi G |y 900G 3.107
{piG} /;1 (aCIk dpr  Opk Og Zk" « dq dg; ( )
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donde € possivel expressar (3.101) e (3.105) como

dp; = e{pi, G}, (3.108)
8q; = €{qi,G}. (3.109)

Vamos explorar alguns casos particulares destas relacoes. Se G = p; entdo

dpi =¢e{pi,pi} =0, (3.110)
dqi =¢e{qi,pi} =¢, (3.111)

de forma que o momentum p; € o gerador de translacdes espaciais infinitesimais.
Em segundo lugar, se escolhermos G = H e € = dt, as variagdes dos momenta e coordenadas
sdo, respectivamente,

Opi =dt{pi,H} = dt p; = dp;, (3.112)
dq; =dt{qi,H} = dt 4 = dgi, (3.113)
onde usamos (3.83) e (3.84). Nos primeiros membros das equacdes acima temos as variagoes
em p; e g; devido a transformacgdo de contato infinitesimal. Nos segundos membros temos as
mesmas variacdes num intervalo de tempo infinitesimal. Portanto podemos encarar a Hamilto-
niana como a geradora da evolucao temporal do sistema. Em outras palavras, as transformacoes

de contato infinitesimais correspondem ao proprio movimento do sistema, para um intervalo de
tempo infinitesimal.

3.4.1 Momentum angular e rotacoes infinitesimais

Outra aplicagao consiste em escolher G como uma componente do momentum angular £ = r X
p. Para a componente z do momentum angular, por exemplo, € = 80 ¢ um angulo infinitesimal
correspondente a uma rotagdo em torno do eixo z, com

U, = Xpy — YPx- (3.114)
Entdo (3.108) nos da

8px = &{px, Lz} = 80 {px, (xpy —ypx)} = 80({px,xpy} — {Px:yPx}) (3.115)

Usando a propriedade (3.76) e os colchetes de Poisson fundamentais dados por (3.79)-
(3.81), obtemos

{Px;xpy} = —x{py, px} — py{x, Px} = —py, (3.116)
{pmypx} = _y{px>px} _px{y7px} =0, (3.117)

tal que
dpx = —d0py. (3.118)

Analogamente teremos, para outras componentes dos momenta e coordenadas, que

dpy = 60py, dp, =0, (3.119)
ox = —d0y, dy = 00x, 0z =0. (3.120)
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Expressando estas relagdes em termos matriciais, teremos

dpy 0 —d806 0 DPx DPx
opy | =106 0 O] [py|=A-|py (3.121)
op; 0 0 0 Pz Pz
ox 0 —-606 0 X X
Sl=[86 o of[y|=a|y (3.122)
oz 0O 0 O Z Z

Para compreendermos o significado da matriz A, relembramos a matriz de rotagdo de coor-
denadas, de um angulo 0 finito, em torno do eixo z:

cos® —send 0
R(0)= | sen® cos® 0|, (3.123)
0 0 1

de modo que as coordenadas do sistema rodado, em termos das coordenadas do sistema original,
tenham a seguinte dependéncia

X X
Y| =R®)[y]. (3.124)
7 z

Para rotagdes infinitesimais, os primeiros termos das expansdes em série fornecem
cos(00) ~ 1, sen (08) ~ 30,

com a respectiva matriz de rotacao

1 —66 0 1 00 0 —d6 0
R®)=(066 1 O0]=101 0]+(066 0 O0O]=I+A, (3.125)
0O 0 1 0 01 0 0 1

onde I € a matriz identidade de ordem 3.
Tendo em vista que

dx =x"—x, dy=y —y, dz=7 -1z,
expressamos (3.126) como
x—+ox

y+ 38y | =R(86)
7+ 0z

= (A+]) (3.126)

N =
N =

onde usamos (3.125). Podemos verificar facilmente que esta relagdo implica em (3.122), de
maneira que a componente z do momentum angular é o gerador de rotacdes infinitesimais em
torno do eixo z. Conclusdes semelhantes valem para as outras componentes de £.

3.5 Equacao da continuidade

No capitulo anterior (cf. secdo 2.7), vimos que uma descricdo conveniente para sistemas com
um grau de liberdade € o plano de fase, ou seja, o grafico do momentum versus coordenada. Para
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Figura 3.2: (a) Evolu¢do de regides no plano de fase. (b) Disco infinitesimal na superficie de
uma regido limitada do espaco de fase.

um numero n arbitrario de graus de liberdade generalizamos esta ideia definindo um espaco de
fase 2n-dimensional, cujas coordenadas sdo (p;,q;), onde i = 1,2,...n. O elemento de volume
no espaco de fase serd denotado

n
do=dpidgq, ...dp,dg, =[] dpidq;. (3.127)
i=1

1=

O estado de um sistema mecanico € representado no espaco de fase por um unico ponto, de
coordenadas (p;,q;), a que chamaremos ponto representativo. A evolugdo temporal do sistema
¢, assim, representada por uma trajetéria de fase, determinada pela solu¢do das equacgdes de
Hamilton correspondentes

dp; oH

—d’;’ ==, (3.128)
qi

dq,' aH .

49: _ 91 —1.2.... 3.129

dl, apl (l ) bl n) ( )

Dado o estado do sistema num tempo inicial t = 0, representado pelo ponto de coordenadas
(pi(0),4:i(0)) no espaco de fase, haverd uma e somente uma trajetéria de fase passando por
este ponto, devido ao teorema de existéncia e unicidade das solucdes das equagdes de Hamilton
(3.128)-(3.129).

Uma consequéncia deste teorema € a transformacao de regides no espaco de fase limitadas
por contornos fechados. No caso bimensional, por exemplo, seja uma fronteira C;, que limita
um conjunto de condi¢des iniciais no tempo #;. A fronteira C ird se transformar numa fronteira
C no tempo £2, € que limita o mesmo conjunto de condi¢des iniciais [Fig. 7.27(a)].

Desejamos investigar a evolug@o temporal de conjuntos de pontos no espaco de fase. Estes
pontos podem ser encarados como estados diferentes de um mesmo sistema mecanico, for-
mando um ensemble na linguagem da Mecanica Estatistica [22]. Neste contexto, definimos
uma densidade de pontos no espago de fase p(p;,gi,t), tal que p(pi,qi,t) d® representa a pro-
babilidade de encontrarmos um ponto no elemento de volume d® do espaco de fase centrado
no ponto de coordenadas (p;,q;), no tempo ¢.

A condicdo de normalizagao das probabilidades exige, portanto, que

/d(op(p,-,qi,t) —1, (3.130)
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onde a integrac¢do se estende sobre toda a regido do espaco de fase energeticamente acessivel ao
sistema. Portanto, a probabilidade associada a uma regido limitada & do espaco de fase ¢

/chopm,qi,r% (3.131)

e que pode ser interpretada como o niimero relativo de pontos representativos no interior desta
regido, no tempo ¢.

Supondo que a regido X seja limitada por uma superficie fechada S, seja um disco in-
finitesimal de drea dS projetando-se da superficie § ao longo da direcdo do vetor unitdrio h
perpendicular a superficie do disco [Fig. 7.27(b)]. A espessura do disco sera

h=(v-h)dt, (3.132)

onde a “velocidade” v dos pontos representativos no espaco de fase é o vetor 2n-dimensional
de componentes v; = (p;,gi), com i =1,2,...n. Em vista de (3.128)-(3.129), esta velocidade é
o proprio campo vetorial definido pelas equacdes de Hamilton.

O fluxo, ou seja, o nimero de pontos fluindo através da superficie do disco por unidade de
tempo é
p(hdS)

dt

de modo que, se d®P > 0 o fluxo € para fora do disco (efluxo), enquanto se dP < O serd para
dentro (influxo). O fluxo liquido de pontos através da superficie .S é dado, portanto, pela integral

do =

= p(v-h)ds, (3.133)

®— dep(v-ﬁ). (3.134)

S

Usando o teorema do divergente

b= / dodiv (pv), (3.135)

R

onde o divergente do campo vetorial no espago de fase é
: - (9(ppi) a(Pq'i))
div (pv) = + . (3.136)
(pv) ,; ( opi dq;

Como ndo ha criacdo nem destruicdo de pontos no espago de fase de um sistema Hamilto-
niano, a variacdo deste niimero, para um volume fixo &, deve-se unicamente ao fluxo liquido
de pontos pela superficie fechada S que limita esta regido. Logo

—2/ d(op:/ dodiv (pv),
ot R R

/ dw <a—p+div(pv)) =0, (3.137)
R ot

Ja que a regido X ¢ fixa no tempo. Para que a integral seja igual a zero para uma regido X
arbitréria, o integrando deve ser identicamente nulo, levando-nos a condicao

P 4 aiv(pv) =0, (3.138)

que é uma “equacdo de continuidade” para a evolucdo de conjuntos de pontos no espaco de
ase, representando a conservacao do nimero de pontos representativos.
f tand d d t tat
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3.6 Teorema de Liouville

Abrindo o divergente no espaco de fase, dado por (3.136), temos que

_+_

dpi  Opi dt pa—qi dg; dt G-139)

div(pv) = i

(p op; dp dp;  _09¢; Ip dqz'>
1

Como a evolucdo temporal dos pontos no espaco de fase € governada pelas equacdes de
Hamilton (3.128)-(3.129) entao

dlv(pv):z (pl—i—+p£+£a—p)

L O’H  Jp oH O’H  9p oH }

= - —_ 4+ — — (3.140)
,Zi { pidq;  Opidgi " dqidpi ' g api
" (dp O0H dp oH }

_y! 27 _ “r7° ={p,H}, (3.141)
= { dg; Opi  Ip; 9g; {p.H}

onde usamos a definicao (3.72) dos colchetes de Poisson.
Substituindo (3.141) na equacdo de continuidade (3.138) ficamos com
Eg—f+{p,H}~=0, (3.142)

cujo primeiro membro €, de acordo com (3.85), igual a derivada total da densidade em relacao
ao tempo,

dp

— =0 3.143
7 =0 ( )
Portanto a densidade de pontos no espacgo de fase € uma constante do movimento, resultado este

conhecido como teorema de Liouville.

A obtenc¢ao da equagdo de continuidade (3.138) motiva uma analogia entre 0 movimento dos
pontos representativos no espaco de fase e o escoamento de um fluido no espaco de configuragao.
O teorema de Liouville implica, neste caso, que tal escoamento € incompressivel.

A densidade no espaco de fase é definida como o nimero de pontos representativos d A\
por unidade de volume, ou seja, p = dN /dw, onde dw é dada por (3.127). Pelo teorema de
Liouville, representado pela equagdo (3.143), a densidade € uma constante. Como o numero
de pontos numa certa regido do espago de fase A = |. g dop ¢ conservado, entdo o volume da
regido correspondente ® = |, & do também € conservado com o passar do tempo.

Um caso particular importante € o de um espaco de fase bidimensional, no qual as areas de
conjuntos de condi¢des iniciais sdo conservadas. Podemos, nesse caso, demonstrar de maneira
direta a conservacdo de dreas no plano de fase: sejam (p(1),4(1)) e (p(0),¢(0)) dois pontos
representativos nos instantes de tempo #; e fy, respectivamente [Fig. 3.3]. Em outras palavras,
tomamos dois pontos sobre uma mesma trajetéria de fase, em tempos diferentes.

Se 11 = to + O, onde & < 1y, expandimos p(1) e g(1) em série de Taylor até termos
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q(0) a(1) q

Figura 3.3: Transformagao de elementos de drea no plano de fase.

quadréticos ou de ordem superior,

p(1) = plto+31) = p(0) + 5 P29 4 o302,

d
_ p(0)— 5 2HP (aoq)éq)(o)’t‘)) +o(81)2, (3.144)
(1) = al0+30) = 4(0) + 5% o3,
_ 4(0)+ 5 2P E;B&g)(o)’m) +o(81)?, (3.145)

onde usamos as equagoes de Hamilton. Os elementos de drea no plano de fase nos tempos g €
11 estdo conectados pela relacdo conhecida do célculo

dp(1)dq(1) = |71dp(0)dq(0), (3.146)

onde o Jacobiano da transformacgao (p(0),4(0)) — (p(1),q(1)) é

g d(p(1),4(1)) ‘ p(1)/9p(0) 9(1)/317(0)'
( (0),4(0))  |9p(1)/9g(0) 9dg(1)/9q(0)
St o |
= o(dt)
St L+
= 1+0(8)? (3.147)

Consideramos, agora, um intervalo de tempo finito T = 7 — ;, subdividido em N intervalos
de duragdo & = T /N. Aplicando (3.146) a cada sub-intervalo, a combinacgio de todos eles
fornece, no tempo T = Not,

dp(N)dg(N) = 9]V dp(0)dq(0) = [1 +o(8)*]" dp(0)dg(0),

™ 2\" T2
~ (1 + (]V) ) dp(0)dq(0) ~ (l +N}W> dpodqo, (3.148)

jd que T/N < 1, de tal forma que seja possivel empregar a aproximagao binomial: (1+x)" ~
1 +nx, quando x < 1.
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No limite N — oo teremos
dp(N)dq(N) = dp(0)dg(0), (3.149)

tal que os elementos de drea sdo conservados para intervalos de tempo finitos. Integrando estes
elementos, resulta que as areas de conjuntos de pontos representativos no plano de fase também
sao conservadas, como esperado.

Pelo teorema de Liouville, o volume de uma regido R (¢) do espaco de fase num instante de
tempo ¢ fixo,

Inz/ dw:/ dpida; (3.150)
R (1) mg

€ uma constante do movimento. Como a Hamiltoniana do sistema gera uma translagdo tempo-
ral infinitesimal, por meio de uma transformacao de contato entdo, sob este ponto de vista, a
constante de movimento também € um invariante canonico. Portanto, dada uma transformacgao
candnica (p;,qi;) — (P;, Q;), o volume da regido ®_¢é um invariante candnico integral, dado por

I, :/ dP.dO:. 3.151)
w11

nas novas variaveis.
A expressao I, € o n-ésimo membro de uma familia de invariantes candnicos integrais in-
troduzidos por Poincaré [30]

I :// dpidg;, (3.152)

: 52(’)1‘21 bied

p=[[[] ¥ dndadpda. (3.153)
Sa(t)

i+k

n
n=[ Tldnda, (3.154)
San(t) 11

onde $,(¢) é uma superficie bidimensional no espacgo de fase, a um tempo fixo 7; S4(¢) é uma
“superficie” (ou variedade) quadridimensional, etc. De maneira geral, o simbolo $,,(¢) indica
uma regido R (7) do espaco de fase 2n-dimensional em um dado tempo.

Aplicando o teorema de Stokes no invariante integral (3.152) obtemos o chamado invariante
integral relativo

5= 74 pidg;, (3.155)
o

onde C € um caminho fechado no espago de fase num tempo fixo ¢. De forma geral, a aplicacdo
do Teorema de Stokes reduz a ordem de integracao por uma unidade, transformando o invariante
integral I; para uma dada regido Sy, num invariante integral relativo J para o contorno (2k—1)-
dimensional dessa regido [17].

3.7 Espaco de fase estendido

Partindo do principio de Hamilton na forma (3.6), mudamos a variavel de integracdo do tempo
t para um pardmetro { que seja independente da variagéo expressa pelo simbolo &:

© & dgi o dr||
8{/cl dg [':lpld_C_Hd_C] } =0, (3.156)

4
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onde {; e {, caracterizam dois pontos fixos no espago de fase.
Com este artificio de calculo podemos absorver o tempo como uma das varidveis candnicas,
fazendo a seguinte transformacgao de variaveis

P, = pi, (i=1,2,...n), (3.157)
Qi =qi, (3.158)
Poii = —H, (3.159)
On+1 =1, (3.160)

0 que nos permite reescrever o principio variacional (3.156) como

&) n+1 dQl B
5{/@1 dz;i:ZIP,-d—C}_o. 3.161)

A transformacao (3.157)-(3.160) € candnica, associada a funcao geratriz de segunda espécie

n
Fy(Py,qi,t) = Y Pigi+ Pugit. (3.162)
i=1

As equacdes da transformacdo canodnica correspondente sao

R, .
p,-—a—qi—P,-, (i=1,2,...n), (3.163)
P
Qi = op, 9 (3.164)
b
Oni1 = P =1, (3.165)
K(H;Qi):H(pi7Qi7t)_H7 (3166)

que, naturalmente, coincidem com (3.157)-(2?).

A transformacdo candnica que executamos permite-nos trabalhar num espago de fase es-
tendido de dimensdo n+ 1 descrito pelas varidveis (P;,Q;), e onde as trajetérias de fase sdo
parametrizadas por £ ao invés do tempo. As equacdes de Hamilton no espago de fase estendido
sdo, portanto,

P, oK

@&~ agy =12, (3.167)
dQi 9K
= (3.168)

Observe que o Kamiltoniano nio depende explicitamente do tempo ¢ por construcao. Assim a
Eq. (3.167), parai =n+1, lé-se
dH oK
——=——=—=0 3.169
i (3.169)
donde H € uma constante do movimento no espaco de fase estendido. Analogamente (3.168)
fornece J 3K
t
—=——==1 3.170
&= e (3.170)

donde ¢(§) = C.
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Uma conclusdo imediata € a de que uma Hamiltoniana de um sistema com n graus de liber-
dade e dependente explicitamente do tempo, H (p;,qi,t), € equivalente a uma Hamiltoniana para
n+ 1 graus de liberdade porém independente do tempo: K(P;, Q;). O momentum canonicamente
conjugado ao tempo € —H. Um exemplo €

1,

H(p,q,t):ip —acosq—bcos(q—t), (3.171)

onde a e b sdo constantes. A transformacao candnica para o espago de fase estendido é Q| = g,
Q) =t, PL=pe P, =—H, de sorte que (3.166) nos da a Kamiltoniana no espaco de fase
estendido (de duas dimensoes), a saber:

K(P1,Py;01,02) =H(p,q,t) —H

1
= §P12+P2—acosQ1 —bcos(Q1 — 02), (3.172)

e que, agora, nao depende explicitamente do tempo.

3.8 Variavel de acao

Num sistema mecanico que apresenta oscilacdes periddicas em seu i-€simo grau de liberdade,
e € descrito por uma Hamiltoniana independente do tempo, definimos a varidvel de a¢do para
este grau de liberdade como

1
Lzﬁfm@h (3.173)

onde a integral se estende sobre um ciclo completo de oscilagao.

Por outro lado, o invariante integral relativo (3.155), no espago de fase estendido, é dado

por !

n+1 n
h=p. Y pda=§f pidgi—Hd (3.174)
C@,; S e ; o
onde () é um caminho fechado no espago de fase estendido, num dado valor fixo do pardmetro
€, e que portanto inclui variagdes temporais. Como a escolha de { é arbitraria, podemos sele-
cionar o caminho ( tal que parte dele coincida com a trajetdria do sistema no espago de fase.

Se a Hamiltoniana do sistema ndo depender explicitamente do tempo ela serd uma constante do
movimento e, portanto, pode ser tirada para fora da integral em (3.174):

n
9 :7{ Zp,-dqi—H]{ dt. (3.175)
Ci C
Como § dt = 0 para qualquer caminho fechado, resulta que
n
7{ Zpidqi = const. (3.176)
Ci=1

Dividindo, agora, o caminho C em duas partes, conforme a Fig. 3.4. Para o i-ésimo grau de
liberdade, de (3.176), resulta que

jl{pidqi:/ pidq,'+/ pidg; = const. (3.177)
C 8] G

I'Também chamado de invariante de Poincaré-Cartan.
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et t

e

Figura 3.4: Caminho fechado no espaco de fase estendido.

onde (] € um caminho ao longo de um ciclo completo de oscilagio, enquanto ( € escolhida tal
que g; € constante, ou dg; = 0. Assim, de (3.173) concluimos que

/ pidq; = 271J; = const. (3.178)
G

donde a integral de agdo é proporcional ao invariante integral relativo. Ambos sdo, assim,
tanto constantes de movimento como invariantes candnicos, se a Hamiltoniana ndo depender
explicitamente do tempo. A constancia da integral de acao serd usada, no préximo capitulo, na
definicdo das chamadas varidveis de acao e angulo.

3.9 Integraciao numérica das equacoes de Hamilton

Uma caracteristica bastante comum aos problemas da Dinamica Hamiltoniana Aplicada € o fato
de ndo existirem solu¢des analiticas para as equacdes de Hamilton, especialmente quando estas
forem ndo-lineares. Nestes casos recorremos a solucdo numérica das equacdes diferenciais
ordindrias correspondentes, utilizando técnicas computacionais. Nesta Se¢ao mostraremos de
forma breve algumas delas, enfatizando aquelas que preservem propriedades fundamentais do
sistema Hamiltoniano.

3.9.1 Método de Euler explicito

Por simplicidade, iremos limitar nossa apresentacdo a sistemas com um grau de liberdade, des-
critos pela Hamiltoniana H(p,q), para os quais as equagdes de Hamilton séo

dp  H(p,q)

=, (3.179)
dq _9H(p.q)
i (3.180)

com as seguintes condigdes iniciais: p(tp) = po e ¢(fto) = qo- Pelo teorema de existéncia e
unicidade das equacdes diferenciais ordindrias, sabemos que existe uma e somente uma solugao
(p(t),q(t)) que passa pela condigao inicial (po,qo).

Em termos computacionais, desejamos uma solug¢io para um intervalo de tempo 79 <t < fy.
Para isso, o dividimos em N sub-intervalos de duracao

B Ir—1o
N

h

(3.181)



3.9. INTEGRACAO NUMERICA DAS EQUACOES DE HAMILTON 103

chamada passo de integracdo. Uma solugao numérica para o sistema (3.179)-(3.180) consiste
na sequéncia de pontos

pn = p(t =to+nh), (3.182)
qn = q(t = to +nh), (n=0,1,2,...N), (3.183)

a intervalos de tempo constantes.
Se o passo & de integragdo for suficientemente pequeno, podemos expandir o ponto p; =
p(t =to+ h) em série de Taylor e reter apenas o termo linear

d oH
P1 %p(tzro)+h<—p) Zpo—h(a—) , (3.184)
dt 1=ty 49/ =1,

com uma expressao andloga para g;. De forma geral, para todos os demais pontos do intervalo
[to, 7], teremos as relacdes de recorréncia

0H (pn,qn)

Putt = pa—h=——s : (n=0,1,2,...N) (3.185)
4dn
oH
Gnt+1 = qn+h—<p”’q”), (3.186)
Opn

que sdo as equagdes do chamado método de Euler explicito.

Os pontos (pp,qy,) sdo aproximagdes numéricas da solugdo exata (p(t,),q(t,)) em t, = to +
nh, quer dizer, (pn,q,) =~ (p(tn),q(ty)). Observe que os valores de (py,q,) dependem do passo
de integragdo i, de modo que o erro cometido na n-ésima etapa do procedimento é p(to + nh) —
pn- Pode-se mostrar que o erro para o método de Euler explicito cresce com o passo A. Assim,
quanto menor 4, mais lentamente o erro cometido vai se propagando com o passar do tempo.
Dizemos, por isso, que o método de Euler € de primeira ordem.

Vamos considerar, como exemplo, a Hamiltoniana do péndulo para F = G = 1:

1

H(p.q) = 5p* —cosq. (3.187)

As expressoes (3.185) e (3.186) levam ao sistema de relagdes de recorréncia,

Pn+1 = Pn— hsingp, (n=0,1,2,...) (3.188)
qn+1 = qn+hpn, (3.189)

onde devemos especificar as condig¢des iniciais (po,qo) para obter os pontos (py,q,) da solugdo
desejada, comn =1,2,...N.

3.9.2 Meétodo de Euler implicito

Uma variante mais precisa do método de Euler consiste em calcular as derivadas da Hamil-
toniana, ndo no ponto atual (p,,q,), mas sim no ponto seguinte, (p,+1,gn+1). Com esta
modificacdo, as equagdes (3.185)-(3.186) tornam-se

OH (pni1,qn+1)
aQn—H

OH (Pni1,qn+1)
OPn+1

Pnil = pn—h . (n=0,1,2,...N) (3.190)

Gnt1 =qn+h (3.191)
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tal que (pp+1,9n+1) sdo determinados de maneira implicita em fungdo de (pp,q,), 0 que de-
manda um procedimento numérico adicional para explicitar (p,+1,¢,+1) em fungdo de (pp,qy)-
Por exemplo, se g,,+1 for determinado implicitamente por uma equacdo da forma

f(@n+1) =0, (3.192)

encontraremos o valor de ¢, achando a raiz da fungdo f(x), o que pode ser feito usando o
método de Newton-Raphson. Este ¢ um método de aproximagdes sucessivas para determinar as
raizes simples x*, tal que f(x*) =0, com f’(x*) # 0. Iniciamos por um “chute” inicial xo, que
pode ser o valor de g,. A partir dele, as aproximagcdes sucessivas sao dadas pela férmula

ka:xk—M (k=0,1,2,...) (3.193)

fa)’

e presumimos que a sequéncia {xi},._, convirja para a raiz x* que, por sua vez, passa a ser o
valor de g,+1. O teorema de existéncia e unicidade nos ajuda por garantir que haja uma tnica
raiz a ser determinada.

A convergéncia do método de Newton-Raphson € usualmente muito rdpida. Se escolhemos
um chute inicial préximo a raiz, poucas iteragdes de (3.193) sdo suficientes para obter um resul-
tado com preciséo satisfatéria. No entanto, é necessério um certo cuidado pois, se f’(x;) tiver
um valor préximo a zero, os valores de x; podem divergir, produzindo resultados indesejados.

Voltando ao exemplo do péndulo (4.97), as equagdes para o método de Euler implicito serdao

Pnt1 = pn—hsing,1, (n=0,1,2,...) (3.194)
Gn+1=qn+hput1. (3.195)

Substituindo p,1 de (3.194) em (3.195) teremos a relagao
i1+ singns1 = gn+hpy, (3.196)

que determina implicitamente ¢, 1.
Dadas as condig¢des iniciais (pg,qo), o valor de g; é dado por

g1+ h?sing; = go+hpo =C, (3.197)
onde C € uma constante. Portanto, o valor de g serd a raiz da fungdo
f(x) =x+h*sinx—C. (3.198)

Aplicando f(x) e sua derivada na expressao (3.193) do método de Newton-Raphson teremos
a relacdo de recorréncia

X+ h? sinx; —C
1+ h?cosxy

Xk+1 = Xk — (k=0,1,2,...) (3.199)

de modo que, ap6s um nimero suficientemente grande de iteracdes (100 iteracdes sao mais que
suficientes), teremos ¢g; = x*. Finalmente, de (3.195),

p1 = po—hsingy, (3.200)

e assim por diante.
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— Euler explicito
— Euler implicito
— Euler simpletico
—— Stormer-Verlet

0 10 20 30 40 50

Figura 3.5: Posi¢do do péndulo em func¢io do tempo para as condigdes iniciais gop = m/2 e
po = 0, considerando quatro métodos de integracdo numérica, todos com o mesmo passo de
integracdo h = 0,2.

Embora o método de Euler implicito também seja de primeira ordem, ele costuma dar re-
sultados melhores do que o método explicito. Uma variante consiste em calcular as derivadas
da Hamiltoniana nos pontos médios dos intervalos correspondentes

Pn~+ Pnt1 qn +qnt1
2 ’ 2 ’
levando ao chamado método de Euler implicito de ponto médio. Esta versdo € de segunda

ordem pois o erro cresce com 42, Como, para h < 1, h? < h, o erro se propaga mais lentamente
com o tempo neste tipo de métodos, o que leva a resultados mais precisos.

3.9.3 Meétodo de Euler simplético

Um problema comum aos métodos de Euler descritos anteriormente é que eles ndo levam em
conta algumas propriedades caracteristicas dos sistemas hamiltonianos:

e Conservacdo de energia: para sistemas com um grau de liberdade com Hamiltoniana
independente do tempo, a energia E = H(p, q) deve ser conservada para quaisquer valores

de (men);

e Preservacgdo de dreas: para este mesmo tipo de sistemas, as dreas no plano de fase devem
ser conservadas, ou seja, dp,+1dq,+1 = dpndq, para todos os valores de n [vide Eq.
(3.149)].

Voltando ao exemplo do péndulo, na Figura 3.5 mostramos o resultado da aplicacdo de al-
guns métodos de integracdo numérica das respectivas equacdes de Hamilton, para as condi¢des
iniciais go = /2 e pp = 0, usando o passo de integracdo & = 0,2. Tanto o método explicito
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6

5 |— Euler explicito
- |— Euler implicito
41 |— Euler simpletico
3

2

-- Stormer-Verlet

Figura 3.6: Energia do péndulo em func¢do do tempo para as condigdes iniciais go = m/2 e
po = 0, considerando quatro métodos de integracdo numérica, todos com o mesmo passo de
integracdo h = 0,2.

como o implicito de Euler produzem resultados insatisfatorios, considerando que o esperado
seriam oscila¢des regulares com amplitude gg. Embora a evolugdo de ambos esteja correta para
tempos muito pequenos (até ¢ ~ 2), o método explicito leva a um aumento indefinido do valor
de g, o que indica a presencga de rotagdes, ao invés de libracdes. Ja o método implicito leva a
um resultado ainda pior, que € a parada do péndulo apos ¢t ~ 50.

Estes resultados indesejaveis também sdo observados acompanhando a evolugdo temporal
da energia do péndulo a cada iteracao dos métodos empregados,

1
Eu(pn,qn) zip%—cosqn (3.201)
em termos da energia inicial
1
Eo(po,q0) = 5"3 — co8qo. (3.202)

Escolhendo pp = 0 e go = ©/2 temos Ey = 0. Conforme mostrado na Fig. 3.6, no método de
Euler explicito a energia cresce indefinidamente com o tempo, enquanto no método implicito
ela tende a seu valor minimo E = —1, correspondente ao repouso do péndulo.

Meétodos de integracdo numérica de sistemas Hamiltonianos que preservam a energia bem
como as dreas no plano de fase sdo chamados integradores simpléticos. O método de Euler
simplético tem como principio a hipétese de que a transformacgdo (p,,qn) — (Pu+1,qn+1) €
candnica. No contexto da integracdo numérica, se o passo i € suficientemente pequeno, pode-
mos supor que seja uma transformagao de contato infinitesimal, cuja fungdo geratriz de segunda
espécie €

B (Pust1,qn) = Pns1qn +hH(pri1,qn)- (3.203)
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As equacdes (3.16)-(3.17) da transformagdo candnica sao

OF: oH
=5 = puri Ths (3.204)
qn 4n
oF, oH
Int1 = 5 =dn + ha , (3.205)
Pn+1 Pn+1
levam as equagdes do método de Euler simplético
oH n+1,Yn
Pui1 = pu— h%, (3.206)
dn
oH )
Gni1 = qﬁh@. (3.207)
Pn+1
Analogamente, usando uma fungdo geratriz de terceira espécie
F5(Pnyqn+1) = —PnGn+1 +hH(ppy Gnr1).- (3.208)

teremos uma variante do método de Euler simplético cujas equagdes, de (3.20)-(3.21), sdo

aH(PnaQn+1)

Pnt1=pn—h 3 (3.209)
qdn+1
oH
i1 = +h%. (3.210)
DPn

Em ambas as versoes, os métodos de Euler simpléticos determinam as varidveis de forma
implicita. Quando isto ocorrer, podemos usar o método de Newton-Raphson para calcular o
valor da varidvel desejada. No entanto, se a Hamiltoniana for separdvel na seguinte forma

H(p,q) =T(p)+U(q), (3.211)

as equagdes do método simplético tornam-se explicitas, facilitando o seu uso. Substituindo em
(3.206)-(3.207) teremos

dU
Puit = pu—h> . (3.212)
dn
dT
Gn+1 = qn+hd . (3.213)
DPn+1
e expressoes andlogas para a sua variante (3.209)-(3.210).
No exemplo do péndulo, T(p) = p?/2 e U(q) = —cos g, de forma que
DPnt1 = pn— hsingy, (3.214)
Gn+1=qn+hput1- (3.215)

Aplicando estas equacdes obtemos um resultado bem melhor do que aqueles gerados pelos
métodos de Euler explicito e implicito [Fig. 3.5]. As oscilacdes do péndulo, para a condi¢ao
inicial utilizada, t€ém amplitude constante, exatamente como previsto pela solucdo exata, que
obtivemos no Capitulo I usando fung¢des elipticas de Jacobi [vide a equacdo (1.104)].

Como, de (3.202), a energia do péndulo € igual a zero (para as condigdes iniciais adotadas),
vemos na Fig. 3.6 que o método de Euler simplético peca por exibir oscilacdes da energia em
fun¢do do tempo em torno de zero, com amplitude da ordem de O, 1, um nivel bem acima da
precis@o numérica utilizada. Resultados melhores podem ser alcancados diminuindo o passo de
integracdo, mas o método a seguir € mais satisfatorio.
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3.9.4 Meétodo de Stormer-Verlet

E essencialmente a composicdo de dois métodos de Euler simpléticos: introduzimos, entre
(Pn,qn) € (Pn+1,qn+1), um ponto intermedidrio (p,,.41/2,Gn+1/2)- Inicialmente aplicamos (3.206)-
(3.207) com metade do passo de integracdo, para obter:

hOH (Pyy1/2,Gn)

Pn+1/2 = Pn— 5 9, ) (3.216)
Gusif2 =qn+§aH(a’Z:l//22’q”) (3.217)
€ mais uma vez:

Pntl = Puy1/2— gaH(pg;/j 1 ar+1) (3.218)
Gntt = dni1 )2+ ;"’H“;'; f;j”“) . (3.219)

Combinando estas expressdes chegamos ao método propriamente dito:
Pat1/2 = Pn— gaH(pg;/ 2:4n), (3.220)
i —an +g {aﬂg:l/; qn) N BH(par;llf;zqnﬂ) } | (3.221)
Pril = Pui1/2— gaH(pg;/j 1 dn+1). (3.222)

Uma variante do método € a seguinte:

Gus1)2= G+ gaH(p o ) (3.223)
Pt1 = Dn— g {aHgZ:fr;/ ), aH(l;";:?/’;“/ d } , (3.224)
Gnit = Guirp+ ’gaH“’ g;;j"“/ 2), (3.225)

Assim como o método de Euler simplético, o método de Stormer-Verlet determina implici-
tamente as varidveis, em geral. No entanto, se a Hamiltoniana for separdvel como em (3.211),
as equagoes (3.220)-(3.222) tornam explicita a determinagao:

hdU
Pri1/2=Pn= 5 déq") , (3.226)
n
dT
Gnt1 = Gn +h—d(p wi1/2) , (3.227)
Pn+1)2
hdU
Pnt1 = Pni1/2 — hdU(Gns1) (3.228)

2 dQnJrl

com expressoes semelhantes para (3.223)-(3.225).
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Figura 3.7: Algumas trajetérias no plano de fase do péndulo para F = G = 1, obtidas pela
integracdo numérica das equagdes de Hamilton, usando o método de Stérmer-Verlet.

Retornando ao exemplo do péndulo, com T (p) = p*/2 e U(q) = —cosq, o método de
Stormer-Verlet conduz as relagcdes de recorréncia

h .
Pni1/2 = Pn— 5 Singp, (3.229)
qn+1 = Gn+ hpn+1/2a (3.230)
h .
DPn+1 = Pnt1/2 — 5 S10¢Gn+1- (3.231)

2

O método de Stormer-Verlet é de segunda ordem, pois o erro aumenta com A2, propagando-
se mais lentamente com o tempo, em relacao ao método de Euler simplético. De fato, os resul-
tados para o exemplo do péndulo sdo bastante satisfatérios [Fig. 3.5], e a energia é conservada
de modo bastante bom, pois as oscilacdes em torno de zero tem uma amplitude ~ 1073, da
ordem da precisdao numérica utilizada (ponto flutuante) [Fig. 3.6].

Na Fig. 3.7 mostramos algumas trajetérias de fase para o péndulo, no caso F = G =1,
obtidas a partir do método de Stormer-Verlet com passo & = 0,01. Cada trajetdria corresponde
a uma condic¢do inicial diferente, que foram escolhidas de maneira a evidenciar os trés tipos
de comportamento caracteristicos do péndulo: libra¢des (curvas fechadas) em torno do ponto
eliptico (p = 0,q = 0), rotagdes (curvas “abertas”), e uma separatriz que conecta 0s pontos
hiperbélicos (p =0,q = £x).

O estudo de métodos simpléticos de integracdo das equagdes de Hamilton aprofunda-se
consideravelmente a partir deste ponto. Remeteremos o leitor interessado as referéncias.... para
maiores detalhes, bem como demonstracdes dos resultados mencionados nesta se¢ao.
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3.10 Digressao quanto-mecanica

Como comentado na Introdug@o deste trabalho, a Dinamica Hamiltoniana desempenhou um
papel importante na concep¢ao e no desenvolvimento da Mecanica Quantica. Para abordar,
de forma resumida, os vdrios pontos de contato entre estes dois ramos da Fisica, incluimos
“digressoes quanto-mecanicas” ao término de alguns capitulos. Como abordaremos apenas
de forma superficial os assuntos a serem tratados, sugerimos ao leitor interessado num maior
aprofundamento, que consulte textos especializados de Mecénica Quantica, dos quais hé vérios
e excelentes exemplos.

Na Mecanica Classica as quantidades fisicas, como coordenadas e momenta generalizados,
sdo representadas por quantidades escalares, vetoriais ou tensoriais. J4 na Mecanica Quantica
as observaveis fisicas sdo operadores lineares e hermitianos (auto-adjuntos) que atuam sobre os
vetores (“kets”) de estado que descrevem o sistema fisico analisado [47]. Para distinguir uma
quantidade cldssica A do operador correspondente, este tltimo pode ser representado por A.

Na Mecénica Quantica, pode ocorrer que os operadores ndo comutem: AB # BA. Definimos,
entdao, o comutador

[A,B] = AB - BA, (3.232)
de modo que, se dois operadores comutam, entio [A, B] = 0.

A ideia de que dois operadores quaisquer podem ndo comutar remonta aos primeiros traba-
lhos de Heisenberg, Pauli e Jordan [57]. Born identificou, na sequéncia, essa propriedade de
nao-comutagdo com a algebra matricial, o que conduziu a representagdo matricial de operado-
res [57]. Na mesma época Dirac observou que a relagdo entre quantidades classicas e quanticas
pode ser expressa empregando os colchetes de Poisson [28]:

A

{A,B} - —[A,B], (3.233)

1
ih
onde i = h/2m é a constante de Planck reduzida.

A regra de Dirac (3.233) pode ser empregada para obter as relagdes de comutacdo funda-
mentais a partir dos colchetes de Poisson correspondentes (3.79)-(3.81):

i, Pj] = iR, (3.234)
[4i,4,] =0, (3.235)
[pi,Pj] =0, (3.236)

onde g; e p; representam os operadores de posi¢cao € momentum, respectivamente.

Na descricdo de Heisenberg da Mecanica Quantica os operadores podem variar com o
tempo, ao passo que os vetores (kets) de estado permanecem fixos [47]. Sob esta descri¢ao
podemos aplicar a regra de Dirac as equacdes de Hamilton na forma (3.83)-(3.84), substituindo
as quantidades classicas pelos operadores quanticos correspondentes

dgi 1. .
S g H), 3.237
7l [4i,H] ( )
dpi 1 ..

R W 2

g n [pi,H], (3.238)

que, por sua vez, sdo casos particulares da equacdo de Heisenberg, valida para um operador
arbitrario (independente do tempo) [vide (3.86)],

— =—[AH], (3.239)
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onde H é o operador Hamiltoniano.

Se as observaveis A e H sdo compativeis, isto €, se 0 operadorA comuta com o Hamiltoniano
([A,A] = 0), entdo a equacdo de Heisenberg nos informa que dA/dt = 0. Isto define uma
constante quantica de movimento, de modo que

A~

At)=A(t=0). (3.240)

Como um exemplo simples, o Hamiltoniano de uma particula livre é obtido da Hamiltoniana
classica como

S B
H= (Pr+po+p7) . (3.241)

De (3.236) segue que todas as componentes do momentum comutam com H, e (3.238) indica
que elas sdo constantes quanticas do movimento, ou seja

pi(t) = pi(t =0), (i=1,2,3). (3.242)
Usando (3.237) temos que as componentes do operador de posi¢do satisfazem as relacoes

ax; 1
— = Zp i =1,2,3). 24
dt mpl(o)a (l I 73> (3 3)

Resolvendo estas equacdes diferenciais, e usando a regra de Dirac (3.233) encontramos as se-
guintes relagdes de comutacao para operadores dependentes do tempo.

£(0),£;(0)] =0, (3.244)
[%i(1), £:(0)] = ——. (3.245)
Um segundo exemplo é o de uma particula de massa m sujeita a um potencial V (&), que é

uma func¢ao do operador de posi¢ao. A Hamiltoniana correspondente € obtida acrescentando-se
este potencial a expressdo para a particula livre (3.241)

N T
H=_—p>+V(D). 3.246
oy i (F) ( )

A evolucao temporal da i-ésima componente do operador momentum €, de (3.238),

dpi _ 1o o1

= — H: = h — | p: V 7 . 3247
Usando a identidade de comutadores
[A,BC) = [A,BIC + B, [A]C], (3.248)
obtemos
2 2 >
j=1 j=1
3
=Y | [pi-pjlpj+pilpips] | =0. (3.249)
j=1 T T/
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de forma que [vide o problema XXX]

dpi 1o
E—E[Puv(”)]— axiv(r> (3.250)

A evolucao temporal das componentes do operador de posi¢ao € dada por (3.243)
dz; 1
— = _p,. 3.251
7P ( )
Aplicando novamente esta expressao obtemos a derivada segunda,
25 o 5. 5
cE_ L ds g 1l 1V
di?  ih| dt m m ox;

= 3.252

ih ( )
Coletando as trés componentes do operador de posi¢do obtemos um analogo quanto-mecanico
da equacdo Newtoniana do movimento

d’t
m— = —VV(t). (3.253)
dr?

A similaridade formal entre as equagdes classicas e quanticas de movimento ndo pode nos
iludir, uma vez que o significado fisico delas € completamente diferente! Nas equagdes classicas
do movimento, as observaveis (como posi¢des € momenta) podem ser medidas de forma irres-
trita. Por outro lado, nas equacdes quanticas, devemos ter em mente que as medidas de uma
certa observavel sdo, na verdade, os autovalores dos operadores correspondentes.

A Mecanica Quantica, sendo intrinsecamente nao-deterministica, ndo nos permite saber,
para uma dada medida, qual o autovalor que resulta da mesma, mas apenas o valor médio de
um grande nimero de medidas, que € o valor esperado do operador. O desvio quadratico médio
desta série de medidas é dado pela incerteza correspondente, calculada em termos dos valores
esperados.

3.11 Problemas

1. (a) Mostre que sdo candnicas as seguintes transformacgdes

0(p,q) = In(1+/qcosp),
P(p,q) =2(1+/qcosp)\/qsenp,

verificando a invariancia dos colchetes de Poisson fundamentais. (b) Mostre que a funcao
geratriz de terceira espécie para essa transformacao é

F3(p,0) = —(e2 - l)ztgp-

2. Verificando a invariancia dos colchetes de Poisson fundamentais, ache os valores dos
pardmetros o e 3 para que as relagdes

O(p,q) = g% cos(Bp),
P(p,q) = q%sen(Bp)

representem uma transformacdo candnica. Ache a funcdo geratriz de primeira espécie
correspondente.
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3. Um sistema com dois graus de liberdade € descrito pela Hamiltoniana

H(p,q) = q1p1 — q2p2 — aq} + b3,

onde a e b sdo parametros. Mostre, usando colchetes de Poisson, que sdo constantes do
movimento as seguintes quantidades

1
G =—(p1—aq), G2 =q192.
q2

4. Num sistema com n graus de liberdade formamos o vetor 2n-dimensional

z—= (6]17---6]n§p1a---Pn)T = (‘LP)T-

(a) Mostre que as equagdes de Hamilton podem ser expressas na forma

onde definimos a matriz simplética de ordem 2n (0 e I sdo, respectivamente, a matriz nula
e a matriz identidade de ordem n)
0 I
Y =
-1 0

e V,H € o gradiente em relacdo as componentes do vetor z;

(b) Considere a transformacao de varidveis z — Z, onde
Z= ; T=@,p)f
=(Q1,...0n:P1,... )" =(Q,P)".
Mostre que a transformacdo € candnica se
JT.Y.J=Y,
onde J € a matriz Jacobiana da transformacao, cujos elementos de matriz sao

0Z;

Jij = gj,

(i,j=1,2,...2n).

5. Usando o método indicado no Problema 4, mostre que sdo canOnicas as seguintes transformacoes:

(a)

O(p,q) = gcoso.— psena,
P(p,q) = gseno+ pcosda,

e ache a func¢do geratriz de primeira espécie correspondente.

(b)

Q(p,q) =1In GS@HP) ,

P(p,q) = qcotgp,
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(©)
o
O(p.g) = arctg (—") ,
P
2 2
g p
P M (L P
(pq) == ( + a2q2> :
(d)
01 =qi,
Q2 = p2,
Py = p1—2p»,
P, =—-2q1 —q>.

6. Considere uma Hamiltoniana independente do tempo H de um sistema com n graus de
liberdade. Mostre que, escolhendo qualquer uma das coordenadas generalizadas do sis-
tema como um “tempo” ficticio {, entdo o momentum canonicamente conjugado é uma
Hamiltoniana H independente deste novo “tempo”, com n — 1 graus de liberdade. As
equacoes de movimento para nova Hamiltoniana geram trajetorias num espago de fase
reduzido de dimenséo 2(n—1).

7. Considere o invariante integral relativo

n
V) :7{ Y pidqi,
Ci=1

onde C € uma curva fechada no espaco de fase, ao longo da qual o movimento é para-
metrizado pela varidvel , de forma que ¢; = q;(,7) e p; = pi(E,t). Mostre, por célculo
direto, que 7, é uma constante do movimento e, portanto, um invariante canonico.



