Capitulo 5

Teoria de perturbacoes

O objetivo geral da teoria de perturbacdes €, partindo de um problema com uma solucao co-
nhecida, resolver o sistema que consiste numa perturbacdo de pequena intensidade do problema
original. Em geral, hd um parametro de ordem que quantifica a intensidade da perturbagdo.
Sendo um parametro pequeno, séries de poténcias que o envolvam podem ser convergentes,
e neste caso a solu¢ao do problema € obtida de forma aproximada. Na Mecanica Classica é
possivel elaborar uma teoria de perturbagdes baseando-se na formulacdo de Hamilton-Jacobi
que vimos no Capitulo anterior. Neste capitulo vamos abordar duas destas técnicas: a teoria de
perturbacao dependentes do tempo (método de variagdo dos parametros) e a teoria independente
do tempo (método de Poincaré-Von Zeipel).

5.1 Integrabilidade

Vimos, no Capitulo 3, que uma constante do movimento o(p;,g;) nao depende explicitamente
do tempo, e seus colchetes de Poisson com a Hamiltoniana (também independente do tempo)
sdo iguais a zero: {o, H} = 0. Seja, pois, um sistema com n graus de liberdade descrito pela
Hamiltoniana H(p;,q;). Dizemos que o sistema é integravel (no sentido de Liouville) se hd n
constantes de movimento independentes o;, i = 1,2,...n.

Quando dizemos constantes independentes lembramos que os colchetes de Poisson de duas
constantes do movimento também sdo constantes do movimento. Isto significa que, para que
duas constantes do movimento o; € o; sejam independentes, os colchetes de Poisson para elas
devem ser iguais a zero:

{OC,',OC]'}:O. 5.1

Nesse caso dizemos ainda que as constantes do movimento estdo em involugdao. Nenhuma delas
pode ser expressa em funcdo das demais constantes.

Se a Hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo ela prépria € uma das constantes
do movimento com i = 1: ot = H. As demais, se existirem, devem ser encontradas a partir de
consideragdes fisicas (como leis de conservacao) ou outros métodos. Em particular, um sistema
com n = 1 grau de liberdade cuja Hamiltoniana nao dependa do tempo, é sempre integravel.
Sao exemplos o oscilador harmonico e o péndulo.

Quando a Hamiltoniana depender explicitamente do tempo, a andlise que fizemos no Cap. 3
para o espaco de fase estendido indica que a dindmica de um sistema com »n graus de liberdade
e dependente do tempo equivale a um sistema com n + 1 graus de liberdade e independente do
tempo. Portanto, mesmo no caso n = 1, se a Hamiltoniana depender do tempo o sistema podera
ndo ser mais integravel, de maneira geral.
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146 CAPITULO 5. TEORIA DE PERTURBACOES

Um exemplo de sistema integravel com n = 3 graus de liberdade € o problema de Kepler,
no qual uma particula € sujeita a um potencial central, e é descrita pelas coordenadas genera-
lizadas g1 =r, g = 0, e g3 = 0. Vimos no Capitulo 4 que ha trés constantes de movimento
independentes:

o=H=E, Oy =0g =4, 03 = Oy = £z, (5.2)

associadas a conservagao da energia e do momentum angular /, bem como de sua componente
ao longo do eixo z.

Outro exemplo de sistema integravel € a particula carregada sob a acdo de um campo
magnético uniforme na dire¢do z, cujas coordenadas generalizadas sdo g1 = x, g2 =y, g3 = Z.
Ele € integravel devido a existéncia das trés constantes do movimento

o =H=E, 0 = px = 4, o3 =p;=C. (5.3)

A dinamica da rotagao de corpos rigidos, um assunto do qual ndo tratamos aqui, também for-
nece alguns exemplos notdveis de integrabilidade. E possivel mostrar que a rotacio de um corpo
rigido, como um pido, € descrita por trés coordenadas, que podem ser os chamados angulos de
Euler. Assim, a rotacao de um pido, sem atritos, configura um sistema Hamiltoniano com n = 3
graus de liberdade. O pido assimétrico livre (na auséncia de torques externos) e o piao simétrico
pesado sao sistemas integraveis. Ja o pido assimétrico pesado nao o é, a ndo ser em alguns casos
particulares, como o pido de Kowalewskaya.

O problema de Kepler ilustra uma caracteristica de muitos sistemas integraveis, que € o fato
da equacao de Hamilton-Jacobi independente do tempo (4.57)

1 [/aw\? 1 /w2 1 oW\ 2
o (a—> +r—z(£) +m(%) TUr) =E. CH

ser separavel em coordenadas esféricas, razao pela qual pudemos fazer o ansatz (4.58). No
entanto, a mesma equacao nao € separavel em coordenadas cartesianas, por exemplo. Sistemas
separdveis em algum sistema de coordenadas sao também integraveis. Um outro exemplo € a
Hamiltoniana [93] . .

H(pirgi) = 5Pt + 593 +/P1 — p2cosq. (5.5)
Como H ¢ independente do tempo, entdo a energia E € uma constante do movimento. Além
disso, a Hamiltoniana ndao depende de g1, entdo o seu momentum canonicamente conjugado p
também € uma constante de movimento. Portanto, embora este seja um sistema integravel, ele
€ ndo-separdvel nas suas varidveis originais.

Em muitos casos as constantes de movimento estdao diretamente relacionadas a principios
de conservacdo que podem ser identificados sem dificuldade. Ja em outros, devido a simetrias
ocultas, as constantes de movimento sdo mais dificeis de serem encontradas. Um exemplo
classico € a rede de Toda, que é um sistema de trés particulas de massa unitaria que se movem
sobre um circulo, sendo descritas pelas coordenadas g1 = 01, g2 = 02, g3 = §3 € 0s respectivos
momenta canonicamente conjugados (p1, pa,p3) [Fig. 5.1]. As intera¢Ges entre as particulas
sdo descritas por forcas repulsivas cuja intensidade decai exponencialmente com a distancia
(angular) entre as particulas. A Hamiltoniana correspondente é [80]

1

Como a Hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo, a energia E € uma constante
do movimento. Uma segunda constante do movimento provém da invariancia da Hamiltoniana
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Figura 5.1: Rede de Toda com N = 3 particulas.

(5.6) sob uma rotagdo rigida das trés coordenadas

01 — 01+ do, &2 — 02+ do, 03 — 03+ do,

onde ¢p é um angulo constante, o que pode ser verificado por cédlculo direto. A invariancia por
rotagdo leva a conservacao do momentum total do sistema

P=pi+ pr+p3=-const., (5.7)

o que pode ser mostrado, também, a partir de uma transformagao candnica [vide Problema ].

Resultados numéricos de Ford ef al. sugeriram que o sistema de Toda era integravel [81].
De fato, Hénon conseguiu encontrar a terceira constante de movimento que estava faltando,
comprovando assim a integrabilidade do sistema [82]. Na realidade, a rede de Toda € um
sistema integravel mesmo para o caso de N particulas [83]

Na medida em que o nimero de graus de liberdade aumenta, a integrabilidade é uma pro-
priedade mais dificil de ser observada, pois o nimero de possiveis constantes de movimento
derivadas de invariancias fisicas € limitado (como energia, momentum linear, momentum an-
gular). Elas sdo suficientes para garantir a integrabilidade do problema de 2 corpos interagindo
por uma forga central. No entanto, o problema de 3 corpos que interagem por meio de forcas
gravitacionais tem nove graus de liberdade (no caso espacial) e apenas cinco constantes de mo-
vimento, de modo que ele € ndo-integravel de forma geral [69]. Vamos tratar deste problema
com mais detalhes no Capitulo 8.

5.2 Teoria de perturbacoes dependentes do tempo

Vamos supor que Hy(p;,q;,t) representa a Hamiltoniana de um sistema mecanico para o qual
conhecemos a solugdo (sistema nao-perturbado). Como Hy depende explicitamente do tempo
¢ possivel achar uma funcdo principal de Hamilton S(g;,o;,7) que gera uma transformagio
candnica, para a qual a Kamiltoniana € identicamente nula: Ky = 0.

A funcdo S, por sua vez, é uma solucdo de equacdo de Hamilton-Jacobi dependente do

tempo (4.11)
S S

Ho (a—qi,qi,t> o =0. (5.8)
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As novas varidveis canonicas, P; = o; e Q; = B;, com i =1,2,...n, sdo constantes do movimento
para o problema nao-perturbado.

Consideramos, agora, uma perturbacdo Hamiltoniana que depende explicitamente do tempo,
na forma geral €H, (p;,q;,t). O parAmetro € € 1til para distinguir termos de ordens diferentes
de perturbacdo. No final dos calculos podemos sempre fazer € = 1, sem perda de generalidade.
Assim o problema perturbado tem Hamiltoniana

H(pi,qi,t) = Ho(pi,qi,t) +€Hi(pi,qi,t). (5.9)

Na mesma linha de raciocinio anterior, procuramos uma transformagao canonica (p;,q;) —
(a, B;) para o problema perturbado tal que a funcao principal de Hamilton S continue sendo a
funcdo geratriz. A diferencga é que, agora, a Kamiltoniana ndo serd mais identicamente nula, e
as novas variaveis (o, 3;) ndo mais serdo constantes do movimento.

A equagao da transformacdo canonica correspondente fornece a Kamiltoniana

oS oS
K(OC,‘, B,‘,I) = H(pi,qi,t) + 3% =Hy+¢eH + 3 = £H1(pi,qi,t), (5.10)
em vista de (5.8). As equacdes de Hamilton exatas para as novas varidveis sao
oK oH,
&=—=5=—€, i=1,...n), (5.11)
o Cop )
: oK oH,
i ==— =€—. 5.12
B aOCl' aoc,- ( )

Supondo, que € < 1, estas equacdes indicam que, ainda que o; e 3; ndo sejam mais cons-
tantes, as respectivas taxas de variacdo temporal sdo pequenas, de modo que o; e B; variam
lentamente com o tempo. Em primeira ordem de perturbacdo nds calculamos os segundos
membros de (5.11)-(5.12) usando os valores ndo-perturbados de o; e B;:

. o0H, ) oH,

0y = —¢€ =-¢ , (5.13)
( 9P 0 =0t0,Bi=Pio Bio

Bil =€ <%> =g oH) , (5.14)
oo a;=00,B;=Pio 90t

onde o indice 0 denota quantidades ndo-perturbadas, enquanto 1 refere-se as quantidades em
primeira ordem de perturbacao.

5.3 Correcao relativistica ao oscilador harmonico

Nosso tratamento anterior do oscilador harmonico partiu da suposi¢ao que a sua energia cinética
T era pequena o suficiente, em comparagiio com a energia de repouso mc? (onde c é a velocidade
da luz no védcuo), para que pudéssemos usar as formulas ndo-relativisticas. Caso essa hip6tese
j4 ndo seja mais verdadeira, serd necessdrio utilizar a relacdo relativistica para a energia

2
E:\/c4m2+c2p2:mc2\/1+ﬁ. (5.15)

Caso o momentum da particula seja relativamente pequeno (p < mc) podemos expandir a
raiz quadrada de (5.15) em série de poténcias

1 p2 1 p4 1 p6
~ 2
Ech <1+§czm2_§c4m4+ﬁc6m6+“. . (516)
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Como E = T 4 mc?, a corregio relativistica de ordem mais baixa fornece, para a energia cinética

2 4
p p
T=E—mc*~ -+ — . 5.17
e om 8 (>-17)
Assim, a Hamiltoniana do oscilador harmonico relativistico pode ser escrita na forma
H(p,q) = Ho(p,q) +eHi(p), (5.18)
onde (usando G = 1/m e F = m@?):
2
p 1 20 1.5 1 9
H = —+-moqg ==-G —F 5.1
0(p.q) =5+ mw'q” =S Gp”+ S Fq’, (5.19)
¢ a Hamiltoniana do oscilador nido-relativistico, €
1 1G?
eH = pt=—"—pf 5.20
1(p) 8m3c2 p 8 2 P ( )

¢ a perturbacdo causada pela correcao relativistica da energia.
Sendo um problema de solu¢do conhecida, podemos usar a solu¢do do oscilador harmonico
nao-relativistico em termos das varidveis de a¢ao e angulo dadas por (4.96)-(??)

/ |G

qo — 2]0 F sen 90, (5.21)
| | F

po = 2]0 5 Ccos 90, (5.22)

e a Hamiltoniana ndo-perturbada € expresa como fun¢do apenas da varidvel de acdo, como em
(4.91)
H()(J) =VFGJy= o Jo, (5.23)

onde g = vV FG é a frequéncia das oscilacdes. A equacdo de Hamilton para a varidvel de
angulo,

: 0H
0= 3 0, (5.24)
fornece a solu¢do em ordem zero,
6o(r) = ot + o, (5.25)

que deve ser substituida nos segundos membros de (5.21)-(5.22).
Usando (5.22) e (5.25) podemos escrever a perturbacdo (5.20) em termos das varidveis de
acdo e angulo do sistema ndo-perturbado

1 FG?
eH(p) = - 6—213 cos* (o + Po). (5.26)

Em primeira ordem de perturbagdo, fazendo € = 1, e usando (5.13)-(5.14),

0H, 1

Jp = 36 = —@FGZJ(% sen (ot + Bo) cos(woz + Po), (5.27)
oH 1
B, = aT.L(I) = —?FGZJO COS4((D()I +Bo)- (5.28)
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Podemos eliminar o tempo nos segundos membros das equacdes acima fazendo uma média
temporal sobre um ciclo completo de oscilacdo do sistema nao-perturbado

0o 21/
o) =52 [ fwyr (529
T Jo
As equagdes médias sao
— 1
J1 = —ﬁFGzlggsen (0ot +Bo) cos(mpt +Po)) =0, (5.30)
=0
= | . 4 3 2
BIZ_@FG J()<COS (0)5)(t+60)>:_@FG JO (531)
=3/8

Portanto J; é constante e, como Ey = woJy é a energia do oscilador nio-perturbado, a
correcao em primeira ordem na frequéncia é

e 3G

Bi1 = ———5 @0 Eo. (5.32)
Como este termo € negativo, a frequéncia do oscilador pertubado € ligeiramente menor do que
o, sendo a diferenca tanto maior quanto maior for a energia.

5.4 Problema de Kepler com perturbacao central

No Capitulo 4, obtivemos varidveis de acdo convenientes para o problema de Kepler [cf. Egs.
(4.169)-(4.171)]:

Jl = (X'(I) = ZZ? (5.33)
D= Qg = K, (5.34)
J3=Jr+Jg+Jy, (5.35)

onde ¢ ¢ o momentum angular e ¢, sua projecdo na dire¢do perpendicular a érbita do planeta.
Em termos delas a Hamiltoniana do problema nao-perturbado sera dada por (4.172)

mk?

Ho=—2—.
LY

(5.36)

Vamos considerar uma perturbacao hamiltoniana associada a um potencial central da forma
geral

h
eH| = —

Y (5.37)
onde & > 0 é uma constante, e n € um inteiro positivo.

Para um potencial central deste tipo, vimos no Capitulo 2 que a 6rbita da particula estd
limitada a um anel circular com raios interno e externo dados pelos pontos de retorno r; e
ry, respectivamente. O caso n = 1, que corresponde ao problema de Kepler, fornece oOrbitas
elipticas, e n = —2 também leva a orbitas fechadas. Excetuando-se estes dois casos, a Orbita
serd aberta, em geral.

Na presenga da perturbagdo (5.37) o momentum angular £ bem como sua proje¢do ¢, nao
mais serdo constantes do movimento. Portanto a dérbita do planeta pode ser considerada, em
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Figura 5.2: Precessdo do periélio de uma 6rbita eliptica.

primeira aproximagdo, como uma elipse cujo semi-eixo maior precessiona lentamente com ve-
locidade 65, onde 6, é a varidvel de Angulo conjugada a J>» = ¢ [Fig. 5.2]. Essa precessdo do
periélio pode ser devida a diversos fatores, como por exemplo a perturbacdo gravitacional de
outros planetas, ou (como se verd na sequéncia) devido a uma deformacgao do préprio espago,
prevista pela Teoria da Relatividade Geral.

Considerando J>y = ¢ = const. para o problema nao-perturbado, temos para o angulo cor-
respondente, em primeira ordem de perturbagao, de (5.14),

: H H
9212822 o,

8J20 SW. (5.38)

Fazendo uma média temporal ao longo da drbita eliptica do planeta (de periodo orbital 7), a
equacgao promediada € (fazendo € = 1)

.—_ aHl . 1 TaHl
921_<W>_E 0 Wdt. (5.39)

Vimos, no Capitulo 1, que o periodo orbital é dado por (1.161)

/m Tk 2 5
T= 5 EW = k—2J30, (5.40)

onde usamos (5.36). Como 7 s6 depende de J3, a derivada d/d¢ = d/dJ>¢ ndo atua sobre T, e
podemos fazer em (5.39)

-— J(Hp)
02 = . 5.41
21 57 (5.41)
Para uma perturbacdo da forma (5.37) a média temporal é
h [*dt
H)=——[ —. 5.42
(H1) ol (5.42)

Uma vez que o momentum angular £ = mr*8 é conservado para o sistema nio-perturbado,

isolamos o intervalo de tempo,

mrz

0 que nos permite expressar a integral em (5.42) unicamente em termos do angulo 6:

mh 2" d0
H)) = —— . 44
(1) 4 /0 =2 (5.44)




152 CAPITULO 5. TEORIA DE PERTURBACOES

Usando a equacgdo da 6rbita para o problema de Kepler [cf. Eq. (1.151)]

1 mk
=R [14€ecos(6—09)], (5.45)

onde € é a excentricidade, teremos finalmente que

mh <mk

n=2 on
(H) =~ £—2> /O dO[1+ecos(6—6)]" 2. (5.46)

5.4.1 Correcao da relatividade geral ao problema de Kepler

Uma das previsoes da Teoria da Relatividade Geral € a de que o espago-tempo nas vizinhangas
de uma estrela sofre uma deformacgado devido a sua massa M. Essa deformacao afeta, ainda que
de maneira débil, a 6rbita dos planetas mais proximos a ele, sobretudo Merctrio (com massa
m < M).

A correcdo da relatividade geral ao problema de Kepler , dada por (C.10), implica em
uma perturbacdo da forma (5.37) com n = 3 [a dedugdo destas relagdes a partir da métrica
de Schwarzschild pode ser encontrada no Apéndice C]:

h
Hy =——, (5.47)

r

onde, usando (C.12), a constante no numerador é
GM?P?  k(?
h=—— = ——. 4
mc?  mic? (5.48)
Substituindo (5.48) em (5.46) teremos o valor médio da perturbagdo
m*hk 2" 2mm?*hk

(Hy) = =" /0 @61 +&cos(6—60)] = 75 . (5.49)

Assim, a frequéncia de precessao do plano da 6rbita, em primeira ordem, € dada por (5.41)
como

— 0 ([ 2mm’hk\ 6mm*hk
0 == | — = . 5.50
Y, ( A1 ) * (5:30)
Como k = GMm para o problema de Kepler, e substituindo (5.48) em (5.50) obtemos
— 61 /[GMm\?
021 = — . 5.51
2= ( - ) (5.51)

Usamos, agora, (1.153) e (1.156) para exprimir a frequéncia de precessao em termos de parametros
da drbita planetéria

— 6n 1 GM
0y = — . 5.52
T a(1—¢) < c? ) (552)
Substituindo M pela massa do Sol, temos
GM
c

que vem a ser a metade do raio de Schwarzschild correspondente. Para a 6rbita de Mercurio
temos 0 semi-eixo maior a = 5,79 x 107 km, excentricidade € = 0,2056, e periodo orbital
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igual a 0,2409 vezes o periodo da Terra. Substituindo todos estes valores numéricos em (5.52)
obtemos, apés diversas conversdes de unidades, que 0,1 é igual a 42,95 segundos de arco por
século.

A perturbagdo gravitacional causada pelos outros planetas, como Vénus e Terra, € res-
ponsavel por uma frequéncia de precessao igual a 531,54 segundos de arco por século. Descon-
tando este efeito, os dados astrondmicos referentes a orbita de Mercurio revelam uma diferenca
residual de 43, 1 segundos de arco por século, que concorda (dentro dos limites de erro) com a
previsdo relativistica. De fato, a precessdo da 6rbita de Mercurio € considerada um dos testes
experimentais cldssicos da Teoria da Relatividade Geral [62].

5.5 Teoria de perturbacoes independentes do tempo

Nesta sec@o abordaremos a teoria de perturbagdes independentes do tempo, também conhecida
como método de Poincaré-Von Zeipel. Ela tem sido aplicada na determinacio de perturbacdes
gravitacionais em Orbitas de planetas e satélites. Na velha teoria quantica, ela também foi ttil na
quantiza¢do de determinados sistemas atdmicos, pelo uso da regra de Bohr-Sommerfeld [26].

5.5.1 Caso de um grau de liberdade

Vamos considerar inicialmente um sistema com um grau de liberdade dado pela Hamiltoniana
Hjp. Na teoria de Hamilton-Jacobi isto implica ser Hy uma func¢io unicamente da variavel de
acdo J: Hy = Hy(J), de modo que as equagdes de Hamilton tém solugdes conhecidas, a saber,

J(t) =J(0) = const. (5.53)
0(r) =6(0)+w(J)t, (5.54)

onde ® = dHy/dJ é a frequéncia. A a Hamiltoniana do problema perturbado é
H =Hy(J)+¢eH;(J,90), (5.55)

onde o parametro de ordem € tem a mesma funcao que atribuimos na se¢@o anterior.
Procuramos a solugdo para esta Hamiltoniana perturbada, ou seja, queremos encontrar uma
transformac@o candnica (J,8) — (7,0), de modo que a nova Hamiltoniana seja uma funcio ape-
nas da nova agio: H = H(J). A fungio geratriz de segunda espécie que efetua esta transformagdo
J,0

serd denotada por S = §(/,0), tal que
9S(J,0)
J= 5.56
ae Y ( )
—  95(J,8)
0= = 5.57

Nao conhecemos esta funcdo geratriz, mas podemos supor que ela seja escrita como uma
série de poténcias no parametro €:

S(7,0) =J0+€S,(7,0)+€>5,(7,0) +..., (5.58)

onde o termo de ordem zero Sy(J,0) = JO gera a transformacio identidade (J = J, 6 = 0) [cf.
(3.97)]; o termo €S representa uma corre¢do de primeira ordem, e assim por diante. Analo-
gamente, a nova Hamiltoniana também pode ser representada por uma série perturbativa em
poténcias de €:

H(J,0)=Ho+eH +e*Hy+.... (5.59)
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As equagdes da transformacdo candnica procurada sao

- aSl<'77 9) _ T aSl<'77§) @
J=J+¢ % +..._J+e—a§ ae+..., (5.60)
0=0+¢ M+ (5.61)

oJ

onde apresentamos os resultados apenas até a primeira ordem em €. Substituindo (5.61) em (??,

= 851(7,6) 05 }

J=T+e=s {1+£aj+”‘ ¥ (5.62)
I N T

— - e - e cee .63

0—0 eaJSl<J,9 eaj)+ (5.63)

= aS1(776)
J=J —_— . 5.64
+e 5 + (5.64)

A 851(776)
=0—e———~+... 5.65
0=0—¢ = + (5.65)

Ho(J)+eH:(J, )ZHO(J(7 6))+8H1(J(776)79(7 9))
= Hj (.74-8%) +€eH, (.74—883;1 0—¢ %)

00’ oJ
- 8S1 aH() -
= Hy(J — eH(J,0)+... 5.66

onde, novamente, s6 estdo indicados os termos até a ordem €. Comparando termos de mesma
ordem em € obtemos, assim,

H,=o()=—= +H(J,8), (5.68)

onde a frequéncia do problema nao-perturbado é

_ 0H, (7)
oJ)=——. 5.69
== (5.69
O valor médio de H; em relacio ao novo angulo 0 é denotado
_ 1 /2
(H1(J,8)) = dOH,(J,8), (5.70)
n 0

tal que a sua parte oscilante sera
{H} =H; — (H)). (5.71)
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Desejamos que a nova hamiltoniana H dependa apenas da nova acdo J. Portanto devemos
escolher S de maneira a eliminar a dependéncia no novo angulo 0. Para tal fazemos a seguinte

escolha [17]
—.0S
o(f) =5 =—{H}, (5.72)

de modo que H; = (H;) ndo depende mais de 8, por construgdo. Assim, a nova hamiltoniana
(5.66) sera

H(J)=Ho(J)+¢(H(J,8)), (5.73)
com a nova frequéncia dada por
()
J) = —-=. 5.74
o) = = (574

5.6 O oscilador harménico perturbado como aproximacao
do péndulo

A guisa de ilustragdo, e também por que é um resultado importante por si s6, vamos considerar
a correcdo perturbativa em primeira ordem a Hamiltoniana do péndulo (2.59). Expandindo o
termo em cosseno em série,

1 1 2 4 6
H:—GpZ—Fcos(l):EGpZ—F{l—(b——l—q)——q)—

> + } (5.75)

2141 6!

Desconsiderando o termo constante —F, podemos escrever a hamiltoniana acima como Hy +
€H;, onde

1 1
Ho(p,0) = 5 Gp* + 5F ¢ (5.76)

¢ a Hamiltoniana do oscilador harmonico, e
eH) — — Fo* (5.77)
T '
representa a perturbacdo em ordem mais baixa.

A solucao exata do oscilador harmodnico em termos de varidveis de acdo e angulo foi vista
no Capitulo anterior [cf. Egs. (4.95)-(4.96)], com g — 0:

0=1/2J ¢ sen®, (5.78)
F
pz\/ZJUgcose, (5.79)

de modo que a Hamiltoniana ndo-perturbada seja, de (4.89),
Ho(J) =VFGJ=wyJ, (5.80)
onde ®y = v F G € a frequéncia natural do oscilador harmonico. De (5.67) resulta, entdo, que

H()(J) =woJ. (5.81)
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Escrevendo a perturbagdo (5.77) em termos das varidvies de agdo e angulo do oscilador
harmonico, e fazendo € = 1, temos

1
H(J,0) = —2 GJ? sen’9, (5.82)

tal que (5.70) fornece o valor médio da perturbagao,

o 1 2 o 1 )
Hi=(H)=_ 5 dOH,(7,8) = — GJ". (5.83)

Reunindo esta expressao a (5.80), a nova hamiltoniana do péndulo em primeira ordem sera

_ _ 1
H(J) = ool — 1 G7T°, (5.84)

a partir da qual obtemos, de (5.74), a nova frequéncia

O=0— %Gj. (5.85)

Na aproximacdo de pequenas amplitudes de oscilacdo, a frequéncia do péndulo era con-
siderada como aproximadamente igual a ®g, de sorte que o resultado em primeira ordem de
perturbacdo € a correcdo de ordem mais baixa a lei do isocronismo. Vemos também que, sendo
G e J positivos, a nova frequéncia é menor do que ®), em conformidade com os resultados
obtidos na secao 1.5.2.

Observe que nao determinamos ainda a transformacao candnica que produz as novas variaveis
de acdo e angulo. Para determinar a fung¢io geratriz em primeira ordem nés calculamos a parte
oscilante da perturbacao (5.71)

{H} =GT’ <i 1 sen“é) , (5.86)

oS H GI* /1 1
8_61 — _% = o (— —— sen49) , (5.87)

que, integrada em 0, resulta em
GI°
192w

~I

Sl( 76) =

(—8sen26-+ sen49) . (5.88)

Assim, as relacdes entre varidveis acdo-angulo novas e antigas sdo dadas, em primeira or-
dem, por (5.64)-(5.65):

2
- GJ — 1 _
= — —_— — 2 - 4 *
J=J 8120)0< cos 9+4cos 9), (5.89)
_ GF _ _
0=0+e—— (—8sen26+ sen4H). (5.90)

960)0
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5.7 Teoria de perturbacao para varios graus de liberdade

Este caso € uma generalizacdo do tratamento dado ao caso de um tnico grau de liberdade, tal
que a Hamiltoniana perturbada é !

H(J,0) =Hy(J)+¢€H,(J,0), (5.91)
onde a parte ndo perturbada Hp tem uma solu¢@o conhecida a priori, na forma

Ji(l) :Ji(O), (i: 1,2,...1’1) (5.92)
ei(t) =W;t+ Bi, (5.93)

onde J;(0) sdo as varidveis de acdo no tempo inicial, e ®; = 8; = dH/dJ; sdo as frequéncias
associadas as varidveis de angulo.

N6s supomos que a perturbacao seja periodica em todas as varidveis de angulo, ou seja, que
seja possivel desenvolver H; uma série de Fourier multipla, cuja forma geral é

:ZZ ZHlm ot (m01+mabr+.. mnen)7‘ (5.94)

mp mp

onde my, my, ... m, sdo inteiros que variam de —oo a oo, € Hy,, sdo os coeficientes de Fourier da
perturbacao que dependem, em geral, das variaveis de agao.

Assim como no caso de um grau de liberdade, procuramos uma transformagao candnica
(7,8) — (J,0) tal que H = H(J) seja a nova Hamiltoniana, independente dos novos angulos.
Para tal, a funcdo geratriz necessaria serd uma perturbacio da transformacao identidade que, até
primeira ordem, € escrita como

= Z j+€81(7,8). (5.95)

Procedendo de forma inteiramente andloga ao caso de um grau de liberdade, obteremos as
seguintes expressoes, que generalizam (5.67)-(5.68):

H = ij(i)w +H,(7,0). (5.97)
j=1 0,

Como desejamos que a nova Hamiltoniana H dependa apenas das novas ages J, vamos
escolher S de maneira a eliminar a dependéncia em 0, por meio de [vide (5.72)]:

noo 98
Z Tl = —{H}, (5.98)

]

onde {H,} = H; — (H;) é a parte oscilante da perturbagdo em relacdo ao seu valor médio,
calculado para todos os angulos,

1 2n 2
(2m)" Jo

de,--- [ de,H;(J,9), (5.99)
0
Neste capitulo denotaremos coletivamente por (J,0) as varidveis de acdo e angulo (J1,J/2,...J,:01,0,,...6,),
respectivamente, quando estas forem argumentos de fungdes.

(Hy) =
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de maneira que a nova Hamiltoniana, nas novas varidveis de acao e angulo, é

H=Hy(J)+¢(H(],8)). (5.100)

Uma vez que S1 = S1(/,0), sua derivada total €, de (5.61),

dSl _ Z a8 d.] 1 %d_éj
1 0J; ar ' ~ 00, dt
v oS d 8S S,
_;? Z(e te a; T ) Zae w;(J) = —{H1}, (5.101)

onde usamos (8.55) e desprezamos termos de ordem €2 ou superiores. Integrando no tempo
obtemos

_ / " (1 (7,8())) (5.102)

5.8 O problema dos pequenos denominadores

Assim como fizemos com a perturbacdo, € razodvel supor que S; também seja multiplamente
periddica, expressa como uma séire de Fourier nos novos angulos

n
S1(J,8) = Zslm exp <i ) m,—é,-> : (5.103)
j=1

onde o simbolo Y, representa, de forma abreviada, a miltipla somatéria em (5.94), e Sy, sdo
os respectivos coeficientes de Fourier.

Derivando em relacdo aos novos angulos 6; e substituindo o resultado em (5.98), a parte
oscilante da Hamiltoniana perturbadora é

{Hi}=—i) Sin(J) (Z mjo)j(é)) exp (z’ Z m,-éj> : (5.104)
m j=1 j=1

Comparando com (5.98) temos uma relacio entre os coeficientes de Fourier de H; e Sy,

Hyn(J) = (ijwj 6)51,,,( ), (5.105)

de forma que a fun¢do geratriz (5.95) torna-se

-1
= Zijej+eiZHlm(7)(ijwj(§)> exp <i2mj6,~>, (5.106)
Jj=1 m J=1 J=1

onde ) significa que a somatdria multipla exclui o termo com m; =mp = ...m, = 0.

Esta expressdo evidencia um dos problemas centrais da teoria de perturbagdao. Caso as
frequéncias sejam comensuraveis, ou seja, se for possivel encontrar nimeros inteiros my, ...m,
tais que

n
Z =mio +moon +...m0, =0, (5.107)



5.9. OSCILADOR HARMONICO BIDIMENSIONAL 159

0 que configura uma ressonancia, entdo o denominador em (5.106) anula-se e a série perturba-
tiva diverge, inviabilizando o tratamento perturbativo. Este é o problema dos “pequenos deno-
minadores”, que j4 foi descrito por Henri Poincaré em seu célebre trabalho sobre o problema de
N corpos, mencionado na Introducao.

De fato, o problema € ainda pior do que parece! Mesmo que as frequéncias sejam incomen-
surdveis, ou seja, que ) ;m;m; # 0, € sempre possivel encontrar inteiros m; tais que Y. jm;; te-
nha um valor tdo pequeno quanto se queira [59]. Como as séries perturbativas envolvem termos
com valores de m; arbitrariamente grandes, a chance de encontrarmos pequenos denominadores
¢ ainda maior. Isto nos leva a ponderar se a série perturbativa pode realmente convergir, mesmo
fora das ressonancias. Nao € de se admirar que o problema dos pequenos denominadores tenha
sido uma dificuldade notéria nos célculos em Mecanica Celeste, onde a teoria de perturbacdes
€ uma das principais técnicas de andlise.

Felizmente, porém, na Mecanica Celeste os movimentos nao-perturbados descritos por Hy
estdo suficientemente longe da comensurabilidade de baixa ordem das frequéncias, de modo
que ). ;m;m; s6 € pequeno para valores grandes de m;. Para tais valores os coeficientes de
Fourier da pertubacdo Hiy, sd@o usualmente muito pequenos, de modo que se tomarmos somas
parciais da série perturbativa até estes valores altos de m;, a teoria de perturbacao pode ser usada
com bons resultados por um longo tempo (ainda que ndo para tempo infinito!).

Um exemplo classico de nao-comensurabilidade na Mecanica Celeste € o da 6rbita da Terra,
cuja frequéncia € 11,86 vezes maior que a de seu principal perturbador, que é o planeta Jupiter
[59]. Ha, no entanto, exemplos importantes de comensurabilidade: os periodos orbitais de
Netuno e Plutdo tém frequéncias comensurdveis na razao 2 : 3 [63], os periddos dos satélites de
Saturno Titan e Hyperion t€m uma comensurabilidade 3 : 4 [64].

5.9 Oscilador harmonico bidimensional

Vamos ilustrar o emprego da teoria candnica de perturbagdes para um caso com N = 2 graus de
liberdade, partindo de um oscilador harmo6nico bidimensional, como uma particula de massa m
presa por molas de constantes elasticas k, e k, ao longo dos eixos coordenados. A Hamiltoniana
nao-perturbada correspondente é

(P2+P2) + 2 (@22 + 0ly?), (5.108)

Ho(p1,p2:91,92) = >

1
2m

[k [k
Oy =1/ —, 0y =1/ . (5.109)
m m

Definimos variaveis de angulo e acdo (J;,0;) para este sistema em analogia com o caso
unidimensional [vide Egs. (4.95)-(4.96)]

onde as frequéncias sao

2J
x= * sen®,, Px = \/2mw,J, cos 8, (5.110)

mody

2J
y=4]—>sen®,,  py=/2mw,J, cosby, (5.111)
\/ mo,

de forma que a Hamiltoniana (5.108) seja escrita como

Ho(J) = @)y + 0,y (5.112)
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Vamos considerar a seguinte perturbagdo (supondo b < 1)

b 2
eH, = ’: W20l (5.113)

e que pode ser expressa, em termos das varidveis de acdo e angulo do problema nao-perturbado,
como

Hi = bw,wyJ,J, sen’0, sen’6. (5.114)
Aplicando (5.84) teremos
H = 0,J +0yJy +bo,w,J,Jy( sen’8,) (sen?8,). (5.115)
Como
2n 25 1
(sen“Oy) = (sen“0,) = X (5.116)

em primeira ordem de perturbagdo, a Hamiltoniana sera
— — _ b _

A funcdo geratriz em primeira ordem € dada por (5.98)

05 M

— — 1
2 2
coxa—éer yae —{H} = bwwyJ,J, (—sen 0, sen 6y+Z>

b - = 1 — — 1 — — _ _
=17 00yJ J {—5 cos(26,+26,) — 3 cos(26, —20y) +cos 26x-|-c0526y} ) (5.118)

Integrando em ambos os novos angulos resulta que

$1(7,0) = — e 0Ty Oy + 0, 0y — Oy Oy Wy

(5.119)
Observe que a série finita §; ird divergir caso haja ressonancias (®, = 0y), que levam ao
problema dos pequenos denominadores.

- sen (20, +20,) sen(20,—26,) 2sen26, 2sen20,
16 — — + +

5.10 Caso de um grau e meio de liberdade

Um sistema dindmico com um grau de liberdade (J,0) e cuja Hamiltoniana depende explici-
tamente do tempo € equivalente, como sabemos, a um sistema com dois graus de liberdade e
independente do tempo. Vamos, entdo, considera-lo um caso particular do formalismo apresen-
tado anteriormente para varios graus de liberdade. Partimos da Hamiltoniana

H = Ho(J) +¢&H, (J,8,1), (5.120)

onde H, é periddica na varidvel de angulo 6 (com periodo 27) e no tempo, com periodo 2m/Q,
de sorte que sua expansao de Fourier é

1(J,0,1) ZH”; ! (1O ma), (5.121)
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Como antes, procuramos uma transformacdo canonica de variaveis (J,0,t) — (J,0,¢) cuja
funcdo geratriz de segunda espécie tenha a seguinte expansao até primeira ordem no parametro
“pequeno” €

S(J,0,t) =J0+¢€S(J,0,1), (5.122)
tal que a nova Hamiltoniana seja
H(J,0,t)=H(J,0,t)+ e%. (5.123)
Nesse caso, as equagdes (5.96) e (5.97) tornam-se
Ho=Hy(J), (5.124)
H :w(J)?el +a§‘ +H,(7,8,1). (5.125)

Assim como antes, escolheremos S de maneira a eliminar a dependéncia em 0 e ¢, fazendo
médias sobre estas variaveis, conforme (5.99)

Q 2n _ 2m/Q o
(H1>—<2n)2/0 de/o dtHy(7,8,1). (5.126)

Para tal, S deve satisfazer uma equacdo diferencial andloga a (5.98), que é

%Jr%_ —{H\} =(H\) — Hi, (5.127)
de sorte que (8.55) fica
H(J)=Hy(J)+¢€(H(J,8,t)). (5.128)

Expandindo o termo de primeira ordem da funcao geratriz em série de Fourier,

S1(7,6,1) stm )el((0+men) (5.129)

que, ao ser substituida na equacdo diferencial (5.127), resulta nos seguintes coeficientes de

Fourier B
iHip, (J )

Sim(J) = 00) +mG

O problema dos pequenos denominadores reaparece, agora, quando temos ressonancias

(5.130)

to(T)+mQ =0 (5.131)

para algum valor da nova a¢do, levando a termos divergentes da série perturbativa (5.129).

5.11 Interacao entre particulas e ondas eletrostaticas

Em Fisica de Plasmas é comum trabalharmos com ondas eletrostaticas, ou seja, ondas longitu-
dinais descritas unicamente por um potencial escalar na forma

d(r,r) = Ppsen(k-r—or), (5.132)

onde d € a amplitude, k é o vetor de onda e ® a frequéncia respectiva.
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Figura 5.3: Geometria da interacdo entre uma onda eletrostatica com vetor de onda k e uma
particula carregada em giracdo num campo magnético uniforme By.

Vamos supor que ondas eletrostaticas propaguem-se com vetor de onda k = (0,k, ,k;) e
interajam com particulas de carga e, sob a acdo de um campo magnético uniforme B = (0,0, By)
[Fig. 5.3]. Assim k| e k; sdo as componentes do vetor de onda nas direcoes perpendicular e
paralela ao campo, respectivamente. O potencial escalar serd, portanto,

D(y,z,t) = Dgsen (ky+k,z—ot), (5.133)

tal que o campo elétrico daonda é E = —V®.
O movimento de uma particula carregada num campo magnético constante foi tratado no
Capitulo 3, e a Hamiltoniana correspondente é dada por [cf. (3.61)]

P?
Ho(P.,Py) = 55 +QP,. (5.134)

onde Q = eBy/m ¢é a girofrequéncia do movimento de giracdo da particula em torno do seu
centro de guia, que desloca-se ao longo da dire¢do do campo magnético. P, e Py sao os momenta
canonicamente conjugados as coordenadas (z,0), dos movimentos paralelo e perpendicular ao
campo, respectivamente.

A Hamiltoniana relativa a interacao entre uma onda do tipo (5.133) e uma particula de carga
e é Hy = e®(y,z,1). Expressaremos a Hamiltoniana perturbadora nas varidveis de agdo e angulo
do problema nao-perturbado. Em nosso caso, estas serdo as coordenadas do centro de guia da
particula, dadas por (3.65):

X =x—pcos?, (5.135)
Y =y+psing, (5.136)

onde o raio do movimento de giracdo (raio de Larmor) é, conforme (3.64), dado por
p(Py) = \/2PymQ. (5.137)
Assim, em termos das varidveis do centro de guia, a perturbacdo da onda eletrostética sera
H) =e®gsen (kY —k psin®+k,z— ot). (5.138)

Faremos inicialmente uma transformacao candnica equivalente a redefini¢cao da origem da
variavel z:
/ !/ / /
(Zaq)aY;PZ?P(DaPY) — (Z 7¢7Y ;PZ7P¢7P\|1)7
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onde Py = mQX € o momentum conjugado a varidvel Y. A funcdo geratriz correspondente é

k
B (Py,PY,2) =YP, + <z+k—LY> P, (5.139)
Z
com as seguintes equagoes de transformacgao
or oF, k|
Y == === Y, 5.140
ok, T om ° s (5.140)
oF, k| or oF
Py=—==P,+ =P P, = =P H =H+—-—"=H. 5.141
Y oY Y + - kz 4) z— aZ f&) + ot ( )

Aplicando-as as Hamiltonianas Hy e H; dadas, respectivamente, por (5.134) e (5.138) é

P?
H = 2_’; +PyQ + e®gsinlk,? — of — ki p(P})sing]. (5.142)

Vamos, agora, passar para um referencial que se move juntamente com a onda na direcao
k,, por meio de uma segunda transformacao canonica

(Zlaq);lean)at) — (W;q)/?P\IhP(]I))?
que elimina a dependéncia explicita do tempo, a partir da fungdo geratriz
2 (PW,P(],,Z 0,1) = (k2 —cot)P\,,+P¢¢ (5.143)

As equagdes da transformacao canonica sao

aFZ an
P = 37 k:Py, Y= Py 7 — o, (5.144)
aFZ an
/ = —
Po=735 =Fo o' = 9P =90, (5.145)
H:H’+% — H' — 0P, (5.146)

Aplicando a transformacao na Hamiltoniana (5.142), a mesma torna-se

k2P
2m

H =

in[y — k1 p(Py)sin¢’], (5.147)

e que, sendo independente do tempo, € uma constante do movimento. Neste caso p = p(Pq’,) =
(2Py/ mQ)l/ 2. Usando a identidade de Jacobi-Anger

lXSln(]) Z ,7/ lf(]), (5148)

f=—c0

onde J, é a funcdo de Bessel de primeira espécie e ordem / inteira, e apds alguns rearranjos, a
Hamiltoniana (5.147) fica

H=

2m R [k Lp(Py)]sin(y —£9). (5.149)
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A Hamiltoniana acima esta na forma padrao para o uso da teoria de perturbacdo
H = Ho(Py, Py) +€H (Py, Py: ¥, ), (5.150)

onde introduzimos o parametro pequeno € apenas para dar conta da ordem de perturbagao dos
termos a serem calculados. No final destes faremos € = 1. A parte nao-perturbada da Hamilto-
niana (referente a girag@o da particula no campo magnético),

k2 P2

Ho= ;m"’ — 0Py + QP;, (5.151)

s6 depende das varidveis de acdo e é, portanto, integravel. As frequéncias associadas aos res-
pectivos angulos, canonicamente conjugados as varidveis de acao, sao

. 0H
Wy == an‘: Q, (5.152)
0Ho Kk2Py

m\l,:\p:%_ - —®W=kv,—®. (5.153)
Portanto, wy € a girofrequéncia do movimento perpendicular, enquanto ®y € a frequéncia da
onda com o deslocamento Doppler associado ao movimento paralelo da particula. Havera res-
sonancias sempre que estas frequéncias forem comensuraveis, ou seja, para nimeros 7 inteiros
tais que

Wy —n& = 0. (5.154)

Dois casos apresentam-se a anélise:

1. se k; = 0 (onda propagando-se perpendicularmente ao campo magnético) entdo Wy = —®
e a condi¢ao de ressonancia torna-se

®-+nQ =0, (5.155)

2. se k, # 0 (propagagao obliqua) entdo havera ressonancias desde que

Py = (nQ + o). (5.156)

k2

Ja a perturbacdo na Hamiltoniana (5.149) refere-se a interacdo entre a particula e a onda
eletrostética, e estd expressa nas varidveis de acao e angulo do problema nao-perturbado:

Hi=e®y Y Iilkip(Py)]sin(y—{0). (5.157)
(=—o0

Comparando com a forma geral de uma perturbacao periddica (5.94) os respectivos coeficientes
de Fourier sdo

Hig = Jilk 1p(Py)], (5.158)
e decaem com /. De fato, usando a expansdo em série de poténcias para as fungdes de Bessel
de ordem /, a saber,

> ) 2%k+0 5159

,{z‘bk'l“k-i—ﬁ—l)( ) ’ (5.159)
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resulta que J; ~ 1/(¢!) decresce rapidamente com /.
Vamos abordar, aqui, apenas o caso de k, = 0, correspondendo a Hamiltoniana ndo-perturbada

Ho = —0Py+ QP,. (5.160)

Em primeira ordem de perturbagdo a equacao diferencial para Sy, dada por (5.98), é

asl a
851 05
aw +Qa¢ ecpoﬁ_z_‘,wyp k. p)sin(y—(0), (5.161)

onde p = p(Py) = (21_°¢/m§2)1/2, e cuja solugdo é

M (5.162)

51———6‘1302J/Q PTORE

f=—o0

como pode ser verificado por substitui¢do direta. Os termos da série acima divergem para os
valores de ¢ tais que a condi¢do de ressonancia (5.154) é satisfeita. Na sequéncia, portanto,
supomos que a somatéria em £ excluird os valores para os quais ¢ = —®/Q (indicaremos esta
restri¢do, incluindo um asterisco na somatoria).

Lembramos que o objetivo da teoria candnica de perturbagdo € encontrar uma transformacao
candnica

(P\|17P¢a\|17¢) — (P\|17P¢a\|_17¢)
para a qual os novos momenta (varidveis de acao) sejam constantes do movimento (em primeira
ordem em €). A func¢do geratriz desta transformacao canonica é

S(Py, Po; W, 0) = PyW + Po0 + €St (Py, Po; W, 9), (5.163)

e as equagoes da transformacdo sao

Py = gi Py+e aaf;

—P\lf-l-seCDoZ]g k.p) Sm(:"r—gf’) (5.164)
P¢:g—izl_’¢+e%

—Py— eecpoz:wg kP )Sm(Mé@. (5.165)

Invertendo as expressdes acima temos, em primeira ordem de perturbagdo, que as constantes
do movimento sao

— * sin(y — £0)
Pw:Pw—€€¢0§,J£(kLP)W, (5.166)

5 _ . sin(y — £9)
P¢_P¢+ee¢0§wg(hp) PR (5.167)
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5.12 Remocao das ressonancias

Embora as séries perturbativas para S; divirjam quando hé ressonancias, podemos tratar as mes-
mas em separado, removendo-as por meio de uma transformagao candnica adequada. Vamos
mostrar que o movimento nas vizinhangas de uma ressonancia € similar ao de um péndulo
simples. Por simplicidade, nos limitaremos aqui ao caso de dois graus de liberdade, para o qual
a Hamiltoniana € escrita

H(J1,J2,01,02) = Ho(J1,J2) +€H  (J1,J2,01,67), (5.168)

onde a perturbacdo € periddica em ambos os angulos, permitindo sua expansao numa série de
Fourier dupla, _
Hi= Y Hpym(J1,Jp)emO1m02), (5.169)

my,nmy

Ressonancias ocorrerdo sempre que as frequéncias nao-perturbadas

: oH,
01(J1,42) =01 = =72, (5.170)
oJy
: oH,
0 (J1,52) =6 = =, (5.171)
oJ>
forem comensuraveis, ou seja, que existam inteiros r € s tais que
®
2_T o o —s@=0. (5.172)
(O] S

Removemos cada ressonancia individualmente fazendo uma transformacao candnica que
elimina uma das acdes antigas (J; ou J):

(J1,52,01,02) — (/1,2,61,6,),
efetuada a partir da funcdo geratriz
F(J1,J2,01,02) = (181 — $62)J1 + 622, (5.173)

com as seguintes equagoes de transformacgao

oF . o o

Ji==—=1rJ Jr=—=—sJ1+J 5.174
1 36, rJi, 2 6 sJi+J, ( )
A oF A oF

0 = — =710 — 50, 0, =— =0,, 5.175
1 o7 r0; — 56 2 o 2 ( )
N F-

H:H+%:H. (5.176)

Combinando (5.170) e (5.172) temos que, de (5.175),
0; = ro; — say =0, (5.177)
ou seja, na ressondncia exata o novo angulo 0; é constante. J4 nas proximidades da ressonéncia

0, terd, portanto, uma variacdo lenta em comparacdo com 8,. Por este motivo chamamos 6; e
6, de angulos lento e répido, respectivamente.
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Aplicando as equagdes de transformacdo (5.174)-(5.176) a Hamiltoniana (5.168)-(5.169),
escrevemos

I‘A[:[flo(fl,fz)—l—&iﬁl(fl fz,él éz) (5.178)
= Y Hum (1, Jz)exp{ [m él—l—(mls—i—mzr)éz}}. (5.179)
my,mz

Nas vizinhangas da ressonancia € possivel fazer uma média sobre o angulo rapido 6,, de modo
a reter apenas o angulo lento 0,

H=(H)y = Ho(J1,) +eH(J1,5,01), (5.180)
onde Hy = Hy(J;,J>) e a média é calculada usando
(Cos[(mm/r—i-mz)éz])éz = (sin[(mls/r—|—mz)éz]>é2 =0,

de modo que .
Hi= Y Hum(fr1,5)e™O". (5.181)

ml 7m2
Escolhemos remover a ressonancia especifica dada por (5.172), o que nos permite expressar 0s
indices da série de Fourier dupla como m| = —pr e mp = ps, onde (r,s) sdo inteiros fixos e p é
o indice de uma somatdria simples:

(o)

Z —pr,ps J1>J2) lpel- (5182)

As equagdes de Hamilton correspondentes serdo

oH

Ji= 3 IEP_Z_OO PH_py ps (11, J2)e P01 (5.183)
*zz—gg =0, (5.184)
0, :g—gzg—g“(@’ (5.185)
ézzg—zzg—Z+o(e), (5.186)

onde o simbolo o(€) indica a presenga de termos de ordem € ou superior.
A Equacdo (5.184) nos mostra que J, € uma constante do movimento nas variaveis novas.
Usando (5.174) resulta que as novas varidveis de acdo em termos das antigas sao

1 .
fi==n,  hh=h+ 1 = const. (5.187)
r r

5.13 Aproximacao do péndulo

Na secdo anterior, removemos a ressondncia r/s dada por (5.172), por meio de uma transformagao
candnica para variaveis rapidas e lentas, associada com uma média sobre o angulo rapido 6;. A
Hamiltoniana nas varidveis lentas (J1,0;),

H=Hy(/,h)+e Y H_pps(Ji,Jo)e PO, (5.188)
p:—oo
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tem efetivamente um grau de liberdade, o que torna o sistema integravel, visto que € indepen-
dente do tempo.

Esperamos que os coeficientes de Fourier da perturba¢do H_ ;. s tipicamente decaiam rapi-
damente com p, de maneira que sorte que podemos reter apenas os termos com p mais baixo,
como p=0,+1:

H=Hy+eHoo+eH_se ™ +eH, % + ... (5.189)

Supondo, sem perda de generalidade, que H,._; = H_,, a Hamiltoniana truncada sera
H= I:I()(fl,fz) + 8H()7()(f1 ,fz) + 28H,7_s(f1 ,fz) cos él . (5.190)

Os pontos de equilibrio referentes a essa Hamiltoniana, denotados por (fi“,éf), sdo dados

pelas condig¢des (2.156)
(%) o, (az) 0. (5.191)
URATES VY

Ji60)

—_

que levam a sin é]k =0, ou seja, ha dois pontos
6;,=0, 0}, =4m, (5.192)

considerando que —7 < 6 < . Usando este resultado, a condi¢do (5.191) leva a relag@o

<%> +e(aH97°> iZe(aHrL_s> =0, (5.193)
oJy J: dJ; J: oJi J:

onde o sinal superior refere-se a 67, = 0, e o sinal inferior a 6], = £T.
Para a ressonéncia exata (5.187) implica em

(%) _ 0HydJ1  0Hy dJ, — 7@ — 50 = 0. (5.194)
J*

~ — N5 =2 + N, A2
oJ; p oJ1 dJ;  d)r o)
Assim, em primeira ordem de perturbagdo, o ponto de equilibrio serd a raiz da seguinte equagao

transcendente: 5 3
H H, _
( 970) j:2< r ) —0. (5.195)
oJ; i aJ; J:

O caso mais geral, chamado de degenerescéncia acidental, ocorre quando a condi¢ao de
ressondncia m,/®; = r/s é satisfeita apenas para valores particulares das varidveis J; e J>. 2
Neste caso as equacoes de Hamilton (5.183) e (5.185) nos informam que, em ordem mais baixa,

Ji=o0(eH,_), 6 =o(1),

0 que permite expandir a Hamiltoniana truncada (5.190) nas vizinhancas da ressonancia exata
J| dada por (5.195). Fazemos isso definindo um deslocamento na agdo

AJy = J1 —J}. (5.196)

ZEste serd o caso a ser abordado na presente se¢io. Quando a condicio é satisfeita para todos os valores das
novas acdes (degenerescéncia intrinseca) o tratamento € ligeiramente diferente (vide Problema 1)
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Figura 5.4: Aproximacdo do péndulo: (a) ressonancia exata, (b) libracdo, (c) separatriz, (d)
rotacao.

Usando (5.194) a expansao de Taylor da Hamiltoniana truncada (5.190) fornece, até pri-
meira ordem,

02 Hy

N et

| =

) +eHoo(J}) +2eH,_s(J7) cosBy. (5.197)
f*

Os termos sublinhados sdo constantes e, como tal, podem ser ignorados, levando-nos a Hamil-
toniana do péndulo,

— 1 ~ ~
AH = EG(A./l)z—Fcosel, (5.198)
onde definimos os coeficientes
321%)

G= <— (5.199)

"2 Y

b Ji
F = —2eH, (). (5.200)

Da discuss@o sobre a estabilidade dos pontos de equilibrio do péndulo [cf. secdo 2.9.3]
resulta que

1. centro ou ponto eliptico: Aff =0e é’[ =0;
2. ponto de sela ou hiperbdlico: Aff = 0e & = 4.

O ponto eliptico representa a posi¢do da ressonancia exata [Fig. 5.4]. Na vizinhan¢a do ponto
eliptico as trajetorias sao elipses (libragdes), cuja frequéncia €

& = VFG =o[(eH, )", (5.201)

portanto pequena para € < 1.

Ja os pontos hiperbdlicos sao conectados pela separatriz do péndulo [Fig. 5.4], que segrega
trajetdrias abertas (rotacdes) de fechadas (libracdes). Como o periodo do movimento tende a
infinito 2 medida em que nos aproximamos da separatriz, a frequéncia ®; tendera a zero. Em
qualquer caso, portanto

0 =0; < 6 =6,.
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A excursdo méxima do deslocamento da acdo, em relacdo ao seu valor nos pontos de equilibrio,
¢ dada impondo a constincia da Hamiltoniana (5.198) ao longo da separatriz, ou seja,

AH((AJY),,. .07 =0) = AH(AJ; = 0,6 = £n) (5.202)

max?

resultando em

(A1) = 2@ = ol(eH, )'/?]. (5.203)

5.14 Ressonancias na interacao entre particulas e ondas ele-
trostaticas

A interagdo entre uma particula de massa m e carga e e uma onda longitudinal de nimero de
onda k = (0,k ,k;) e frequéncia m ¢ descrita pela Hamiltoniana (5.149)
H=Hy+¢eH = ;m"’ — OPy+QPy+e®y Y Ji(kip(Py))sin(y — £9). (5.204)

{=—c

onde ® € a amplitude da onda, e o raio de Larmor é
P(Py) = \/2PymQ. (5.205)

Para propagacgao obliqua k, # 0 havera ressonancias quando, de (5.156), houver inteiros n
tais que
. m
k2
Haverd infinitas ressonancias, na verdade, associadas a valores determinados de Py, donde trata-
se de uma degenerescéncia acidental, caso abordado na secio precedente. Vamos considerar
uma ressonancia especifica para n = N, e faremos uma transformacao canonica para varidveis
novas, usando a funcdo geratriz

Py = —(nQ+ ). (5.206)

P (Py, Py3y,0) = (W — NO) Py + 0y, (5.207)
com as respectivas equacoes de transformacgao
aF2 N an N A
Py=—=—==P Py=—=-=—NPy+P, 5.208
v aw v o a¢ ' + 0 ( )
aFZ ~ an
y=-5 =¥—No, == =90, 5.209
V=3,"" o 0=7 P, 0 (5.209)
N dF
A=H+=>=H. (5.210)
ot
Aplicando estas equacdes em (5.204) a nova Hamiltoniana sera
CoRR - A
/—

Como d\y/dt = 0 na ressonancia exata, y é o angulo lento, ao passo que ¢ é o angulo rapido.
Fazendo uma média sobre este tltimo resulta que sobrevive apenas o termo ressonante, para o
qual £ = N, enquanto os demais termos (ndo-ressonantes) anulam-se em média,

. k2P2 . X X
{H)g = ;mw —Q(Py—NPy) — 0Py + e®o Iy (ko p) sin . (5.212)
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Fazendo um deslocamento na origem do novo angulo ' = { + 1/2 resulta

NS A A
A= ;mw—Q(P¢—NP\|,)—OJP\I,-i—e(IDOJN(kLp)cos\V, (5.213)

que tem a mesma forma da Hamiltoniana truncada (5.190), sem o termo Hy ¢, € onde
2eH, s — eDo Iy (k p(Py)). (5.214)

Como a Hamiltoniana (5.213) ndo depende explicitamente de ¢ o momentum canonicamente
conjugado é uma constante do movimento dada, por (5.208), como

Py = NPy + Py = const. (5.215)

Por simplicidade de notag¢do, denotaremos ' por y daqui por diante. Os pontos de equilibrio
(}A’\’l‘,, {*) sdo determinados por (5.191)°

(37) , (afl> —0. (5.216)
A PAGAS By / (i )

A primeira delas nos leva a \y = 0, +x, enquanto a segunda relagao ,

k? o\ 2 o a]N(kJ_p)
= (8;) —NQ—w_:Fe@()(W " (5.217)

determina implicitamente P, lembrando que o raio de Larmor € escrito como

(BB
P=1/ ey (Po—NRy) ™ (5.218)

Definindo APy = Py, — ﬁ\’l", e expandindo a Hamiltoniana (5.213) em série de Taylor em torno
da ressonancia exata, obtemos assim a Hamiltoniana do péndulo (5.198)

A
AH = 5G(APW)2 — Fcos{, (5.219)
onde, de (5.199), (5.200) e (5.214),

2103 2
G- (P} _k (5.220)

0P P

v

F = —e®0 Iy (k. p(By)). (5.221)

Usando (7.28), a frequéncia do movimento na vizinhanca do ponto eliptico em y* =0 é

1/2

. D
Gy = ‘%m(hpoﬂ% , (5.222)

onde pp = p(ﬁq}). A excursdo méaxima do deslocamento do momentum ao longo da separatriz
¢, de (5.203):

(AP), = 2%"’ (5.223)
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A ressonancia para n = N tem um ponto hiperbdlico em ﬁq, = (ﬁ{l‘,) N,\TI = +mx. Portanto, a
separagao entre duas ressonancias adjacentes é

D* D* D* m<)
8Py = (By)yy — (By)y = 77 (5.224)

A razdo entre a soma das amplitudes de duas ressonancias adjacentes e a separacao entre elas é

2(AP) 400y
S = max E 5.225
5B,  © (-22)

Como veremos nos capitulos seguintes, este parametro € de grande importancia no estudo da
superposicao de ressonancias em sistemas nao-integraveis.

5.15 Problemas

1. Considere a Hamiltoniana de Toda (5.6). Faga uma transformagao candnica

(p,¢) = (P, ®)
usando a funcdo geratriz de segunda espécie
F, = P01+ P02+ (P3— P1 — P2) 3
e mostre que a quantidade P; = p + p2 + p3 € uma constante do movimento.
2. Considere a Hamiltoniana do oscilador harmonico
H = Hy+¢H| = ﬁp%eme%qz,

como uma perturbacdo da particula livre. (a) Resolva a equacao de Hamilton-Jacobi
e obtenha a funcdo principal de Hamilton para a particula livre; (b) Use a Teoria de
Perturbagdes dependentes do tempo para obter g(¢) e p(t) até primeira ordem em €.

3. A Hamiltoniana de um oscilador anarmonico unidimensional é

G F
H = Hy+eH = 2+ 54" +Aq’ +0q’,
onde A e o sdo suficientemente pequenos. Considerando Hy a parte relativa ao oscilador
harmonico, use a Teoria de Perturbacdes dependentes do tempo para obter a frequéncia
média do sistema perturbado em primeira ordem em €.

4. A Hamiltoniana de um péndulo simples €, expandindo o cosseno em série de poténcias,

1. 5 1. 5 0> o ¢°
H=—-Gp"—F =—Gp"—F{l——+4+-———+... .

R O~ Feoso=75Gp { TR
Considerando Hy como a Hamiltoniana para o oscilador harmodnico, use a Teoria de
Perturbagoes dependentes do tempo para obter a frequéncia média do sistema perturbado

em primeira ordem em €.
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Repita o problema anterior, empregando agora a Teoria Candnica de Perturbacdes para
obter as corre¢des a frequéncia do péndulo até segunda ordem.

Considere o problema de Kepler com uma perturbacao central do tipo

eH| = "
1= 2

Obtenha, em primeira ordem de perturbacdo, a frequéncia de precessao do plano da 6rbita.

. Resolva, em primeira ordem de perturbacao, o oscilador harménico tridimensional ani-

sotropico com a perturbagdo

P
H, = ojo}olx’y*s.



