Capitulo 7

Orbitas caoticas

O objetivo deste Capitulo € discutir a no¢do de comportamento cadtico no contexto de sistemas
Hamiltonianos, concentrando nossa atencdo em mapas bidimensionais conservativos, usando
principalmente o mapa padrdao como exemplo representativo. Na sequéncia exibiremos outros
sistemas onde o comportamento cadtico existe de forma local e global, enfatizando as con-
sequéncias fisicas deste fato.

7.1 Caos deterministico

Para definir o comportamento cadtico de um sistema dinadmico € conveniente empregar um mapa
unidimensional, que tem um tratamento matematico mais simples, em comparacdo aos mapas
bidimensionais que introduzimos no Capitulo anterior. Em particular, centralizaremos nossa
ateng¢@o num mapa linear por partes, para o qual o comportamento cadtico pode ser ilustrado de
forma simples e direta.

7.1.1 O mapa do deslocamento

Seja x, € [0,1) uma varidvel a tempo discreto n = 0,1,2,.... O mapa do deslocamento é um
mapa linear por partes, na forma

2x, se 0 <x,<1/2

(7.1)
26, —1 sel/2<x,<1.

Xn+l =

que pode, também, ser expresso como f(x) =2x, ( mod 1). Por exemplo, 1,2( mod 1) é igual
a 0,2, de modo que, com este procedimento, garantimos que todos os valores de x, pertencem
ao intervalo [0, 1).

Dada uma condi¢@o inicial xo € [0, 1], os valores subsequentes de x, sdo obtidos iterando o
mapa (??) produzindo os valores

x=flx), xw=f)=Ff(fx)=rZx).... (7.2)

onde usamos a mesma notacao da se¢do 6.8, de modo que, para um tempo arbitrario n, temos a
n-ésima iterada do mapa

%, = " (x0). (7.3)
Ha, porém, uma diferenca essencial com os mapas de Poincaré estudados no Capitulo anterior,
pois o mapa de Bernoulli ndo é inversivel, de modo que ndo hd uma unica iterada inversa a
partir de um dado ponto xg.

229



230 CAPITULO 7. ORBITAS CAOTICAS

Um ponto fixo x* do mapa logistico satisfaz a condi¢ao (6.103)
x* = f(x") (7.4)

que tem como Unica raiz x* = 0. Fazendo uma andlise de estabilidade similar 2 mostrada no
Capitulo 6, mostramos que x* = 0 é um ponto fixo instével pois | f'(x*)| =2 > 1.

Analogamente, podemos definir 6rbitas de periodo m para o mapa (7.1), consistindo dos
pontos {xj,x},...x;,_,}. Conforme (6.108), os pontos dessa 6rbita periédica sdo pontos fixos
da m-ésima iterada do mapa. Também sdo instdveis todas as Orbitas periddicas de periodos m
arbitrariamente grandes.

As condigdes iniciais que levam a Orbitas periddicas, no mapa do deslocamento, sdo atipicas
no seguinte sentido: se formos escolher aleatoriamente um nimero x no intervalo [0, 1], a pro-
babilidade de que este nimero seja atipico € igual a zero. Por conseguinte, valores tipicos de x
nao pertencem a Orbitas periddicas para o mapa do deslocamento.

Para investigar o que ocorre com as Orbitas que nao sao periddicas, podemos iterar 0 mapa
(7.1) a partir de uma condic¢do inicial que ndo pertenga a alguma 6rbita periddica. Por exemplo,
se xo = T — 3 mostramos na Figura ??(a) as 100 primeiras iteracdes do mapa do deslocamento.

Uma inspecao superficial do comportamento das iteradas do mapa revela a auséncia de
periodicidade, ou seja, um comportamento aperiodico. Se considerdssemos as mil primeiras
iteragdes, a mesma conclusdo seria obtida, e assim por diante, o que sugere que a sequéncia de
pontos obtidas é aperiddica.

Outra propriedade notdvel da orbita aperiddica gerada por xg € a chamada dependéncia
sensivel as condicoes iniciais. Se consideramos uma segunda condi¢@o inicial X', muito préxima
a xo, € acompanhamos as iteracoes subsequentes do mapa, apds um certo nimero n = N delas,
as Orbitas tornam-se muito diferentes entre si.

7.1.2 Expoente de Lyapunov

Uma forma de quantificar a propriedade de dependéncia sensivel as condi¢des iniciais consiste
em calcular o chamado expoente de Lyapunov A para o mapa. Ele mede a taxa de divergéncia
exponencial de duas drbitas que se originam de condic¢des iniciais muito proximas. Em termos
quantitativos, portanto, a dependéncia sensivel as condigdes iniciais existe se A > 0 para 6rbitas
provenientes de condicdes iniciais tipicas.

Sejam, pois, x( € x’'o as duas condicdes iniciais a que nos referimos. Elas sdo inicialmente
muito préximas se a sua distancia for

do = |xo —x/()’ < |xol. (7.5)

Ap6s n iteragdes do mapa f(x) os pontos correspondentes da 6rbita serdo x, € x’,, respectiva-
mente, tal que sua distancia mutua sera

dy = |xn —X'y| = f[n] (x0) — f[n] (x'0)] - (7.6)
Supomos que a distancia apOs n iteragdes esteja relacionada a distancia inicial pela relagdo
dy ~ doe™, (1.7)

onde o simbolo ~ indica que esta relacao ndo € rigorosamente verdadeira, pois uma determinagdo
precisa do expoente de Lyapunov A deve levar em conta duas exigéncias adicionais:

1. devemos tomar o limite do tempo 7 infinitamente grande,
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2. € necessario tomar o limite quando dy — 0, indicando que as duas condi¢des iniciais
devem ser infinitamente proximas,

que nos conduzem a seguinte definicao

A= lim lim  In (@). (7.8)

dy—0 n—eo 1 do

Substituindo (7.6) em (7.33), e permutando os limites

£ (x0) — F1 ()
do

1
A=1lim — lim In
n—ee 1 dop—0

[n] _ fll(y
~ lim * In] fim {00 =/ 0)
n—oe n do—0 X0— X0
[n]
— im LW (7.9)
n—eo p dxg

onde aplicamos a defini¢ao de derivada a n-€sima iterada da funcdo f. Usando a regra da cadeia
e o principio de inducdo, pode-se mostrar que

/ n—1
(£70)) = £'(x0)f (e (x2) o f (hamt) = [T /5, (7.10)
i=0
de modo que (7.9) resulta em
. n—1 )
A= lim —In gf(x,)
. 1 n—1 ,
= lim -~ ,-Zow (). (7.11)

Como, para o mapa do deslocamento, f’(x) = 2 para “quase todo” x € [0,1) !, a expressio
acima mostra que o expoente de Lyapunov é A = In2, reforcando a presenca de sensibilidade as
condig¢des iniciais.

E instrutivo verificar o que ocorre se o mapa tiver orbitas periédicas estiveis. Seja uma
orbita de perfodo m, representada pelos pontos {xg,x},...x5 ;}. Substituindo em (7.11), o
expoente de Lyapunov ndo precisa levar em conta o limite de tempo infinito,

1 m—1 .
7“_% i;)ln|f (x;)] <0, (7.12)

pois |f'(x;)] < 1 para todos os pontos de uma 6rbita periddica estdvel, ou seja, ndo hd de-
pendéncia sensivel as condigoes iniciais. Caso f’(x;) = 0 para algum dos pontos da 6rbita,
entdo A tende para —oo, 0 que caracteriza uma Orbita super-estavel.

ermo “quase todo” significa que estamos excetuando um conjunto atipico de pontos pertencentes a Orbitas
1ot « todo” fi t tuand to at d t t t bit
periddicas instaveis.
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7.1.3 Definicao matematica de caos

A simplicidade do mapa do deslocamento (7.1) permite a demonstragc@o rigorosa de algumas
propriedades [vide [?] e [?]]:

1. as Orbitas periddicas instdveis sdo densas: o conjunto A de 6rbitas é denso em [0, 1] se
todo ponto do intervalo [0, 1] ou pertence a A ou entdo é arbitrariamente préximo a um
membro de A. Em outras palavras, dentro de uma distancia suficientemente pequena de
alguma Orbita periddica sempre existira outra;

2. o mapa f € transitivo: para todos os pares de sub-intervalos abertos A, B C [0, 1] existird
um inteiro n tal que

fAa)nB+£2,

ou seja, todo sub-intervalo A de [0, 1] interceptard, mais cedo ou mais tarde, todo sub-
intervalo B, quando acompanhamos as iteracOes diretas do mapa f.

3. omapa f exibe dependéncia sensivel as condicdes iniciais: existe um 0 > 0 tal que, para
todo x € [0, 1] e qualquer vizinhanca U de x, existe um y € U e n > 0 tal que | (x) —

o) >38
R. Devaney define um sistema cadtico a partir destas trés propriedades:
1. as orbitas periddicas sdo densas,
2. o mapa € transitivo,
3. o sistema exibe dependéncia sensivel as condigdes iniciais,

donde concluimos que o mapa do deslocamento exibe uma 6rbita cadtica para condic¢des iniciais
“tipicas” (ou seja, exceto pontos pertencentes a Orbitas periddicas instaveis).

Para sistemas dinamicos em geral, porém, € impossivel demonstrar rigorosamente todas
estas trés propriedades. Consideraremos, aqui, uma defini¢do “pritica” de caos, baseada nas
seguintes propriedades:

e aperiodicidade: as iteracdes x, sdo irregulares, nao tendo um periodo bem definido.

e sensibilidade as condig¢des iniciais: verificamos a positividade do expoente de Lyapunov
para condig¢des iniciais tipicas.

A necessidade de ambas as propriedades acima serem verificadas simultaneamente pode ser
ilustrada pelo seguintes exemplos:

1. um ponto fixo instavel x* de um mapa (como x* = 0 no mapa do deslocamento) apresenta
sensibilidade as condicdes iniciais pois, se xo = x* + €, onde € < 1, as iteragdes subsequentes
do mapa afastam-se de x*. No entanto, x* ndo € uma condicio inicial tipica, pois trata-se de
uma 6rbita periddica (de periodo 1).

2. consideremos o mapa unidimensional definido no intervalo [0, 1]

Xpi1 =X +k,  ( mod1), (7.13)

onde k € [0, 1] € um nimero real. Se k for um nimero racional da forma m/n (onde m e n sdo
inteiros), a n-ésima iterada de uma condic¢ao inicial xq seréd

Xn = x0+nk=xo+m( mod1)=x, (7.14)
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Figura 7.1: (a) Separacdo exponencial de trajetdrias inicialmente muito préximas. (b) Expoen-
tes de Lyapunov para um mapa bidimensional.

de modo que x¢ pertence a uma Orbita de periodo n. Mas se k for um nimero irracional, as
sucessivas iteradas de um ponto xp preencherdo densamente o intervalo [0, 1]. A auséncia de
periodicidade ndo indica, porém, comportamento cadtico, pois ndo ha dependéncia sensivel as
condi¢des iniciais. Tomando, por exemplo, duas delas tais que dy = xo — x'o, ap0s n iteragdes
teremos

dy = Xy — X'y = x0 +nk —x'o — nk = dy, (7.15)

de sorte que o expoente de Lyapunov é nulo. Orbitas com esta propriedade sio chamadas
quase-periodicas.

7.2 Caos em mapas bidimensionais conservativos

Em mapas bidimensionais conservativos, da classe dos que foram estudados no Capitulo 6 para
a descri¢ao de sistemas Hamiltonianos quase-integraveis,

Va1 = F(va), (7.16)

também podemos definir érbitas cadticas. Na prética, assim como em mapas unidimensionais,
serdo verificadas as duas propriedades basicas: (i) aperiodicidade, (i1) dependéncia sensivel as
condicoes iniciais.

A aperiodicidade de uma O6rbita pode ser verificada, por exemplo, pela andlise de Fou-
rier. Se uma Orbita for periddica, as componentes de frequéncia associadas aos periodos ca-
racteristicos irdo se manifestar como picos no espectro de Fourier respectivo (bem como seus
harménicos). Orbitas quase-periédicas, por sua vez, geram uma estrutura complicada de picos
que € aperiddica, sem ser cadtica.

Ja as orbitas cadticas tém um espectros de Fourier do tipo banda-larga. No entanto, a
andlise de Fourier ndo é capaz de distinguir Orbitas cadticas de processos estocdsticos (ndo-
deterministicos), para os quais o comportamento aperiddico resulta de causas extrinsecas, ao
passo que o caos deriva de causas intrisecas, ligadas a nao-lineariadde das equagdes que gover-
nam a evolucao do sistema.

A sensibilidade as condi¢des iniciais, para de mapas bidimensionais conservativos, também
pode ser quantificada pelos expoentes de Lyapunov. Haverd, neste caso, dois expoentes de
Lyapunov A; e A, que usualmente ordenamos pelo valor, de forma que A; denota o expoente
de Lyapunov méiximo.
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Analogamente ao caso unidimensional, consideramos duas condigdes iniciais vg € v/y muito
préximas entre si, cuja distancia no plano de fase é

d() = |V()—V/()|, (7.17)
Ap6s n iteragdes do mapa F, a distancia entre os pontos das respectivos Orbitas serd
_ / 7\.111
dy = |V —V | ~ dpe™'". (7.18)

Para uma 6rbita cadtica originada de uma condig¢do inicial tipica, a taxa de separag¢ao expo-
nencial de trajetérias inicialmente muito proximas tem um valor positivo A, = A > 0, dado
por uma expressao similar a (7.33).

Com o objetivo de determinar o segundo expoente de Lyapunov, vamos considerar um disco
de condi¢des iniciais no plano de fase, centrado na condi¢do inicial vg, € com raio igual €,
que representa a separa¢do inicial entre as condi¢des iniciais, dada por dy. A area do disco €
Ay = 7582.

A imagem, pelo mapa F, do disco circular é uma elipse cujos semi-eixos sdo dados por [Fig.
7.1(b)]

ap=¢eeM,  b,=¢ge ™, (7.19)

e cuja area €
Ay = Tayh, = me?eM ™ = pget e, (7.20)

Como o mapa F preserva dreas no plano de fase, entdao A,, = Ao, implicando na condi¢ao A; +
A2 = 0. Assim, A, = —A;. Se a 6rbita for cadtica, A; > 0, de maneira que A, < 0.

O fato de uma orbita ser cadtica influencia de maneira direta nossa habilidade de prever
o estado futuro do sistema. Se A; > 0, qualquer incerteza na determinac¢do da condi¢@o ini-
cial serd amplificada com o passar do tempo a uma taxa exponencial, podendo levar a uma
indeterminacdo tao grande que impeca, na pratica, uma previsao do estado futuro para tem-
pos arbitrariamente grandes. Este € o famoso “efeito borboleta”: uma minudscula (portanto
indetectavel) perturbacao da condicao inicial levard o sistema para um estado separado de uma
distancia da ordem do dominio da prépria varidvel, tornando o estado final imprevisivel.

Podemos estimar o tempo caracteristico ¢; para que essa condi¢ao ocorra. Quando a distancia
entre os pontos de duas Orbitas inicialmente separadas por uma distancia dy (identificada como
a incerteza na determinagdo da condicao inicial) crescer para um nimero da ordemde d,, ~ 1, a
Equacdo (??) indica que este tempo é dado pela expressao

_ In(1/dy)

n=—y =" (7.21)

ou seja, € da ordem do inverso do expoente de Lyapunov méaximo.

Por exemplo, na iteragdo computacional de um mapa, usando aritmética de ponto flutuante,
estimamos a incerteza na determinacio de uma condicdo inicial como 8y ~ 1078. Se A; =0, 1
entdo
~ In(108)
=00

indicando que, ap6s menos de duzentas iteracdes do mapa, a incerteza inicial terd aumentado
para um nimero da ordem da unidade. Mesmo diminuindo a incerteza inicial dy, ainda assim
haverd um tempo caracteristico finito, que limita o horizonte de predi¢ao do estado futuro do
sistema fisico descrito pelo mapa F.

~ 184,
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7.3 Emaranhado homoclinico e camada estocastica

Tendo definido as 6rbitas cadticas para mapas bidimensionais conservativos, é importante agora
esclarecer os mecanismos que levam a elas em sistemas Hamiltonianos ndo-integraveis. Em li-
nhas gerais, orbitas cadticas estdo associadas a presenca do emaranhado homoclinico, conforme
o definimos no final do Capitulo anterior.

Recordemos as ideias principais envolvidas nessa conexdo. Para um mapa bidimensional
conservativo, um ponto de sela ( ou ponto hiperbdlico) é um ponto fixo instdvel ou pertence a
uma Orbita periddica instdvel. Dele emanam duas curvas a que chamamos variedades estdvel
e instavel. Estas variedades sdo invariantes pois, uma condi¢do inicial que pertenca a alguma
delas, tera iteradas diretas e inversas que continuam pertencendo as variedades.

Num sistema integravel, como o péndulo, as variedades invariantes que emanam dos pontos
hiperbdlicos interceptam-se suavemente, formando os dois ramos da separatriz. Para um sis-
tema nao-integravel, no entanto, as variedades instdvel e estdvel interceptam-se em um nimero
infinito de pontos homoclinicos (se as variedades emanam do mesmo ponto) ou heteroclinicos
(se sdo de pontos distintos). Devido a propriedade conservativa dos mapas, as variedades
interceptam-se de modo bastante complicado, formando o chamado emaranhado homoclinico
(ou heteroclinico).

A relacao entre o emaranhado homoclinico e 0 comportamento cadtico, inicialmente apenas
vislumbrada por Poincaré, somente foi matematicamente estabelecida pelo trabalho de Stephen
Smale, que idealizou no Rio de Janeiro, por volta de 1965, a chamada ferradura [84]. A fer-
radura de Smale, denotada A, é um conjunto invariante nao-atrativo A denominado ferradura
[84]. Uma exposi¢ao detalhada da construcdo da ferradura esta fora do escopo deste livro, mas
pode ser encontrada, por exemplo nas referéncias [19] (secdo 4.1). Para nossos propositos €
suficiente enunciar algumas propriedades da ferradura de Smale A:

1. A contém um conjunto enumerdvel de orbitas periddicas de periodos arbitrariamente
grandes,

2. A contém um conjunto nao-enumeravel de 6rbitas ndo-periddicas limitadas,
3. A contém uma O6rbita densa.

O chamado teorema de Birkhoff-Smale estabelece que, se houver um ponto homoclinico
h para um mapa F (e, por extensdo, um emaranhado homoclinico associado), entdo existe um
inteiro n para o qual F!"l terd uma ferradura A. Na pratica, isto significa que uma 6rbita do mapa
F, cuja condigdo inicial esteja numa vizinhanca do emaranhado homoclinico, serd cadtica.

No Capitulo anterior, vimos que um paradigma de um sistema quase-integravel é o mapa
twist perturbado

Jins1 =J1n+€F (J1,041,010), (7.22)
01041 =010+ 2701 n41) +€G(J1,04+1,01.0)- (7.23)

Quando € = 0 o sistema torna-se integravel, e as respectivas trajetorias no espacgo de fase tém a
topologia de toros. Conforme o valor do nimero de rota¢do o o toro € racional ou irracional, e
o comportamento de ambos € diferente sob a influéncia de uma perturbagdo relativamente fraca
(e 1) [Fig. 7.2]:

e 0s toros irracionais sdo, em sua maioria, preservados pela perturbacdo, podendo sofrer
alteracdes de forma, mas nao de topologia (teorema KAM);
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Figura 7.2: Figura esquemadtica mostrando os aspectos basicos do comportamento do mapa
twist perturbado.

e 0s toros racionais sao todos destruidos. Na posicdo destes toros racionais aparece um
numero par de pontos fixos, metade elipticos e metade hiperbdlicos (teorema de Poincaré-
Birkhoff);

e nas vizinhancas dos pontos elipticos ha toros que formam curvas fechadas na superficie
de secdo

e as variedades invariantes que emanam de pontos hiperbdlicos adjacentes interceptam-se
em um ndmero infinito de pontos homoclinicos (emaranhado homoclinico)

A escolha da condigdo inicial (Jy,8) no mapa do twist perturbado (8.162)-(7.23) é que
determina qual das alternativas acima é verificada pelo sistema. Pelo Teorema KAM, o conjunto
de condig¢des iniciais que leva a toros irracionais € finito, ainda que diminua com o aumento da
nao-linearidade (representada por €). Como o conjunto dos nimeros racionais € denso, entre
dois toros racionais hd sempre um terceiro, de modo que a perturbagdo, destruindo todos eles,
forma uma estrutura bastante complicada de pontos fixos (elipticos e hiperbdlicos) previstos
pelo teorema de Poincaré-Birkhoff.

Vamos considerar, agora, o que ocorre nas vizinhangas de um ponto fixo eliptico (J7,67)
do mapa twist perturbado com € < 1. Este ponto fixo provém do toro racional cujo nimero de
rotacdo, que € a razdo entre as frequéncias caracteristicas, ¢ um nimero na forma m/n, onde m
e n sdo inteiros: ®, m

oaJf)=—=—. (7.24)
() n
Isto significa que as frequéncias sdo comensuraveis, pois n®; — mm; = 0, o que configura
uma ressonancia. No Capitulo 5 identificamos tais termos ressonantes como uma causa de di-
vergéncias nas séries perturbativas (o problema dos pequenos denominadores). Uma estratégia
que escolhemos para tratar este tipo de dificuldades consistiu em removermos a ressonancia, e
expandirmos a Hamiltoniana em torno dela.
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(a) b A

ressonancia camada estocastica

2

Figura 7.3: (a) Retrato de fase do péndulo; (b) Camada estocastica.

Considerando uma ressonéncia centrada no ponto fixo eliptico (J;,07), expandimos a Ha-
miltoniana nas suas vizinhangas:

J1 :JT—FAJl, 0, = 9>{+A91, (7.25)

de forma a obter a Hamiltoniana do péndulo (5.198) nas varidveis (AJ;, A1)

AH = %G(AJI)Z — Fcos(AB)), (7.26)
onde os coeficientes F e G sao dados por (5.200) e (5.199), respectivamente. Nessa aproximagao,
as curvas fechadas sdo libracdes em torno do ponto eliptico, com uma separatriz que as se-
grega das curvas abertas (rotacdes). A separatriz, por sua vez, conecta suavemente as varieda-
des estavel e instdvel que emanam dos pontos fixos hiperbdlicos que ladeiam o ponto eliptico
(J7,07) [Fig. 7.3(a)].

A semi-largura de uma ilha centrada nesta ressonancia é dada por (5.203) como

F
(Ml)max = 2\/;7 (7.27)

Como, de (5.200), o coeficiente F € proporcional a €, resulta que a semi-largura da ilha aumenta
com a intensidade da perturbacdo como €'/2. Na vizinhanca do ponto eliptico as trajetérias
fechadas correspondem a libracdes com uma frequéncia dada por (7.28)

Aw = VFG, (7.28)

e que também cresce com a raiz quadrada de €.

No entanto, € preciso lembrar que o procedimento de remover a ressonancia associada ao
toro racional torna o sistema artificialmente integravel, coisa que obviamente ele nao é! Poin-
caré demonstrou que um dos efeitos mais importantes da ndo-integrabilidade € a existéncia do
emaranhado homoclinicio, resultante dos infinitos cruzamentos entre as variedades estavel e
instavel dos pontos fixos hiperbdlicos. Assim, no lugar da separatriz do péndulo surge uma fina
camada onde os pontos do mapa preenchem uma regido finita, e cuja espessura aumenta com a
intensidade da perturbacgao €. Essa regido é chamada de camada estocdstica e contém o emara-
nhado homoclinico resultante das interse¢Oes entre as varidveis estavel e instdvel do ponto fixo
hiperbdlico [Fig. 7.3(b)].

A estrutura de toros racionais e irracionais perturbados apresenta uma auto-similaridade, ou
seja, toda a estrutura repete-se em escalas cada vez menores, ad infinitum. Por exemplo, os
toros que envolvem os pontos elipticos no interior das ilhas também sao mantidos ou destruidos
conforme seu nimero de rotacdo, formando ilhas secunddrias, e assim por diante. Portanto, a
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Figura 7.4: Retrato de fase (esquematico) do mapa padrao (7.29)-(7.30) para K = 0.

figura homoclinica que descrevemos estd também presente em todas as escalas, criando uma
estrutura extremamente complicada, que foi descrita por Poincaré da seguinte forma [cf. [88],
secdo 397]:

Se alguém busca visualizar o padrdo formado por essas duas curvas e seu niimero
infinito de intersecoes ... essas intersecoes formam uma espécie de trelica, uma
trama, uma rede de elos de malha infinitamente fina; cada uma das duas curvas
nunca pode se cruzar, mas deve dobrar-se sobre si mesma de uma maneira muito
complicada, de modo a cruzar novamente todos os elos da cadeia um niimero in-
finito de vezes. ... Ficamos impressionados com a complexidade desta figura, que
ndo estou nem tentando desenhar. Nada pode nos dar uma idéia melhor da com-
plexidade do problema dos trés corpos e de todos os problemas da dindmica em
geral...

Devido a auto-similaridade de toda a estrutura de toros destruidos e remanescentes em
sistemas nao-integraveis, resulta que movimentos periédicos e aperiddicos estdio densamente
entrelacados.

7.4 Dinamica do mapa padrao

O mapa padrao (6.151)-(6.152) foi introduzido, no Capitulo 6, como um paradigma para mapas
de Poincaré de sistemas Hamiltonianos quase-integraveis:

L,11 =1,+Ksin9,, (7.29)
0,11 =06,+111, (mod2m), (7.30)

onde I, e 6, representam as variaveis de agdo e angulo, respectivamente, da n-ésima interse¢ao
das trajetdrias com a superficie de se¢do. A constante K > 0 indica a intensidade da perturbacdo
ndo-integravel. Nesta secdo vamos investigar a dindmica do mapa padrao quando K é vari-
ado, para verificar as previsoes feitas no Capitulo 6 sobre o comportamento de sistemas quase-
integraveis.
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7.4.1 Ilhas periodicas

A partir de uma condig¢@o inicial (Ip,80), os valores de (I,,6,) sdo obtidos para os tempos sub-
sequentes n = 1,2,... iterando-se as relacoes (7.29)-(7.30). O caso K = 0 nos conduz a um
mapa twist da forma (6.53)-(6.54), para o qual o nimero de rotagdo é o = I,/2m. Assim, con-
forme o valor de I, = Iy, o toro correspondente pode ser racional ou irracional. As intersecoes
destes toros com a superficie de secao jazem sobre toros racionais, e correspondem a Orbitas
periddicas do mapa, e toros irracionais, relacionados a Orbitas quase-periddicas. Alguns des-
tes toros (ou curvas) sao mostrado na Figura 7.4, onde optamos por representar as varidveis
candnicas (/,0) usando coordenadas retangulares ao invés de coordenadas polares, pela facili-
dade de visualizagdo.
Alguns dos toros gerados por condi¢des iniciais selecionados sdo os seguintes:

1. Ip = 0: como existe um ponto fixo em (I* = 0,0* = 0), que coincide com o ponto (0,27)
devido a periodicidade em 6 do mapa, podemos dizer que Iy pertence a um toro racional
com numero de rotacao serd o0 = 0,

2. Iy = m gera uma 6rbita pertencente a um toro racional com nimero de rotagdo oo = 1/2.
Para cada condig¢do inicial 8y teremos uma Orbita de periodo 2 formada pelos pontos

0 =00+, 0, =0¢+2n=10g,...
representada pela sequéncia (A, B,A, B, ...) na Fig. 7.4;

3. Iy =m/2 havera quatro pontos no toro racional correspondente, na sequéncia (C,D,E,F,C,D,E,...),
pertencentes a uma 6rbita de periodo 4. A mesma situac¢@o ocorre para [y = 31/2, com a
diferenca que os pontos da Orbita correspondente,
3n T

80 =0, 9127, 0, =m, 9322, 04 = 21 = Oy,

apresentam uma sequéncia diferente: (C',D',E' F',C',D/,...).

4. Iy =1 corresponde a um nimero de rotagdo irracional (o0 = 1 /27) e, portanto, as iteracdes
subsequentes estdo sobre um toro irracional. O mesmo vale para outras condicoes iniciais
mostradas na Fig. 7.4, como 5/2,4 e 11/5. Os pontos preenchem densamente o toro para
um grande nimero de iteragdes, de maneira que a interse¢ao do mesmo com a superficie
de secao € indistinguivel de um segmento continuo de reta.

Para K # 0 o sistema é ndo-integrdvel, em geral. Dada uma condi¢@o inicial (Iy,0¢) nds
determinamos uma trajetdria (ou 6rbita) (I,,6,) para um nimero suficientemente grande de
iteracoes do mapa. Cada condicdo inicial (lp,0p) produz uma 6rbita diferente. O conjunto de
orbitas, para um dado valor de K, é também chamado retrato de fase do mapa.

Na Figura 7.5(a) mostramos um retrato de fase para K = 0,5, construido a partir de um
certo nimero de condic¢des iniciais. De acordo com o Teorema de Poincaré-Birkhoff, o toro
racional com oo = 1/1 (ou s = 1) que o sistema ndo-perturbado exibia em I = 0 serd destruido
pela perturbacdo, e restardo 2s = 2 pontos fixos, um eliptico e outro hiperbdlico. No Capitulo 6
mostramos que a estrutura em torno do ponto eliptico (I* = 0,6* = m) é do tipo pendular, o que
€ confirmado pela Fig. 7.5. A estrutura pendular é também conhecida como ilha periddica. De-
vido a periodicidade existente também na variavel /, a outra metade da ilha estd simetricamente
centrada em / = 21.
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Figura 7.5: (a) Retrato de fase do mapa padrao (7.29)-(7.30) para K = 0,5. (b) Ampliacdo da

regido proxima a um ponto fixo hiperbdlico.
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Figura 7.6: Retrato de fase do mapa padrao (7.29)-(7.30) para K = 0,97.

Dos pontos hiperbélicos (I = 0,0* = 0,m) emanariam as separatrizes do péndulo mas,
como o sistema é nao-integravel para K # 0, aparece no lugar da separatriz uma finissima
camada estocdstica, que € mais evidente fazendo uma amplia¢do da regidao do plano de fase
proxima a origem [Fig. 7.5(b)]

Outro exemplo deste fendmeno ocorre para o toro racional com o= 1/2 (ou s = 2) que, para
o sistema nao-perturbado, ocorre em I = . Quando perturbado, este toro desaparece restando
25 = 4 pontos fixos, dois elipticos, situados em 8 = 0 e 6 = w e dois hiperbdlicos, em 6 = /2
e 3m/2 (na verdade, estes pontos elipticos e hiperbdlicos forma duas 6rbitas de periodo 2). Em
volta dos pontos elipticos temos a mesma estrutura de curvas fechadas caracteristica de ilhas
periddicas. A largura destas ilhas € bem menor do que aquelas centradas em / = 0, e suas
camadas estocdsticas sdo tdo finas que praticamente ndo sao distinguiveis de separatrizes.

Na Fig. 7.5 podemos observar, ainda, duas cadeias de ilhas com trés ilhas cada uma, que
aparecem no lugar de um toro racional com s = 3 que foi destruido. Essas duas cadeias tém
larguras ainda menores do que a anterior, sugerindo que a largura de uma ilha periddica (para
um dado valor de K) diminui com o aumento do periodo das dérbitas correspondentes. Como o
conjunto dos nimeros racionais no intervalo [0,27] é denso, hd um nimero infinito de cadeias
de ilhas periddicas, embora a grande maioria delas tenha larguras tdo pequenas que sdo dificeis
de observar, a ndo ser com cuidadosas ampliacoes dos retratos de fase.

Distribuidos de forma também densa neste intervalo, os nimeros irracionais correspondem
a toros irracionais que sobrevivem a perturbacao, desdeque ela ndo seja muito forte, e que seu
nimero de rotacdo seja suficientemente irracional, no sentido preconizado pelo Teorema KAM.
Na Fig. 7.5 podemos constatar que os toros irracionais que sobrevivem a perturbacio sofrem
deformacgdes.

7.4.2 Caos local e global

O retrato de fase do mapa padrao para K = 0,97, ilustrado pela Fig. 7.6, reforca estas constatacdes:
as cadeias de uma, duas e trés ilhas periddicas anteriormente descritas tém sua largura aumen-
tada, bem como a espessura das respectivas camadas estocdsticas. Outras cadeias de ilhas com



242 CAPITULO 7. ORBITAS CAOTICAS

Figura 7.7: (a) Variedades invariantes no retrato de fase do mapa padrido para K = 0,97. A
escala horizontal foi ampliada para melhor visualizagdo; (b) Ampliacdo da regido proxima a
um ponto fixo hiperbdlico.

periodos maiores também podem ser identificadas. Como existem toros irracionais deforma-
dos (gerando, nos retratos de fase, as chamadas curvas invariantes ou curvas KAM) entre estas
cadeias de ilhas, a excurs@o maxima de uma 6rbita cadtica, cuja condi¢do inicial pertence ao
interior da camada estocdstica, limita-se a largura da ilha correspondente. Dizemos que, neste
caso, o caos € local, pois restringe-se (nos valores da acdo /) a uma dada cadeia de ilhas.

Nas camadas estocdsticas das ilhas periddicas, as trajetdrias sao cadticas gracas a existéncia
dos emaranhados homoclinicos e heteroclinicos. Na Figura 7.8(a), onde a escala horizontal foi
deslocada e ampliada para maior facilidade de visualizagdo, mostramos as variedades invarian-
tes estavel e instavel que emanam do ponto hiperbélico em (I* = 0,0 =31 /2). Como sugerido
pela ampliacdo da vizinhanga do ponto hiperbdlico [Fig. 7.8(b)], as variedades estdvel e instavel
cruzam-se um nimero infinitamente grande de vezes, formando um emaranhado heteroclinico
que leva ao aparecimento da camada estocdstica da respectiva cadeia de ilhas periddicas.

Na medida em que aumentam os valores do parametro K, observa-se que as cadeias de ilhas
associadas a toros racionais vao progressivamente se alargando, com o respectivo alargamento
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Figura 7.8: Retrato de fase do mapa padrao (7.29)-(7.30) para K = 1,0.

das suas camadas estocésticas. Além disso, como o intervalo de defini¢ao da a¢do € limitado,
os toros irracionais remanescentes vao sendo “empurrados” pelo alargamento das ilhas, assim
como também vao sendo gradualmente destruidos pela perturbagdo. Estes efeitos fazem com
que as camadas estocdsticas de cadeias adjacentes de ilhas periddicas comecem a se fundir, o
que leva a um aumento da excursao em / das Orbitas cadticas.

Para valores de K acima de um dado valor critico K., desaparecerdo todos os toros irra-
cionais entre as duas metades da ilha principal (correspondente ao ponto fixo I* = 0,2x). As
camadas estocdsticas em ambos as metades fundem-se completamente para K > K., provo-
cando um grande (e sibito) aumento na excursao em / das 6rbitas cadticas, o que denominamos
caos global. Esta situacdo € exemplificada pelo retrato de fase mostrado na Fig. 7.8, obtida
para K = 1,0: uma unica Orbita cadtica, cuja condicdo inicial pertence a uma das camadas
estocdsticas, tem uma excursao em / da ordem de todo o intervalo [0,27).

De acordo com o teorema KAM, os toros irracionais vao sendo destruidos pela perturbacao
de acordo com o valor do seu nimero de rotagdo o. Sobrevivem, para um dado K < K., apenas
os valores de o suficientemente irracionais. A partir desta premissa, John Greene, em 1979,
determinou qye K. = 0,971635..., considerando que o dltimo toro irracional a ser destruido pela
perturbacao corresponde a média durea ¢ = (\/5 —1)/2 (o chamado toro nobre), considerado o
mais irracional de todos.

Para valores ainda maiores de K observamos o aumento da 4rea preenchida por uma 6rbita
cadtica do mapa padrao. Quando K = 2,6, por exemplo, é possivel ainda observar remanes-
centes da ilha principal e algumas ilhas satélites, resultam da existéncia de ressonincias se-
cunddrias [Fig. 7.9(a)]. Dentro de uma ilha, as trajetorias fechadas em torno do ponto eliptico
correspondem a oscilagdes limitadas com frequéncia A® dada por 7.28, e que é proporcional a
raiz quadrada da intensidade da perturbacdo. As ressonancias secunddrias ocorrem entre uma
das frequéncias principais, como ®; e a frequéncia da ilha Aw.

Valores muito altos de K, como 7,0 [Fig. 7.9(b)], sdo tais que praticamente toda a regiao do
plano de fase é preenchida por uma unica 6rbita cadtica. Na andlise linear de estabilidade dos
pontos fixos do mapa padrdao vimos que, para K > 4, o ponto fixo em 0 = T torna-se instavel
(hiperbdlico). Para valores maiores ainda, outras drbitas periddicas vao se tornando, também,
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Figura 7.9: Retratos de fase do mapa padrao (7.29)-(7.30) para (a) K =2,6 e (b) K =7,0.
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Figura 7.10: Figura esquemdtica mostrando o procedimento de renormaliza¢do usado no cédlculo
numérico do expoente de Lyapunov maximo.

instaveis. No entanto, mesmo que K > 1 havera oOrbitas periodicas estaveis com uma minuscula
estrutura remanescente de ilhas, s6 que tdo pequenas que praticamente imperceptiveis.

7.5 Expoente de Lyapunov maximo para o mapa padrao

A dinamica de um mapa bidimensional conservativo, como o mapa padrdo, pode ser quanti-
ficada pelos expoentes de Lyapunov, definidos na Secao 7.2. Haverad dois expoentes, sendo
que o maior deles, denotado por A; pode ser estimado pela expressdo (??), enquanto o outro é
A = —A gragas a conservagdo de dreas no plano de fase.

A aplicagdo da expressdo (??), no entanto, requer uma série de precaucdes de ordem essen-
cialmente numérica, para evitar resultados inconsistentes. Primeiramente, vamos considerar o
célculo do expoente de Lyapunov de uma orbita cadtica, a partir de uma dada condig¢do inicial
vo = (Ip,0p). Consideramos, também, uma segunda condi¢do inicial v'o = (I'9,0’), separada
da primeira pela distancia

do = \/(1’0—10)2+(9’o—90)2- (7.31)

Ap6s n iteragdes do mapa padrao, teremos dois pontos no plano de fase, v, = (1,,6,) e
v, =(I",,0,), cuja distincia mitua é

dy = \/ (I'n—1,)* + (6/,, — 6,)°. (7.32)

Se ambas as 6rbitas contendo v, € v/, forem cadticas, haverd uma separa¢do exponencial das
distancias mutuas com o passar do tempo, tal que o expoente de Lyapunov maximo serd, se-
gundo (??), dado pelos limites

A1(vo) = lim lim 1ln (d—"> . (7.33)

dy—0n—eo p do
A existéncia destes limites € assegurada, mediante condi¢cdes matematicas bem definidas, pelo
chamado Teorema ergddico multiplicativo de Oseledets [?].

No entanto, como exigimos que o tempo n tenda a infinito, a distancia d,, pode crescer de
forma excessiva, dificultando o cédlculo direto dos limites a partir de (7.33). Um procedimento
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Figura 7.11: Expoente maximo de Lyapunov em funcdo do (a) tempo, (b) da distancia inicial,
para o mapa padrao em K = 6,0.

devido a Benettin ef al. torna o cdlculo mais preciso, dividindo a érbita em segmentos de
duracdo finita T.

A cada 7 iteracdes a 6rbita gerada por v/( € interrompida e é calculada a distAncia d; entre
elas , usando (7.32). Na sequéncia, a condi¢do inicial da segunda orbita é renormalizada, de tal
forma que a distincia entre v; e v'; € reduzida novamente a dy, evitando assim seu aumento in-
definidamente grande. Realizando m vezes este procedimento, teremos a seguinte aproximagao
para o expoente de Lyapunov mdximo

1 & d;
M (vo,m,dy) = — In (%) . (7.34)
i=1

A guisa de exemplo, tomaremos o mapa padrio quando K = 6,0, cujo retrato de fase é mos-
trado na Fig. 7.8, e que mostra uma 6rbita cadtica que preenche uma éarea bastante significativa
do plano de fase. Vamos escolher os seguintes valores para os parimetros: T=35e dy = 1071,
e a seguinte condi¢do inicial: I =0,5e 69 = 1,0.

Na Figura 7.11(a) mostramos a evolu¢do temporal do expoente de Lyapunov méximo dado
por (7.34), a partir dos valores de parametros e condicOes iniciais especificados. Observamos
que, apés oscilagdes provocadas pelo tempo finito, hd uma convergéncia para o valor A} = 1,093
quando o tempo n = mT tende a infinito. Outro teste importante ¢ mostrado na Fig. 7.11(b),
onde o valor de A; é mostrado em funcéo da distincia inicial dy. O uso de valores menores que
1073 ja parece indicar uma convergéncia que ilustra o limite quando dy tende a zero.

Os testes numéricos que mostramos nos habilitam a determinar o valor de A; para o mapa
padrdo, em fun¢do do parametro K. Como o caso K < K. =~ 1,0 nlo exibe orbitas cadticas, a
Fig. 7.12 exibe valores apenas a partir de K = 1. Ha uma clara tendéncia de crescimento do
expoente de Lyapunov méximo com o valor de K. Mas o grifico seguramente ndo € uma funcao
monotonica, embora todos os valores observados de A; sejam positivos.

Para valores suficientemente grandes do parametro K, o expoente miximo de Lyapunov terd
o valor assintético

A ~In(K/2), (K>1), (7.35)

que estd indicado na Fig. 7.12 por uma linha tracejada. Observamos uma razodvel concordancia
dos valores numéricos de A; com a estimativa dada por (7.35) para valores de K a partir de
K =5,0. No Apéndice D n6és mostramos uma deducdo da relacao (7.35).
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Figura 7.12: Expoente maximo de Lyapunov em funcido do parametro K para o mapa padrao.
A linha tracejada representa a expressao tedrica (7.35).

7.6 Transicao entre caos local e global

A transicao entre caos local e caos global tem sido estudada de forma bastante intensa, especial-
mente para o mapa padrdo, onde vdrios resultados numéricos e analiticos sao conhecidos. Para
outros sistemas dinamicos, hd abordagens mais simples, usando um critério pratico proposto
por Boris Chirikov baseado na superposi¢@o de ressonancias.

Para introduzir este critério, vamos considerar a chamada Hamiltoniana de duas ondas, que
descreve o movimento de uma particula carregada sujeita a duas ondas eletrostéticas (longitudi-
nais) com velocidades de fase diferentes, que ¢ um problema de interesse em Fisica de Plasmas,

1
H(p,q,t) = Epz—Mcosq—Pcos[k(q—t)], (7.36)

que € um sistema com um grau de liberdade, com Hamiltoniana dependente explicitamente do
tempo. As equacdes de Hamilton associadas a (7.36) sao

p= —aa—l;] = —Msing — kPsinlk(q —1)], (7.37)
oH

G= 5 =P (7.38)
P

Comecando a andlise da dindmica pelo caso M # 0, P = 0, a Hamiltoniana (7.36) reduz-se

1
H(p,q,t) = 5p2 —Mcosg, (7.39)

que € a expressao familiar do péndulo, que é um sistema integravel. Os pontos de equilibrio
sdo (0,0) e (0,4m): o primeiro é um ponto eliptico (estavel) e o segundo um ponto hiperbdlico
(instavel) [Fig. 7.13(a)]. As variedades invariantes estdvel e instdvel que emanam do ponto
hiperbdlico produzem os dois ramos da separatriz do péndulo, a separar trajetérias fechadas
(libragdes) de abertas (rotagdes). Os dois ramos da separatriz formam uma estrutura pendular
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Figura 7.13: Figura esquematica mostrando o plano de fase da Hamiltoniana de duas ondas, nos
casos QM #0,P=0;(b)M=0,P#0.

(ilha periddica) ancorada no ponto hiperbdlico em p = 0. A semi-largura dessa ilha é obtida, de
(7.36), como
(AD) 0 = 2VM. (7.40)

Para o caso M = 0, P # 0 a Hamiltoniana (7.36) torna-se

1
H(p,q.t) = 5p* = Peos[k(g —1)]. (741)

a partir da funcdo geratriz de segunda espécie

F>(p.q,t) = plg—1), (7.42)

com as seguintes equacgdes de transformacgao

oF, ) 23
p==-=p, 4=7-=49-1 (7.43)

dq op

sendo que a Kamiltoniana é
o oF, p* N s
K(p,@) = H(p.q.1) + 57 = 5~ Peos(kd) — p. (7.44)
Completando o quadrado, a Kamiltoniana pode ser expressa como
5— 1 2

K(5.a) = TS~ peosiha), (7.45)

a menos de uma constante irrelevante. Nestas novas variaveis candnicas, a Kamiltoniana volta
a ser a mesma do péndulo, com as equagdes de Hamilton

p=——== = —kPsin(kq), (7.46)

G==-=p—1, (7.47)
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Figura 7.14: Mapa estroboscOpico para a Hamiltoniana (7.50), com M = P =0,001 e k = 1.

cujos pontos de equilibrio sdo (p* = 1,§* = 0 (eliptico) e (p* = 1,§" = = (hiperbdlico) [Fig.
7.13(b)]. Temos, assim, uma ilha centrada em p = 1 com semi-largura

(AP),,,. = 2V P. (7.48)

Passemos, agora, ao caso mais geral onde M # 0,P # 0. A dinamica do sistema € equiva-
lente (no espago de fase estendido) a um sistema com dois graus de liberdade, com Hamiltoniana
independente do tempo. Portanto, ao contrario dos casos anteriores, que descrevem sistemas in-
tegraveis, agora o sistema é nao-integravel. Como nao ha solugao analitica para este problema,
procuramos solu¢des numéricas das equacdes de Hamilton (7.37)-(7.38).

Devido a dependéncia explicita do tempo, faremos um mapa de Poincaré do tipo estro-
boscopico. Como o termo dependente do tempo na Hamiltoniana (7.36) é da forma cos[k(g—1)],
entdo k pode ser interpretado como uma frequéncia, associada portanto a um periodo T = 2w/k
de forcamento. As varidveis discretas serdo, pois, definidas por

pn = p(t =n1), qn = q(t = n1), (n=0,1,2,...) (7.49)

Vamos considerar, por simplicidade, o caso M = P, com k = M /P = 1, para o qual a Hamil-
toniana é

1
H(p,q,t) :5p2—Mcosq—Mcos(q—t). (7.50)

Como o periddo caracteristico € T = 27, fazemos o mapa estroboscopico dado por (7.49), re-
gistrando os pontos (py,x,) para os quais t = 2nn. Na Figura 7.14 vemos que, para valores
suficientemente pequenos de M, a estrutura é aparentemente a sobreposicao das duas ilhas que
associamos aos casos M # 0 e P # 0. Os pontos eliptico (0,0) e hiperbdlico (£m,0) da pri-
meira ilha sdo pontos fixos do mapa estroboscopico correspondente, assim como 0s pontos
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Figura 7.15: Mapa estroboscpico para a Hamiltoniana (7.50), com M = P =0,015625e k= 1.

(0,1) e £m, 1) da segunda ilha. As larguras das duas ilhas sdo dadas por (7.40)-(7.48) como
2v/M cada, enquanto a distincia entre as ilhas é dp = 1.

Definimos, no Capitulo 5, o parametro de Chirikov (5.225), como a razio entre a soma das
amplitudes das duas ilhas adjacentes e a separagdo entre elas. De forma geral, se M # P, temos
que

P )max;; AP)nax _ 5 /37 4 2/P. (7.51)
Assim, a Fig. 7.14 corresponde a S = 0,126. No Capitulo 5 o parametro de Chirikov foi in-
troduzido para medir o grau de superposi¢cdo de duas ressonancias adjacentes, no problema es-
pecifico de uma particula carregada sob a agdo de uma onda eletrostética. Aqui, este parametro
¢ aplicado num contexto mais geral de ilhas adjacentes com estruturas pendulares.

Aumentando um pouco mais o valor de M [Fig. 7.15] vemos que as ilhas aumentam suas
larguras, mas conservam inalterada sua distancia. Ha, também, o aparecimento de algumas
cadeias de ilhas secunddrias, de menores amplitudes, e que correspondem a drbitas periddicas
do mapa estroboscopico. A cadeia mais destacada consiste em duas ilhas centradas em x = =7
e x = 0, que sdo pontos de uma Orbita de periodo 2 do mapa estroboscopico. Acima e abaixo
dela, observamos cadeias de trés ilhas centradas em pontos pertencentes a uma 6rbita de peridédo
3 e assim por diante.

Existem, de fato, infinitas cadeias de ilhas secundarias, associadas a Orbitas com todos os
periodos inteiros. Este fato estd de acordo com a previsdo do Teorema de Poincaré-Birkhoff,
que nos assegura serem destruidos todos os toros racionais, no lugar deles aparecendo as es-
truturas pendulares das ilhas. Aparentemente as larguras destas ilhas secundarias diminuem
rapidamente com o aumento do periodo, de modo que a maioria delas € praticamente invisivel.
Além disso, o Teorema KAM nos garante a existéncia de um grande nimero de toros irra-
cionais que ndo € destruido pela perturbacao, ainda que sofram distor¢des de forma. Este fato
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Figura 7.16: Mapa estroboscépico para a Hamiltoniana (7.50), com M =P =0,0225e k = 1.

pode ser constatado nas Figuras anteriores, na forma das curvas existentes entre cadeias de ilhas
adjacentes.

No entanto, como o sistema (7.50) é nao-integravel, essa descri¢io ndo € rigorosamente
correta. As cadeias de ilhas que observamos na Fig. 7.15 ndo sdo rigorosamente estruturas
pendulares, pois as curvas invariantes estavel e instavel nao se juntam suavemente, como na
Hamiltoniana do péndulo. Sendo o sistema nao-integravel, vimos que as curvas se interceptam
num ndimero infinitamente grande de pontos homoclinicos e heteroclinicos, que fazem com
que a regido identificada como a fronteira das ilhas seja, na verdade, uma regido cadtica: a
isto denominamos caos local. Para pequenos valores de M a espessura desta regido cadtica
€ pequena, de modo que as excursdes cadticas sdo limitadas pela largura de cada ilha. Essa
limitagdo € causada justamente pela presenca dos toros irracionais que, pelo Teorema KAM,
continuam a existir.

Aumentando novamente o valor de M [Fig. 7.15], é aparente o alargamento de ambas as
ilhas, mas agora torna-se visivel que as respectivas separatrizes dao lugar a duas camadas de
caos local, ainda restritas as vizinhancas das ilhas. As ilhas secundarias existentes entre elas
aumentam também de tamanho, mas a maioria continua dificil de ser visualizada, ainda que as
separatrizes de todas elas continuem tendo suas regides de caos local. Neste caso, o parametro
de Chirikov é § =0, 6.

Finalmente, para M = 0,0625 [Fig. 7.17], as regidoes de caos local das ilhas (priméarias e
secunddrias) fundem-se numa regido de caos global, pois neste caso as excursdes das Orbitas
cadticas passam a ser em larga escala. Apesar das regides de caos local das ilhas terem se
fundido, parte das trajetdrias regulares no interior de ambas as ilhas ¢ mantida. Além disso, toros
irracionais continuam existindo acima e abaixo das ilhas primdrias, também como resultado do
Teorema KAM. J4 uma grande parte das ilhas secundarias foram praticamente destruidas pelo
aumento da perturbacgdo, tanto pela fusdo de regides cadticas locais como pela propria perda de
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Figura 7.17: Mapa estroboscépico para a Hamiltoniana (7.50), com M = P =0,0625e k = 1.

estabilidade dos pontos elipticos que existem nos centros das ilhas.

Este ultimo caso corresponde a S = 1, que indicaria a tangéncia entre as separatrizes ilhas
primdrias (se elas existissem, naturamente). Chirikov pioneiramente utilizou este critério para
designar a transicdo de caos local para caos global, com o nome de critério de superposi¢ao de
ressonancias. Mas a Fig. 7.17 ja sugere que a transi¢ao descrita ocorre antes de S = 1. Uma
andlise mais cuidadosa indica que essa transi¢ao ocorre para M ~ 0,028. Usando (7.51), este
valor corresponde a § = 0,67, que é proximo a 2/3. Essa regra empirica dos dois ter¢os tem
sido empregada no estudo da transi¢do de caos local para global em sistemas fisicos.

7.7 O rotor periodicamente forcado

Em alguns casos € possivel encontrar formas analiticas fechadas para o mapa de Poincaré de
um sistema Hamiltoniano. Um exemplo € o de um rotor rigido, formado por uma particula de
massa m presa a uma haste rigida e leve de comprimento ¢, com momento de inércia ma® em
relacdo a um eixo fixo que passa por uma das suas extremidades [Fig. 7.18]. A energia cinética
do rotor é
T(0) = %mazéz. (7.52)
O rotor gira num plano horizontal sem atrito, em torno de um eixo de passa pelo ponto O,
de modo que ndo precisamos levar em conta as forcas gravitacionais. Na outra extremidade
da haste sdo aplicadas forcas impulsivas de intensidade Ny/a, aplicadas periodicamente nos
instantes de tempo ¢t = 0, £7, £27,... = nT, ou seja, com um periodo T. As for¢as impulsivas
s@o aplicadas ao longo da direcdo de referéncia 6 = 0, de modo que o torque resultante depende
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Figura 7.18: O rotor periodicamente forcado.

do tempo e pode ser representado por uma sequéncia de pulsos do tipo func¢do delta de Dirac

N(0,t) = Ny sen6 i d(t —nr), (7.53)

N=—o0

associada a uma energia potencial dependente do tempo

U(G,t):—/N(G,t)dG:NO cosO i (1 —nt), (7.54)

n——oo

a menos de uma constante aditiva sem importancia. Assim, a Lagrangiana do sistema sera

1 . >
L:T—U:Emazﬂz—Kcose Y 8(t—n). (7.55)

n——oo

As varidveis canonicamente conjugadas do rotor pulsado sdo a posi¢do angular da haste 0 e

o respectivo momentum angular
oL

D
A Hamiltoniana do sistema € obtida por meio de uma transformacao de Legendre

Do = ma’® 0. (7.56)

2 oo
H(pg,0,t) = 25;2 + Ny cos6 Z d(t —mr). (7.57)

Nn—-—oo

Observe que, como a Hamiltoniana depende explicitamente do tempo, ela ndo € igual a
energia total, que ndo é mais uma constante do movimento. As equagdes de Hamilton corres-
pondentes sao

dl >
i K senen;mS(t —n), (7.58)
do
— =1 7.59
7 (7.59)
onde definimos as seguintes varidveis
N
1= P8 K=-2 (7.60)
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Figura 7.19: Definicdo de varidveis discretas para o rotor periodicamente forcado.

Para construir um mapa de Poincaré nés definiremos varidveis discretas como sendo os
valores de I e © imediatamente antes da aplicacdo de cada for¢a impulsiva [vide Fig. 7.19]

I, = limI(t = nt—¢), (7.61)
e—0

I =1limI(t = nt+¢), (7.62)
e—0

0, = limB(r = nt—¢), (7.63)
e—0

0" =1im0(r = nt+¢). (7.64)
e—0

Entre dois pulsos sucessivos (nT+€ <t < (n+ 1)t —¢€) ndo ha o termo dependente de K =0,
de modo que dI/dt = 0, ou seja, I é constante nesse intervalo. Assim I, = I;}. Integrando a
equacao (7.59) nesse intervalo temos

0(r=(n+1)t—e)—0(t=nt+¢)=(t1—28)I(t = (n+1)T—¢).
Tomando o limite € — 0 obtemos,
Opi1 = 0" +Thys. (7.65)
No entorno de um pulso (nT—€ <t < nt+ €) nds integramos (7.58):
I(t=nt+¢€)—I(t=nt—¢) = KZ drpsen(8(t =¢t—¢)) = Ksen(8(t =nt—¢)),
(=0

onde usamos a propriedade de filtragem da fun¢do delta

/dtf(t)S(t—t’) = f(t), (7.66)

e O, € a delta de Kronecker, igual a 1 se m = n e zero caso contrario.
No limite € — 0 teremos
I’ =1,+ K senb, (7.67)

Ja a equagdo (7.59), apds integrada nesse intervalo, nos da

0(t=nt+¢€)—0(t =nt—¢)=2el(t =nt—¢),
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que, no limite € — 0, fornece 0, = 0,,.
Fazendo, sem perda de generalidade, T = 1, e combinando (7.65) com (7.67) chegamos,
assim, ao mapa padrao [66]

I+ 1 =1,+Ksen0,, (7.68)
9n+1 = 9,, +In+1, (m0d2n), (769)

onde nds incluimos a prescricdo mod 27 para reforcar o fato que 6 é um angulo, portanto
definido no intervalo [0,27). Assim, qualquer valor fora deste intervalo deve ser a ele reduzido,
adicionando ou subtraindo 27 tantas vezes quantas sejam necessarias.

7.8 Transporte em sistemas caéticos

Num sistema Hamiltoniano quase-integravel, a excursdo da varidvel de acdo depende do tipo
de 6rbita determinado pela condi¢do inicial. Por exemplo, se Iy for escolhido sobre um toro
irracional, a excursdo da ac¢do Al serd limitada. Caso [ esteja no interior de uma ilha periddica,
Al é da ordem da largura da ilha. Para um valor de Iy pertencente a camada estocastica da ilha,
a respectiva excursao também tem essa limitagdo, ao menos se o caos for local.

7.8.1 Difusao da acao no mapa padrao

Uma diferenga significativa aparece quando existe uma regido de caos global, na qual uma
Unica Orbita cadtica pode ter uma excursio da acdo que se estende por uma grande regido do
espaco de fase. Para ilustrar este aspecto do transporte cadtico, vamos considerar o mapa padrao
(7.68)-(7.69), no contexto do rotor periodicamente pulsado.

As varidveis discretas do mapa padrio (1,,,8,) correspondem aos valores de (/,0) imediata-
mente antes da aplicacdo de uma forca impulsiva no tempo ¢ = n, e o parametro de estocastici-
dade K € proporcional a amplitude da for¢ca. Sob este ponto de vista, € importante salientar que /
e I +2mm (m inteiro) ndo sdo fisicamente equivalentes, pois correspodem em geral a diferentes
energias cinéticas do rotor. Nesse caso, ndo € conveniente identificar / =0 e I = 27, e apenas 0
€ uma variavel periddica.

Sob este ponto de vista, os retratos de fase do sistema, para um dado valor de K, podem
ser construidos concatenando um nimero infinito de retratos de fase como os vistos na se¢ao
anterior, que eram limitados aos intervalos [0,27) x [0,27) [Fig. 7.20]. Dessa forma, os valores
de [ variam de menos a mais infinito. Se o retrato de fase basico € globalmente cadtico, uma
dada condicao inicial ird produzir uma 6rbita cadtica que podera visitar partes do espago de fase
com energias cinéticas 2 /2 arbitrariamente altas. Por outro lado, caso a condigo inicial seja
escolhida dentro de uma ilha imersa neste mar cadético [como na Fig. ??(a)], a drbita resultante
ird permanecer no interior da ilha para sempre.

Para um dado valor K, a variacdo da acdo, que é proporcional ao momentum angular do
rotor, em cada instante de tempo (discreto) €, de (??),

Al, = I,y1 — I, = Ksin®,, (7.70)

que portanto depende do valor da fase 6 em cada instante de tempo. Como |sin®| < I, as
variagdes sdao da ordem de K, de forma que, se K > 1, as excursdes da acdo podem ser grandes,
variando bastante com o tempo.

Se ndés supomos, no entanto, que as fases 0, sdo efetivamente aleatdrias, uniformemente
distribuidas no intervalo [0,27) e ndo-correlacionadas para tempos diferentes, a evolugdo da
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Figura 7.20: Figura esquemdtica mostrando uma regido de caos global no plano de fase esten-
dido do rotor periodicamente forcado.
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acdo torna-se um processo estocdstico do tipo passeio aleatério. Neste processo, o valor médio
da variacdo do momentum serd nulo, pois

K 2=
(AL) = K(sin®,) = — / 5in6d6 = 0. (7.71)
27 Jo
Por outro lado, o desvio quadratico médio correspondente € diferente de zero, pois
KZ 2T K2
((AL)*) = K*(sin?8,) = — / sin?0d0 = —, (7.72)
21 Jo 2

de modo que a variacdo média da energia cinética do rotor é

(L)) _K?
AT) = —— = —. 7.73
(ar) = S50 = 5 (173)
O passeio aleatorio, que admitimos valido para as excursdes da acao na regido cadtica do
plano de fase da Fig. 7.20, leva a uma difusdo da energia cinética. Na chamada difusao normal,
ou Gaussiana, o valor médio da energia cinética do rotor cresce linearmente com o tempo, na
forma
(T) ~ Dn, (7.74)
onde
KZ
D =Dy = e (7.75)

¢ chamado coeficiente de difusd@o quase-linear, um resultado que vale apenas para K muito
grande, mas que evidencia uma importante propriedade do mapa padrdo: a difusdo da energia
cinética do rotor aumenta com a intensidade K do for¢camento.

Anteriormente, neste Capitulo, estudamos a dindmica do mapa padrao quando K > 1, obser-
vando a existéncia de uma regido globalmente cadtica. O proprio calculo do expoente maximo
de Lyapunov mostra que, para K grande, o expoente cresce como In(K/2). Portanto o aumento
da difusividade acompanha o aumento da caoticidade. Lembrando que o expoente de Lyapunov
A1 mede a taxa de divergéncia de 6rbitas inicialmente muito préximas, é razodvel pensar que
um aumento no valor de A; faz com que as 6rbitas divirjam mais rapidamente, o que aumenta a
difusividade e portanto o préprio transporte na regido caética.

Valores de K entre 5 e 50, por exemplo, os efeitos de correlacdo entre as fases, devido
a natureza deterministica do processo, sdo importantes e levam a oscilagdes amortecidas do
coeficiente de difusdo D em torno do valor quase-linear Dy, [?].

7.8.2 Aceleracao de Fermi

A difusdo da energia cinética média do rotor pulsado, descrito pelo mapa padrio, pode ser
interpretada de uma forma estatistica. Vamos supor a existéncia de um nimero muito grande
de rotores pulsados idénticos, mas com valores iniciais diferentes da agdo e da fase (Ip,00),
distribuidos aleatoriamente numa dada regiao do plano de fase.

Supondo, também, que o valor de K seja suficientemente grande tal que haja um “mar
cadtico” como aquele esquematizado na Fig. 7.20, onde persistem ilhas periddicas ocupando
uma fracdo f da drea do plano de fase. Os rotores cujas condi¢des iniciais pertencam a regiao
cadtica, que ocupa uma fracdo 1 — f da drea total, experimentam transporte cadtico, que produz
um aumento ilimitado das suas energias cinéticas. Ja os f rotores que ocupam os interiores das
ilhas tém excursoes limitadas no plano de fase e, em média, ndo ganham energia cinética.
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Figura 7.21: Geometria do mapa de Ulam simplificado.

Concluimos, assim, que a fracdo 1 — f dos rotores ganham energia de forma ilimitada da
fonte de energia que produz os pulsos delta. Do ponto de vista da interagc@o entre os rotores € a
fonte dos pulsos, hd um “aquecimento” do sistema com eficiéncia 1 — f. Esta dltima sera tanto
maior quanto mais extensa seja a regiao globalmente caotica.

O “aquecimento” por transporte cadtico € uma idéia bastante antiga, na verdade: em 1949
Enrico Fermi, num trabalho clédssico sobre a origem da radiacdo césmica no Universo [?],
propds que as particulas fossem aceleradas por um mecanismo de aquecimento deste tipo. Fermi
propds que as particulas cosmicas oscilassem entre duas paredes méveis, supondo que elas po-
deriam ganhar energia desta forma. Este mecanismo é conhecido como aceleragdo de Fermi.

No contexto astrofisico estas paredes seriam nuvens magnéticas galacticas, que formariam
espelhos magnéticos. Como vimos no Capitulo 4, particulas carregadas podem ser refletidas
elasticamente nos espelhos magnéticos. Numa versao mais simples deste processo, proposta
por Ulam, uma particula leve oscila entre uma parede fixa e outra oscilante [?].

Seja uma parede fixa em x = 0 ¢ uma parede mével em x = ¢, que oscila de acordo com uma
funcdo pré-determinada x,,(¢). Expressaremos esta fungao na forma

xp(t) = aF(9), (7.76)

onde a é uma constante e F(¢) ¢ uma fungdo par e periddica da fase y = wr, definida modulo
27, cujos valores maximo e minimo sdo +1 e —1, respectivamente.

Supomos que as colisdes sejam perfeitamente eldsticas. Se a particula tem, antes da co-
lisdo com a parede mével, uma velocidade v; usando conservacdo de momentum e energia
concluimos que, apds a colisdo, a particula terd uma velocidade v/ = —v + 2V, onde Vy (r) éa
velocidade da parede mével.

Sendo v, a velocidade da particula imediatamente antes da sua n-ésima colisdo com a parede
movel. A particula atinge a parede movel quando esta tem uma fase y,,, e € refletida com
velocidade —v,, +2V,,(y,). Ela, entdo, move-se em direcdo a parede fixa, é por ela refletida e
retorna com velocidade

dx,(t
Va1l = v —2Vp (W) =vn — 2%- (7.77)
Usando (7.76) e a regra da cadeia temos
dF dF d
Vel —Vp = —2a— = —2a— V_ —2a0F' (y,). (7.78)

di Yavdr
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Integrando a expressdo dy/dt = o entre duas colisdes sucessivas com a parede mével temos

Vil — Yo = O, (7.79)

onde 7 € o intervalo de tempo entre a n-ésima e a (n+ 1)-ésima colisdes com a parede mével.
Uma simplificagdo ttil do problema consiste em supor que a parede mdvel transmite momentum
a particula em cada colisd@o, mas ocupa uma posicao fixa. Nestas condi¢des o tempo de transito
da particula entre duas colisdes sucessivas €

20
T= , (7.80)
Vi+1
que nao depende da fase da parede “movel”. Substituindo (7.80) em (7.79) temos
20m
Yn+1 = WYn+ ) (7.81)
Vn+1
Definindo as varidveis adimensionais
Vi 4
= - 7.82
= oea’ 2na’ (7.82)
as equagoes (7.78) e (7.81) resultam no seguinte mapa bidimensional
Uns1 = up — F' (W), (7.83)
2nTM
Ynt1 = WYu + . (7.84)
Up+-1

7.8.3 Mapa de Ulam simplificado

Uma fung@o que satisfaz as condi¢des impostas pelo problema é F(y) = cosy, de modo que
obtemos o chamado mapa de Ulam simplificado.

Un+1 = |up +sin(yy,)|, (7.85)
2nM

Yorl =V, + , ( mod 2m), (7.86)
Un+1

onde adicionamos as barras verticais para reforcar que o médulo da velocidade da particula é
nao-negativo.
A matriz Jacobiana do mapa de Ulam simplificado é

ity | Otty 11 1 coS
_ [ _ou o, | _ Wn
J= (a\y,,;] a‘lln+1> - (—ZZE—M 1— 2§M COS\Vn) ) (7.87)
aMn a\|-’n U1 Uy
cujo determinante é
J=det] =1, (7.88)

demonstrando que o mapa € conservativo.
Os pontos fixos (u*,y*) do mapa satisfazem as condi¢des

siny* =0, =y =0,y; ==4"n (7.89)

oM M
™ —omm, (m=0,1,2,..),= u = —. (7.90)
u m
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Figura 7.22: Retrato de fase do mapa de Ulam modificado para M = 7.

Observe que, ao contrario do mapa padrao, o mapa de Ulam simplificado ndo € definido modulo
27 na variavel u.
Os elementos da matriz Jacobiana, calculados nos pontos fixos acima, sdo

. s 1 +1
J(um,w == 0, :|:TC) - zan 1 an2 , (7.91)
—m T m
cujo trago é
2 2
T, W = 0,41) = 2F ’;’4" . (7.92)

Como M > 0, para y* = 0 o trago € T < 2, donde os autovalores da matriz Jacobiana sdo
imagindrios puros. Nesse caso, Y* = 0 é um ponto eliptico (estdvel). Os pontos fixos com
Y* = 7 sdo tais que T > 2, donde os autovalores sao reais, e o ponto fixo € hiperbdlico (instavel).

Para valores suficientemente altos de M existe uma 6rbita cadtica ocupando uma regiao
grande do plano de fase, sobretudo para baixas velocidades, o que permite supor a existéncia de
caos global e um consequente transporte cadtico da velocidade da particula.

Na Figura 7.22 mostramos um retrato de fase do mapa de Ulam simplificado no caso M =
7. Para este valor da velocidade da parede observamos uma pronunciada regido cadtica para
baixas velocidades da particula, o que se deve a dependéncia da fase com u,_ +11' No entanto, é
possivel observar remanescentes das ilhas periddicas correpondentes aos pontos fixos elipticos
emu; =7/1euy =7/2=3,5 [cf. Eq. (7.90)]. De fato, os infinitos pontos fixos acumulam-se
tao rapidamente que as larguras de suas ilhas periddicas ndo s@o perceptiveis.

H4, também, uma série de curvas invariantes (toros irracionais) a partir de u ~ 9,5, que
representam barreiras ao transporte cadtico. Em consequéncia, para um dado valor de M, o
transporte cadtico € capaz de acelerar uma particula pelo mecanismo de Fermi desde veloci-
dades praticamente nulas até valores da ordem de u ~ 8. Lembramos, porém, que as Orbitas
cadticas apresentam oscilacdes irregulares e aleatdrias, de modo que s6 se pode falar, em ter-
mos fisicos, de uma aceleracdo em média da particula.

Este resultado sugere que o mecanismo da aceleracdo de Fermi ndo é capaz de transferir
energia de modo ilimitado a particula, a0 menos no ambito do mapa de Ulam simplificado. No
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Figura 7.23: Retrato de fase do mapa de Ulam modificado para M = 100.

entanto, outros mapas descrevendo a aceleracdo de Fermi compartilham desta limitacdo, que
pode ser atribuida ao fato de tais mapas nao serem definidos modulo 27 na a¢do, como o era o
mapa padrao. Para aumentar o alcance do transporte cadtico serd, pois, necessario aumentar o
valor da velocidade da parede. Na Figura 7.23 ilustramos este efeito, onde M é aumentado para
100, mostrando uma regido cadtica bastante significativa até valores de u ~ 22.

7.9 Sistemas fortemente caoticos

7.9.1 Sistemas misturadores

Como o mapa padrio ilustra de forma eloquente, um sistema cadtico tipico tem uma variedade
de orbitas possiveis: periddicas, quase-periddicas e cadticas, misturadas de forma extremamente
complicada. No caso do mapa padrio, para K suficientemente alto, o plano de fase é quase
totalmente ocupado por uma orbita cadtica, mas ainda existem Orbitas periddicas estaveis com
uma estrutura de ilhas periddicas a sua volta. J4 em sistemas fortemente caéticos ndao ha pontos
elipticos: todas as Orbitas periddicas sdo hiperbdlicas, portanto instaveis. Para eles, hd uma
orbita cadtica que preenche densamente o plano de fase (no caso de mapas bidimensionais
conservativos).
Um exemplo clédssico € o mapa do gato F, proposto por Arnold

Jop1 =2J,+6,,  (modl), (7.93)
Ot =J,+6,,  (modl), (7.94)

definido num toro [0, 1) x [0, 1), que pode ser representado por um quadrado unitério periédico
S. O determinante Jacobiano do mapa € igual a 1, portanto o mapa € conservativo.

O tunico ponto fixo do mapa é a origem que, no quadrado periddico S, corresponde aos
quatro vértices. Pode-se mostrar que qualquer ponto em S para o qual xo € yp sejam nimeros
racionais € um ponto fixo da n-ésima iterada do mapa do gato, Fl, para algum valor de n.
Por exemplo, (2/5,1/5) e (3/5,4/5) sdo pontos fixos de FIZ. Como os autovalores da matriz
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Figura 7.24: Efeito de uma iterada do mapa do gato sobre uma regido limitada no quadrado
unitério.

Jacobiana sdo constantes,

3+4/5

1
s >1 =g <L, (7.95)

&
todos os pontos fixos de Fl" sao hiperbdlicos (pontos de sela). As dire¢cdes invariantes instavel
e estdvel sdo dadas pelos autovetores u; e u, correspondentes aos autovalores &; e &, respecti-
vamente.
Como o mapa do gato € linear por partes, as variedades invariantes instavel W* e estavel W*
coincidem com as dire¢des invariantes. Os autovetores associados aos autovalores (7.95) sao,
respectivamente,

& =

o= (vee ) = (avmp): (720

No quadrado periddico que representa o toro, os coeficientes angulares das retas ao longo
das direces invariantes estdvel e instdvel sdo irracionais, dados por (1 ++/5)/2. Portanto as
variedades invariantes estdvel e instavel preenchem densamente o toro: elas se interceptam em
um numero infinito de pontos heteroclinicos que também estdo densamente distribuidas. Este
¢ um cendrio qualitativamente similar ao do emaranhado homoclinico e, de fato, o mapa do
gato é fortemente cadtico. Qualquer condig¢do inicial tipica (xg,yp), isto é, tal que a razdo xg/yo
seja um numero irracional, ird produzir uma trajetdria que ird cobrir densamente o toro para um
numero infinitamente grande de iteracdes do mapa do gato.

O efeito do mapa do gato sobre uma regido limitada no quadrado unitario € ilustrada pela
Fig. 7.24. Suponha que a razdo entre a drea ocupada pela regido (a cara do gato) e a 4rea
do quadrado unitério seja f. O mapa transforma uma regiao, em cada iteracdo, num mosaico
das suas partes, produzindo uma figura bastante complicada com o passar do tempo (discreto).
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Figura 7.25: (a) Bilhar retangular. (b) Bilhar circular.

Dada uma pequena regido fixa & no quadrado unitdrio, apés um grande nimero de iteracdes
do mapa resulta que a fragao da area de X ocupada pelos pixels correspondentes a cara do gato
tende a f.

Essa propriedade é denominada misturadora, e corresponde a seguinte analogia: considere
uma bebida contendo 80% de café e 20% de leite. N6s misturamos muito bem os dois liquidos,
de tal forma que qualquer gota da bebida contenha a mesma proporg¢do original de café e leite.

Uma classe de exemplos fisicamente relevante de sistemas fortemente cadticos sdo os cha-
mados bilhares, que sio dominios bidimensionais limitados por paredes rigidas, dentro dos
quais uma particula move-se com velocidade constante em trajetorias retilineas, refletindo-se
elasticamente nas paredes. A Figura 7.25(a) ilustra um bilhar retangular, com lados a e b. A
Hamiltoniana de uma particula movendo-se no seu interior €

P P2
H——+— (0<x<a,0<y<b). (7.97)
2m = 2m’

Supondo colisdes elasticas, os mddulos das velocidades ndo se alteram ao longo das duas
diregoes, de forma que os momenta |p,| e |py| sdo constantes do movimento. As varidveis
de acdo correspondentes sao

2 7{ Dadix |p dla (7.98)

b
=5 j{ Dpydy |py| (7.99)

de modo que a Hamiltoniana pode ser escrita em termos delas como

2
H(J1,J2) = 2 St ) (7.100)

Em consequéncia, o bilhar retangular € integravel (no sentido de Liouville), com as respectivas
frequéncias

oH 72
_9H_® 7.101
oH 2
o=t T (7.102)

ol mb>*
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Figura 7.26: (a) Bilhar do tipo estadio. (b) Sensibilidade as condi¢des iniciais num bilhar.

Consideremos, agora, um bilhar circular [Fig. 7.25(b)]. Assim como para o bilhar retangu-
lar, a Hamiltoniana serd independente do tempo, portanto fornece uma constante do movimento.
Devido a lei da reflexdo (angulo de incidéncia igual ao de reflexdo), a forca de reacdo da pa-
rede do bilhar sobre a particula numa colisdo € central. Sabemos, nesse tipo de situacio, que
o momentum angular € conservado, de modo que as duas constantes do movimento presentes
nesse caso tornam o sistema integrdvel. Pelo mesmo raciocinio, os bilhares elipticos também
sdo integraveis.

Outro exemplo € o bilhar do tipo estddio, que consiste numa area retangular de lados 2L e
2R, ladeado por semicircunferéncias de raio R [Fig. 7.26(a)]. L. Bunimovich demonstrou que
este bilhar, além de ndo-integravel, também € fortemente cadtico, na mesma acepc¢ao usada no
mapa do gato [86]. Outros bilhares também possuem essa propriedade [87].

Para ilustrar a sensibilidade as condic¢des iniciais, nessa classe de sistemas fortemente cadticos,
vamos consider um bilhar retangular com dois discos internos [Fig. 7.26(b)]. Uma pequena in-
certeza na determinacao da primeira trajetdria incidente (por exemplo, no valor do angulo que a
trajetdria faz com o lado horizontal do retingulo) leva, ap6s apenas duas reflexdes pelos discos,
a trajetdrias cujos angulos diferem apreciavelmente. Com o passar das sucessivas reflexoes -
pelos discos e pelas paredes do bilhar - a incerteza € cada vez maior.

7.9.2 Recorréncias

Os mapas bidimensionais conservativos preservam dreas no plano de fase, uma vez que o seu
determinante Jacobiano € igual a um. Uma importante consequéncia deste resultado é o teorema
de recorréncia de Poincaré, que iremos enunciar no caso de mapas bidimensionais conservati-
vos. Vamos supor que a regido do plano de fase acessivel a uma dada orbita seja limitada, como
no caso do toro [0, 1) x [0, 1) para o mapa do gato, ou entéo um bilhar com paredes rigidas.

Tomamos uma condig¢do inicial tipica vq € a envolvemos por um pequeno disco de raio € > 0,
que denotaremos Ry. Todos pontos deste disco sdo iterados pelo mapa bidimensional conser-
vativo F e deixam a regido correspondente ao disco. O teorema de recorréncia de Poincaré
estabelece que sempre haverd pontos das érbitas que retornam a vizinhanga do disco inicial se
esperarmos um tempo suficientemente longo (medido em nimero de iteracdes do mapa). Isto é
verdade ndo importando qudo pequeno o raio € do disco seja.

Uma analogia ilustra o principio envolvido na demonstragao deste teorema [[120], secao
8.2.2]: se caminhamos numa praga cercada e inteiramente coberta pela neve, com o tempo toda
a drea da praga estard marcada por nossas pegadas. Assim, inevitavelmente iremos caminhar
sobre nossas proprias pegadas um nimero arbitrario de vezes.

Como esquematizado na Fig. 7.27, iterando todas os pontos do disco Ry de raio € pelo
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Figura 7.27: Figura esquematica referente ao teorema de recorréncia de Poincaré.

mapa F obteremos a imagem da regido Ry pelo mapa F, que chamaremos de R;. Suponha que
€ seja tdo pequeno que os conjuntos Ry € Ry ndo tenham pontos em comum (R UR; € vazio).
Continuando a aplicar o mapa obteremos regides Ry, R3 ..., que t€ém as mesmas dreas do disco
inicial Ry, devido a conservatividade do mapa F. Como as orbitas estdo limitadas, as regides
R; estdo confinadas a uma superficie finita, de modo que sempre serd possivel encontrar uma
iteracdo r do mapa tal que a imagem R, tenha interse¢ao ndo vazia com alguma imagem anterior
Rg, com r > s [[19], se¢cdo 7.1.3].

Podemos repetir o procedimento acima para as iteracdes do mapa inverso Fl-1, produzindo
imagens inversas das regides R, € Ry, que denotamos R,_1, Ry_1, etc. Aplicando o mapa inverso
s vezes resulta que R,_; intersecciona o disco inicial Ry. Portanto sempre havera pontos em R
que retornam a Ry apds um nimero r — s iteracoes do mapa F.

Cada retorno de um ponto da 6rbita ao disco inicial Ry € denominado uma recorréncia do
sistema. O teorema de recorréncia nao nos informa quantas iteragdes serao necessarias para
isso, mas quando menor for o raio € do disco inicial, maior serd em média o tempo necessario
para obter uma recorréncia.

Uma importante aplicacdo do teorema de recorréncia de Poincaré esta no paradoxo de Zer-
melo da Teoria Cinética dos Gases. Boltzmann definiu uma grandeza # a partir da fungio de
distribui¢do de velocidades de um gas de esferas rigidas e demonstrou que, sob determinadas
condi¢oes, o valor de H € constante ou decrescerd com o tempo (teorema H) [?]. Zermelo
argumentou que a grandeza # (¢) ndo poderia decrescer sempre, pois devido ao teorema de re-
corréncia de Poincaré, seu valor deveria sempre aproximar-se do valor inicial #(0) ap6s um
intervalo de tempo finito. A solucdo deste paradoxo encontra-se no fato de que, para um gés de
N ~ 1073 esferas rigidas o tempo de recorréncia é tio grande que é praticamente impossivel a
observagdo de intervalos de tempo onde a fun¢do # (¢) seja crescente.

7.9.3 Ergodicidade

Vamos novamente considerar a superficie de energia de um sistema Hamiltoniano descrito por
H(p,q) = E. Se este sistema for ergédico entdo, dada uma condigio inicial vo a 6rbita subse-
quente dada pelas iteragdes sucessivas do mapa F ird visitar todas as regides da superficie de
energia de uma maneira aleatdria e uniforme.

Uma propriedade central dos sistemas ergddicos € a igualdade entre médias sobre condi¢des
iniciais no espago de fase e médias temporais sobre uma trajetéria produzida por uma unica
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Figura 7.28: Bilhar de Sinai definido no toro, com condi¢Oes de contorno periodicas.

condicdo inicial. No exemplo anterior do toro irracional do mapa twist, a média temporal de
uma fungdo f(0) ao longo de uma 6rbita gerada por uma tinica condig@o inicial 8y é

T
Y F(6n). (7.103)
Ja a média no espago de fase € efetuada em relagao a uma medida invariante u(0):

(©) = [ £(B)du(e). (7104

O conceito de medida invariante envolve detalhes mateméticos que nao serao tratados neste
livro, mas podem ser encontrados em referéncias como [19], [17] e outras. No caso particular
que estamos tratando aqui, podemos considerar um nimero infinitamente grande de condi¢des
iniciais 0 distribuidas uniformemente no intervalo [0,2m). Existe, portanto, uma medida inva-
riante du = P(0)d0, onde P(0) = 1 é uma distribui¢do invariante de probabilidade. A média
espacial serd, portanto

1 271
(f(8)) = 2—/ f(6)de. (7.105)
TJo
Como vale a propriedade ergddica, entdao as médias (7.103) e (7.105) sdo iguais
F(8) = (f(8)). (7.106)

Para o mapa padrdao com K > 0, no entanto, o espaco (plano) de fase € dividido: hé regides
cadticas, toros invariantes (KAM) e ilhas periddicas, de maneira geral. As regides cadticas
apresentam ergodicidade, e ocupam uma drea finita no plano de fase. A medida invariante,
nesse caso, ¢ a chamada medida de Lebesgue, que pode ser estimada como a drea total das
regides cadticas dividida pela drea total do dominio [0,27) x [0,27). Apenas nessas regides
valerd, portanto, a propriedade ergddica (7.106).

A hipétese ergddica é um dos fundamentos da Mecanica Estatistica e, nos sistemas em que
ela é usuamente aplicada (como gases, solidos, cadeias de spins, etc.) presume-se que haja
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ergodicidade na regido de interesse do espaco de fase. No entanto, como ilustramos pelo mapa
padrao, hd sistemas dinamicos onde a ergodicidade s6 € valida em determinadas regides. O caso
de um gas monatomico modelado por um sistema de esferas rigidas que interagem por colisdes
de curto alcance tem um interesse particular, pois € um dos poucos casos onde a ergodicidade
foi estabelecida de maneira rigorosa.

Yakov Sinai considerou um sistema de duas esferas, uma das quais encontra-se estaciondria
na origem [Fig. 7.28]. A segunda esfera colide com a primeira elasticamente e se afasta dela. O
bilhar € definido no torus (quadrado de lados peridédicos), de modo que a segunda esfera volta
a se aproximar da primeira, colidindo novamente e assim por diante. Este sistema (chamado
bilhar de Sinai) de duas esferas rigidas € ergdédico [85]. Usando a homogeneidade do sistema,
o retorno da segunda esfera pode ser considerado como direcionado para uma terceira esfera, e
assim por diante, de forma que o gas de N esferas rigidas serd ergddico no limite termodinamico
N — oo,

7.10 Digressao quanto-mecanica

Um problema relevante € a interpretacao quantica do comportamento cadtico em sistemas nao-
integraveis. A primeira vista, a existéncia de caos deterministico é antagdnica com a descri¢do
de um sistema fisico pela Mecanica Quantica. Uma das bases da descricdo quantica de um
sistema € o principio de incerteza de Heisenberg: as incertezas Ag e Ap na determinacio do
valor de uma dada coordenada g e seu momentum conjugado p niao podem ser arbitrariamente
pequenas de forma simultdnea, mas satisfazem a relacdo [cf. [89], secdo 1.3]:

2
(Ap)*)((Ag)?) > R

onde as incertezas siao definidas a partir dos desvios quadraticos médios dos operadores p e §
em relacdo a seus valores médios (ou valores esperados)

(Ap)*) = ((p—(P))%), (7.108)
(Ag)”) = ((d—(a))?). (7.109)

Portanto, se 0 momentum p tiver um valor muito bem definido, tal que sua incerteza seja
nula (((Ap)?) = 0), a coordenada canonicamente conjugada ¢ sera totalmente indeterminada,
ou seja, com incerteza infinitamente grande ({((Ag)?) = o), e vice-versa. O principio da incer-
teza, portanto, impede-nos de definir trajetdrias no espaco de fase como exigido pela dindmica
Hamiltoniana. Assim, o comportamento cadtico - que pressupde uma sensibilidade extrema a
condicdes iniciais originalmente muito préxima - nao pode ser definido, a0 menos na acep¢ao
usada na Mecanica Cléssica.

Existe uma outra abordagem, porém, que consiste em estudar a quantizacao de um sistema
ndo-integravel que, em sua versdo cldssica, exibe comportamento cadtico. Na verdade, esta
conexdo se da a nivel do limite semicldssico da Mecanica Quantica, no qual estudamos situacdes
onde o comprimento de onda de De Broglie da particula A = i/p é pequeno o suficiente na
comparacao com escalas de comprimento caracteristicas do sistema. Estamos interessados em
saber, portanto, que implicacdes o caos a nivel cldssico terd na descri¢do quantica de um sistema
a nivel semiclassico.

Dentre os varios problemas que podem ser levantados sob este ponto de vista, vamos comen-
tar brevemente sobre um deles, que € o espectro de niveis de energia de sistemas classicamente
cadticos. Um exemplo que ja mencionamos € o bilhar do tipo estadio, que € cadtico a nivel

(7.107)



268 CAPITULO 7. ORBITAS CAOTICAS

classico. J4 um bilhar com fronteira circular € um sistema integravel. McDonald e Kaufman,
resolvendo a equacdo de Schrédinger para uma particula livre no interior de ambos os bilha-
res, mostraram que ha diferencas entre os seus espectros [?]. Podemos caracteriza-los por uma
densidade de niveis de energia N(AE), que é o nimero de niveis discretos de energia entre E e
E+AE.

Para sistemas integraveis como o bilhar circular - que, portanto, ndo podem exibir caos a
nivel cldssico - esta distribuicdo de niveis de energia é da forma 2[91]

N(AE) = ¢ ME, (7.110)

Como esta func@o tem um maximo em AE = 0, ha uma grande probabilidade de termos niveis
de energia degenerados (aglomeracdo de niveis).

Ja para sistemas ndo-integraveis cadticos (como o bilhar do tipo estddio) a distribui¢ao de
niveis de energia pode ser obtida usando conjuntos de matrizes aleatdrias ortogonais (GOE) e é
dada por [93]

N(AE) = gAEe"”‘(AE)z,
e que tem um maximo para AE = /1/8xn # 0. Portanto, ha uma repulsdo de niveis de energia.
Este mesmo fendmeno foi observado no bilhar de Sinai, que também € cadtico [92]. A repulsao
de niveis implica na auséncia de degenerescéncias, o que ocorre devido a perda de simetrias em
sistemas classicamente cadticos.

A caologia qudntica, que compreende este tipo de investigacdo, € um assunto que tem
recebido aten¢do cada vez maior de pesquisadores, pelo seu potencial de aplicacdes fisicas
interessantes. Nao pretendemos fazer aqui uma exposi¢ao detalhada deste assunto, para o que
remetemos o leitor interessado a literatura especifica [?, 76]. Apresentacdes mais elementares
do assunto podem ser encontradas nas referéncias [19], Cap. 10 e [120], Cap. 9.

(7.111)

7.11 Problemas
1. Um mapa unidimensional tem a forma geral

In+1 - f(ln)

Mostre que o expoente de Lyapunov € dado pela expressao

A= tim LY In|f'(2,)]

n—ooqn *
i=1

2. Considere o mapa unidimensional linear por partes
L1 =B, modl.

Determine o expoente de Lyapunov para o mapa, e ache a condi¢@o para o comportamento
caotico.

3. Podemos fazer uma estimativa do valor de K, para a transi¢do entre caos local e caos
global no mapa padrao, considerando a superposicao de ressonancias. Usando os resulta-
dos do problema (do Cap. 6), mostre K. = 2,47, bem acima portanto do valor numérico
K ~0,97.

2Com a excegiio do oscilador harmédnico, para o qual N(AE) é uma fungio delta aplicada em AE = hay.



