Capitulo 8

O problema de tres corpos

O problema de dois corpos, no qual duas particulas interagem por meio de uma forca gravita-
cional, foi tratado nos Capitulos 1 e 2 por meio da sua decomposicdo no movimento do centro
de massa mais o movimento relativo. Este dltimo, por sua vez, consiste no movimento de uma
particula (com a massa efetiva) sob a acdo de uma forca central (problema de Kepler). Assim,
o problema de dois corpos é exatamente soluvel e fornece uma descricao precisa do movimento
planetario, desde que ndo sejam considerados os efeitos mutuos entre os planetas do Sistema
Solar.

A extensdo natural seria considerar o caso de trés corpos interagindo por forgas gravitaci-
onais. O proprio Newton procurou, sem sucesso, uma solugdo para este problema, no que foi
sucedido por diversos matemdticos ilustres como Euler e Lagrange. Estes ultimos descreve-
ram solugdes particulares para uma versdo mais simples, o chamado problema restrito de trés
corpos no plano, que foi fundamental na criacdo e desenvolvimento de conceitos e métodos na
Dinamica Nao-Linear, bem como possui grande interesse em aplicacdes na Mecanica Celeste.
Com efeito, a propria existéncia de caos em sistemas Hamiltonianos ja havia sido intuida por
Poincaré em seu trabalho pioneiro sobre o problema de trés corpos [43]. Por esse motivo, vamos
apresentar algumas nogdes sobre o problema restrito de trés corpos no plano. Um estudo mais
técnico e matematicamente rigoroso pode ser encontrado em monografias especializadas como
[30, 68, 69].

8.1 O problema de N corpos

As equacdes de Hamilton para o problema de N-corpos podem ser combinadas para a obtengao
da equacdo Newtoniana do movimento da i-ésima particula, identificada pelo vetor posi¢ado r;:

d’r; N Gm(r;—r))

_ . (i=1,2,...N). (8.1)
dr? ]; i =1y

J#
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Projetando esta equacgdo vetorial nos eixos cartesianos obteremos o seguinte sistema de equacoes
diferenciais de ordem 6N em relacdo ao tempo:

dzx,- N ij(Xj —x,-)

arr Z 2 2 2,3/2 (8.2)
J;} (¢ =)+ (v — i)+ (zj—2)7]

i _ i Gm;(y;j —vi) 8.3)

dr2 4 2 2 2,3/2 :
f;} (¢ —x) 4 (v — i)+ (zj —2)7]

d’z ¥ Gm;(zj —zi)

i ) 75 (8.4)

=t [0 = x>+ (= 3i)* + (25— 7))
J#i

Definimos, no Capitulo 3, uma integral de movimento como uma relagdo entre coordenadas
e velocidades de um sistema de particulas, que € védlida em qualquer instante de tempo. Uma
vez conhecida uma integral de movimento, a ordem do sistema de equagdes € reduzida de
uma unidade. No problema de N-corpos, as for¢as gravitacionais sdo internas, enquanto nao ha
forgas externas sobre o sistema. Nestas condi¢des, as integrais do problema de N-corpos podem
ser procuradas a partir de teoremas basicos da dinamica dos sistemas de particulas.

Sabemos, por exemplo, que, na auséncia de forcas externas, 0 momentum total do sistema

de particulas € conservado:
d (& dr
o (Z miz> =0, (8.5)

i=1

de modo que

N

dl‘i

. — 8.6
i:z:l m; dr a, (8.6)

onde a = (ay,ay,a;) € um vetor constante. As componentes cartesianas desta equagao

N
Z mixX; = dy, (8.7)
i=1

N

Y miyi =ay, (8.8)
i=1

N

Z mizj = a, (3.9)
i=1

produzem trés integrais do movimento.
Como as massas das particulas sdo supostamente constantes, podemos escrever

d i
— m;r; | = a, (8.10)
dt \ ;=

que pode ser integrada, fornecendo

N
Zmiri:at—i—b, (8.11)
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onde b = (by,by,b;) ¢ um vetor constante. Suas componentes,

N
Zmi_xi :axt+bx (812)
i=1
N
Z mpy; = ayt —|—by (813)
i=1
N
Zmizi :azt—|—b17 (814)
i=1

representam mais trés integrais do movimento. Fazendo ¢ = 0 nestas expressoes, concluimos
que b é o vetor de posicao inicial do centro de massa do sistema de particulas.

N3ao havendo torques externos sobre o sistema, seu momentum angular total também serd
conservado, ou seja,

N
=Y rixmi;=c, (8.15)
=1

onde ¢ = (cy,¢y,c;) € um vetor constante. Abrindo o produto vetorial e projetando o resultado
sobre 0s eixos cartesianos, obtemos as componentes escalares respectivas

N

Y mi (vizi — zi9i) = ¢ (8.16)
i=1

N

Y mi(ziti —xizi) = ¢y (8.17)
i=1

N
Y mi (i —yiti) = ¢, (8.18)

—

que perfazem mais trés integrais do movimento. Finalmente, como a Hamiltoniana do sistema
nao depende explicitamente do tempo, ela € uma integral do movimento, numericamente igual
a energia total do sistema:

N

N -
m( +3t+8) - L L T 19

N
T+U = _
i:Zl ri — ]

| =

i=1j=1

J#i

Portanto, ha 343 +3 4 1 = 10 integrais classicas do problema de N-corpos. Bruns (1887)
e Poincaré (1890) demonstraram que ndo hd outras integrais para este sistema. Mediante o
uso destas 10 integrais do movimento, a ordem do sistema de equagdes diminui de 6N para
6N — 10. No caso do problema de dois corpos (N = 2), a ordem diminui de 12 para 12 —10 =2.
Um sistema de segunda ordem € integrdvel pois a solucdo do problema pode ser reduzida a
quadraturas, como vimos no Capitulo 1 no caso do problema de Kepler. Ja o caso N > 3 ndo
serd, em geral, integravel neste sentido. Para N = 3, por exemplo, o sistema serd de oitava
ordem (18 — 10 = 8).

No Capitulo 5 abordamos o conceito de integrabilidade no sentido de Liouville: um sistema
com n graus de liberdade € integravel se houver exatamente n integrais de movimento indepen-
dentes, isto €, se os colchetes de Poisson entre elas forem todos nulos. No caso n = 3, como o
problema de 3-corpos, a integrabilidade (no sentido de Liouville) necessitaria de 3 integrais de
movimento independentes. Poderiamos pensar que as 10 integrais cldssicas aqui apresentadas
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Figura 8.1: Geometria no problema dos trés corpos.

(energia, momentum linear do centro de massa, momentum angular, etc.) seriam mais do que
suficientes para garantir a integrabilidade. No entanto, isto ndo € verdade pois nem todas es-
tas integrais cldssicas estdo em involugdo, ou seja, os respectivos colchetes de Poisson ndo sdao
nulos.

8.2 O problema geral de trés corpos no espaco

Na sua versdo mais geral, o problema de trés corpos consiste em trés particulas de massas M1,
M, e M3, cujas posicdes sdo, respectivamente, ry, r e rs, interagindo mutuamente por forcas
gravitacionais [Fig. 8.1]. Sendo os momenta correspondentes denotados por pi, p2 € p3, a
Hamiltoniana do sistema €

2 2 2
P1+Pz+P3

H—
2My  2M,  2M;

+U(l‘1,l’2,l’3) (8.20)

onde a energia potencial é dada por

GM{ M GM->M GM{M
y—_ GMiMy GMoMs 1M 821)
ri—r2]  |r2—r3| |r;—r;3|

sendo G € a constante gravitacional Newtoniana.
Como, em coordenadas cartesianas, p; = (Pxi, Pyi, Pzi), (i = 1,2,3), o sistema possui n =9
graus de liberdade. As equagdes candnicas associadas sao

i =VpH, (i=1,2,3) (8.22)
pi=—VH, (8.23)

Para que o problema de trés corpos seja integravel, no sentido de Liouville, teriamos de en-
contrar 9 constantes de movimento mutuamente independentes (em involu¢do). Como a Hamil-
toniana (8.20) ndo tem, a principio, coordenadas ignordveis, entao as constantes de movimento
devem ser procuradas a partir de simetrias que levem a leis de conservacdo de determinadas
quantidades. No entanto, como mostrado por Poincaré, nao é possivel encontrar todas as cons-
tantes necessarias, de modo que o problema de trés corpos nao € integravel, em geral.
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Assim, dadas condigdes iniciais (r;(0),p;(0)), i = 1,2, 3, ndo hd uma solugdo geral do pro-
blema, ou seja, ndo é possivel escrever (r;(¢),p;(¢)) em termos das condi¢des iniciais para
tempos ¢ arbitrarios. O maximo que se pode fazer, neste caso mais geral, € invocar o teorema de
existéncia e unicidade para obter solu¢des numéricas das equagdes de movimento (8.22)-(8.23).

8.3 O problema restrito de trés corpos no plano

Uma versdo mais simples do problema de trés corpos consiste em considerar duas particulas de
massas M| e M, que giram em torno do seu centro de massa com velocidade angular € cons-
tante, e uma terceira particula de massa M3 = m, ou particula-teste. O valor de m ¢ muito menor
do que M| e M», de tal modo que a sua presencga nao altera significativamente o movimento das
duas particulas em movimento circular uniforme. Assim, o movimento da particula-teste é
determinado pelo campo gravitacional produzido por M| e M, (também chamadas de massas
primdria e secundarias, respectivamente). Supondo, ainda, que todos os movimentos estejam
restritos a um plano fixo, temos o chamado problema restrito de trés corpos no plano.

Seja a a distancia entre a massa primadria e a secundaria, que orbitam em torno do centro
de massa comum em trajetorias circulares concéntricas. Considerando o movimento relativo do
sistema, a forga centripeta sobre um corpo de massa reduzida MM, /(M + M) € igual a forca
gravitacional entre M| e M»,

MM MM
14V12 .Qza:G 14172
M| +M>, a?

tal que a velocidade angular é dada por !

G(Ml + Mz)

Q=
a3

. (8.24)
Colocando a origem do eixo que liga as duas particulas no centro de massa do sistema,
resulta que as posi¢des das particulas M| e M, em relacdo a origem sao, respectivamente,

Mja Mia

_ Mhae g _Mie 8.25
M+ M, 2 M+ M, ( )

d

de modo que M estd a esquerda, e M a direita da origem [Fig. 8.2]. Podemos definir varidveis
adimensionais para o sistema da seguinte forma:

dy=—, d=—, (8.26)

=—) l—py=———, 8.27
u M, + M5 U M, + M5 (8.27)
de modo que as posi¢des normalizadas sdo dj =y e d» = 1 —u. O tempo também pode ser
adimensionalizado escolhendo um sistema de unidades onde G = 1. Como M + M> e a foram
normalizados a unidade, a velocidade angular (8.24) é Q = 1, correspondendo a um periodo
orbital T = 2w. No entanto, por maior clareza, vamos continuar escrevendo € nas equagdes a

seguir.

INa literatura de Mecénica Celeste essa quantidade é usualmente denotada pela letra n, e chamada movimento
médio.
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Figura 8.2: Geometria no problema restrito dos trés corpos no plano.

8.3.1 Hamiltoniana nos referenciais siderais e sinoticos

Em problemas astronomicos € conveniente adotar um referencial inercial a partir de um sistema
de coordenadas siderais (§,m, ). Supomos que { = 0 é o plano em que ocorrem todos 0s movi-
mentos. Neste sistema, as coordenadas das massas priméria e secundéria sdo, respectivamente,

€1 = —d) cosQt = —ucosQr, (8.28)
N1 = —d,; sinQt = —usinox, (8.29)
{1 =0, (8.30)
&y = —drcosQt = (1 — ) cos Qt, (8.31)
N2 = —d>sinQt = (1 — u)sinwr, (8.32)
& =0. (8.33)

A Hamiltoniana da particula-teste no referencial inercial é

1 l—um um
Hipe P& Gin) = 5 (ot ) - L2202 (8.34)

onde as distancias entre a particula-teste e as massas priméria e secunddria sdo, respectivamente,

ro= \/(§+ycosgz)2 + (N +psinQr)> + 2, (8.35)

r = \/[@— (1—p)cosQt]> + M — (1 —u) sin Q] + 2. (8.36)

Como r; e r; sdo fungdes do tempo, nesse referencial a Hamiltoniana (8.34) depende explicita-
mente de ¢, de sorte que H ndo € igual a energia total do sistema.

Podemos eliminar a dependéncia do tempo passando para um referencial (ndo-inercial) que
gira com velocidade angular Q em torno do eixo {. Neste referencial, adotamos um sistema de



8.3. O PROBLEMA RESTRITO DE TRES CORPOS NO PLANO 275

coordenadas sindticas (x,y,z), onde z = {, no qual as massas primaria e secunddria estdo fixas
nas posicoes

X1 = _d~] =N, y1i= 07 1= 07 (837)
xo=—dr=1—pu, y,=0, 7 =0. (8.38)

Essa mudanca de coordenadas € efetuada por meio de uma transformacdo candnica de se-
gunda espécie, implementada pela funcdo geratriz

F>(px, Py, P2:€,M, Gst) = (Ecos Qr +Msin Qi) py + (—EsinQr +mcosQr)py+Cp,,  (8.39)

com as seguintes equagdes de transformacao

OF .
Pe= 8_§2 = pxcosQt — p, sinQt, (8.40)
F
Py = %—nz = prcosQt — pysinQy, (8.41)
oF
=5 = Pe (8.42)
x= ng = Ecos Qr +1sinQ, (8.43)
DPx
oF
y= a—2 = —EsinQf +ncos s, (8.44)
Dy
=B ¢, (8.45)
apz

que correspondem a uma rotagdo dos eixos (x,y) de um angulo Qf em torno do eixo z [Fig. 8.3].
Um célculo direto nos indica que

PE+ Py + Pt = Py + Dy +pr- (8.46)

Resolvendo (8.43)-(8.44) obtemos as transformagdes inversas:

& = xcosQt — ysinQt, (8.47)
N = xsin Q¢ + ycos Qt, (8.48)
= (8.49)

Usando (8.46) e estas expressoes, a Kamiltoniana (no referencial girante) € dada por

oF:
K(px, py:x,y) = H(pg, pn; &M, 1) + a_t2

=H+ Q(ypx _xPy)

L h 5 9 (1—wm pm
= 5 (AL PY) +Q0ps—xpy) = == =T (850)

onde as distancias da particula teste as massas primaria e secundaria sio, agora, dadas por

r =1/ (x+u)*+y2+22, (8.51)

r=1\/lr— (1=’ +y*+22 (8.52)
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Figura 8.3: Sistemas de coordenadas siderais (§,1,{) e sinéticas (x,y,z).

Definimos a energia potencial gravitacional do sistema no referencial girante como

(I—p)m um
r r

d(r1,r) = — (8.53)

Lembrando, ainda, que a velocidade angular aponta ao longo do eixo de rotag@o (no caso {2 =
Q7), podemos expressar

Q(ypx—xpy) = —p- (2 xr), (8.54)
de forma que Kamiltoniana (8.50) € reescrita como
1
K= %pz—p- (2 xr)+md(r). (8.55)

E conveniente eliminar a massa da particula teste utilizando uma transformag¢ao nao-candnica

e .

Pr=—0s  PB= D= Kzg, (8.56)
com as seguintes equagdes de Hamilton

% = —g, (8.57)

% = —g, (8.58)

% = —%, (8.59)

% _ g_Z, (8.60)

% = g—gy, (8.61)

dz  oH (8.62)

A
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Aplicando (8.56) a (8.55) temos

-1
HZE(ﬁ)zc+ﬁ§+ﬁ22,)+Q(y15x_xﬁy)+q)(rla”2)- (8.63)
Com esta Hamiltoniana reescalonada as equacdes dinamicas (8.57)-(8.60) fornecem
Px=%x—Qy, (8.64)
Py =y+Qx, (8.65)
P:=2 (8.66)
dpx . 0D
=Qpy— 8.67
dt Py 3% (8.67)
dpy 0P
—= = QP — = 8.68
dt Px dy’ (8.68)
dp:
— = 8.69
ar° (8.69)

Derivando (8.64)-(8.65) em relagdo ao tempo e usando (8.67)-(8.68) chegamos as equagdes
diferenciais acopladas

0P
X =2Qy+Q%x — —, (8.70)
ox
0P
j=—2Qi+ Q% — —, (8.71)
dy
0P
i=—=, (8.72)
0z
que, ap6s definirmos uma energia potencial efetiva,
QZ
U=—@+y) -2, (8.73)
tornam-se
oUu
X=2Qy+ —, (8.74)
X
oUu
y=—-2Qx+ —, (8.75)
dy
U
I=—=. (8.76)
dy

Na expressio (8.55) o termo —Q?(x? 4 y?) pode ser interpretado como uma energia poten-
cial associada a forca centrifuga, que é uma das forcas ficticias que aparecem na descricao do
movimento num referencial girante. Ja a forca de Coriolis, também ficticia, ndo possui uma
energia potencial associada pois, sendo sempre perpendicular a velocidade, ndo realiza traba-
lho. Nao obstante, o seu efeito aparece no termo proporcional a € das equagdes de movimento
(8.74)-(8.75).

8.3.2 Integral de Jacobi

No referencial girante a Hamiltoniana (8.63) ndo depende do tempo, por construcdo, e portanto
¢ uma constante do movimento. Em seu lugar, porém, serd mais conveniente definir a chamada
integral de Jacobi

C=-2H (8.77)
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Como o problema restrito de trés corpos no plano tem dois graus de liberdade, a existéncia
de apenas uma constante de movimento (a integral de Jacobi) continua nos informando que o
sistema € ndo-integravel.

Substituindo (8.64) e (8.65) em (8.63), expressamos a integral de Jacobi como

C=—(P+7+2)+ Q% (x> +)*) — 29, (8.78)

=— (P +y*+2%) +2U. (8.79)

Como o termo entre parénteses na expressao acima € sempre maior ou igual a zero, resulta
que

U>-C. (8.80)

| =

onde, de (8.73), U > 0. Por ser uma constante do movimento, se conhecemos a posi¢ao e a
velocidade iniciais da particula-teste, o valor de C € fixado e permanece 0 mesmo para quaisquer
tempos posteriores. Se x =y = 0 entdo C = 2U, o que define as chamadas curvas de velocidade
zero no plano xy. As curvas de velocidade zero separam as regides permitidas para o movimento
da particula-teste (tais que U > C/2) das regides proibidas, onde U < C/2.

Para um exemplo numérico, consideremos o caso u = 0, 3. Na Fig. 8.4 mostramos as curvas
de velocidade zero como as fronteiras entre as regioes proibidas (hachureadas) e permitidas (em
branco), para diferentes valores da integral de Jacobi. Quando C = 2,5, por exemplo, as regides
permitidas estdo concentradas na vizinhanca das massas primdria e secundaria, bem como o
exterior do circulo hachureado [Fig. 8.4(a)]. Como as regides permitidas estdo numa vizinhanca
das massas, podemos afirmar que o sistema € estavel no sentido de Hill. Para um valor menor
(C = 1,95) as regides internas se tocam num ponto Lagrangiano L; (do qual falaremos na
sequéncia), formando uma curva em formato de nimero oito (chamada l6bulo de Hill) [Fig.
8.4(b)].

Para valores menores de C a tanto a regido permitida interior quanto a exterior aumentam de
tamanho. Para C = 1,777 as duas regides permitidas se tocam no ponto Lagrangiano L, [Fig.
8.4(c)]. Se C = 1,646 ha um outro contato destas regides no ponto Lagrangiano L3, préximo
a massa primdria [Fig. 8.4(d)]. Além disso, aumenta o tamanho da abertura préxima a massa
secunddria permitindo uma excursao maior das trajetorias da particula-teste que, em tese, pode
“escapar’ da proximidade das outras particulas . Quando C = 1,5 hd um aumento da abertura
proxima a massa primdria [Fig. 8.4(e)] e, finalmente, para C = 1,42 praticamente toda a regido
disponivel é permitida, com excecdo de pequenas vizinhangas dos pontos Lagrangianos L4 €
Ls.

E interessante explorar algumas consequéncias astrondmicas destes resultados matematicos.
Uma realizagdo do problema restrito de trés corpos no plano é o sistema formado pelo Sol
(massa primdria), um grande planeta como Jupiter (massa secunddria) € um corpo pequeno,
como um asterdide, no papel de particula-teste. Se a integral de Jacobi C tem um valor re-
lativamente grande, o asterdide pode orbitar tanto o Sol como Jupiter, nunca saindo destas
vizinhancas; ou entdo ele pode mover-se numa Orbita bastante larga em torno das duas massas
primdrias. Se estas regides permitidas interiores e exteriores ndo estdo conectadas, como na
Fig. 8.4(a), o asterdide jameis podera migrar de uma Orbita para outra.

Para valores menores de C as regides permitidas internas podem se conectar, como na Fig.
8.4(c), e um asterdide que inicialmente esteja orbitando em torno do Sol poder ser capturado
para uma O6rbita em torno de Jupiter. O contrdrio também pode ocorrer, ou seja, um planeta
pode perder um satélite para uma Orbita em torno do Sol.
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C=1.95

C=1.777 C=1.646

db 9%
4 ™

=135 C=1.42

L ]
»
L]
d

Figura 8.4: Curvas de velocidade zero e regides proibidas (hachureadas) para u = 0,3 e dife-
rentes valores da integral de Jacobi C.
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8.4 Pontos Lagrangianos

Os chamados pontos Lagrangianos sao pontos de equilibrio de uma particula-teste movendo-
se no potencial efetivo U gerado pelas massas primdria e secundaria. Como vimos ha pouco,
eles desempenham um papel central na evolucdo das regides permitidas e proibidas para o
movimento da particula-teste. As condi¢cdes que definem os pontos Lagrangianos sdo, portanto

<%—U) =0, (%—U) =0. (8.81)
X (x* ") 'y (x*y*%)

E importante notar que a particula-teste estard em repouso nos pontos Lagrangianos apenas no
referencial girante. No referencial inercial (sideral) a particula estard se movendo com veloci-
dade angular €, tal que sua posicao em relacao as outras particulas é constante.

De (8.73) resulta que

oU 0P

oUu 0P
onde, de (8.53),
0P 1—wpdry  pon
ox 12 ox 1 ox’ (8.84)
ob 1—udr; uon
R ol SR ek (8.85)
ox 12 9y 13 ay
e, finalmente, usando (8.111)-(8.52),
o _xtu (8.86)
0x T
o _y (8.87)
dy r
I _x—(-4) (8.88)
0x )
or_ ¥ (8.89)
dy n

Juntando tudo em (8.81) e fazendo 2 = 1 temos as duas condi¢des seguintes para as posi¢oes
dos pontos Lagrangianos

=+ pE"—1+p)

- - —0, 8.90
x 3 7 (8.90)
1—

y*{l—( H) —%} =0. (8.91)

" )

onde

=\ )y, (8.92)
= \/[x* — (1 =) +y*2. (8.93)

De (8.91) temos que ha duas familias de solug¢des: aquelas para as quais y* = 0 (pontos coline-
ares) e y* # 0 (pontos triangulares).
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8.4.1 Pontos colineares

Como y* = 0 estes pontos encontram-se sobre a reta que contém as massas primdria e se-
cunddria. Para determinarmos as abscissas do pontos colineares usamos (8.111) e (8.52) para
reescrever (8.90) na forma

. l-p xX"+p U x—1+u

o _ —0. (8.94)
(o +u)? [l (=14 p)? = T4yl

Ha4 trés casos possiveis onde esta expressao se aplica:
1. x* < —u: x* estd a esquerda de ambas as massas, com

- “_q
N il VLY (8.95)
(x* +p)

X+ 2 |y o
(¢ — T 4p)” [ =1 +4]

2. —u < x* < 1—pu: xestd entre a massa primadria e a secunddria, tal que

1 _
X — K4 K — 0. (8.96)

()’ (= 1+p)°

3. x> 1 —pu: x estd a direita de ambas as massas, de modo que

1 _
X — H__ H — 0. (8.97)

(+u)? (= 1+p)

Todas estas sdo equagodes algébricas de quinto grau, e devem ser resolvidas numericamente para
um dado valor de u. Cada uma delas s6 possui uma raiz real no intervalo para o qual ela é
vdlida. Estas solucoes reais identificam os pontos Lagrangianos colineares denotados por L
(entre as massas), L, (a direita) e L3 (a esquerda). Por exemplo, para u = 0,3, temos que

X =03, xj~125  xf ~-1,12

8.4.2 Pontos triangulares

Vamos, agora, considerar os pontos Lagrangianos para os quais y # 0. Neste caso (8.91) fica

1—
T . (8.98)
n )

Multiplicando esta expressao por x* + u e subtraindo o resultado de (8.90) obtemos

u-Ls, (8.99)

"
cuja solugdo é ry = 1.
Analogamente, multiplicando (8.98) por (x* — 14 u) e subtraindo de (8.90) chegamos a

2
de modo que r; = 1. Como a distancia entre as massas primdria e secunddria também € igual a
1, o ponto Lagrangiano ndo-colinear € o terceiro vértice de um tridngulo equildtero cujos demais
vértices sdo as outras massas [Fig. 8.5].
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5

Figura 8.5: Pontos Lagrangianos colineares e triangulares.

De fato, ha dois pontos Lagrangianos triangulares, denotados por L4 e Ls. Para mostrar este
fato, fazemos r] = r; = 1 em (8.111)-(8.52):

(& +p)’ +y2 =1, (8.101)
(= 14u)?+y2=1. (8.102)

Inserindo (8.101) em (8.102) obtemos x* = —u+ 1/2, tal que
1
()’ =1-y? =< (8.103)

donde y* = ++/3/2. Assim, o ponto triangular L4 tem y positivo e Ls, y negativo. Logo h4, na
verdade, dois tridngulos equildteros posicionados simetricamente em relacdo a linha y = 0 [Fig.
8.5].

8.5 Equacoes de Hill

Se u < 1 a orbita da particula-teste € essencialmente Kepleriana em relagdo a massa priméria
M, desde que a particula-teste esteja suficientemente longe da massa secundaria M,. Essa
orbita Kepleriana sé € perturbada de forma significativa quando a particula-teste estad proxima
da massa secunddria. Para descrever este tipo de situacdo, podemos obter equagdes de movi-
mento aproximadas para descrever o movimento da particula-teste nas proximidades da massa
secunddaria, chamadas equacgdes de Hill.

Partimos das equagdes de movimento (8.74)-(8.75) que, em vista de (8.73), sdo escritas
como (fazendo Q = 1):

(1—w)(x+u)  px—(1—p)]

¥—2y—x=— 3 _ 5 , (8.104)
1 2

A (1—w)y uy

J42e—y= 2t E (8.105)
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onde, de (8.111)-(8.52)

2
= ()’ )7
2
r=x— (-] +)%
Fazemos uma transformacao de varidveis dada por
/ /
x=x—1 +u, y =Y

e que resulta nas seguintes equagdes de movimento da particula-teste

¥y =X 41— (1-@) & +1) _,wc'

r/% 737
./ g (l_lu)yl ,Uyl
y +2x =Yy - l"/3 _r/_37
1 2

onde, de (8.111)-(8.52),
=)
r’% = xl2 +y/2 =72

Nolimitey < 1 temosque | —u~1+u~1le

/ /
o Y, x+1  ux
X —2y ~ X ‘|‘1—r/—3—r/—3,
1 2
o g y o ow
y +2X -y N—r/—3—r/—3,
1 2

Expandindo em séries de Taylor em torno do ponto (x' = 0,y’ = 0) obtemos

X/+1 yl
Az —1+2¢, —z~ Y,
; r

resultando nas chamada equacoes de Hill

Y3
/
. My
V424 = — ek
Definindo o potencial
320, H
UH - E-x + F7
expressamos as equacoes de Hill como
Uy
o o 2 ./ —
X y axl b
U,
¥ 42 = =2

ay
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(8.106)
(8.107)

(8.108)

(8.109)

(8.110)

(8.111)
(8.112)

(8.113)

(8.114)

(8.115)

(8.116)

(8.117)

(8.118)

(8.119)

(8.120)



284 CAPITULO 8. O PROBLEMA DE TRES CORPOS

Uma aplicacdo das equacgdes de Hill é a determinacdo da posicao dos pontos Lagrangianos
L e L, quando u < 1. Impondo as condi¢des de equilibrio

nas equagoes de Hill temos que
X*=4Yy, y* =0 (8.121)

onde
1/3
Yy = (g) , (8.122)
sendo que o sinal positivo corresponde a posi¢do de Ly, e o negativo, a L. Observamos que
estes pontos colineares estdo simetricamente posicionados em relacdo a massa secunddria. Esta,

por sua vez, € o centro de uma esfera de raio Yy (esfera de Hill).

8.6 Estabilidade dos pontos Lagrangianos

Os pontos Lagrangianos sao pontos de equilibrio para uma particula-teste sob o potencial efe-
tivo U criado pelas massas primadria e secundéria. No entanto, o movimento da particula-teste
depende da estabilidade destes pontos de equilibrio. Para estudar este problema utilizaremos
a aproximacgao linear, como fizemos no Capitulo 2 (secdo 2.4). O procedimento consiste em
tomar pequenas perturbacdes das posi¢cdes (x*,y*) dos pontos Lagrangianos, na forma

x=x"+0x, y=y*+dy, (8.123)

onde |dx| < |x*| e |8y| < |y*|sdo pequenos o suficiente para que possamos linearizar as equagdes
de movimento nas vizinhangas dos pontos de equilibrio. Se as perturbacdes dx ¢ Oy tém valores
que permanecem dentro dessa vizinhanga, o ponto de equilibrio € um centro, e as trajetorias
proximas executam Orbitas fechadas [vide Fig. 2.3(a)]. Neste caso, podemos dizer que o ponto
Lagrangiano serd estdvel no sentido de Lyapunov. J4 se as perturbacgdes tiverem valores que
aumentam indefinidamente com o passar do tempo, o ponto de equilibrio serd instavel, e similar
ao ponto de sela mostrado na Fig. 2.3(b). Como o problema restrito de trés corpos no plano
tem quatro graus de liberdade, a andlise de estabilidade demanda um volume maior de calculos
algébricos, em comparag¢do com o tratamento que fizemos na secdo 2.4, mas as ideias basicas
permanecem as mesmas.

8.6.1 Equacoes linearizadas

Partimos das equacdes (8.74)-(8.75) que, em vista de (8.123), s@o expressas em termos das
perturbacdes como (por simplicidade fazemos Q = 1)

ox — 28y = a—U, (8.124)
ox
Oy + 20x = U (8.125)

a_y.
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onde expandimos os segundos membros em séries de Taylor nos deslocamentos, retendo apenas
os termos lineares

2 2
D), ), ), e
X X/ (%) X (%) XOY/ (x y%)

2 2
W _ (a_U) +5x(a_U) +5y(a_[2]) . (8.127)
NI gy N ey TN ey

Os termos constantes em ambas as expansoes sao identicamente nulos, em vista das condi¢des
(8.81). As demais derivadas, quando calculadas nos pontos Lagrangianos, sdo constantes, de-
notadas por

2

a= (88_12]) , (8.128)
X ()
2

d= (aa—lzj) : (8.129)
Y7 (%)
2 2

b= (s—g) = (aa_gl)]) , (8.130)
XOY / (x y%) YOX/ (x* y%)

e as equacoes de segunda ordem (8.74)-(8.75) tornam-se

ox — 28y = adx + bdy, (8.131)
Oy + 28x = bdx + ddy, (8.132)

que podem ser transformadas num sistema de quatro equagdes de primeira ordem

ox = vy, (8.133)
Sy = dvy, (8.134)
Sv, = adx + by + 23y, (8.135)
Ovy = bdx + d8y — 26x (8.136)

Podemos, finalmente, expressar este sistema numa forma matricial:

v=J-v, (8.137)
onde definimos
ox 00 1 O
| oy {0 0 0 1
Vo | 7 la b 0 2 (8.138)
oy b d -2 0

Como vimos na se¢do 2.4, a estabilidade linear dos pontos de equilibrio € determinada pelos
autovalores & da matriz Jacobiana J, e que sdo dados pelas raizes da equagdo secular

S O =

det(J — EI) = =0. (8.139)

St © O

0
1
2
0

QLSO O
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Abrindo o determinante de quarta ordem acima resulta uma equacdo biquadratica

EY 4 (4—a—d)& + (ad — b*) =0, (8.140)
que terd, de modo geral, quatro raizes reais ou complexas, dadas por
1 1 ) L7122
gm:i{—5(4—a—d)—§[(4—a—d) —4(ad—b )} } , (8.141)
1 1 > 5712 V2
&3,4=i{—§(4_a—d)+§[(4—a—d) —4(ad — b )} } : (8.142)

Assim como no estudo da estabilidade em sistemas com dois graus de liberdade, aqui
também teremos duas situacdes possiveis:

1. os autovalores sdo imagindrios puros (e complexos conjugados entre si): o ponto de
equilibrio serd um centro, e portanto linearmente estavel no sentido de Lyapunov, de
tal modo que as trajetorias proximas executam pequenas oscilacdes em torno do ponto
Lagrangiano;

2. os autovalores sdo reais: em havendo uma ou mais raizes positivas, o ponto de equilibrio
serd um ponto de sela, e portanto linearmente instavel: as trajetérias afastam-se do ponto
Lagrangiano a uma taxa exponencial igual ao autovalor correspondente.

8.6.2 Elementos da matriz Jacobiana

Para uso na andlise de estabilidade, precisamos calcular explicitamente os elementos da matriz
Jacobiana. Usando (8.73) e (8.53) a energia potencial efetiva € dada por

1 -
U =52+ + S £ , (8.143)
Vw432 b= 17452

cujas derivadas parciais sao

U (u—1)(x+p) px+u—1)
== o Gt (8.144)
[(x+ )"+ [(x+ )" + 7]
U p—1 3=+’ p N
2 3/2 5/2 3/2
N (O R R (e R (T R
. 2
3ulxtnu 1)5/2 T, (8.145)
[(c+10)” + 7
oU (u—1)y My
5= - . (8.146)
[(x+p)” +y?] [(x4p)” +y?]
U p—1 31yt u N
2 3/2 5/2 3/2
I O R () RN L U e ol
3 2
d 5+, (8.147)
(e u—1)"+)7]
2 _
o°U _ Bulx+pu-1)y Mz (8.148)

Yt u—12 327 (12492
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Agora devemos calcular estas derivadas parciais nos pontos de equilibrio (x*,y*). Segundo
(8.128) -(8.130), temos

a=1-a+d, (8.149)
b=¢cy", (8.150)
d=1-a+by?, (8.151)
onde
I ey
a= + 5, (8.152)
(’?)0 (’g)o
A B Sy
b=3 e + @O] : (8.153)
L ) | e a1
=3 BRGH ), ] , (8.154)
0w ) | p+u—1)
d=3 & ), . (8.155)
e, portanto,
3/2
(7)o = | (& +1)+y7?] ”, (8.156)
3/2
()o = | +u—1)+y?] ", (8.157)

8.6.3 Estabilidade dos pontos colineares

Para os pontos Lagrangianos colineares temos que y* = 0, de sorte que as expressdes anteriores
se simplificam um pouco:

(r1)o =x"+u, (8.158)

(r)y=x"+u—1, (8.159)

Go_1TH L K (8.160)
()’ (e u—1)

d =3a, (8.161)

a=1+2d, b=0, (8.162)

d=1-a. (8.163)

Os autovalores correspondentes &;, i = 1,...4, sdo as raizes da equagdo secular (8.140) que,
em vista das relacdes precedentes, é

Er+(2-a)Er+ (1+2a)(1—a) =0. (8.164)
Escrevendo s = &2 essa equacdo biquadratica torna-se do segundo grau,

s+ (2—a)s+ (14+2a)(1—a) =0, (8.165)
tendo 51 € 5o como as suas raizes. Pelas relacdes de Girard, sabemos que

s152 = (£1€2)(&384) = (1 +2a)(1 —a). (8.166)
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Os pontos de equilibrio serdo estdveis (centros) se forem imagindrios puros. Como eles sao
complexos conjugados entre si, entdo & = —&; e & = —&3, donde & < 0 e &3 < 0, tal que
(8.166) nos leva a seguinte condic@o de estabilidade

E2E3 = (1+2a)(1—a) > 0. (8.167)

Como a > 0, isto implica em que d < 1 para estabilidade dos pontos colineares (uma condi¢@o
necessdria, porém nao suficiente).
No ponto de equilibrio temos, de (8.163), que

(%—U> o Ume  # e (8.168)
=) ()T (1)

o que nos permite escrever (8.160) na forma

R T . (S S N B (8.169)
X (" +p)” (F+u—1)

devido a condic¢do de estabilidade @ < 1. Um pouco de dlgebra nos leva a inequagao

* C1)2 (4 2 _ *
(X +pu—1)"—(x"+u) _ 2(x" +u)+1 -0, (8.170)

x* x*

e nos defrontamos com duas situagdes possiveis:

1. sex* >0 (o que vale para os pontos colineares L; e Ly) entdo —2(x* +u) + 1 > 0, ou seja,
x* < 1/2 —pu, o que nunca € o caso tanto para L; como Ly;

2. se x* < 0 (caso de L3) entdo —2(x* 4+ u) + 1 <0, logo x* > 1/2 —u. Mas u < 1/2 por
defini¢do, entdo essa condi¢do implicaria em x* > 0, ou seja, numa contradicao.

Concluimos, assim, que todos os trés pontos colineares nunca poderdo satisfazer simulta-
neamente a condic¢do de estabilidade d@ < 1, todos os trés serdo necessariamente instaveis (na
aproximacao linear). De fato, eles sdo pontos de sela: instaveis ao longo de um sub-espago in-
variante, e estaveis ao longo de outro. Os sub-espacos invariantes estavel e instavel sdo gerados
pelos autovetores correspondentes aos autovalores negativos e positivos, respectivamente.

Sendo os pontos de equilibrio instdveis, uma pequena perturbacdo ao longo de qualquer
direcdo (exceto o caso em que estamos no sub-espaco estavel) ird produzir uma trajetéria que
afasta-se a uma taxa exponencialmente rdpida do ponto Lagrangiano. Como estudamos no
Capitulo 2, no caso bidimensional, onde um ponto de sela tem uma dire¢des invariantes estavel
e instavel, as trajetorias no plano de fase sdo hiperbdlicas, tendo estas direcdes como assintotas.

Supondo que &, seja o maior autovalor positivo associado ao ponto Lagrangiano, o afasta-
mento de uma trajetéria préxima a ele na direcéo do autovetor correspondente serd ~ exp(&t).
Portanto, o tempo caracteristico para que haja um afastamento aprecidvel da particula-teste € da

ordem de

1
T~ —. (8.171)

m

Para avaliarmos o grau de instabilidade de um ponto de sela devemos comparar o tempo de
afastamento 7' com os periodos caracteristicos do movimento.
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8.6.4 Estabilidade dos pontos triangulares

Os pontos Lagrangianos triangulares Ly e Ls estdo localizados em x* = 1/2 —ue y* = ++/3/2,
e formam os vértices de triangulos equildteros de lado unitdrio com as massas primadria e se-
cunddria. Logo (r1)y = (r2), = 1. Para ambos os pontos, as constantes (8.152)-(8.155) assu-
mem os seguintes valores

i=1, b=3, 5:%(1—2@, J:%, (8.172)
e os elementos de matriz (8.149)-(8.150) sao
a=3/4, bzi?(l—&u), d:; (8.173)
A equacdo secular (8.140), neste caso, serad
6484 2 (1) =0, (8.174)
ou, ainda, uma vez que s = &2, a equacio do segundo grau,
s2+s+%7y(1—y):o, (8.175)

cujas raizes sao

—1+VA

> (8.176)

S12 =

onde o discriminante é

A=1-27u(1—p). (8.177)

Novamente, alguns casos possiveis apresentam-se:

1.

se A > 0 as raizes s » sdo reais. Os pontos de equilibrio serdo estaveis se os autovalores
forem negativos, havendo portanto duas possibilidades

(a) 51 <0:de(8.176) implicaem A < 1 que, de (8.177),
24+u(l—p) >0 (8.178)

que é sempre satisfeita para u < 1/2.

(b) s2 <0: paraisso —1 —A < 0, que sempre € satisfeita.

se A < 0 as raizes serdo nimeros complexos conjugados
Sjp=——F—
1,2 5 + 5
Cada um deles, como s, corresponde por sua vez aos autovalores
§172 = +a; £ib;
A relagio £7 = s; implica em
1/2
2 2 A Al
ay —by+2ia1by = —= —
1 1 191 ) )

que ndo pode ser satisfeita se a; = 0, donde necessariamente a; # 0. Mas se a; > 0 o
autovalor &; terd uma parte real positiva, o que indica instabilidade. Analogamente, se
a; <0, serd &, a ter uma parte real positiva: ambas as escolhas levam a instabilidade.
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Resumindo esta anélise, a condi¢do necessdria e suficiente para que os pontos triangulares
Ly e Ls sejam estdveis € A > 0 que, em vista de (8.177), leva a inequacdo quadratica

1
2 _ — >0 8.179
ot 2 20, ( )
cuja solug@o é (lembrando que u < 1/2)
1 23
<p==\|1—1/== | =0,03852. 8.180
HS o =3 < 27) : ( )

Este notdvel resultado mostra que os pontos L4 e Ls sao estaveis, na aproximacao linear,
se a massa primdria contiver mais do que ~ 96% da massa total do sistema. Em principio, a
estabilidade linear ndo implica necessariamente a estabilidade ndo-linear, ou seja, em relagdao
a perturbacOes arbitrariamente grandes dos pontos de equilibrio. No entanto, a estabilidade
ndo-linear de L4 e Ls, no intervalo (8.180) também foi demonstrada recentemente.

Dentro do intervalo de estabilidade 0 < u < yg, e usando (8.176) e (8.177) os autovalores
sdo

- 1172
Elomd/i= | 1_227“(1_“) /, (8.181)
T ui—-p]"’
Ga=tVn== 5 . (8.182)
Se u € pequeno, podemos usar o teorema b_inomial para escrever _
EET R I R

e obter, pois, expressoes aproximadas para os autovalores,

27
gl,zzi,/—u?y, (8.183)

27
§374%j:\/—1,u. (8.184)

No caso de um espaco de fase bidimensional, vimos no Capitulo 2 que, sendo centros os
pontos de equilibrio, as trajetdrias nas suas vizinhangas s@o curvas fechadas em torno do ponto
de equilibrio. No péndulo, por exemplo, as trajetérias sdo elipses pois o espago de fase tem
apenas duas dimensdes. Os deslocamentos do ponto de equilibrio sao dados por termos do tipo
cos(&t) e sin(&t), onde o tempo caracteristico € T = 2m/|E|, que corresponde ao periodo das
orbitas fechadas.

Como, no problema restrito de trés corpos, a dimensdo do espaco de fase é quatro, as tra-
jetdrias nas vizinhancas dos pontos triangulares sdo mais complicadas, tendo dois periodos
caracteristicos

To=—— (8.185)

T
Quando p < 1 as expressoes (8.183) e (??) sugerem que os periodos caracteristicos sdo distin-
tos: enquanto |&; 2| ~ 1 temos um periodo curto 7} » ~ 27, correspondente a um movimento
epiciclico. Ja |&3 4| < 1 implica em oscilagdes de longo periodo T3 4 > 2, que correspondem
as oOrbitas fechadas (libracdes) em torno do ponto triangular [Fig. 8.6(a)]. No referencial gi-
rante, as trajetorias da particula-teste nas vizinhancas dos pontos triangulares sdo combinacdes
destes dois movimentos, ou seja, sdo epiciclos cujos centros executam 6rbitas do tipo libragcdo
[Fig. 8.6(b)].

27 21
1,2
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Figura 8.6: (a) Movimentos associados a cada periédo caracteristico, (b) Movimento resultante
da particula-teste nas vizinhancas de um ponto Lagrangiano triangular.
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Figura 8.7: Orbitas do tipo girino em torno do ponto Lagrangiano Ly, situado em x* = 0,5 — u»
e y* =/3/2, com u, = 0,001 e as seguintes condicdes iniciais: (a) xo = x* +0,0065, yo =
y* 40,0065, xo = yo = 0; (b) xo = x* + 0,008, yo = y* + 0,008, x9 = yg = 0.

8.6.5 Orbitas girino e ferradura

A descricdo que fizemos decorre da andlise linear de estabilidade e, portanto, corresponde ape-
nas aos movimentos nas vizinhangas dos pontos triangulares. Para condi¢des iniciais suficiente-
mente longe dos mesmos, como o sistema € ndo-integravel, precisamos integrar numericamente
as equacdes de movimento (8.74)-(8.75). Para isso, é conveniente escrevé-las na forma de um
sistema de primeira ordem

=, (8.186)
V=, (8.187)
oU

b= 204 35, (8.188)

U
Py = — 2yt o2 (8.189)

y X ay

onde | |

Ulxy) =5 (@ +5%) + N H . (8.190)

Vet 42 o= (1 —pP+y?)

As Figs. 8.7(a) e (b) mostram exemplos de trajetdrias obtidas numericamente em torno do
ponto Lagrangiano Ly, situado em x* = 0,5 —up e y* = V3 /2, com pp = 0,001, para condi¢des
iniciais diferentes. Estas trajetdrias sdo essencialmente as mesmas que descrevemos anterior-
mente, para as vizinhangas do ponto triangular L4, ou seja, sdo epiciclos superpostos a uma
orbita fechada. Este formato de 6rbita € conhecida como girino, e pode envolver tanto L4 como
Ls. Para outras condig¢des iniciais, no entanto, a Orbita envolve ambos os pontos triangulares, e
¢ conhecida como orbita ferradura, pelo seu formato. As Figs. 8.8(a) e (b) ilustram 6rbitas do
tipo ferradura em torno do ponto Lagrangiano L4, com up; = 0,000953875 e condi¢des iniciais
diferentes.

Como a integral de Jacobi C € uma constante de movimento no referencial girante que es-
tamos usando, para cada condigdo inicial (xo,Yo; V0, vyo) temos uma unica trajetdria, associada
a um dado valor de C. As trajetdrias estdo limitadas pela curva de velocidade zero, ou seja, s
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Figura 8.8: Orbitas do tipo ferradura em torno do ponto Lagrangiano L4, com tp = 0,000953875
e as seguintes condicdes iniciais: (a) xg = —0.97668, yo = 0, X9, yo = —0,06118; (b) xo =
—1,02745, yo = x9 = 0, yo = 0,04032.

podem existir nas regidoes permitidas. Assim, aumentando o valor de C, podemos passar de uma
orbita do tipo girino para outra do tipo ferradura e vice-versa.

8.6.6 Aplicacoes astrondomicas

Os pontos colineares L1, L e L3 foram descobertos por Euler em 1750; enquanto que os pontos
triangulares L4 e L5 o foram por Lagrange, em 1772. Para sistemas com y < 0,038 os pontos
L4 e Ls sdo estdveis, de modo que espera-se que existam asterdides nas suas vizinhangas. Ha
vdrias situacoes desse tipo no Sistema Solar, principalmente no cinturdo principal de asteréides
que existe entre as 6rbitas de Marte e Jupiter, que conta com ~ 10° asteréides, dos quais os mais
conhecidos sdo Ceres, Pallas e Juno.

Por exemplo, considerando o sistema Sol-Jupiter-asterdide, onde as massas sdo, respectiva-
mente, da ordem de

M;~20x10°%kg,  My~2,0x10"" kg, m~3,0x10* kg, (8.191)

resulta que

yzﬁwo,om <1, A%NIO_6 « 1, (8.192)
A 6rbita eliptica Sol-Jdpiter tem semi-eixo maior a = 778,34 x 10° m e excentricidade e =
0,0487, com periodo orbital de 11.862 anos.

Os pontos Lagrangianos triangulares L4 e Ls do sistema Sol-Jupiter sdo populados por as-
terdides chamados Troianos [Fig. 8.11]. O primeiro asterdide troiano (Aquiles 588) foi desco-
berto em 1906. Outros troianos sdao Agamenon e Heitor. Até hoje ja foram catalogados mais de
seis mil troianos. Todos os asterdides troianos movem-se em Orbitas do tipo girino.

Outros sistemas Sol-planetas também possuem troianos nas proximidades dos seus pon-
tos triangulares, como Marte, Vénus, Urano e Netuno. Até mesmo sistemas Planeta-satélite-
asteroide podem possuir troianos, chamados nestes casos de satélites coorbitais ou luas troianas.
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Figura 8.9: Cinturdo de asterdides e grupos de gregos e troianos nas proximidades dos pontos
Lagrangianos triangulares.

Exemplos interessantes sdo os sistema Saturno- Tétis e Saturno-Dione, cujas luas troianas sao
chamada Telesto e Calipsi, e Helena e Polideuce, respectivamente. Curiosamente, ndo foram
observadas até agora luas troianas em Jupiter.

Considerando, agora, o sistema Sol-Terra-asterdide, onde as massas sdo, respectivamente,
da ordem de

M ~2,0x10°kg,  Mr~1,0x10% kg, (8.193)

temos u ~ 1075, A 6rbita da Terra tem uma distAncia média ao Sol a = 1U.A. = 1,49 x 10! m
e uma excentricidade e = 0.017. Podemos encontrar as posi¢des dos pontos colineares L € L,
usando a aproximacao de Hill, valida quando ¢ < 1. Chamando d; e d> as distancias de L; e
L, respectivamente, da Terra, e usando (8.121)-(8.122) temos

dy=dr =Yy = (%’)l/3, (8.194)

que, multiplicada pelo fator a, resulta em 1,49 x 10°km. Este valor de 1,5 milhdes de quildmetros
¢ aproximadamente igual a quatro vezes a distancia Terra-Lua.

Na secdo anterior vimos que os trés pontos Lagrangianos colineares L1, L e L3 sdo instaveis.
Isso significa que uma particula-teste nas vizinhancas destes pontos ird se afastar dos mesmos a
uma taxa exponencial igual ao médulo do maior autovalor. O inverso desta taxa serd, portanto,
um tempo caracteristico no qual a particula se afasta apreciavelmente do ponto Lagrangiano,
dado por (8.171). No caso de L1, por exemplo, este tempo caracteristico € da ordem de 23 dias.

Se um satélite artificial for colocado nas proximidades de L, a cada 23 dias aproximada-
mente ele exigird correcdes de trajetdria para ser posicionado novamente proximo a Li, o que
pode ser feito acionando retrofoguetes de maneira apropriada. Como L estd entre o Sol e a
Terra, permitindo uma observagao aprimorada do Sol: 14 estd posicionada a a sonda espacial
nao-tripulada SOHO (Solar and Heliospheric Observatory, langada em dezembro de 1995),
cujo proposito € estudar as propriedades do Sol e de sua Heliosfera, como o vento solar.
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Figura 8.10: Definicdo das varidveis para o problema restrito de trés corpos.

Como a posi¢do de L; oferece um acesso relativamente fécil a 6rbitas Terrestres e Lunares
com pequenas variacoes de velocidade, imagina-se que L; seja uma posi¢ao vantajosa para uma
futura estacdo espacial tripulada que possa auxiliar a transportar pessoas e cargas da Terra a Lua
e vice-versa.

O ponto L, tem o mesmo tempo caracteristico de 23 dias, e € considerado ideal para a
observacao astrondomica de maneira geral, pois estd suficientemente proximo a Terra para per-
mitir uma comunicacao rdpida, e também porque deixa para tras o Sol, a Terra e a Lua, per-
mitindo uma visdo mais nitida do espago. Por estes motivos, foi posicionado em L, a sonda
WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe), cuja missao foi estudar aspectos da radiagao
cosmica de fundo. Serd também a posi¢ao do Telescopio Espacial James Webb, lancado pela
NASA no Natal de 2021. Em ambos os casos serdo, também, necessarias corre¢oes periddicas
de drbita e atitude para as sondas, devido a instabilidade do ponto Lagrangiano colinear L.

Ja o ponto L3, estando “escondido” por detrds do Sol, tem aticado a imaginagdo de alguns
escritores de fic¢do cientifica, que lancaram a ideia de um suposto Planeta X nesta posicao. No
entanto, o tempo caracteristico de L3 é da ordem de 150 anos, o que inviabilizaria a permanéncia
de um planeta nesta posi¢cao numa escala de tempo astronomicamente relevante.

Em 1956 foram observadas grandes concentra¢des de poeira césmica nos pontos triangula-
res L4 e L5 do sistema Sol-Terra. Mais recentemente, foi descoberto em 2010 o troiano TK7, um
pequeno asterdide de apenas 300 metros de didmetro, e que orbita nas vizinhangas de Ls. Em
2020 foi descoberto o segundo troiano deste sistema (XL5), também nas proximidades de L4.
A sua relativa proximidade com a 6rbita de Vénus, no entanto, causa perturbagdes na sua orbita
do tipo girino, e estima-se que XL5 permanecerd apenas cerca de 10 mil anos como troiano.

8.7 Sistema quase-integravel

No espirito da aproximacdo que nos levou as equagdes de Hill, podemos considerar o mo-
vimento da particula-teste em torno da massa primdria M| como uma O6rbita Kepleriana que,
como sabemos, € um sistema Hamiltoniano integravel. Desde que a particula-teste esteja sufi-
cientemente longe da massa secundaria M» podemos considerar a influéncia gravitacional entre
elas como uma perturbac¢do de fraca intensidade. Assim, o movimento da particula-teste podera
ser encarado como um sistema quase-integravel.

Partindo da Kamiltoniana (8.55), e usando (8.53) temos

. 1 1—
K:_pz_p(ﬂxr)_m_‘lﬂ

2m r )

(8.195)
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E conveniente introduzir os vetores 'y e 1’5, definidos como as posi¢des das massas priméria e
secunddria em relacdo ao centro de massa, respectivamente, tais que [Fig. 8.10]

r=ri+r=rr+r, (8.196)
com os quais (8.195) € reescrita como

1 5 (I—@m  pm
H= 5ot —p- (@) - LA M

8.197
2m 197

Como |r'| = u, se u < 1 podemos aproximar r’; = r, de modo que a Hamiltoniana corres-
pondente ao movimento integravel em torno da massa primaria sera
(I—w)m

1
Hy(p,r) = %pz—p-(ﬂxr)—f, (8.198)

onde r = |r|, enquanto a perturbacio da massa secunddria é representada pela Hamiltoniana

um

eH] = ———
r—1's|

(8.199)

A Hamiltoniana Hj € essencialmente a mesma do problema de Kepler correspondente mais
um termo que provém da forca centrifuga, aqui existente gracas ao uso de um referencial girante
(ndo-inercial). Como a forca centrifuga tem a dire¢ao radial, continuamos a ter um problema de
forga central, para o qual a 6rbita é limitada a um plano. E conveniente usarmos coordenadas
polares (r,0) no plano, onde 6 é o angulo entre o vetor posicao r da particula-teste e a reta que
liga as massas primdria e secunddria [Fig. 8.10].

Desta forma, podemos empregar as expressdes vistas no Capitulo 2 para o problema de
Kepler: os momenta canonicamente conjugados serao dados por (2.71)-(2.72),

pr=mi,  po=mr’é, (8.200)
tal que o médulo quadrado do momentum é
2
p
PP=prt s (8.201)
Podemos aqui, também, identificar pg como o momentum angular, dado por
1
Po = |r X p| =xpy—ypx = gp- (<), (8.202)

de maneira que a Hamiltoniana ndo-perturbada no referencial girante assume a forma

2
Ho(pr, o7, 0) = 5 (p% + p—§> R (8.203)
m r r
que € ciclica em 0, donde pg é uma constante do movimento. Como Hy ndo depende explicita-
mente do tempo, ela € igual a energia E, a qual € também uma constante de movimento. Assim
Hj representa, de fato, um sistema integravel.
Para aplicar as ideias da teoria de perturbacdes precisamos expressar a Hamiltoniana nao-
perturbada Hy em termos de varidveis de acdo, como fizemos no Capitulo 4 para o problema de
Kepler [vide (4.152)-(4.153)]

1 21
Jo= — do = 8.204
) 275/0 Do Oy, ( )

1 1 ow
Jr = E?{prdr = E?{drg, (8205)
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onde 0 representa a constante de movimento angular. Isolando o momentum radial na Hamil-
toniana (8.203) temos

24 1/2
m(1 —p) _%} , (8.206)

pr:i{Zm [E+Q(xe+ 5
.

Substituindo esta expressao em (8.205) e definindo as quantidades

A =2m(E + Qay), (8.207)
B=m*(1—py), (8.208)
C =03, (8.209)

resulta que

1 / 2B C
Jr:i—%dr A—l————2. (8.210)
27 r r

Usando o teorema dos residuos teremos [vide [40], pp. xxx]

) B
J,—l(\/—C—I— ﬁ) , (8.211)

que, em vista de (8.207)-(8.209), resulta em

J=—0g+ mz(l—‘u) .
v/ —2m(E + Qo)
A Hamiltoniana ndo-perturbada (8.203), expressa em fun¢do das varidveis de agdo, é
m3(1—p)°
2 (J r+J 6)2
e as frequéncias associadas a ela sdo, conforme (4.160) e (4.161),

OHy  m*(1—p)?

(8.212)

HO(JH‘]e) - - _QJ97 (8213)

o, = _ = oy, (8.214)
VAT At
oH, 3(1—u)?

L P (S 5219
dJp (J,+Jo)

tal que w7y € a frequéncia do movimento da particula-teste, orbitando em torno da massa
primdria, em relacdo ao referencial inercial (ndo-girante). De fato, neste referencial as duas
frequéncias serdo iguais a W7 (degenerescéncia), o que é uma caracteristica especifica do pro-
blema de Kepler, e que leva a trajetdria a ser uma elipse. As duas varidveis de angulo corres-
pondentes sdo 6, e 0y, cujas taxas de variagao sao justamente as frequéncias respectivas.

No espaco de fase quadridimensional, o problema configurado por Hp limita 0 movimento
da particula-teste a “superficie de energia” tridimensional descrita por Hy(J,,Jp) = E. As
equagoes de Hamilton correspondentes sao

dJ, 0H,
ar —0 8.216
dt 00, ’ ( )
de, OJH,
— — 217
dt aJr 0‘)7'7 (8 )
dJy 0H,
P _ V) 8.218
dt 899 ’ ( )
d9 _ OHo _ e, (8.219)

dr g
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cujas solucdes sao

Jr(t) = J-(0) = const ., (8.220)
0,(t) =6,(0) + o, (8.221)
Jo(t) = Jo(0) = const., (8.222)
06 () = 86 (0) + wet, (8.223)

de modo que a trajetoria da particula-teste - na superficie de energia do espaco de fase - esta
confinada a toros bidimensionais, parametrizados pelas varidveis 0, e 0g.
Cada toro € identificado pelo seu nimero de rotacdo, que € a razdo entre as frequéncias das

varidveis angulares:
Wy

o(J,) = —. (8.224)

0,
Se o nimero de rotacdo for igual a razdo entre dois inteiros, primos entre si, o0 = m; /mj, entdo
o toro correspondente € racional, e as trajetorias fecham-se sobre si mesmas apds um certo
nimero de voltas nas duas direcdes do toro. Caso contrério, teremos um toro irracional, e as

trajetdrias nunca fecham-se sobre si proprias, preenchendo densamente o toro.

8.7.1 Aplicacoes astronomicas

De modo geral, o problema restrito de trés corpos no plano é ndo-integravel, pois s6 had uma
constante de movimento (a integral de Jacobi). No entanto, o problema perturbado H = Hy +
€H| pode ser considerado quase-integrdvel se u < 1, e |r —r’;| ndo for pequeno demais, o que
ocorrerd se a particula-teste estiver nas proximidades da massa secunddria. Para aplicar a Teoria
Candnica de Perturbagdes, vista no Capitulo 5, seria necessario expressar a perturbacao Hj nas
variaveis de acdo J, e Jg, 0 que ndo seré feito neste trabalho.

Por outro lado, algumas interessantes conclusdes qualitativas decorrem da andlise feita no
Capitulo 6 envolvendo sistemas quase-integraveis. Por exemplo, o teorema KAM indica que,
se a perturbacdo €H; for de pequena intensidade, o movimento da particula-teste continuard
a existir sobre toros invariantes cujo numero de rotagdo o seja suficientemente irracional, o
que corresponde a maioria dos casos. Por outro lado, os toros racionais serdo todos destruidos
pela perturbacdo, o que impede movimentos proximos a eles. Em termos de (8.224), os toros
racionais correspondem a ressonancias entre as frequéncias da massa primadria e da particula-
teste. Usando (8.214) e (8.215) o niimero de rota¢ao destes toros serd

Q my

a(/,) =1~ or —m’ (8.225)

de maneira que nao haverd movimento da particula-teste nas vizinhancas dos toros para os quais

(8.226)

Q m
07 ;
onde m = my —m; € n = my SA0 inteiros positivos.

No Sistema Solar existem dois exemplos bem conhecidos de distribui¢cdes quase-continuas
de particulas-teste em problemas restritos de tr€s corpos, nos quais a distin¢@o entre toros racio-
nais e irracionais pode ser verificada empiricamente. Sao elas os hiatos de Kirkwood e os anéis
de Saturno.

Vamos considerar novamente o sistema Sol-Jupiter, e tomar como particula-teste um as-
ter6ide pertencente ao cinturdo existente entre as orbitas de Marte e Jupiter, a uma distancia
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Figura 8.11: Cinturdo de asterdides e asteréides Troianos.

da ordem de 2,8 unidades astrondmicas (UA) do Sol . O cinturdo consiste de milhdes de ob-
jetos, desde asterdides com centenas de quildometros de diametro até particulas de poeira. Os
asterdides giram em torno do Sol e suas trajetdrias sdo perturbadas pela orbita de Jupiter [Fig.
8.11, adaptada de https://pt.m.wikipedia.org/wikiFicheiro:Asteroid_Belt.svg]. A
influéncia da orbita de Marte € desprezivel, visto que Jupiter tem massa 2960 vezes maior que
a de Marte.

As frequéncias das 6rbitas dos asterdides sao dadas por (8.214)

301 . 0)\2
=L (8.227)
(Jr +JO)

e diferem entre si, basicamente devido as suas massa m e semi-eixos maiores diferentes, o que
altera os valores das energias e momenta angulares e, por conseguinte, os valores das varidveis
de acdo J, e Jg. Daniel Kirkwood descobriu, em 1866, que hd muito poucos asteréides com
semi-eixos maiores proximos a 2,50 unidades astrondmicas e periodos orbitais de 3,95 anos
[71]. Tais asterdides executam trés Orbitas para cada 6rbita completa de Japiter. Assim a razao

entre suas frequéncias é
Q Tr

3t 3
- r_e_- (8.228)
o7 TQ TQ 1
o que configura uma ressonancia orbital 3 : 1. Outros hiatos (gaps de Kirkwood) aparecem em
diferentes ressonancias orbitais entre os asterdides e Jupiter.
Na Fig. 8.12 mostramos um histograma mostrando o nimero de asteréides em funcdo do

semi-eixo maior de suas Orbitas (adaptadade: https://en.wikipedia.org/wiki/Kirkwood_



300 CAPITULO 8. O PROBLEMA DE TRES CORPOS

3:1 52

=
&)

2:1 11
300

LA L
PRI B RS

250

200

150

100

numero de asteroides

50

TR AT

v
I
|
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
1
I
'l

I . |

Y
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
i

TT T T[T T TP [T TP rr T rrrTr]

v
1
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
|
|

t | L LA | T T EE

T T o
20 21 272 23 2425 26 27 2.8 28 3.0 31 32 33 34 35

semieixo maior (unidades astronomicas)

Figura 8.12: Histograma mostrando o nimero de asterdides do cinturdo existente entre Marte e
Japiter em funcao do semi-eixo maior de suas Orbitas. As depressdes observadas no histograma
correspondem aos hiatos de Kirkwood.

gap#/media/File:Kirkwood_Gaps.svg). Observe que, de fato, ha um hiato para o valor do
semi-eixo maior de 2,50 UA que corresponde a uma ressonancia 3 : 1. Outros hiatos corres-
pondem a ressonancias 5 : 2 (em 2,82 UA), 7:3 (em 2,95 UA)e 2 : 1 (em 3,27 UA).

Uma excecdo importante a esta regra € a ressonancia orbital 1 : 1, situada a uma distancia
de 3,4 UA, onde ha um pequeno pico no histograma da Fig. 8.12. Este pico corresponde
aos asterdides troianos que aglomeram-se em redor dos pontos Lagrangianos triangulares do
sistema Sol-Jupiter. Estas orbitas do tipo girinos representam solugdes isoladas do problema
restrito de 3 corpos, ndo tendo relagdo com toros racionais do mesmo. No referencial inercial
o tridngulo equildtero formado pelas trés particulas gira com velocidade angular Q em torno da
origem. Como esta frequéncia é aproximadamente igual a frequéncia orbital de Jupiter, entdo
Q ~ or e forma-se um pequeno pico no histograma da Fig. (8.12) devido a existéncia dos
troianos.

A interpretacdo dos hiatos de Kirkwood em termos unicamente do teorema KAM tem rece-
bido criticas na atualidade. Jack Wisdom argumenta que, para que o teorema KAM possa ser
aplicado de forma quantitativa, a intensidade da perturbacao teria de ser absurdamente pequena
(da ordem de ~ 107%3) [72]. Uma explicacdo mais realistica para os hiatos de Kirkwood nas
vizinhancas dos toros racionais estaria, de fato, no movimento caético da particula-teste nas
regides entre ressonancias [73]. Com efeito, no Capitulo anterior, vimos que a superposi¢ao
de ressonancias na Hamiltoniana do rotor periodicamente for¢cado leva a um aumento na regidao
cadtica do plano de fase. Estendendo esta interpretacdo de Wisdom para o problema restrito de
trés corpos, a existéncia de Orbitas cadticas levaria a um escape de particulas-teste situadas nas
proximidades de toros racionais, onde ha sobreposi¢io de ressonancias primarias e secundarias
proximas. Um tratamento mais aprofundado do problema pode ser encontrados nas referéncia
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Figura 8.13: Imagem infra-vermelha dos anéis de Saturno, obtida em 2013 pela sonda Cassini.
Créditos: NASA/JPL-Caltech/Space Science Institute.

[?]

Os anéis de Saturno foram descobertos por Galileo em 1610, mas a sua natureza foi objeto de
controvérsias durante mais de dois séculos [?]. James Clerk Maxwell, em 1859, demonstrou que
um anel rigido ou mesmo liquido seria instavel, de maneira que os anéis de Saturno deveriam
conter particulas essencialmente independentes, movendo-se em Orbitas circulares em torno
de Saturno, e sem colidirem entre si. Assim, podemos tratar o sistema formado pelo planeta
Saturno e um dos seus satélites interiores, como Mimas e Encelado (também chamados de
“luas pastoras’), como um problema restrito de trés corpos, onde a particula-teste seria um grao
pertencente ao anel de Saturno. Haverd, portanto, toros racionais nas posicdes correspondentes
a ressonancias entre as frequéncias orbitais de Saturno e seu satélite (Mimas ou Encelado), com
nimero de rotagdo Q/mr igual a um nimero racional.

Os anéis de Saturno exibem hiatos, que vem sendo detalhadamente estudados pelos astronomos
desde o trabalho de Cassini, em 1679. A grosso modo, existem trés grandes divisdes: o anel
de Crepe e os anéis A e B, estes ultimos separados pela chamada divisdo de Cassini. Cada um
destes anéis tem uma extensdo medida em unidades iguais a milhares de quilémetros, a partir
do centro de Saturno. Por exemplo, o anel de Crepe inicia a 74,6 unidades e termina a 88,9
unidades. O anel B, que o sucede, comeca a 90,5 unidades, e termina a 117, 1 unidades. Existe,
assim, um hiato entre o anel de Crepe e o anel B.

No interior deste primeiro hiato, a 89,2 unidades do centro, existe um toro racional devido
a uma ressonancia entre a frequéncia Q de Saturno e @7 de Mimas:

Q 3
—. 8.229
or 1 ( )

Ja nas proximidades da divisdo de Cassini encontramos um toro racional, correspondentes a
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uma ressondncia entre Jupiter e Encelado, com Q/mr = 2/1; e outra entre Jupiter ¢ Mimas,
com Q/mr = 2/1. Maiores detalhes podem ser encontrados na referéncia [59].

8.8 Problemas

1. Obtenha uma expressio para x> +y° + 7> em termos das coordenadas siderais (€,m, ).
2. Exprima a integral de Jacobi C em fungéo das coordenadas siderais (&,n, ).

3. Considere um problema restrito de trés corpos onde as massas primadria e secundéria sao
o Sol e Jupiter, de modo que 1 —u ~ 1 (nas unidades empregadas neste Capitulo). Se a
particula-teste for um cometa de massa m desprezivel, e supondo que o cometa ndo esteja
muito proximo a Jupiter, podemos usar a aproximagao

u 1
- —,
rn A

e considerar o movimento do cometa em torno do Sol como um problema de Kepler (de

dois corpos).

(a) Mostre que a integral de Jacobi é

1

a

C 20(&n —ng),

onde a é o semi-eixo maior da Orbita do cometa.

(b) Mostre que, sendo i 0 angulo de inclinagdo da 6rbita do cometa em relagdo ao plano
orbital de Jupiter, entdao '

m(EN —nE) = {¢ = {; = Lcosi
onde ¢, é a componente do momentum angular do cometa em relagio ao eixo { = z.

(c) Mostre que 0 momentum angular satisfaz a relacao

L=my/a(l —e?),

onde e € a excentricidade da drbita do cometa. Use as formulas do Cap. 1 com GM; ~ 1.

4. Usando unidades onde Q = 1, use os resultados do problema anterior para demonstrar a

relacdo de Tisserand

c 1

— = — ++/a(l —e?) = constante

2 2a ( )
A relacdo de Tisserand pode ser usada para determinar se um cometa observado € real-
mente um objeto novo ou trata-se de um corpo cuja Orbita tenha sido alterada pela sua

passagem proxima a Japiter, por exemplo.

5. Mostre que, se u < 1, as coordenadas dos pontos Lagrangianos L; e L; sdo tais que

§=x—(1—p)ocu'.



