Apéndice A

Integrais e Funcoes Elipticas

A.1 Integrais elipticas
Definindo o médulo eliptico & tal que 0 < k% < 1 e a amplitude de Jacobi [77]
¢ =am(u,k),  (-m/2<0<m/2), (A.1)

a integral eliptica incompleta de primeira espécie € definida como

0 do
= F(0,k :/ L A2
(9,4) 0 vV1—k?sen?0 A.2)

onde a fun¢do inversa correspondente € ¢.
No caso de ¢ = /2 temos a integral eliptica completa de primeira espécie

(k) = Fia/2.h) = [ (a3
=F(n/2,k) = —_—, .
0 1 —k? sen?0
Para k = 0 resulta que
TC/2 T
K(0) = / sec0d0 = . (A4)
0

ao passo que K(1) diverge. Na Figura A.1(a) mostramos o grafico de K(k) no dominio 0 < k < 1.
Analogamente, a integral eliptica incompleta de segunda espécie é definida como

o
_ / d0\/1 — k2 sen 2. (A5)
0

Também no caso de ¢ = 1/2 temos a integral eliptica completa de segunda espécie
/2
E(k) = E(r/2,k) = / d6\/T— k2 sen?6. (A.6)
0

Se k=0é E(0) = 1/2, enquanto E(1) = 1. Na Figura A.1(b) mostramos o gréfico de E(k).
As derivadas das integrais elipticas completas sao dadas pelas férmulas [30]
dK E(k) K(k)
- — A7
dk  k(1—k?) k' (A7)
dE _ E(k) — K(k)
dk koo

(A.8)
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372 APENDICE A. INTEGRAIS E FUNCOES ELIPTICAS

Figura A.1: Integrais elipticas completas de (a) primeira e (b) segunda espécies, em fun¢do do

modulo eliptico k.

Para valores pequenos de k podemos usar as seguintes expansdes em séries
1\? 1.3
1 By & ) 1
{ +<2)k+<2‘4)k+ } (k<1),
1k 1.3\
I- (=) —(=—=) =—- 1).
{ <2) 1 (2.4) 3 ’ (k<1)

Ja para valores proximos a k = 1 podemos usar a seguinte expressao assintética

o=l

K(k) ~

ol a

E(k) =

ol a

K(k) ~In [

A.2 Funcoes elipticas de Jacobi

(A.9)

(A.10)

(A.11)

As fungdes elipticas de Jacobi: sn(u,k), cn(u,k) e dn(u,k), onde k é o médulo eliptico, sdo

definidas em termos da amplitude de Jacobi [78]:

sn (u, k) = send = sen [am (u, k)],
cn (u,k) = cos ¢ = cos[am (u,k)],

dn(u,k) = \/1 — k% sen?p = \/1 — k% sen?[am (u, k)].

Nos casos onde k € igual a zero ou um temos que

sn (u,0) = senu, sn(u,1) =tghu,
cn(u, 1) = sechu,

dn(u,1) = sechu.

cn(u,0) = cosu,
dn(u,0) =1,

(A.12)
(A.13)

(A.14)

(A.15)
(A.16)
(A.17)
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Figura A.2: Funcdes elipticas de Jacobi em fun¢do da amplitude u, no caso k = 0,9.

Para k arbitrario temos as seguintes propriedades (escreveremos, por simplicidade, sn # no
lugar de sn (u, k), etc.)

snu+cn’u = 1, (A.18)
K sn?u+dn?u =1, (A.19)
kK*en?u+ (1 —k%) = dn’u, (A.20)
enu+ (1 —k%)sn?u = dn’u. (A.21)
Alguns valores especiais das fungdes elipticas sao:
sn 0 =cn (K(k)) =0, (A.22)
cn0=dn0=sn(K(k)) =1, (A.23)
dn(K(k)) =V 1—k2, (A.24)
cnu
K)=— A.25
sn(u+K) = . (A25)
en(u+K)=—(1-k2) 24 (A.26)
dnu
dn ( +K)—1_k2 (A.27)
! ~ dnu’ '
sn(u+2K) = —snu, (A.28)
cn (u+2K) = —cnu, (A.29)
dn(u+2K) =dnu, (A.30)

de forma que as fun¢des sn u e cn u tém periodo 4K(k), e que dnu tem periodo 2K(k), o que
também pode ser verificado nos graficos destas funcoes [Fig. A.2].
Uma expressio importante envolvendo o médulo reciproco k! é

ksn (u, k) = sn (ku,k™ ). (A.31)
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As derivadas das funcdes elipticas sao

d

—snu=cnudnu, (A.32)
du

d

—cnu= —snudnu, (A.33)
du
4 nu— —Ksnuenu. (A.34)
du

O seno eliptico sn (u, k) é a solugio, para k> < 1, da equagio diferencial de Jacobi

dy\’ 2 2.2
(%) =a-Pu-e). (A39)

Se escrevermos y = sin¢, onde ¢ = am (u, k) é a amplitude de Jacobi, a equac@o acima torna-se

2
<@> = 1—k*sen’¢, (A.36)
du

cuja solugdo é
¢ = arcsen [sn (u, k)] (A.37)



Apéndice B
Condicao semi-classica de quantizacao

No problema unidimensional do movimento de uma particula de massa m sob um potencial
U(x) os pontos de retorno sdo dadas pela condi¢do U(x) = E. Supomos a existéncia de dois
pontos de retorno x; e x > x1 [Fig. B.1]. Neste Apé€ndice mostraremos os detalhes matematicos
da deducdo da condi¢do semi-cldssica de quantizagao.

B.1 Linearizacao do potencial

Nas vizinhancas dos pontos de retorno o0 momentum € muito pequeno, levando a um compri-
mento de De Broglie grande o suficiente para tornar invdlida a condi¢do de aproximagdao WKB
(4.230):

p*/2m
dU (x)/dx
Para tratar esta regido devemos resolver a equagdo de Schrodinger independente do tempo

Ax) < (B.1)

r? d>y
—%W"'[U(X)—E]W—O, (B.2)

onde expandimos em série de poténcias o potencial nas vizinhancas dos pontos de retorno x; e
x2, até termos quadraticos na diferenga (x —xy 2),

U(x) :U(x172)+(x—x172) U/(xlg)-i-.... (B.3)

Substituindo (B.3) em (B.2) obtemos a seguinte equagao

——7+U'(x172)(x—x172)1u:0, B.4)

Vi(x)

Figura B.1: Potencial unidimensional com dois pontos de retorno.
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Figura B.2: Fun¢des de Airy de primeira e segunda espécies.

onde usamos que U (x 2) = E para os pontos de retorno. Definindo as quantidades adimensio-
nais
o ="5U'(x12), E=@—-x12), z=0k, (B.5)

chegamos a equacao de Airy

d
d—;'z'—zwzo, (B.6)

cuja solugdo geral tem a forma (podemos chamaé-la de solu¢do emenda, por atuar como uma
emenda entre as solugdes WKB a direita e a esquerda do ponto de retorno)

W(Z) = ClAi(Z) + CzBi(Z), B.7)

onde usamos as funcdes de Airy de primeira e segunda espécies [Fig. B.2]
, 1 (= 3
Ai(z) = —/ cos | —+zt | dt, (B.8)
T Jo 3

oo 3 3
Bi(z) = %/0 {exp (—% +zt> +sin (% +zt> }dt. (B.9)

Dividimos a vizinhanga de cada ponto de retorno em trés regides: um entorno proximo onde
vale a solucdo da equacgdo de Schrodinger linearizada e, ladeando este entorno, ha duas solucoes
WKB a esquerda e a direita. Naturalmente serd necessario casar estas trés solugdes, o que serd
mostrado na sequéncia.

B.2 Formulas de conexao

Inicialmente vamos considerar a vizinhanga do ponto de retorno x, no qual U’(x;) > 0. A
regido a esquerda de x; tem U(x) < E, ou seja, é uma regido classicamente permitida, onde a
energia cinética € positiva. Apos o entorno imediato do ponto de retorno, a solugao WKB deve
representar uma combinagao linear de ondas, na forma (4.225),

Yi(x) = é;(x) eXp{%/x:p(x’)dx’}+ f;—(x) eXP{—% /x:p(X’)dX’}, (B.10)
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onde o momentum da particula é

=2m(E —U(x)) = \/—2m(x —x2)U'(x2) = hoc3/2(—§)3/2, (B.11)
e usamos (B.3) e (B.5). As fases na solu¢do WKB, (B.10), sao dadas por
X g
[ pad = no? [ (-8R = ~Zh(-at) " (B.12)
X

de forma que reescrevemos a solugdo a esquerda do ponto de retorno x, como

A 2i A_ 2i
e (_?<_Z>3/2> ) (P <?<_Z)3/2> - B

A regido a direita do ponto de retorno x, tem U (x) > E, ou seja, é uma regido classicamente
proibida, pois a energia cinética € negativa. ApOs o entorno do ponto de retorno, a solugao
WKB deve representar uma combinagao linear de exponenciais reais. Adaptando a na forma
(4.225),

X) = B+ €X 1 ' X/ X/
W) =2 P{h [“p)la }+

ou, em termos da coordenada normalizada,

Vi(z) =

B_ 1
exp{—— |p(x')|dx’}, (B.14)
|p(x)] h Jx

_ B 2323 B_ —23/23
Y, (z) = We We : (B.15)

Uma vez determinadas as solucdes a direita e a esquerda do ponto de retorno x;, devemos
casd-las com as solucdes no entorno imediato. Para o casamento a esquerda, devemos utilizar
as seguintes formas assintoticas das funcgdes de Airy para z < O:

! 12, 32, T
WS‘“[§< 9 +4}
1 1 2i 2
RN, [eXP (ié(—z)3/2+ig> —exp (—ié(—z)w—ig)] ., (B.16)
1 2

. ~ . / T
Bi(z) ~ msm [g(—z)3 2-1-1}

= —\/JTE(—IZ)IM% {exp <i§l( z)3/2+ 4> +exp< él( Z)S/z_,;)] , (B.17)

Substituindo estas expressdes assintdticas na solu¢do emenda (B.7) temos

Wel) = ﬁ% [exp <’§l( )" +i 4> —exp (—%(—z)m—ig)] +
G 1 20, anp 20, 35 W
T2 {exp (lg( 2"/ +’Z> +exp (—t;(—z) / —zzﬂ : (B.18)

Comparando com a solucao WKB (B.13), a esquerda do ponto de retorno x», resulta que

_ | —im/4 in/4

=1/ (A+e YA e ) , (B.19)
_ T in/4 —in/4

Cr= 1/ (A+e YA e ) . (B.20)

Ai(z) =
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Para celebrar o casamento a direita, utilizamos as formas assintéticas das funcdes de Airy
para z > 0:

. 1 2
Ai(z) ~ Wexp <—§z3/2) (B.21)
. 2
Bi(z) ~ le =7 &P ( 3/2> : (B22)
que, apds serem substituidas na solu¢do emenda (B.7), levam-nos a
C Cz 2

Ao compard-la com a solucio WKB (B.15), a direita do ponto de retorno x,, temos

[4T
C| = 7o B (B.24)
— B B.2
G Vhoc +- (B.25)

Cotejando (B.24)-(B.25) com (B.19)-(B.20) podemos eliminar as constantes C; e C; em
favor de

1 . .

A+ = §B+€_m/4 +B_€ln/4, (B26)
1 . .

A= EB+e”‘/4 +B_e ™4, (B.27)

Em segundo lugar, focalizaremos a vizinhanga do ponto de retorno x;, onde U’(x1) < 0. A
regido a direita de x| é uma regido classicamente permitida, enquanto a regido a sua esquerda é
classicamente proibida. A solucio WKB a direita de x| serd similar a (B.10), enquanto a solu¢@o
a esquerda serd parecida com (B.14). As diferencas sdo minimas, a comegar das integrais que
aparecem em ambas, onde ha trocas de sinal, resultando em

X 2h X 2h
[ piay =S g [l =8, ®28)
X1 3 X1 3
a direita e a esquerda de xj, respectivamente, onde & = x — x;. Devido a tais semelhangas as

férmulas de conexdo entre a solugdo emenda e as WKB sao obtidas trocando A4 por A_, e B+
por B_ e vice-versa para ambas. Por exemplo, no lugar de (B.26)-(B.27) teremos

1 . .

Ay = 5B_e”‘/“ +B,e ™4 (B.29)
1 . .

A_= 5B_e”‘/“ + B e ™4, (B.30)

B.3 Casamento das solucoes

Uma vez determinadas as solugdes nas vizinhangas dos pontos de retorno, obtidas pelo casa-
mento das solu¢des emenda com as solucoes WKB em ambos os lados, o passo seguinte é
compatibilizar as solucdes obtidas para obter a condi¢do de quantiza¢do. Batizaremos como
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1. I: regido classicamente proibida a esquerda de xp;
2. II: regido classicamente permitida a direita de x| e a esquerda de x»;
3. III: regido classicamente proibida a direita de x;.

Iniciamos o processo no ponto de retorno xp: as solugdes WKB correspondentes as regides
Iellsao

B 1 INPN B_ 1 INPN
xmx):ﬁexp(ﬁ ot yiar) + mexp<—ﬁ (o). @an

Ay L[ / / A i / /

Y (x) = —exp (—/ p(x)dx > +—exp|—= [ p)dx ). (B.32)
VP hJx VP I Jx,

A condigdo de contorno € a de que y;(x) — 0 se x — —oo. Para que isso seja sempre verdadeiro,

temos de ter B_ = 0. Usando as férmulas de conexdo (B.29)-(B.30), os coeficientes de ambas

satisfazem

A, =B.e ™4 A_ =B, ™4 (B.33)
de modo que
B. i~ , ., in\ B, ix o, in
= Lexp| - ~ )+ T exp dx' + = ). B.34
yr(x) \/l_)exp(h/mp(x)dx 4)+\/ﬁexp< : XIp(x) x+4 ( )

Passamos, agora, ao ponto de retorno x;: as solucoes WKB a esquerda e a direita sdo,
respectivamente

A/ . X A/ / X
yir(x) = \/—%exp <% p(x’)dx’) + \/—_ﬁexp <—% p(x’)dx’) , (B.35)
X2 X2

B, 1o

= L Ndx' B Ndx' B.36
w@—mexp(ﬁ ot X)mee’q’(‘ﬁ 1otz ) (B.36)

Desta vez, a condi¢do de contorno é a de que yy(x) — 0 se x — o0, 0 que implica em B/, = 0.
Antes de mais nada, reescreveremos (B.34) na forma

wir(x) = %exp (% { / TZ p(x)dx + 2 p() — g}) +
%exp (V% {/:zp(x’)dx' + xjp(x’) - g}) . (B.37)

Comparando com (B.35) obtemos

Al =B O Al —p O (B.38)
onde definimos a integral

1 ™

0=— [ p)ax. (B.39)
R Jx,
Usando as férmulas de conexao (B.26)-(B.27), resultam as relacdes entre os coeficientes
1 —i i
Al = Ble ™4 1B M4, (B.40)
! 1 in/4 ! —in/4

A_ =B ™" +B e . (B.41)

2
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Resolvendo o sistema, e usando (B.38), obtemos
B, =A™ 1A e ™* = 2B, cos® (B.42)

Como B, = 0, temos que cos® = 0, donde 8 = (n+ 1/2)x, onde n é um inteiro positivo.
Expressando em termos da integral (B.39), chegamos a condi¢do de quantizagdo semi-classica

/xzp(x')dx’ = hmn (n—l— %) , (B.43)

que nos leva a regra de Bohr-Sommerfeld.

]



Apéndice C

Perturbacao relativistica do problema de
Kepler

A métrica do espago-tempo € dada pela solugdo das equacdes de Einstein para uma distribui¢do
esfericamente simétrica [cf. [79], secdo 100]:

-1
ds? = dt® = (1 _ r—) 2di® — (1 _ r—) A — 2 de? — 2 sen20do?,  (C.1)
r r
onde o raio de Schwarzschild de uma estrela de massa M é definido como

2GM
ry =

2 (C.2)
sendo G a constante gravitacional Newtoniana e dt € o intervalo de tempo proprio (medido por
um relégio movendo-se junto com a particula).

A trajetéria de uma particula material no espaco-tempo € uma geodésica. Como a métrica de
Schwarzschild (C.1) é simétrica em relagdo ao plano equatorial (6 = 1/2) qualquer geodésica
que tenha um ponto contido neste plano ird ter todos os demais pontos com essa propriedade.
Fazemos, assim, d® = 0, e (C.1) fornece

2d? = (1—%) czdtz—dr2<1—%)_l—r2d¢2. (C.3)

A energia total e 0 momentum angular da particula serdo dados por [62]

re\ dt
Er — 2(1——“)—, C4
T =mc -) 7 (C.4)
do
(=mr*—. CS5
mr It (C.5)
Substituindo ambas em (C.3) obtemos, apds algumas manipulacdes algébricas
dr\* 2 mPctrg P l?
2 _ .22 2 4 s s
Er =m~c (%> +m“c” + T, s (C.6)
A energia relativistica total da particula é

2 2 E
Er=E+mc " =mc <1+—2>. (C.D

mc
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Se E < mc? entio,
2FE

E:~m?ct 1+ ==
r mc?

>:m2c4+2mc2E. (C.8)

Substituindo em (C.6) podemos escrever o resultado na forma

2
E= %(Z—Z) U (r), (C.9)
onde definimos a energia potencial efetiva
Uer(r) = _m;irs 25; N 2r;1£j3 - _]; * % N % (C10)
onde fizemos
k= GMm, (C.11)
e GM(*  k(? C.12)

mc2  m2c?’

A expressdo (C.9) corresponde a parte radial da Hamiltoniana de uma particula de massa
m, onde o primeiro termo é a energia cinética relativistica, enquanto o segundo termo é um
potencial efetivo constituido de trés partes: o potencial de Kepler (—k/r), a barreira centrifuga
¢? /2mr?, e um potencial central correspondente ao efeito da Relatividade Geral, que é do tipo
—h/r3. Como o valor de & é tipicamente muito pequeno quando m < M, este Gltimo termo
pode ser encarado como uma perturbag@o ao problema de Kepler.



Apeéndice D

Expoente de Lyapunov maximo para o
mapa padrao no limite K > 1

O calculo do expoente de Lyapunov maximo para o mapa padrao

Pn+1 = pn+Ksinb,, (D.1)
0,41 =0,+ pn+1, (mod2m), (D.2)

s0 pode ser feito numericamente. No entanto, para valores altos do parametro K Chirikov
estimou o valor de A; em fungdo de K, neste limite.

Para isso linearizamos o mapa padrdao em torno de um ponto arbitrario v = (p,0), ndo ne-
cessariamente um ponto fixo. O mapa linearizado tem a forma (6.135)

O0vpy1 =J(V) - 0v,, (D.3)

onde dv, = v, —V é um desvio do ponto considerado para a linearizacdo, e (6.158) fornece a
matriz Jacobiana, cujos pontos sao calculados no ponto v:

1 ) (D4)

I5) = (1 +KcosO Kcos@) .
Os autovalores &; » da matriz Jacobiana acima nos ddo informagdes acerca da estabilidade
dos pontos fixos e drbitas periddicas do mapa padrao. Para a linearizacdo em torno de um
ponto qualquer, os autovalores indicam as taxas de convergéncia ou divergéncia de trajetorias
proximas.
Usando (6.116) os autovalores da matriz (D.4) sdo

SPES ﬂ, (D.5)
onde o traco da matriz Jacobiana €, de (6.117),
T=2+KcosH. (D.6)
Substituindo (D.6) em (D.5) obtemos
gl72:2—|—Kcos@:|:\/4Kcos9—|—K2c:0529. O

2
383
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No limite de K >> 1, o termo que depende de K> domina completamente o termo dependente
de K. O maior autovalor terd a seguinte expressao aproximada

€1 ~1-+KcosO~ Kcos8, (K>>1). (D.8)

Chirikov usou, para o célculo do expoente de Lyapunov mdximo, a média do fator In|&; |
sobre as fases distribuidas aleatoriamente para uma 6rbita cadtica no plano de fase !, ou seja,

1 2n
A=Al = — In|K cos0|d6 D.9
1= (inf&i)g = 5= | InlKeoseldd, (D.9)
onde
Inicialmente calcularemos a integral
/2
= / In(cos 0)d8 (D.10)
0
/2 T /2
:/ In sin (——e)}de:/ In(sin8)d6 = I. D.11)
0 2 0

Somando (D.10) com (D.11) resulta

/2 n/2
2 — / [In(cos8) + In(sin 0)]d6 = / In(sin 6 cos 0)d8
0 0

/2 ; n/2 m/2
- / In <%229>> a6 = / Insin(26)d6 — In2 / 4.
0 0 0

Fazendo a transformacao de varidvel 26 = ¢

rm . T
21 = —/ In(sin@)d@ — = 1n2
2 Jo 2

/2
:/ ln(sin(p)d(p—Eln2:I—Eln2
0 2 2

de modo que

I= —glnz. (D.12)

Substituindo este resultado em (D.9)

1 2n
A= —/ In|cos6|d6+InK
21 Jo

4] K
=—+InK=—-In2+InK=In{( —
21 2

que é a Eq. (7.35).

'Na verdade, ele usou uma estimativa da chamada entropia de Kolmogorov-Sinai, que reduz-se ao expoente de
Lyapunov maximo no caso do mapa padrao.



Apeéndice E
Respostas de problemas selecionados

Capitulo 1

1.
L= % [R?®* + a*6* + 2Rwabsin(0 — o) ]| — mg(Rsinwt — acos0).
2. (a)
1
L= Em (i’2 + o’ + 4k2i"2r2) — mgkrz,
(b) k = w?/2g.

3. (a) z =rcotgq; (b)
1 )
L= M (Pcosec?o+176?)

(c) T = (2r//3)(mR?*/lsin).
5. arccos(2/3)
6. (a)

1 1 .
L= EMs'2 + EMaze2 —Mg(L—s)sina,

(b) Qs = —Mgsina,/3, Qg = —aQ;.
8. K= —8a%*/m, o =5.
9. ()} = b =M(a>+b*)/3, I = 2Ma*/3; (b)

(1)1(1‘) :(DlocOS(At—i-(P), (,02(1) = —wzosin(At—i-(p), 03 =Q, A:2a2§2/(a2—1—b2).

Capitulo 2
1. (a)
2 2
Pr pe
=— 4+ —————+mgrcoso.=F.
2m  2mr2sin?o &
2. (a)
2 2
Py p; 1. 5
H = —= + —kz".
R am 2
3. (a)
1 Py
_ 2
H= Imdl D+ Sn20 + mgacos0.
4. (a)

p? o

H—
2(my +mp)  2myr?

—mpg(L—r).
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5. (a)
1 2, oo, 1,2 2, 1 2 a2
H= T (pi+p3) +§ka (81 —05) +5mga (87+63),

(d) 81 = £6, com frequéncias ® e |/203 + 2
7. (a) (0)3)min = \/4Mgall/13
Capitulo 3
2.00=1/2,B=2.
Fi(p.Q) = —(0°/2)tg (2p)

5. (a)
1
Fi(q,0) = 3 (¢* + Q%) cotg o — Qgcosec .
Capitulo 4
1. (a)
t
S:ax)(:‘i‘ayy‘i‘azz_%((X%-F(Xé-’-&%){—'Yl—|—'Yz—|-'Y37
© Oyt Oyt oLt
x=Pot—- y=ht—- r=p+—,
2. (a)
2 2,.\3/2
(oF —2m?gz) L2 02 2
S = otex + 0Ly — ~— e _%(ocx+(xy+ocz)+yl+yz+y3,
(b) o .
x:BX_FW)C’ y:By_'_?y,
oo (% migBl) _ mbzgr g
2m?g 202 o 2
Capitulo 5
2. (a)
o2
S(g,t) =0g— —t
(g.1) =0g— 51,
(b) _
Lo o Qo Wp0p 7
pi(t) =00 —s@ar,  qi(1) =t — ==
3.
F—3ﬁ6 G\**E,
1= 2 F (1)()'
4,
~  GE
= 80)()'
5.
——  2mhm

Capitulo 6



