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Prof. Dr. José Danilo Szezech Jr (State University of Ponta Grossa)
Prof. Dr. Ricardo Egydio de Carvalho (São Paulo State University)

São Paulo
2022



Agradecimentos

Desejo exprimir os meus agradecimentos a todos aqueles que, de alguma forma,
permitiram que esta dissertação se concretizasse. Em especial, agradeço:

Ao Prof. Iberê L. Caldas, por me receber em seu grupo de pesquisa e por seu
trabalho excepcional como orientador.

À Profª Marisa Roberto, pelas contribuições ao trabalho e coorientação sempre
presente.

Aos colegas do grupo, pelas discussões, sugestões e tempo juntos.

À CAPES e FAPESP (projeto temático nº 2018/03211-6) pelo auxílio financeiro.



“It is impossible to explain honestly
the beauties of the laws of nature without

some deep understanding of mathematics.”
(Richard P. Feynman)



Resumo
Perturbações na borda de plasmas confinados magneticamente geram turbulência e alto
transporte de partículas. Este transporte tem origem na deriva E × B causada por
flutuações eletrostáticas e pode ser reduzido utilizando perfis específicos de campo elétrico,
gerando barreiras de transporte no plasma. Entretanto, os mecanismos de formação dessas
barreiras não são bem compreendidos. Nesta dissertação investigamos a influência do
perfil de campo magnético do plasma sobre a formação e destruição de barreiras de
transporte. Utilizamos um modelo Hamiltoniano que descreve a trajetória de partículas
sujeitas à deriva E×B, devido aos campos de equilíbrio, e às flutuações eletrostáticas.
Integrando numericamente as equações diferenciais deste modelo identificamos órbitas
invariantes resistentes à perturbação, nomeadas Barreiras de Transporte sem Cisalhamento
(BTSC). Analisamos como essas barreiras são formadas e destruídas variando o perfil
do campo magnético. Utilizando um perfil não monotônico encontramos mais de uma
BTSC. Aproximando as equações do modelo deduzimos um mapa com dinâmica similar às
equações diferenciais. Concluímos que múltiplas BTSC são possíveis utilizando perfil não
monotônico de campo magnético e, a partir do mapa, que elas têm origem em bifurcações
decorrentes de sua não monotonicidade.

Palavras-chave: Tokamak. Transporte. Sistemas Hamiltonianos.



Abstract
Edge perturbations in magnetic confined plasmas generate turbulence and high particle
transport. This transport arise from E × B drift due to electrostatic fluctuations and
can be reduced using specific electric field profiles, creating plasma transport barriers.
However, the formation mechanisms of these barriers is not well understood. In this work,
we investigate the influence of the plasma magnetic field profile on the formation and
destruction of transport barriers. We apply a Hamiltonian model to describe the trajectory
of particles subject to E×B drift due to equilibrium fields and electrostatic fluctuations.
Integrating numerically the equations of this model, we identify perturbation resistant
invariant orbits, named Shearless Transport Barriers (STB). We analyze how these barriers
are created and destroyed modifying the magnetic profile. Applying nonmonotonic profiles,
we find more than one STB. Approximating the model equations we derive a map with
similar dynamics to the model’s differential equations. We concluded that multiple STB
are possible when nonmonotonic magnetic profiles are applied and, from the map, that his
origin is from bifurcations due to the nonmonotonicity.

Keywords: Tokamak. Transport. Hamiltonian Systems.
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1 Introdução

Produzir energia limpa é fundamental para a redução do aquecimento global no

planeta e, consequentemente, manutenção da vida humana na Terra [1]. Dentre as fontes

de energia limpa e renovável a termofusão nuclear é a mais promissora, pois não produz

rejeitos poluentes e seus combustíveis (Deutério e Trítio) são abundantes [2]. O principal

dispositivo utilizado para esta �nalidade são os tokamaks: câmaras de con�namento

magnético de plasmas em formato toroidal [2].

Desde a década de 1950, muitos foram os esforços para a construção de um reator

comercial capaz de produzir energia por meio da fusão. Atualmente, vários tokamaks

operam em diferentes países, e com �nalidades diferentes. Dispositivos menores, como o

TCABR em operação no Brasil, são utilizados para pesquisa básica. O maior tokamak,

ainda em construção é o ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor): um

consórcio entre diversos países, cujo objetivo é comprovar a viabilidade da fusão nuclear

para produção de energia. O custo estimado deste reator está em 15 bilhões de euros [3].

Algumas questões di�cultam o sucesso dos tokamaks para termofusão nuclear [4].

Um dos fatores que limitam a e�ciência de um tokamak é o alto transporte de partículas

e energia para fora do plasma, causado por turbulência [5, 6]. Essa turbulência tem

origem na derivaE � B causada por �utuações que se propagam na borda do plasma

[6]. Um dos avanços mais importantes no con�namento em tokamaks ocorreu em 1982

com a descoberta de um regime de alto con�namento no tokamak ASDEX, localizado

na Alemanha [7]. Desde então, modelos foram propostos para explicar esta melhoria no

con�namento, mas não há uma teoria completa capaz de explicá-lo satisfatoriamente [8].

Veri�ca-se experimentalmente uma correlação entre alterações no per�l de campo elétrico

na borda do plasma e criação de barreiras que reduzem o transporte [9].

Horton propôs em 1998 um modelo que prevê barreiras de transporte na borda do

plasma [10]. Ele analisa o movimento de uma partícula teste imersa na borda do plasma,

sujeita à derivaE � B causada pelos campos presentes na região. O campo elétrico é a soma

de uma componente de equilíbrio e um termo �utuante, que modela a ação das oscilações

causadoras do transporte turbulento. Umas das componentes do campo �utuante gera

uma deriva E � B na direção radial, explicando o transporte medido experimentalmente.

Cálculos do coe�ciente de difusão das partículas mostraram uma grande melhoria no

con�namento do plasma quando utilizados per�s não monotônicos de campo elétrico ou

campo magnético [10], con�rmando resultados experimentais [11].

O modelo de Horton é abordado utilizando técnicas de sistemas Hamiltonianos

[12]. Na ausência das oscilações elétricas as equações do modelo indicam que as órbitas
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são regulares e que não há transporte. A adição de �utuações resulta na criação de órbitas

caóticas, com movimento altamente irregular, que levam ao transporte de partículas de

dentro para fora do plasma.

Em geral, sistemas Hamiltonianos com per�s não-monotônicos possuem barreiras

que impedem o transporte global no espaço de fase. Tais barreiras são nomeadasbarreira

de transporte sem cisalhamento, pois são caracterizadas por órbitas de cisalhamento nulo.

Um dos modelos mais simples, que captura o mecanismo da barreira de transporte sem

cisalhamento, é o Mapa Padrão Não-Twist (MPNT). Proposto inicialmente para modelar

�uxos não monotônicos em �uidos [13], o MPNT é aplicável há diversos sistemas físicos

como linhas de campo magnético em tokamaks [14, 15], órbitas planetárias [16] e ao

transporte turbulento de partículas devido à derivaE � B [10].

Conjectura-se que barreiras sem cisalhamento de sistemas hamiltonianos reduzem

do transporte anômalo em plasmas. Evidencias experimentais que corroboram com esta

proposição foram obtidas em tokamaks [17] e no Texas Helimak [18]. A partir desses

resultados experimentais foram realizados estudos teóricos sobre barreiras de transporte

sem cisalhamento em plasmas. As referências [19, 20] indicam que, em tokamaks, per�s não

monotônicos de campo elétrico geram barreiras de transporte e que o per�l de velocidade

afeta o transporte na borda do plasma. Conclusões similares são obtidas para o Texas

Helimak [21]. Os artigos [22, 23] estudam a in�uência da amplitude das perturbações

no plasma e concluem que o transporte é dependente delas. No último. são reportados

cenários com mais de uma curva sem cisalhamento.

O con�namento em tokamaks ocorre através de um campo magnético. Dentro e fora

do plasma, este campo é altamente não uniforme. Seu per�l radial afeta as propriedades

do plasma e é determinante na formação de barreiras de transporte [24]. Assim, o objetivo

deste trabalho é investigar o surgimento e destruição de BTSC na borda de tokamaks

devido a alterações do per�l radial de campo magnético do plasma. Para desenvolver este

estudo, consideramos o sistema dinâmico formado pelas equações diferenciais introduzidas

no modelo de Horton [10]. Variando o campo magnético do tokamak obtivemos cenários

atípicos de órbitas, decorrentes de bifurcações. Um deles, utilizando per�l não monotônico

de campo magnético, encontramos mais de uma barreira sem cisalhamento. Também

deduzimos, a partir do modelo de Horton, um mapa aproximado para explicar a origem

destas múltiplas barreiras sem cisalhamento.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: no capítulo 2 introduzimos o

conceito de plasmas, tokamaks e trasporte. No capítulo 3, de�nições e propriedades básicas

envolvendo sistemas Hamiltonianos são apresentadas. Nos capítulos 4 e 5 estão os resultados

obtidos analisando a in�uência do per�l de campo magnético. No capítulo 6, deduzimos

um mapa aproximado, capaz de explicar alguns resultados obtidos nos capítulos 4 e 5. Por

�m, no capítulo 7, estão as conclusões referentes aos resultados desta dissertação.
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2 Transporte por ondas de deriva

Este capítulo tem por objetivo discutir o transporte em tokamaks. Por completeza,

no início do capítulo de�nimos o que é um plasma, suas propriedades e as diferentes

abordagens teóricas utilizadas para descrevê-lo. No quesito transporte, o capítulo descreve

o que são barreiras de transporte em tokamaks e sua relevância. Por �m, apresentamos o

modelo de Horton, utilizado neste trabalho, e como o mesmo é obtido a partir da teoria

de órbitas.

2.1 Plasma e tokamaks

Em resumo, um plasma é formado sob a condição da energia cinética dos elétrons

exceder substancialmente a energia de ligação entre um íon e seu elétron de valência

[25]. De�nimos plasma como:um gás ionizado que exibe comportamento coletivo devido a

interações coulombianas[26]. Este gás ionizado, constituído de íons positivos e elétrons,

possui propriedades distintas em relação a um gás neutro. A presença de partículas

carregadas origina interações eletrostáticas que in�uenciam no seu movimento. Em um

plasma, qualquer separação substancial entre elétrons e íons gera uma força restauradora.

Consequentemente, a densidade de cargas positivas e negativas é aproximadamente igual.

Entretanto, não podemos atribuir o nomeplasmaa qualquer gás ionizado. Existem

critérios objetivos para diferenciá-los. Tais condições dizem respeito a escalas de tempo e

comprimento característicos do sistema [27]. Um dos critérios é: o comprimento de Debye

(� D ) do plasma deve ser muito menor que a dimensão característica do sistema. De�nimos

� D pela equação:

� D =

s
� 0kB Te

ne2
(2.1)

onde� 0 é a permissividade elétrica do vácuo,kB a constante de Boltzmann,Te a temperatura

dos elétrons,e a carga do elétron en a densidade do plasma1.

Outro critério para de�nir um plasma refere-se a escala de tempo das colisões entre

elétrons e átomos neutros. A escala de tempo do movimento coletivo de elétrons é dada

pela frequência de plasma dos elétrons,! pe, de�nida pela equação:

! pe =

s
ne2

me� 0
(2.2)

1 Devido à quasi-neutralidade, a densidade de íons e elétrons são aproximadamente iguais. Sua soma,
ni + ne, é de�nida a densidade do plasma.
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Colisões elétron-neutro tendem a amortecer as oscilações naturais do plasma e

estabelecer equilíbrio térmico entre elétrons e neutros. Para manter o plasma a frequência

de colisão elétron-neutro (! en) deve ser menor que a colisão de plasma dos elétrons.

Plasmas usados na termofusão nuclear possuemTe � 10 keV e n � 1020 m� 3. Logo,

� D � 0:1 mm e ! pe � 1012 Hz. O comprimento característico de um reator é da ordem do

metro e a! en � MHz [28]. Portanto, descargas em tokamaks satisfazem os critérios de

plasma.

Plasmas são sistemas de muitas partículas que interagem mutualmente. Tais siste-

mas apresentam comportamento emergente e alto grau de não-linearidade: é um sistema

complexo. Um único modelo é incapaz de prever toda a gama de fenômenos inerentes ao

plasma. Logo, existem quatro abordagens teóricas utilizadas para descrever um plasma,

cada uma capturando diferentes aspectos do sistema e sendo utilizadas a depender das

circunstâncias. São elas: teoria de órbitas, abordagem estatística (teoria cinética dos gases),

teoria de �uidos e a Magnetoidrodinâmica (MHD) [26].

Na teoria de órbitas, estuda-se do movimento de uma partícula teste, no plasma,

sujeita a ação de campos eletromagnéticos. Esta abordagem é útil no estudo de plasmas

com baixa frequência de colisão. A teoria MHD considera o plasma como um único �uido

condutor, formado pelo conjunto de elétrons e íons. Faz-se uma aproximação de baixa

frequência de colisão e alta condutividade, facilitando a modelagem, mas impõe limitações.

Ela é amplamente utilizada no estudo de fenômenos macroscópicos como o equilíbrio de

plasmas con�nados magneticamente.

Devido ao alto grau de complexidade do plasma, para cada fenômeno escolhemos

uma (ou mais) abordagem(s). Para modelar o con�namento de plasmas em tokamaks e

controlar seu formato e posição, a teoria MHD é su�ciente. Para fenômenos cuja escala

de tempo é pequena, em comparação às colisões no plasma, o equilíbrio entre as espécies

não é atingido e as abordagens de dois �uidos e/ou teoria cinética são necessárias. Para

estudar o transporte anômalo em tokamaks, nenhuma das três abordagens citadas acima

é exequível. Portanto, a teoria de órbitas é utilizada.

Tokamak é um acrônimo russo para �toroidal'naya kamera v magnitnykh katush-

kakh� (câmara de con�namento magnético toroidal). Trata-se de um dispositivo toroidal

para con�namento magnético de plasmas, cujo objetivo é a fusão termonuclear [28]. O

campo magnético é a soma de um campo toroidal, produzido pelas bobinas de campo

toroidal, e uma componente poloidal, produzida, principalmente, pela corrente do plasma.

O sistema também possui bobinas que geram campo poloidal necessário para equilíbrio de

forças, controle de posição e formato do plasma. As linhas de campo magnético resultante

são helicoidais. Uma representação de um tokamak está na Figura 1. A corrente de plasma

é produzida pelo solenoide central: uma bobina de campo magnético poloidal localizada

no centro do tokamak. O campo magnético gerado pelo ele é variável. Devido à lei de
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Faraday, esta variação induz um campo elétrico circular na direção toroidal, responsável

pelo breakdowndo plasma e por manter sua corrente elétrica.

Figura 1 � Representação esquemática de um tokamak e seus principais componentes.
A soma dos campos toroidal e poloidal forma linhas de campo helicoidais.
Retirado de [29].

Tokamaks, assim como toros, possuem um raio maiorR e um raio menora. O

quocienteR=a é chamada razão de aspecto. Esta grandeza mede a toroidicidade do sistema

e é um fator determinante para diversas propriedades como instabilidades MHD e ganho

de fusão [30, 31]. Nesta dissertação consideramos tokamaks de grande razão de aspecto

e desprezamos os efeitos da geometria toroidal na modelagem do equilíbrio do plasma.

Modelamos o tokamak por uma coluna de plasma cilíndrica e periódica, ou seja, as

tampas do cilindro coincidem. Trata-se de um cilindro com a topologia de um toro. Efeitos

de curvatura toroidal, no equilíbrio, não são considerados, simpli�cando o sistema de

coordenadas.

Podemos modelar a helicidade das linhas de campo pelo fator de segurançaq.

Para qualquer linha de campo fechada podemos de�nir seu fator de segurança como a

curvatura média. Em geral, as componentes toroidal e poloidal são funções da posição

em um tokamak. Se o sistema possuir simetria cilíndrica, o fator de segurança será uma

função da coordenada radialq = q(r ). Para um tokamak em aproximação cilíndrica, o

per�l do fator de segurança é de�nido por:

q(r ) =
rB �

RB �
(2.3)

ondeB � é a magnitude do campo toroidal eB � , do campo poloidal.

O per�l do fator de segurança é uma grandeza determinante para uma descarga

em tokamaks. Alguns limites de operação impõe restrição ao seu valor na borda do plasma
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q(r = a) = qa, por exemplo, a condição de Kruskal-Shafranov [27]. Aplicando a lei de

Ampére para calcular o campo poloidal, obtemos:

qa =
2�
� 0

a2

R
B �

I p
(2.4)

em queI p é a corrente de plasma, cuja medida experimental é simples e precisa.

2.2 Movimento do centro de guia e deriva elétrica

O movimento de partículas, em tokamaks, é uma sobreposição de diversos movi-

mentos. A presença de campos eletromagnéticos não uniformes e/ou variáveis no tempo,

promove diversas derivas, aumento de energia, entre outros. Ao tratar o movimento indi-

vidual das partículas em um plasma con�nado magneticamente, partimos do caso mais

simples: carga em uma região de campo magnético uniforme. Nestas condições o movimento

resultante é helicoidal em torno das linhas de campoB. Tal movimento é formado pela

sobreposição de uma velocidade uniforme na direção do campo e um movimento circular

uniforme no plano perpendicular [26]. O centro instantâneo deste movimento circular é

chamadoCentro de Guia(CG). Portanto, a equação de movimento do CG em um campo

magnético uniformeB é

dr
dt

= vjj
B
B

(2.5)

o que implica uma velocidade constantevjj paralela às linhas de campo magnético. Contudo,

em um plasma não há, apenas, campos magnéticos. A presença de um campo elétrico

E introduz uma deriva ao movimento do CG da partícula. Tal deriva, chamadaderiva

elétrica, é dada por:

vE =
E � B

B 2
: (2.6)

Adicionando a deriva elétrica à equação de movimento do CG (2.5), obtemos

dr
dt

= vjj
B
B

+
E � B

B 2
(2.7)

que representa o movimento do CG de um íon, ou elétron, em uma região com campo

elétrico E e magnéticoB . A equação(2.7) captura dois aspectos essenciais do movimento:

(i) a partícula se move na direção paralela ao campo magnético com velocidade constante

e (ii) possui uma derivaE � B . Esta equação tem validade para campos magnéticos sem

curvatura, pois, neste caso, outras derivas surgem.
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2.3 Transporte anômalo e barreiras de transporte

Em tokamaks, o transporte na borda do plasma medido experimentalmente é uma

ou duas ordens de grandeza maior em comparação à teoria neoclássica, que considera

apenas efeitos difusivos [5]. Esta diferença entre o transporte medido e o neoclássico,

nomeamos de transporte anômalo. Um modelo completo para o transporte anômalo ainda

não existe. A literatura indica que ele ocorre pelo transporte radial devido à derivaE � B

causada por �utuações eletrostáticas na borda do plasma [32, 6]. Tais �utuações são

decorrentes de ondas de deriva que se propagam poloidalmente na borda do plasma. O

campo elétrico resultante dessas oscilações tem uma componente poloidalE � . Logo, a

deriva E � � B � é radial, mecanismo pelo qual ocorre o transporte anômalo.

Observações experimentais indicam que, em certas descargas de tokamaks, o

coe�ciente de transporte na borda do plasma é reduzido, melhorando o con�namento

de partículas. Esta redução é consequência de uma barreira de transporte, que pode ser

obtida por um feixe de partículas neutras aquecidas [7], ou pela ação de um eletrodo

polarizado na fronteira do plasma [33]. Veri�ca-se experimentalmente que estas barreiras

estão relacionadas a um cisalhamento negativo do campo elétrico radial na região da

barreira [9].

2.4 Modelo de Horton

Para desenvolver o estudo da in�uência de oscilações eletrostáticas no transporte

de partículas, consideraremos o sistema dinâmico baseado nas equações diferenciais do

modelo de Horton [10]. Este modelo tem como ponto de partida a equação de movimento

do centro de guia de uma partícula imersa em uma região de campo eletromagnético,

equação(2.7), que utiliza coordenadas polares locais,x = ( r; �; � ), obtidas a partir da

aproximação cilíndrica de um tokamak com grande razão de aspecto. Neste sistema de

coordenadas,� é o ângulo toroidal e o par(r; � ) são as coordenadas polares medidas sobre

o eixo do toro. O campo elétricoE possui duas contribuições: uma componente radialE r

de equilíbrio e uma componente �utuante~E = �r ~� referente às oscilações eletrostáticas2.

Nestas condições, as componentes da eq. (2.7) �cam:
2 Em plasmas, devido à presença de matéria carregada, é possível a propagação de ondas cujo campo

magnético é constante no tempo. Neste caso,r � ~E = � @B / @t= 0 . Logo, o campo elétrico é derivado
a partir de um potencial ~� (x ; t).
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dr
dt

= �
1

rB
@~�
@�

(2.8a)

d�
dt

=
vjj

r
B �

B
+

1
rB

@~�
@r

�
Er

rB
(2.8b)

d�
dt

=
vjj

R
(2.8c)

O campo magnético é a soma das componentes poloidal e toroidal,

B = B � + B � : (2.9)

Em tokamaks com grande razão de aspectoB � � B � , logo, aproxima-seB � B � . A

componente poloidal do campo magnético pode ser escrita em função do fator de segurança,

segundo a equação (2.3). Nestas condições, as equações de movimento (2.8) �cam:

dr
dt

= �
1

rB �

@~�
@�

(2.10a)

d�
dt

=
vjj

Rq
+

1
rB �

@~�
@r

�
Er

rB �
(2.10b)

d�
dt

=
vjj

R
(2.10c)

A modelagem do potencial �utuante é tema de discordância na literatura. Há

modelos, como o de Hasegawa�Mima, que propõe uma perturbação que varia radialmente

[34, 17]. Já o modelo de Horton, no qual este trabalho é baseado, considerara �utuações

localizadas somente na borda do plasma. O caso mais geral de uma �utuação localizada

na borda é um espectro de ondas de modos de oscilação espacial e temporal, de�nido pela

equação

~� (x; t) =
X

m;l;n

� n cos (m� � l� � n! 0t) (2.11)

ondem e l são, respectivamente, os modos oscilação poloidal e toroidal. Já! 0 é a frequência

angular do primeiro modo temporaln = 1.
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3 Sistemas Hamiltonianos

O modelo de Horton pode ser estudado utilizando a abordagem de sistemas Ha-

miltonianos, utilizada neste trabalho. Neste capítulo revisaremos os principais resultados

referentes a sistemas Hamiltonianos quase-integráveis. Abordaremos sistemas Hamiltonia-

nos a tempo contínuo (�uxos) e discreto (mapas simpléticos) e como ambos se relacionam.

3.1 De�nições básicas

Sistemas Hamiltonianos são caracterizados por uma função HamiltonianaH =

H (p; q; t) do par de variáveisq = ( q1; : : : ; qN ) e p = ( p1; : : : ; qN ) e, em geral, do tempo

t. O conjunto f qi ; i = 1; N g é formado pelas coordenadas generalizadas ef pi ; i = 1; N g,

os momentos generalizados. De�ne-se o número de graus de liberdade do sistema como a

quantidade de coordenadas (ou momentos) generalizados,N . A evolução temporal deq e

p ocorre no espaço de fasep � q, 2N -dimensional, governada pelas equações canônicas de

Hamilton [35]:

_p= �
@H
@q

; _q=
@H
@p

: (3.1)

As equações canônicas concedem propriedades particulares a sistemas Hamilto-

nianos. Por exemplo, o teorema de Liouville a�rma que as trajetórias no espaço de

fase comportam-se como em um �uido incompressível. Matematicamente, sejaF =

(� @H/ @q ; @H/ @p) o �uxo de trajetórias Hamiltonianas no espaço de fase, então,r� F = 0

[36]. Algumas consequências deste teorema são fundamentais para sistemas caóticos, por

exemplo, o teorema da recorrência de Poincaré [37].

Há uma classe de sistemas dinâmicos, chamadosautônomos, cujas equações não

dependem explicitamente do tempo [38]. No caso de sistemas Hamiltonianos, se a Hamil-

toniana H não depende explicitamente do tempo, o sistema é autônomo. Caso contrário,

é chamadonão-autônomo. Sistemas Hamiltonianos, deN graus de liberdade, com de-

pendência explícita no tempo são equivalentes a sistemas autônomos no espaço de fase

estendido de dimensão2N +2. Nesse novo espaço de fase o tempot é uma nova coordenada

generalizada, o número de graus de liberdade é acrescido em uma unidade e a dimensão

do espaço de fase, em duas [39].

Pode-se escrever as equações de Hamilton em qualquer sistema de coordenadas

e momentos desde que a forma das equações(3.1) seja preservada. Uma classe especial

é chamadacoordenadas de ação e ângulo(I ; � ) [35]. As equações canônicas(3.1) nestas

novas variáveis se tornam:
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_I j = �
@K
@�j

; _� j =
@K
@Ij

(3.2)

ondeK = K (I ; � ) é a nova Hamiltoniana.

Em sistemas com dois ou mais graus de liberdade a visualização do espaço de fase

completo é impossível, já que o mesmo possui mais de três dimensões. Em um espaço

de fase2N -dimensional, a seção de Poincaré é uma hipersuperfícieN � 1-dimensional,

transversal ao �uxo de trajetórias. De�nimos o mapa de Poincaré como: o conjunto de

pontos gerados pela interseção de uma órbita do espaço de fase na seção de Poincaré, que

possui uma dimensão a menos em relação ao espaço de fase. Pode-se provar que o mapa de

Poincaré preserva as propriedades dinâmicas da trajetória, ou seja, se a órbita é periódica,

quase-periódica ou caótica [40].

Uma classe especial de seções de Poincaré é utilizada para gerarmapas estrobos-

cópicos, muito úteis na análise de hamiltonianas com dependência temporal periódica

no tempo [41]. Dada uma hamiltoniana dependente explicitamente no tempo, periódica,

de período� . No espaço de fase estendido, pode-se plotar(p; q) em intervalos de tempo

igualmente espaçado de� . O mapa resultante desse conjunto de pontos é chamada mapa

estroboscópico. Percebe-se que esta não é uma seção de Poincaré pela de�nição acima.

Contudo, é um jargão chamar o mapa estroboscópico de mapa ou seção de Poincaré, já

que ambos desempenham o mesmo papel.

3.2 Sistemas integráveis

Há uma classe de sistemas Hamiltonianos, chamados sistemas integráveis, cuja

solução das equações de movimento(3.2) é trivial nas coordenadas de ação e ângulo.

A integrabilidadeé um conceito fundamental em sistemas Hamiltonianos. Ela se refere

a possibilidade de encontrar soluções explícitas para as equações de movimento [37].

De�nimos um sistema Hamiltoniano, deN graus de liberdade, como integrável se, e somente

se, ele possuiN constantes de movimento em involução1. Sobre sistemas integráveis, o

principal resultado é o teorema de Liouville-Arnold, demonstrado em [36]. Seu enunciado

a�rma: seja um sistema Hamiltoniano integrável, comN graus de liberdade, então:

(i) Existem variáveis de ação e ângulo(I ; � ) tais queH = H (I ), de modo que a solução

das equações de movimento são

I j = constante; � j = � j (0) + 
( I )t (3.3)
1 Duas constantes de movimentoFj e Fi estão em involução se, e somente se, o parenteses de Poisson

delas é nulo:[Fj ; Fi ] = 0 .
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sendo
 j (I ) = @H/ @Ij é uma constante.

(ii) As trajetórias no espaço de fase residem na interseção das superfícies de�nidas pelas

N constantes de movimento. Portanto, estão limitadas a uma variedade descrita por

N ângulos, que coincide topologicamente a um torusN -dimensional.

3.3 Sistemas quase-integráveis

A integrabilidade de um sistema pode ser quebrada por uma perturbação na

Hamiltoniana. Os teoremas de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) e Poincaré-Birkho�

(PB) fornecem o cenário das soluções do sistema não integrável quando esta perturbação é

su�cientemente pequena. Por de�nição, sistemas quase-integráveis possuem hamiltoniana

da forma

H (I ; � ) = H0(I ) + �H 1(I ; � ) (3.4)

onde H0 é uma hamiltoniana integrável,� é um parâmetro adimensional,H1 o termo

perturbativo e (I ; � ) as variáveis de ação e ângulo do sistema integrável.

O teorema de KAM a�rma: se as frequências
 i do sistema integrávelH0 são

racionalmente independentes e su�cientemente irracionais2, então, para� su�cientemente

pequeno as soluções do sistema perturbado(3.4) são predominantemente quase-periódicas

e diferem ligeiramente do sistema integrável [37]. A quantidade de torus não-ressonantes

preservados no sistema perturbado depende do parâmetro de perturbação� . Uma das

premissas do Teorema de KAM é a não degenerescência da Hamiltoniana integrável, ou

seja, que a condiçãotwist,

@

@I

=
@2H0

@I 2
6= 0; (3.5)

seja satisfeita. Sistemas quase-integráveis cuja hamiltoniana depende periodicamente do

tempo, geralmente, satisfazem as hipóteses do teorema de KAM no espaço de fase estendido

[43]. Um exemplo é o oscilador de Du�ng conservativo [44].

O teorema de PB remete-se ao destino dos torus ressonantes deH0 sob a ação

da perturbaçãoH1. Ele complementa o teorema de KAM, que se refere aos torus não-

ressonantes. Ele a�rma: dado um toro racionalr=s do sistema integrávelH0, a ação da

perturbaçãoH1 gera um número par2ks de pontos periódicos, ondek é um inteiro positivo.

Metade dos pontos são estáveis e dão origem a ilhas, a outra metade são instáveis, gerando
2 Pode-se aproximar qualquer número irracional por um número racional utilizando frações contínuas. A

condiçãosu�cientemente irracional indica: a diferença entre o número irracional e seu racional mais
próximo é menor que um determinado valor� . Para mais detalhes consulte a referência [42].
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selas hiperbólicas. As ilhas são agrupadas em cadeias envoltas por uma variedade chamada

separatriz, que une os pontos hiperbólicos. O teorema não prevê o valor dek, mas, na

maioria dos casos,k = 1 [39]. Destaca-se que, conforme o parâmetro de con�namento�

aumenta, mais torus de KAM são quebrados e os pontos hiperbólicos dão origem ao caos

de separatriz [45].

3.4 Mapas simpléticos

Sistemas Hamiltonianos quase-integráveis do tipo(3.4), em geral, possuem mapa

de Poincaré aproximadamente modelado pela relação de recorrência:

I n+1 = I n + �f (� n ) (3.6a)

� n+1 = � n + ! (I n+1 ) (3.6b)

na qual f é função periódica de� . Sua dependência na variável de açãoI n+1 , em oposição

a I n , garante a preservação de área3.

Mapas do tipo (3.6) podem ser derivados de hamiltonianas, mas são considerados

sistemas dinâmicos à parte. Dependendo das funçõesf e ! escolhidas, este mapa modela

uma gama de comportamentos apresentados por sistemas Hamiltonianos quase-integráveis

[39]. É preferível trabalhar com mapas, em oposição a �uxos, pois seu estudo analítico é

mais simples e a resolução numérica é mais rápida computacionalmente. Alguns mapas

possuem propriedades de simetria espacial que permitem criar algoritmos para encontrar

órbitas periódicas, o que não é possível em sistemas contínuos [46].

A função ! é chamadafunção twist do mapa: ela fornece o ângulo entre duas

iterações do mapa integrável. Logo, de�nimos onúmero de rotaçãode uma órbita em geral,


 , como:


 = lim
n!1

nX

i =0

1
n

(� i +1 � � i ) = lim
n!1

� n+1 � � 0

n
(3.7)

No caso do mapa sem perturbação,� = 0, a ação é constante,I n+1 = I n = constante,

característica de sistemas integráveis. Neste caso, a própria funçãotwist é constante. Em

mapas sem perturbação, ou integráveis, há somente soluções regulares de dois tipos:
3 Um mapa M (� n ; I n ) = ( � n +1 ; I n +1 ) preserva área se sua matriz Jacobiana possui determinante unitário,

ou seja

det
�

@(I n +1 ; � n +1 )
@(I n ; � n )

�
= 1

.



Capítulo 3. Sistemas Hamiltonianos 25

(i) Periódicas: caracterizadas por um número �nitop de pontos. Seu número de rotação é

racional 
 = p=q, ondep é o período da órbita eq o número de revoluções necessárias

para formar osp pontos.

(ii) Quase-periódicas: caracterizadas por um número in�nito de pontos, que nunca

coincidem. Formam as chamadas curvas de KAM. Possuem número de rotação

irracional.

Para � 6= 0, a açãoI não é constante e o sistema não é integrável. Se o parâmetro

de perturbação for pequeno, o cenário do mapa é determinado pelos teoremas de KAM e

PB: órbitas periódicas levam a cadeias de ilhas, quebrando as órbitas quase-periódicas

próximas. O surgimento do caos em sistemas Hamiltonianos ocorre quando o parâmetro

de perturbação é su�cientemente grande, mas varia de um sistema para outro. A próxima

seção discute a transição para o caos em dois mapas Hamiltonianos: o Mapa PadrãoTwist

(MPT) e o Mapa Padrão Não-Twist (MPNT).

A função twist de um mapa abriga uma importante característica do mesmo. Uma

das hipóteses do teorema de KAM é a não degenerescência da Hamiltoniana, equação

(3.5). A condição equivalente para mapas é

@�n+1

@In
6= 0; (3.8)

ou seja, a funçãotwist deve ser monotonicamente crescente, ou decrescente [46].

3.4.1 Mapa padrão twist

O Mapa PadrãoTwist (MPT), de�nido por:

I n+1 = I n + K sin (2�� n ) (3.9a)

� n+1 = � n � I n+1 mod 1 (3.9b)

é um mapa, não-linear, que descreve o comportamento local de sistemas não integráveis

próximo à separatriz de um ressonância não linear [47]. É um caso particular de(3.6), no

qual f (� ) = sin(2�� ) e a funçãotwist escolhida é! (I ) = I . Esta função satisfaz a condição

twist (3.8), então, os teoremas de KAM e PB são aplicáveis. O parâmetro de perturbação

K é de�nido para valores não negativos e a variável de ângulo é normalizada:� 2 [0; 1).

O espaço de fase do MPT, para alguns valores deK , está na Figura 2. ParaK = 0,

o mapa(3.9) possui solução:I = I 0 e � n = � 0 + nI 0, Figura 2a. Aumentando o valor da

perturbação surgem ilhas dos pontos periódicos, quebrando os torus invariantes próximos,

assim como prevê os teoremas de PB e KAM, Figura 2b. Ainda nesta �gura, nota-se o
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