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“It is impossible to explain honestly

the beauties of the laws of nature without
some deep understanding of mathematics.”
(Richard P. Feynman)



Resumo

Perturbacdes na borda de plasmas confinados magneticamente geram turbuléncia e alto
transporte de particulas. Este transporte tem origem na deriva E % B causada por
flutuacOes eletrostaticas e pode ser reduzido utilizando perfis especificos de campo elétrico,
gerando barreiras de transporte no plasma. Entretanto, os mecanismos de formacdo dessas
barreiras ndo sdo bem compreendidos. Nesta dissertacdo investigamos a influéncia do
perfil de campo magnético do plasma sobre a formagdo e destruicdo de barreiras de
transporte. Utilizamos um modelo Hamiltoniano que descreve a trajetoria de particulas
sujeitas a deriva E x B, devido aos campos de equilibrio, e as flutuac6es eletrostaticas.
Integrando numericamente as equac@es diferenciais deste modelo identificamos 6rbitas
invariantes resistentes a perturbacgéo, nomeadas Barreiras de Transporte sem Cisalhamento
(BTSC). Analisamos como essas barreiras sdo formadas e destruidas variando o perfil
do campo magnetico. Utilizando um perfil ndo monotdnico encontramos mais de uma
BTSC. Aproximando as equagdes do modelo deduzimos um mapa com dinamica similar as
equacdes diferenciais. Concluimos que multiplas BTSC sdo possiveis utilizando perfil ndo
monotdnico de campo magnético e, a partir do mapa, que elas tém origem em bifurcacdes
decorrentes de sua ndo monotonicidade.

Palavras-chave: Tokamak. Transporte. Sistemas Hamiltonianos.



Abstract

Edge perturbations in magnetic confined plasmas generate turbulence and high particle
transport. This transport arise from E x B drift due to electrostatic fluctuations and
can be reduced using specific electric field profiles, creating plasma transport barriers.
However, the formation mechanisms of these barriers is not well understood. In this work,
we investigate the influence of the plasma magnetic field profile on the formation and
destruction of transport barriers. We apply a Hamiltonian model to describe the trajectory
of particles subject to E x B drift due to equilibrium fields and electrostatic fluctuations.
Integrating numerically the equations of this model, we identify perturbation resistant
invariant orbits, named Shearless Transport Barriers (STB). We analyze how these barriers
are created and destroyed modifying the magnetic profile. Applying nonmonotonic profiles,
we find more than one STB. Approximating the model equations we derive a map with
similar dynamics to the model’s di [erential equations. We concluded that multiple STB
are possible when nonmonotonic magnetic profiles are applied and, from the map, that his
origin is from bifurcations due to the nonmonotonicity.

Keywords: Tokamak. Transport. Hamiltonian Systems.
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1 Introducao

Produzir energia limpa é fundamental para a reducéo do aquecimento global no
planeta e, consequentemente, manutencéo da vida humana na Terth Pentre as fontes
de energia limpa e renovavel a termofusdo nuclear € a mais promissora, pois hao produz
rejeitos poluentes e seus combustiveis (Deutério e Tritio) sdo abundant&s O principal
dispositivo utilizado para esta nalidade sdo os tokamaks: camaras de con namento
magnético de plasmas em formato toroidal [2].

Desde a década de 1950, muitos foram os esfor¢os para a constru¢cao de um reator
comercial capaz de produzir energia por meio da fusdo. Atualmente, varios tokamaks
operam em diferentes paises, e com nalidades diferentes. Dispositivos menores, como 0
TCABR em operacao no Brasil, sdo utilizados para pesquisa basica. O maior tokamak,
ainda em construgéo é o ITER Ifiternational Thermonuclear Experimental Reacto): um
consorcio entre diversos paises, cujo objetivo € comprovar a viabilidade da fusdo nuclear
para producéo de energia. O custo estimado deste reator esta em 15 bilhées de euros [3].

Algumas questdes di cultam o sucesso dos tokamaks para termofusdo nucldar [
Um dos fatores que limitam a e ciéncia de um tokamak é o alto transporte de particulas
e energia para fora do plasma, causado por turbuléncid, []. Essa turbuléncia tem
origem na derivaE B causada por utuacdes que se propagam na borda do plasma
[6]. Um dos avancos mais importantes no con hamento em tokamaks ocorreu em 1982
com a descoberta de um regime de alto con namento no tokamak ASDEX, localizado
na Alemanha [/]. Desde entdo, modelos foram propostos para explicar esta melhoria no
con namento, mas ndo ha uma teoria completa capaz de explica-lo satisfatoriamergg [
Veri ca-se experimentalmente uma correlacdo entre alteracdes no per | de campo elétrico
na borda do plasma e criagdo de barreiras que reduzem o transporte [9].

Horton propds em 1998 um modelo que prevé barreiras de transporte na borda do
plasma [L0O). Ele analisa o0 movimento de uma particula teste imersa na borda do plasma,
sujeita a derivaE B causada pelos campos presentes na regido. O campo elétrico € a soma
de uma componente de equilibrio e um termo utuante, que modela a acdo das oscilacbes
causadoras do transporte turbulento. Umas das componentes do campo utuante gera
uma derivaE B na direcao radial, explicando o transporte medido experimentalmente.
Calculos do coe ciente de difusdo das particulas mostraram uma grande melhoria no
con namento do plasma quando utilizados per s ndo monotbnicos de campo elétrico ou
campo magnético [10], con rmando resultados experimentais [11].

O modelo de Horton é abordado utilizando técnicas de sistemas Hamiltonianos
[17]. Na auséncia das oscilacdes elétricas as equacdes do modelo indicam que as orbitas
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sdo regulares e que nao ha transporte. A adicdo de utuacdes resulta na criagdo de oOrbitas
cadticas, com movimento altamente irregular, que levam ao transporte de particulas de
dentro para fora do plasma.

Em geral, sistemas Hamiltonianos com per s ndo-monotdnicos possuem barreiras
gue impedem o transporte global no espaco de fase. Tais barreiras sdo nomebalasira
de transporte sem cisalhamenj@ois sao caracterizadas por orbitas de cisalhamento nulo.
Um dos modelos mais simples, que captura o mecanismo da barreira de transporte sem
cisalhamento, é o Mapa Padrdo Nadwist (MPNT). Proposto inicialmente para modelar
uxos nao monotonicos em uidos 13, o MPNT é aplicavel ha diversos sistemas fisicos
como linhas de campo magnético em tokamak$4] 15|, 6rbitas planetarias [L6] e ao
transporte turbulento de particulas devido a derivéce B [10].

Conjectura-se que barreiras sem cisalhamento de sistemas hamiltonianos reduzem
do transporte anbmalo em plasmas. Evidencias experimentais que corroboram com esta
proposicao foram obtidas em tokamaksly] e no Texas Helimak 18]. A partir desses
resultados experimentais foram realizados estudos tedricos sobre barreiras de transporte
sem cisalhamento em plasmas. As referéncia$9,[20] indicam que, em tokamaks, per s nao
monotdnicos de campo elétrico geram barreiras de transporte e que o per | de velocidade
afeta o transporte na borda do plasma. Conclusdes similares sao obtidas para o Texas
Helimak [21]. Os artigos P2 23 estudam a in uéncia da amplitude das perturbagdes
no plasma e concluem que o transporte € dependente delas. No ultimo. sdo reportados
cenarios com mais de uma curva sem cisalhamento.

O con namento em tokamaks ocorre através de um campo magnético. Dentro e fora
do plasma, este campo € altamente ndo uniforme. Seu per | radial afeta as propriedades
do plasma e € determinante na formacgéo de barreiras de transpor2d][ Assim, o objetivo
deste trabalho é investigar o surgimento e destruicdo de BTSC na borda de tokamaks
devido a alteracdes do per | radial de campo magnético do plasma. Para desenvolver este
estudo, consideramos o sistema dinamico formado pelas equacdes diferenciais introduzidas
no modelo de Horton 1(]. Variando o campo magnético do tokamak obtivemos cenarios
atipicos de orbitas, decorrentes de bifurcacdes. Um deles, utilizando per | ndo monoténico
de campo magnético, encontramos mais de uma barreira sem cisalhamento. Também
deduzimos, a partir do modelo de Horton, um mapa aproximado para explicar a origem
destas mdltiplas barreiras sem cisalhamento.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 2 introduzimos o
conceito de plasmas, tokamaks e trasporte. No capitulo 3, de ni¢cdes e propriedades basicas
envolvendo sistemas Hamiltonianos séo apresentadas. Nos capitulos 4 e 5 estdo os resultados
obtidos analisando a in uéncia do per | de campo magnético. No capitulo 6, deduzimos
um mapa aproximado, capaz de explicar alguns resultados obtidos nos capitulos 4 e 5. Por
m, no capitulo 7, estdo as conclusdes referentes aos resultados desta dissertagao.
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2 Transporte por ondas de deriva

Este capitulo tem por objetivo discutir o transporte em tokamaks. Por completeza,
no inicio do capitulo de nimos o que é um plasma, suas propriedades e as diferentes
abordagens tedricas utilizadas para descrevé-lo. No quesito transporte, o capitulo descreve
0 que sdo barreiras de transporte em tokamaks e sua relevancia. Por m, apresentamos o
modelo de Horton, utilizado neste trabalho, e como o mesmo é obtido a partir da teoria
de orbitas.

2.1 Plasma e tokamaks

Em resumo, um plasma é formado sob a condi¢cao da energia cinética dos elétrons
exceder substancialmente a energia de ligacdo entre um ion e seu elétron de valéncia
[25]. De nimos plasma como:um gas ionizado que exibe comportamento coletivo devido a
interacdes coulombiana$26]. Este gas ionizado, constituido de ions positivos e elétrons,
possui propriedades distintas em relacdo a um gas neutro. A presenca de particulas
carregadas origina interacdes eletrostaticas que in uenciam no seu movimento. Em um
plasma, qualquer separacéo substancial entre elétrons e ions gera uma forca restauradora.
Consequentemente, a densidade de cargas positivas e negativas é aproximadamente igual.

Entretanto, ndo podemos atribuir 0 nomeplasmaa qualquer gas ionizado. Existem
critérios objetivos para diferencia-los. Tais condi¢cdes dizem respeito a escalas de tempo e
comprimento caracteristicos do sistem&7F]. Um dos critérios €: o comprimento de Debye
( p) do plasma deve ser muito menor que a dimenséo caracteristica do sistema. De nimos

o pela equacéo:
s
— OkB Te
P ne?

(2.1)

onde o € a permissividade elétrica do vacuéig a constante de Boltzmann], a temperatura
dos elétrons,e a carga do elétron en a densidade do plasma

Outro critério para de nir um plasma refere-se a escala de tempo das colisbes entre
elétrons e atomos neutros. A escala de tempo do movimento coletivo de elétrons é dada
pela frequéncia de plasma dos elétrons,e, de nida pela equacéo:

s
ne?
me 0

1 Devido a quasi-neutralidade, a densidade de ions e elétrons sdo aproximadamente iguais. Sua soma,
n; + ne, € de nida a densidade do plasma.

(2.2)
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Colisdes elétron-neutro tendem a amortecer as oscilagcdes naturais do plasma e
estabelecer equilibrio térmico entre elétrons e neutros. Para manter o plasma a frequéncia
de colisdo elétron-neutro!(e,) deve ser menor que a colisdo de plasma dos elétrons.

Plasmas usados na termofusdo nuclear possu&n 10keVen 10°°m 3. Logo,
p Olmme!, 102 Hz. O comprimento caracteristico de um reator é da ordem do
metro e al ., MHz [28]. Portanto, descargas em tokamaks satisfazem os critérios de
plasma.

Plasmas séo sistemas de muitas particulas que interagem mutualmente. Tais siste-
mas apresentam comportamento emergente e alto grau de nao-linearidade: € um sistema
complexo. Um Unico modelo é incapaz de prever toda a gama de fenbmenos inerentes ao
plasma. Logo, existem quatro abordagens tedricas utilizadas para descrever um plasma,
cada uma capturando diferentes aspectos do sistema e sendo utilizadas a depender das
circunstancias. Sao elas: teoria de 6rbitas, abordagem estatistica (teoria cinética dos gases),
teoria de uidos e a Magnetoidrodinamica (MHD) [26].

Na teoria de Orbitas estuda-se do movimento de uma particula teste, no plasma,
sujeita a acdo de campos eletromagnéticos. Esta abordagem é util no estudo de plasmas
com baixa frequéncia de colisdo. A teoria MHD considera o plasma como um anico uido
condutor, formado pelo conjunto de elétrons e ions. Faz-se uma aproximacéo de baixa
frequéncia de colisdo e alta condutividade, facilitando a modelagem, mas imp&e limitacdes.
Ela € amplamente utilizada no estudo de fenbmenos macroscopicos como o equilibrio de
plasmas con nados magneticamente.

Devido ao alto grau de complexidade do plasma, para cada fenémeno escolhemos
uma (ou mais) abordagem(s). Para modelar o con namento de plasmas em tokamaks e
controlar seu formato e posicao, a teoria MHD € su ciente. Para fenbmenos cuja escala
de tempo é pequena, em comparacao as colisdes no plasma, o equilibrio entre as espécies
ndo € atingido e as abordagens de dois uidos e/ou teoria cinética sdo necessarias. Para
estudar o transporte andmalo em tokamaks, nenhuma das trés abordagens citadas acima
€ exequivel. Portanto, a teoria de orbitas é utilizada.

Tokamak é um acrénimo russo para toroidal'naya kamera v magnitnykh katush-
kakh (camara de con namento magnético toroidal). Trata-se de um dispositivo toroidal
para con namento magnético de plasmas, cujo objetivo é a fusao termonucle2g]|[ O
campo magnético é a soma de um campo toroidal, produzido pelas bobinas de campo
toroidal, e uma componente poloidal, produzida, principalmente, pela corrente do plasma.
O sistema também possui bobinas que geram campo poloidal necessario para equilibrio de
forcas, controle de posigéo e formato do plasma. As linhas de campo magnético resultante
sdo helicoidais. Uma representacdo de um tokamak esta na Figura 1. A corrente de plasma
€ produzida pelo solenoide central: uma bobina de campo magnético poloidal localizada
no centro do tokamak. O campo magnético gerado pelo ele é variavel. Devido a lei de
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Faraday, esta variacdo induz um campo elétrico circular na dire¢ao toroidal, responsavel
pelo breakdowndo plasma e por manter sua corrente elétrica.

Figura 1 Representacdo esquematica de um tokamak e seus principais componentes.
A soma dos campos toroidal e poloidal forma linhas de campo helicoidais.
Retirado de [29].

Tokamaks, assim como toros, possuem um raio maiBre um raio menora. O
quocienteR=a é chamada razao de aspecto. Esta grandeza mede a toroidicidade do sistema
e é um fator determinante para diversas propriedades como instabilidades MHD e ganho
de fuséo B0, 31]. Nesta dissertacdo consideramos tokamaks de grande raz&o de aspecto
e desprezamos os efeitos da geometria toroidal na modelagem do equilibrio do plasma.
Modelamos o tokamak por uma coluna de plasma cilindrica e periddica, ou seja, as
tampas do cilindro coincidem. Trata-se de um cilindro com a topologia de um toro. Efeitos
de curvatura toroidal, no equilibrio, ndo sé&o considerados, simpli cando o sistema de
coordenadas.

Podemos modelar a helicidade das linhas de campo pelo fator de segurapga
Para qualquer linha de campo fechada podemos de nir seu fator de seguranga como a
curvatura média. Em geral, as componentes toroidal e poloidal sdo funcdes da posicao
em um tokamak. Se o sistema possuir simetria cilindrica, o fator de seguranca sera uma
funcdo da coordenada radiad) = q(r). Para um tokamak em aproximacdo cilindrica, o
per | do fator de seguranca € de nido por:

A= o 23)

ondeB € a magnitude do campo toroidal & , do campo poloidal.

O per | do fator de seguranca € uma grandeza determinante para uma descarga
em tokamaks. Alguns limites de operacao impd@e restricdo ao seu valor na borda do plasma
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g(r = a) = @, por exemplo, a condigdo de Kruskal-Shafrano2q]. Aplicando a lei de
Ampére para calcular o campo poloidal, obtemos:

2 a’B
p

em quel, € a corrente de plasma, cuja medida experimental € simples e precisa.

2.2 Movimento do centro de guia e deriva elétrica

O movimento de particulas, em tokamaks, € uma sobreposicédo de diversos movi-
mentos. A presenca de campos eletromagnéticos ndo uniformes e/ou variaveis no tempo,
promove diversas derivas, aumento de energia, entre outros. Ao tratar o movimento indi-
vidual das particulas em um plasma con nado magneticamente, partimos do caso mais
simples: carga em uma regido de campo magnético uniforme. Nestas condi¢des 0 movimento
resultante é helicoidal em torno das linhas de camp®. Tal movimento é formado pela
sobreposicdo de uma velocidade uniforme na direcdo do campo e um movimento circular
uniforme no plano perpendicular6]. O centro instantaneo deste movimento circular &
chamadoCentro de Guia(CG). Portanto, a equacao de movimento do CG em um campo
magnético uniformeB é

dr B

— = Vj— 2.5

d 'B (2:5)

0 que implica uma velocidade constantg; paralela as linhas de campo magnético. Contudo,
em um plasma nao ha, apenas, campos magnéticos. A presenca de um campo elétrico
E introduz uma deriva ao movimento do CG da particula. Tal deriva, chamadderiva

elétrica, é dada por:

E B

Vg = B2

(2.6)

Adicionando a deriva elétrica a equacédo de movimento do CG (2.5), obtemos

dr B E B

7:ij§+?

o 2.7)

gue representa o movimento do CG de um ion, ou elétron, em uma regido com campo
elétrico E e magnéticoB. A equacao(2.7) captura dois aspectos essenciais do movimento:
(i) a particula se move na direcdo paralela ao campo magnético com velocidade constante
e (ii) possui uma derivag  B. Esta equacdo tem validade para campos magnéticos sem
curvatura, pois, neste caso, outras derivas surgem.
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2.3 Transporte anomalo e barreiras de transporte

Em tokamaks, o transporte na borda do plasma medido experimentalmente é uma
ou duas ordens de grandeza maior em comparacao a teoria neoclassica, que considera
apenas efeitos difusivoss]. Esta diferenca entre o transporte medido e o neoclassico,
nomeamos de transporte anémalo. Um modelo completo para o transporte anémalo ainda
ndo existe. A literatura indica que ele ocorre pelo transporte radial devido a derita B
causada por utuacOes eletrostaticas na borda do plasmaZ 6]. Tais utuacbes sao
decorrentes de ondas de deriva que se propagam poloidalmente na borda do plasma. O
campo elétrico resultante dessas oscilacbes tem uma componente poldidalLogo, a
derivaE B é radial, mecanismo pelo qual ocorre o transporte anémalo.

ObservacOes experimentais indicam que, em certas descargas de tokamaks, o
coe ciente de transporte na borda do plasma é reduzido, melhorando o con namento
de particulas. Esta reducao é consequéncia de uma barreira de transporte, que pode ser
obtida por um feixe de particulas neutras aquecidag][ ou pela acdo de um eletrodo
polarizado na fronteira do plasma33]. Veri ca-se experimentalmente que estas barreiras
estdo relacionadas a um cisalhamento negativo do campo elétrico radial na regido da
barreira [9].

2.4 Modelo de Horton

Para desenvolver o estudo da in uéncia de oscilacdes eletrostaticas no transporte
de particulas, consideraremos o sistema dindmico baseado nas equacdes diferenciais do
modelo de Horton L0]. Este modelo tem como ponto de partida a equacado de movimento
do centro de guia de uma particula imersa em uma regido de campo eletromagnético,
equacao(2.7), que utiliza coordenadas polares locaig, = (r; ; ), obtidas a partir da
aproximacao cilindrica de um tokamak com grande razdo de aspecto. Neste sistema de
coordenadas, € o angulo toroidal e o pa(r; ) sédo as coordenadas polares medidas sobre
0 eixo do toro. O campo elétricde possui duas contribuicdes: uma componente radia}
de equilibrio e uma componente utuanteE = r ~referente as oscilacdes eletrostaticas
Nestas condi¢cOes, as componentes da eq. (2.7) cam:

2 Em plasmas, devido a presenca de matéria carregada, é possivel a propagagdo de ondas cujo campo
magnético é constante no tempo. Neste caso, E = @/ @t=0. Logo, o campo elétrico é derivado
a partir de um potencial ~(x;t).
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dr 1 @
= - = 2.
it~ B @ (2.83)
d Vjj B 1 @ E,
— = S+ ——  — 2.
dt r B rB @r rB (2.80)
d _ ij
- R (2.8¢)
O campo magnético € a soma das componentes poloidal e toroidal,
B=B +B: (2.9)

Em tokamaks com grande razéo de asped® B , logo, aproxima-seB B . A
componente poloidal do campo magnético pode ser escrita em funcao do fator de seguranca,
segundo a equacao (2.3). Nestas condi¢cdes, as equacdes de movimento (2.8) cam:

dr _ 1 @

d _ Vi 1 @ E,

TR o B (2.10b)
d _ Y

- R (2.10c¢)

A modelagem do potencial utuante é tema de discordancia na literatura. Ha
modelos, como o de Hasegawa Mima, que prop6e uma perturbacédo que varia radialmente
[34, 17]. J& o modelo de Horton, no qual este trabalho é baseado, considerara utuacdes
localizadas somente na borda do plasma. O caso mais geral de uma utuacéo localizada
na borda é um espectro de ondas de modos de oscilacdo espacial e temporal, de nido pela

equacao

X
(x;t) = ncosm | n! ot) (2.11)
m;l;n
ondem el séo, respectivamente, os modos oscilacdo poloidal e toroidal! §& a frequéncia
angular do primeiro modo temporah = 1.
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3 Sistemas Hamiltonianos

O modelo de Horton pode ser estudado utilizando a abordagem de sistemas Ha-
miltonianos, utilizada neste trabalho. Neste capitulo revisaremos os principais resultados
referentes a sistemas Hamiltonianos quase-integraveis. Abordaremos sistemas Hamiltonia-
nos a tempo continuo ( uxos) e discreto (mapas simpléticos) e como ambos se relacionam.

3.1 De nicdes basicas

Sistemas Hamiltonianos séo caracterizados por uma funcdo Hamiltoniaida=
H(p;q;t) do par de variaveisq = (qu; :::;n) ep =(py; :::;n) €, em geral, do tempo
t. O conjunto fg;i = 1;Ng é formado pelas coordenadas generalizadagpgi = 1;Ng,
0s momentos generalizados. De ne-se o numero de graus de liberdade do sistema como a
guantidade de coordenadas (ou momentos) generalizadis, A evolucao temporal deg e
p ocorre no espacgo de fage (, 2N-dimensional, governada pelas equacgbes candnicas de
Hamilton [35]:

@+ _ @H

a Te
As equacgdes candnicas concedem propriedades particulares a sistemas Hamilto-

nianos. Por exemplo, o teorema de Liouville arma que as trajetérias no espaco de

fase comportam-se como em um uido incompressivel. Matematicamente, s€ja=

( @QH@q ; @K Ppo uxo de trajetérias Hamiltonianas no espaco de fase, entdo, F =0

[36]. Algumas consequéncias deste teorema sdo fundamentais para sistemas caéticos, por

exemplo, o teorema da recorréncia de Poincaré [37].

p= (3.1)

Ha uma classe de sistemas dindmicos, chamadogbnomos cujas equacdes nédo
dependem explicitamente do tempa3B]. No caso de sistemas Hamiltonianos, se a Hamil-
toniana H ndo depende explicitamente do tempo, o sistema é autbnomo. Caso contrario,
€ chamadondo-autbnomo Sistemas Hamiltonianos, déN graus de liberdade, com de-
pendéncia explicita no tempo sédo equivalentes a sistemas autbnomos no espaco de fase
estendido de dimensa@N +2. Nesse novo espaco de fase o tentp® uma nova coordenada
generalizada, o numero de graus de liberdade é acrescido em uma unidade e a dimenséo
do espacgo de fase, em duas [39].

Pode-se escrever as equacgOes de Hamilton em qualquer sistema de coordenadas
e momentos desde que a forma das equac{®g) seja preservada. Uma classe especial
€ chamadacoordenadas de acdo e angufb; ) [35]. As equacdes canbnicd8.1) nestas
novas variaveis se tornam:
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@K @K
"t e T @

ondeK = K(I; ) é a nova Hamiltoniana.

(3.2)

Em sistemas com dois ou mais graus de liberdade a visualizagdo do espaco de fase
completo € impossivel, ja que o0 mesmo possui mais de trés dimensdes. Em um espaco
de fase2N -dimensional, a se¢ao de Poincaré é uma hipersuperfidie 1-dimensional,
transversal ao uxo de trajetérias. De nimos o0 mapa de Poincaré como: o conjunto de
pontos gerados pela intersecdo de uma 6rbita do espaco de fase na secdo de Poincaré, que
possui uma dimensdo a menos em relacdo ao espaco de fase. Pode-se provar que o mapa de
Poincaré preserva as propriedades dinamicas da trajetéria, ou seja, se a 6rbita é periddica,
guase-periddica ou cadtica [40].

Uma classe especial de se¢cdes de Poincaré é utilizada para geegas estrobos-
copicos muito Uteis na analise de hamiltonianas com dependéncia temporal periddica
no tempo B1]. Dada uma hamiltoniana dependente explicitamente no tempo, periddica,
de periodo . No espaco de fase estendido, pode-se plotprq) em intervalos de tempo
igualmente espacado de. O mapa resultante desse conjunto de pontos é chamada mapa
estroboscépico. Percebe-se que esta ndo € uma secdo de Poincaré pela de nicdo acima.
Contudo, € um jargdo chamar o mapa estroboscopico de mapa ou secao de Poincaré, ja
gue ambos desempenham o mesmo papel.

3.2 Sistemas integraveis

H& uma classe de sistemas Hamiltonianos, chamados sistemas integraveis, cuja
solucdo das equacfes de moviment®.2) € trivial nas coordenadas de acdo e angulo.
A integrabilidade & um conceito fundamental em sistemas Hamiltonianos. Ela se refere
a possibilidade de encontrar solu¢cdes explicitas para as equacdes de movimé&iio |
De nimos um sistema Hamiltoniano, deN graus de liberdade, como integravel se, e somente
se, ele possuN constantes de movimento em involucdo Sobre sistemas integraveis, o
principal resultado é o teorema de Liouville-Arnold, demonstrado en3§]. Seu enunciado
arma: seja um sistema Hamiltoniano integravel, conN graus de liberdade, entéo:

(i) Existem variaveis de acdo e angul@d; ) tais queH = H(l), de modo que a solucao
das equagOes de movimento sao

lj = constante; i= O+ (Nt (3.3)

1 Duas constantes de movimentd=; e F; estdo em involug&o se, e somente se, o parenteses de Poisson

delas é nulo:[F;;Fi]=0.
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sendo ;(I)= @H@] € uma constante.

(ii) As trajetorias no espaco de fase residem na intersecao das superficies de nidas pelas
N constantes de movimento. Portanto, estao limitadas a uma variedade descrita por
N angulos, que coincide topologicamente a um tordé-dimensional.

3.3 Sistemas quase-integraveis

A integrabilidade de um sistema pode ser quebrada por uma perturbacéo na
Hamiltoniana. Os teoremas de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) e Poincaré-Birkho
(PB) fornecem o cenario das solu¢bes do sistema nédo integravel quando esta perturbacao é
su cientemente pequena. Por de nicdo, sistemas quase-integraveis possuem hamiltoniana
da forma

H(I; )= Ho(l)+ H(l; ) (3.4)

onde Hy € uma hamiltoniana integravel, é um parametro adimensionalH; o termo
perturbativo e (I; ) as variaveis de acdo e angulo do sistema integravel.

O teorema de KAM arma: se as frequéncias; do sistema integravelH, sao
racionalmente independentes e su cientemente irracion&jentdo, para su cientemente
pequeno as solucdes do sistema perturbaf®4) sdo predominantemente quase-periodicas
e diferem ligeiramente do sistema integraveB7]. A quantidade de torus ndo-ressonantes
preservados no sistema perturbado depende do parametro de perturbacadbdma das
premissas do Teorema de KAM € a ndo degenerescéncia da Hamiltoniana integravel, ou
seja, que a condicaowist,

@ _ @Ho

@ @
seja satisfeita. Sistemas quase-integraveis cuja hamiltoniana depende periodicamente do
tempo, geralmente, satisfazem as hipéteses do teorema de KAM no espaco de fase estendido
[43]. Um exemplo é o oscilador de Du ng conservativo [44].

60; (3.5)

O teorema de PB remete-se ao destino dos torus ressonantedHdesob a acao
da perturbacaoH;. Ele complementa o teorema de KAM, que se refere aos torus nao-
ressonantes. Ele a rma: dado um toro racionak=s do sistema integraveH,, a acdo da
perturbacdoH; gera um numero par2ks de pontos periodicos, ondk é um inteiro positivo.
Metade dos pontos sdo estaveis e dao origem a ilhas, a outra metade sado instaveis, gerando

2 Pode-se aproximar qualquer nimero irracional por um nimero racional utilizando fragées continuas. A

condicaosu cientemente irracional indica: a diferenca entre o nimero irracional e seu racional mais
proximo é menor que um determinado valor . Para mais detalhes consulte a referéncia [42].
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selas hiperbdlicas. As ilhas sdo agrupadas em cadeias envoltas por uma variedade chamada
separatriz, que une os pontos hiperbdlicos. O teorema ndo prevé o valoridemas, na
maioria dos casosk = 1 [39]. Destaca-se que, conforme o parametro de con namento
aumenta, mais torus de KAM sdo quebrados e os pontos hiperbdlicos ddo origem ao caos
de separatriz [45].

3.4 Mapas simpléticos

Sistemas Hamiltonianos quase-integraveis do tig8.4), em geral, possuem mapa
de Poincaré aproximadamente modelado pela relagéo de recorréncia:

In+ f ( n) (3.63.)
nt ! (|n+1) (36b)

In+1

n+1

na qualf é funcéo periddica de. Sua dependéncia na variavel de acdg.; , em oposi¢cao
al,, garante a preservacio de aréa

Mapas do tipo (3.6) podem ser derivados de hamiltonianas, mas sao considerados
sistemas dindmicos a parte. Dependendo das fun¢gdes! escolhidas, este mapa modela
uma gama de comportamentos apresentados por sistemas Hamiltonianos quase-integraveis
[39). E preferivel trabalhar com mapas, em oposi¢do a uxos, pois seu estudo analitico é
mais simples e a resolu¢do numérica € mais rapida computacionalmente. Alguns mapas
possuem propriedades de simetria espacial que permitem criar algoritmos para encontrar
orbitas periddicas, o que ndo é possivel em sistemas continuos [46].

A funcdo! é chamadafuncdo twist do mapa: ela fornece o angulo entre duas
iteracdes do mapa integravel. Logo, de nimos numero de rotacdode uma Orbita em geral,
, COMO:

= lim “(ie1 )= lipm 220 (3.7)

No caso do mapa sem perturbacdo= 0, a acdo € constantd,,.; = |, = constante,
caracteristica de sistemas integraveis. Neste caso, a propria fun#ist é constante. Em
mapas sem perturbacédo, ou integraveis, ha somente solu¢des regulares de dois tipos:

3

UmmapaM ( n;ln) =( n+1;ln+1) preserva area se sua matriz Jacobiana possui determinante unitario,
ou seja

@ln+1; n+1)
det ————~= =1
@ln; n)
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(i) Periddicas: caracterizadas por um nimero nitg de pontos. Seu nimero de rotacéo é
racional = p=q ondep é o periodo da Orbita &y 0 nimero de revolucbes necessarias
para formar osp pontos.

(i) Quase-periddicas: caracterizadas por um numero in nito de pontos, que nunca
coincidem. Formam as chamadas curvas de KAM. Possuem numero de rotacao
irracional.

Para 6 0, a acdol ndo é constante e o sistema nao € integravel. Se o parametro
de perturbacéo for pequeno, o cenario do mapa é determinado pelos teoremas de KAM e
PB: orbitas periddicas levam a cadeias de ilhas, quebrando as 6Orbitas quase-periddicas
préximas. O surgimento do caos em sistemas Hamiltonianos ocorre quando o parametro
de perturbacéo é su cientemente grande, mas varia de um sistema para outro. A proxima
sec¢do discute a transi¢do para o caos em dois mapas Hamiltonianos: o Mapa Padivéist
(MPT) e o Mapa Padrao Nao-Twist (MPNT).

A funcdo twist de um mapa abriga uma importante caracteristica do mesmo. Uma
das hipoteses do teorema de KAM € a ndo degenerescéncia da Hamiltoniana, equacao
(3.5). A condigéo equivalente para mapas é

@n+1
@4

ou seja, a funcadwist deve ser monotonicamente crescente, ou decrescente [46].

60; (3.8)

3.4.1 Mapa padrao twist

O Mapa PadréaoTwist (MPT), de nido por:

lns1 = In+ Ksin(2 ) (3.92)
nt1 = n  lpsa mod 1 (3.9b)

€ um mapa, ndo-linear, que descreve o comportamento local de sistemas nao integraveis
proximo a separatriz de um ressonancia nao lineat7. E um caso particular de(3.6), no
qualf ( )= sin(2 ) e a funcéaotwist escolhida é (1) = I. Esta funcéo satisfaz a condicao
twist (3.8), entdo, os teoremas de KAM e PB séo aplicaveis. O parametro de perturbacéo
K é de nido para valores ndo negativos e a variavel de angulo é normalizad2 [0; 1).

O espaco de fase do MPT, para alguns valores Ke esta na Figura 2. ParaK =0,
0 mapa(3.9) possui solugéol = Ige , = o+ nlg, Figura 2a. Aumentando o valor da
perturbacéo surgem ilhas dos pontos periddicos, quebrando os torus invariantes proximos,
assim como prevé os teoremas de PB e KAM, Figura 2b. Ainda nesta gura, nota-se o
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