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Os estudos dirigidos podem ser realizados em duplas.

Apenas os exercicios marcados com asteriscos precisam ser entregues para avaliagao.
As resolugoes dos exercicios devem ser entregues ao monitor em um tnico arquivo pdf.
A resolugao de cada exercicio deve seguir a numeracgao indicada em seu enunciado.
Exercicios entregues em desacordo com estas regras serao desconsiderados na corregao.

1. Integracdo numérica: Hamiltonianas ndo separaveis

1.1. Mapas implicitos

Em nosso primeiro estudo dirigido, consideramos apenas a integragdo numérica de sistemas dindmicos
decorrentes de Hamiltonianas separaveis. Ou seja, nosso interesse restringiu-se a Hamiltonianas com o
seguinte formato:

H(q,p) = K(p) +Ul(q)- (1)

Entretanto, a separacdo de varidveis indicada acima nao é factivel em grande parte dos sistemas
Hamiltonianos. No caso de Hamiltonianas ndo separaveis, as equagoes candnicas de movimento assumem
a seguinte forma:

. 0H
i=%, = a(p, q), (2a)
. OH .

p= afq—p(p,q% (2b)

nas quais, de maneira geral, ambas as quantidades ¢ e p possuem dependéncia funcional simultdnea na
posicdo e momento candnicos. Portanto, em um determinado instante de tempo, a variagdo temporal
de uma varidavel dindmica constitui uma fungdo desta mesma variavel. Esta caracteristica resulta em
complicacoes durante a aplicagdo de métodos simpléticos de integragao numérica, uma vez que a evolugao
temporal do sistema é descrita por um mapa implicito.

Os mapas implicitos sdo definidos pela seguinte expressao:

plmHD = fu ), (3)
na qual introduzimos o vetor p("t1) = (Mgnﬂ)’ M(2n+1)’ ces ,ul(inﬂ)), cujos d elementos descrevem o estado
do sistema dindmico no instante de tempo n + 1. A quantidade f = (f1, fo,..., f4) representa uma

funcéo vetorial das varidveis ("1 a qual também pode apresentar dependéncia funcional explicita no
estado do sistema para instantes de tempo anteriores a n + 1. De acordo com a identidade (3), podemos
determinar a evolucao temporal do sistema dindmico mediante a resolu¢ao de um conjunto de equagoes
algébricas para as variaveis p(" 1.

Considerando um sistema Hamiltoniano canénico com N graus de liberdade e Hamiltoniana nao
separavel, o método de Fuler simplético é descrito pelas seguintes equagdes:

H
q§n+1) _ qj(n) + At 87 , (4&)
Op; (q(n+1) p(n))
p(-"H) = p(-n) — At oH (4b)
/ J an (g(n+1) p(n))
nas quais ¢ = (qgn),qgn), .. .,qg\?)), p(") = (pgn)7pén), ... ,pg\?)) ej=1,2...,N. Como esperado, as

identidades (4) geralmente correspondem a um mapa implicito, uma vez que a derivada parcial 0H/0p;,



quando calculada em (q(”“), p(”)), possui uma bastante provavel dependéncia na variavel qJ(."H). Con-

sequentemente, a determinacdo dos valores das posicoes candnicas ¢("t1) estd condicionada & resolugdo
das equagoes (4a), as quais usualmente constituem um sistema algébrico ndo-linear. De maneira distinta,
os valores dos momentos candnicos nao estdo determinados implicitamente, visto que podemos utilizar
as identidades (4b) para o cdlculo imediato do vetor p" 1D apés conhecido o valor de ¢g(™*+1).

1.2. Resolugao numérica de mapas implicitos

Com o proposito de utilizar o método de Euler simplético para a integracdo numérica de um sistema
dindmico com Hamiltoniana nao separavel, precisamos estabelecer um procedimento para a resolugao do
sistema algébrico constituido pelas equagdes (4a) a cada passo de tempo. No presente estudo dirigido,
realizamos uma breve apresentacdo do método de Newton, o qual representa uma ferramenta numérica
bastante simples e poderosa para a busca de solugoes em sistemas algébricos nao-lineares.

Considere o seguinte sistema de equagdes:

g (" g gty = o,
ga (g g gty = o,

(5)
gn (@ g ey = o,

. - o . 1
no qual as quantidades g; representam fungoes das varidveis reais q(n+ )

; , para 7 = 1,2,...,N. Por
exemplo, no caso do método de Euler simplético, uma comparagdo entre as expressoes (4a) e (5) resulta
no seguinte formato para as funcoes g;:
+1 +1 +1 +1 0H
g™ g g = 4 )—qj(v")—Ataf : (6)

Pj | (qn+1) pn))

De maneira a facilitar a exibi¢do do método de Newton, podemos reescrever o sistema de equagdes (5)
em notagao vetorial:

g(q" ™) = 0; (7)

na qual introduzimos a fungéo vetorial g = (g1, 92, -..,gn). O método de Newton consiste basicamente em
aproximar o conjunto de equagdes ndo-lineares (7) por um sistema algébrico linear. Para esta finalidade,
realizamos uma aproximacgao por série de Taylor em primeira ordem:

g(g™™) & g(g" ) 4+ J (gL (g — g FLO)y, (8)

na qual o vetor ¢("19 simboliza uma aproximacio inicial para a solucdo das equacdes (7). Observe
que, durante a aplicagdo do método de Euler simplético, uma escolha interessante para a aproximacao
inicial seria ¢("t10 = ¢(™ A matriz J, também introduzida na expressio (8), representa o Jacobiano
das fungdes g, o qual definimos pela seguinte relagao:

_0Og1 _ 991 e, 91
aq§n+1) 8qén+1) aq}(\;1+1)
dg 9g 9g
aq("il) aq(nil) e aq(”il)
J(q) = b 2 N : (9)
_9gn _ _Ogn . _Ogn _
Y Y gy Y gt =g

Substituindo a aproximagao (8) na equagio (7), obtemos a definicdo para a primeira iteragdo do
método de Newton:
J(q(nJrl,O))q(nJrl,l) _ J(q(n+1,0))q(n+1,0) o g(q(nJrl,O))’ (10)

na qual o vetor ¢ 11 corresponde & primeira solucdo resultante do algoritmo de Newton. Note que,
para a obtencdo da aproximacio g™t precisamos apenas resolver um sistema de equacdes lineares
com matriz de coeficientes J(¢("T19) e vetor constante J(q("+1:0))q(n+1.0) — g(g(n+1.0)),

Com o objetivo de obter uma solucdo mais precisa, podemos empregar o resultado ¢t como a
aproximacao inicial em uma nova iteracdo do método de Newton. Evidentemente, podemos repetir este

procedimento de retroalimentagdo diversas vezes, até que a precisao desejada seja alcangada. Portanto,



conhecida a solucdo aproximada ¢("+t1™)  podemos realizar uma subsequente iteracdo do método de
Newton com a utilizacdo da seguinte férmula:

J(q(n+1,m))q(n+1,m+l) _ J(q(n+1,m))q(n+1,m) 7g(q(n+1,m)). (11)

Conforme mencionado anteriormente, devemos prosseguir com as iteragoes do método de Newton até
que encontremos uma solugdo com a precisdo pretendida. Como critério para a interrupgao do processo
iterativo, podemos empregar a seguinte relagao:

lg(g )| <, (12)

na qual o pardmetro e simboliza um ntmero real positivo com valor préximo a zero. Ou seja, quando
uma solucdo ¢"T1m+1) satisfaz a identidade (7) com suficiente precisdo, consideramos que o sistema
algébrico nao-linear estd numericamente resolvido. Desta forma, dentro da margem erro permitida pelo
parametro ¢, a seguinte igualdade torna-se valida:

(n+1) (n+1,m+1)' (13)

q =q
1.3. Resolugao numérica de sistema lineares
Conforme evidenciado na subsec@o anterior, a aplicacdo do método de Newton esta sujeita a resolu-
cao iterativa de sistemas algébricos lineares. Na presente subsecdo, realizamos uma sucinta revisao do
algoritmo para a obtencdo de solugoes de sistemas lineares pelo método de decomposi¢io LU.
Como primeiro passo, considere o seguinte sistema linear:

Aq =1, (14)

no qual ¢ = (q1,92,...,qn) simboliza o vetor de varidveis e b = (by,bs,...,by) constitui um vetor
constante. A quantidade A representa uma matriz invertivel de ordem N, cujos coeficientes constantes
sao descritos pela seguinte notagao:

a11 a12 1N
a21 a2 -+ G2N

A= . o . : (15)
ani1 an2 °* OGNN

O método de fatoragdo LU consiste basicamente em reescrever a matriz A como um produto de duas
matrizes triangulares, de acordo com a seguinte identidade:

A=LU. (16)

Em termos de seus elementos, as matrizes L e U possuem a seguinte descri¢do:

1 0 o --- 0 U1 U2 U3 UIN
log 1 o --- 0 0  wap w2z -+ uaN

L=1| tst Il 1 - 0 e U= 0 0 wuzz -+ usy | (17)
It In2 In2 -+ 1 0 0 0 - unnwN

Substituindo as expressoes (15) e (17) na equagdo (16), podemos encontrar as relagoes entre os ele-
mentos da matrizes triangulares e os coeficientes da matriz A:

j—1
Ujk = Ajk — Z limUmg, para j <kek=1,2,..., N, (18a)
m=1
k—1
Lix = (ajk — Z ljmumk>/ukk ,para N >j>kek=12,...,N—1. (18b)
m=1

Utilizando as identidades anteriores, podemos prontamente calcular as matrizes L e U em funcao
dos valores conhecidos dos coeficientes a;;. Entdo, como préximo passo em nosso algoritmo numérico,
realizamos a decomposicao do equagdo (14) em dois sistemas lineares auxiliares:

Lo =b, (19a)
Ug =z, (19b)



nos quais introduzimos o vetor x = (z1,xs2,...,zn). Observe que a resolugdo sequencial dos sistemas
lineares (19a) e (19b) é completamente equivalente a resolugdo da identidade (14).
A solugdo da equacao (19a) decorre da seguinte férmula:

j—1

xj:bj—lekxk, para j =1,2,...,N. (20)
k=1

Uma vez conhecido o valor do vetor x, podemos resolver o sistema linear (19b) com utilizagdo da
seguinte identidade:

N
g = |z; — Z Ujkqk /ujj,parajl,Z,...,N. (21)
k=j+1
Com a determinagao do vetor g, obtemos finalmente a solucao de nosso problema original, representado
pela equacao (14).

2. Aplicagdo: Hamiltoniana de Walker-Ford

Nesta secao, com o auxilio dos métodos numéricos discutidos anteriormente, realizaremos o estudo
da Hamiltoniana de Walker-Ford (referéncia 3.1), cujo propésito é ilustrar o aparecimento de regides
cadticas no espacgo de fase como consequéncia da interagdo de ressonéncias nao-lineares e a destruicao de
toros KAM. Podemos descrever a Hamiltoniana de Walker-Ford como a soma entre um termo integravel
Hy e uma perturbagao Hi:

H = Hy+ Hy, (22a)

Hy=Jy+Jy — J§ —3J1 o+ J3, (22b)
3

Hl = aleQ COS(2¢1 - 2¢2) + ﬂJ1J22 COS(2¢1 - 3¢2) (220)

Observe que a perturbagdo H; é constituida por dois termos ressonantes, cujas intensidades sdo
controladas pelos pardmetros a e 3. As quantidades ¢y e Ji, para k = 1,2, denotam respectivamente as
variaveis canonicas de angulo e agdo para a Hamiltoniana nao perturbada.

2.1 Demonstre que a Hamiltoniana H é uma constante de movimento para quaisquer valores dos para-
metros a e §. Em seguida, mostre que as fungoes Fy = Ji + Jo, para § = 0, e Fp = 3J; + 2J3,
para a = 0, também representam constantes de movimento. Note que, como consequéncia dos
resultados anteriores, determinamos que a Hamiltoniana de Walker-Ford é integravel nos casos em
que os parametros « ou /3 sdo nulos.

+1) e JIE"H) de acordo com o

2.2 Considerando a Hamiltoniana (22a), escreva as equagdes para ¢§€"
método de Euler simplético.

*2.3 Realize a implementacdo computacional das equagdes obtidas nos exercicio anterior. Em seu pro-
grama, de maneira complementar ao método de Euler simplético, realize também a implementacao
do método de Newton, uma vez que a resolucdo de sistemas algébricos nao-lineares serd necessaria
para a integracdo das equagbes de movimento. Conforme mencionado anteriormente, a utiliza-
¢ao do método de Newton estd condicionada a resolucao iterativa de sistemas algébricos lineares.
Portanto, a implementagao em seu programa do algoritmo de decomposicao LU para a resolucao
numérica de sistemas lineares também ¢é necessaria. Em breve, os resultados do presente exercicio
serdo utilizados para a construcao de secoes de Poincaré. Desta maneira, o algoritmo de Hénon para
a determinacao de se¢oes de Poincaré também deve ser implementado em seu programa. Anexe o
codigo do programa desenvolvido ao seu trabalho.

*2.4 Considere a seguinte transformacao de variaveis:
qr = / 2J cos ¢, (23a)
pr = —+/2J sin ¢, (23b)
na qual as quantidades q; e pi, para k = 1,2, representam respectivamente variaveis canonicas de

posicao e momento.

Construa uma secio de Poincaré no plano ps X g2 para g1 =0, p1 > 0, « = 0,1, 8 = 0 e energia total
E =0,18. Observe que as condigdes g1 = 0 e p; > 0 equivalem & identidade ¢; = 37/2. Indique
os pontos fixos elipticos e hiperbdlicos em seu grafico. Anexe a figura obtida ao seu trabalho. Note
que o grafico elaborado no presente exercicio é semelhante a figura 6 do artigo de Walker e Ford.



*2.5

*2.6

2.7

*2.8

*2.9

Escolha uma trajetéria utilizada para a construcao da secao de Poincaré no exercicio anterior e
elabore gréaficos para as funcoes H, I e F5 em funcdo do tempo. Anexe a figura obtida ao seu
trabalho. Comente os resultados.

Obtenha a se¢do de Poincaré no plano ps X ¢ para ¢ =0, p; >0, a =0, 5 =0,1e E =0,18.
Indique os pontos fixos elipticos e hiperbdlicos em seu grafico. Anexe a figura obtida ao seu trabalho.
O gréfico elaborado neste exercicio é anédlogo a figura 7 do artigo de Walker e Ford.

Escolha uma trajetéria utilizada para a construgdo da secdo de Poincaré no exercicio anterior e
elabore graficos para as fungées H, F; e Fy em funcgdo do tempo. Anexe a figura obtida ao seu
trabalho. Comente os resultados.

Construa uma secao de Poincaré no plano py X g para gt = 0, p1 > 0, a = 5 = 0,02 e E =
0,0561. Anexe a figura obtida ao seu trabalho. Indique os termos da perturbacdo H; que produzem
ressonancias visiveis nesta se¢do Poincaré. Identifique estas ressonéncias em sua figura. O gréfico
elaborado neste exercicio corresponde a figura 8 do artigo de Walker e Ford.

Obtenha a se¢ao de Poincaré no plano ps X g2 paraq =0,p1 >0, a =5 =0,02e E =0, 18. Anexe
a figura obtida ao seu trabalho. Indique os termos da perturbacdo H; que produzem ressondncias
visiveis nesta se¢do Poincaré. Identifique estas ressonancias em sua figura. O gréafico elaborado
neste exercicio corresponde a figura 9 do artigo de Walker e Ford.

*2.10 Elabore uma sec¢éo de Poincaré no plano py X g2 para g1 =0, p1 >0, a =5 =10,02e F = 0,20.

Anexe a figura obtida ao seu trabalho. Indique em sua figura as ressonancias secundérias visiveis.
O gréfico obtido neste exercicio corresponde a figura 12 do artigo de Walker e Ford.

*2.11 Construa uma se¢ao de Poincaré no plano ps X g2 paraq; =0, p; >0, a =3 =0,02 e E = 0,2095.

Anexe a figura obtida ao seu trabalho. O grafico obtido neste exercicio corresponde & figura 11 do
artigo de Walker e Ford.
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