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Resumo

Este trabalho visa estudar a difus@o e mistura de campos escalares passivos num fluido
cadtico, incompressivel e bidimensional. Para tanto consideramos um campo de velocidades
com dependéncia complexa no tempo e variagao suave no espago e dele derivamos um mapa
de Poincaré, que corresponde ao mapa padrao perturbado por uma fase aleatéria. Calcula-
mos numericamente a dispersao e o coeficiente de difusao das trajetérias e avaliamos a acao
dos modos aceleradores do mapa no modelo. Caracterizamos a mistura e outros fenémenos

associados a conveccao no fluxo definindo diversos parametros numericamente calculados.



Abstract

This work aims to study diffusion and mixing of passive scalar fields in a bidimensional
icompressible chaotic fluid low. We consider a spatially smooth. complex time-depending
velocity field that allows an analytical derivation of a Poincaré map. This map corresponds
to a randomized standard mapping. We calculate numerically dispersion and diffusion co-
efficients of trajectories and study the action of map accelerator modes in the model. We
caracterize mixing and other phenomena related to fluid flow by defining and computing

relevant numerical parameters.
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Capitulo 1

Introducao

Nos iltimos anos o estudo de modelos de fluido com linhas de fluxo cadticas tem sido
objeto de muito interesse [1, 2]. A grande motivagao abrange o problema da mistura eficiente,
j4 que uma variedade enorme de fenémenos na natureza estao a ele associados, da circulagao
atmosférica e convec¢ao do magma no interior da Terra a evolucao estelar. Tais fenomenos
nos afetam diretamente no cotidiano e sua compreensao tornou-se uma necessidade para a

resolucao de muitos problemas tecnolégicos, donde sua grande relevancia.

Durante muito tempo o estudo de processo tao complexo ficou limitado devido a dificul-
dade de se promover uma descricao adequada em Mecéanica de Fluidos. Com o advento do
computador e, paralelamente, da Teoria de Caos [3]. ficou evidente que o Caos poderia ser

uma nova forma de descrever o que ocorre nos fluidos [1].

Foi mostrado que as propriedades intrinsecas de dispersao em fluxos caoticos promovem
um método eficiente de mistura de campos escalares (contaminantes num fluido), mesmo
usando campos de velocidades simples — como os fluxos laminares, por exemplo [4]. Em
particular, fluxos de estruturas espaciais com variagao suave e de larga escala podem levar
a movimentos de particulas em convecgao complexos. Também foi mostrado que a den-

sidade (gradiente dos campos escalares) de particulas ou contaminante conveccionados se
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concentram em um fractal [5].

Na maior parte dos estudos realizados [6] foram considerados fluxos cujos campos de
velocidades sao estaciondrios no tempo e tridimensionais {7] ou periédicos no tempo e bidi-
mensionais. Neste trabalho consideramos um fluxo que representa o segundo caso e a partir
do qual derivamos analiticamente um mapa de Poincaré. Um campo escalar (contaminante
ou tragador) é passivamente conveccionado. Este modelo é correntemente pesquisado e foi

estudado por F. Vdrosi num trabalho publicado em 1991 [8].

Varosi concentrou seu trabalho no gradiente do campo e suas propriedades fractais, que
tem sido o objeto de maior interesse nessa area [9, 5]. Em nosso trabalho, contudo, nos
propusemos a estudar as propriedades convectivas e de difusao do campo escalar em si. Por
meio do cdlculo de parametros, como o coeficiente de difusao [10], investigamos a difusao

global de trajetorias e caracteristicas peculiares presentes no mapa obtido, como os modos

aceleradores [11, 12], e, em especial, propusemos a defini¢io e o cdlculo de parametros para

caracterizar a mistura e a convec¢ao no fluido.
A seguir, uma descrigao do conteiudo dos capitulos deste trabalho :

No capitulo 2 apresentamos um modelo de fluido cadtico bidimensional e incompressivel
com uma dependéncia complexa no tempo, no qual um contaminante passivo é conveccionado
[8]. A partir de um campo de velocidades proposto para o fluxo, derivamos analiticamente
um mapa de Poincaré, que corresponde a um Mapa de Chirikov ou mapa padrio (standard

mapping) [12] perturbado por uma fase aleatéria, por meio do qual propriedades de difusao

e mistura serao investigadas.

No capitulo 3 introduzimos os conceitos de secdo de Poincaré e mapa de Poincaré. A-
presentamos as propriedades e caracteristicas basicas do mapa padrao no contexto da teoria
de sistemas dinamicos — incluindo os chamados modos aceleradores — e seu comportamento
frente a introdugao de uma fase perturbativa aleatoria, com a proposicio de um mapa alter-

nativo em que regimes intermedidrios entre o mapa padrao e o mapa derivado do modelo se

verifiquem.
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No capitulo 4 é investigada a difusdo de trajetérias de tracadores passivos por meio do
calculo de parametros propostos, como dispersao e coeficiente de difusdo global de drbitas
" 10 mapa padrao e no mapa derivado do modelo. Sao ainda estudadas a influéncia dos modos
- aceleradores na difusao e as propriedades difusivas do mapa alternativo.

No capitulo 5 estudamos distribuicdes de probabilidades da concentracao de contami-
" nantes, no tempo e no espaco, e propomos diversos parametros calculados numericamente a
~ fim caracterizar convec¢do e mistura de contaminantes no fluxo.

No capitulo 6 estao as conclusoes gerais e as propostas para continuidade da pesquisa e
~ trabalhos futuros.

Todas os dados de simulagoes numeéricas foram obtidas a partir de programas computa-
" Gionais elaborados em linguagem FORTRAN e executados em estagoes de trabalho com
plataforma UNIX. Erros numéricos sao irrelevantes, salvo mencao em contrario. Todos os
graficos e figuras foram elaborados nos programas “XMGR”. desenvolvido por Paul J. Tur-
ner, e “PGPLOT GRAPHICS SUBROUTINE LIBRARY Version 5.0”, desenvolvido por T.

J. Pearson. Por razdes técnicas as escalas dos graficos apresentam numeros decimais com

W »

~ ponto .

“w ”

e ndo com virgula “,”.

Este trabalho foi financiado pela Fundacao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao
Paulo - FAPESP



Capitulo 2

Um Modelo de Fluido Caodtico

2.1 Introducao

Vamos supor um fluido no qual é injetado uma pequena quantidade de um contaminante,
um corante, por exemplo. Tal contaminante estara sujeito a conveccao pelo movimento do
fluido sem influencid-lo, de modo que agird como um tracador passivo do fluxo do fluido.
Chamaremos de ®(r,t) a concentracao do contaminante passivo do fluido na posicdo r e no

tempo t. Advinda da teoria da mecanica dos fluidos, a equagao que descreve a concentracao

do contaminante é [13]

%ﬁ;ﬁ = %—f +v.V® = (V20 (2.1)
onde v(r,t) é o campo de velocidades do fluido e £ é um coeficiente de difusao. Estamos
supondo que o fluido em questao é incompressivel, isto é, que V.v = 0 [13]. Assim, a taxa
de variagao da concentracao do contaminante num elemento de fluido, ao seguir o fluxo, é
igual a difusdo do contaminante através do elemento de fluido.

Consideraremos o campo de velocidades v(r, t) como dado, com varia¢ao suave no espaco
e possuindo estruturas espaciais apenas em grandes escalas. Na prdtica v(r,t) seria deter-

minado por efeitos como stirring ou convec¢ao térmica [1]. Embora v(r,t) varie somente

em grandes escalas, nés veremos que o campo escalar ¢ terd variagoes em escalas de espaco
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muito pequenas.

Inicialmenfe o termo de difusao da equacao (2.1) é desprezivel para & suficientemente
pequeno. A medida que o tempo evolui, ¢ desenvolvera estruturas em escalas cada vez
menores até que, para um determinado tempo de evolucdo, a difusdo através do elemento
de fluido terd o efeito de uniformizé-lo espacialmente. Num sistema fisico real tal efeito
equivaleria a difusao molecular entre duas espécies diferentes, tal qual soluto e solvente, um
fenomeno associado ao movimento Browniano.

No entanto, estamos interessados em tempos de conveccao relativamente curtos e para
esses casos a difusao pode ser desprezada (€ ~ 0). O efeito dessa difusao sobre o problema

¢ discutida em mais detalhes em [9, 5]. Assim, para £ = 0 a equagdo (2.1) se reduz a

d®
— =0 (2.2)

o que, por (2.1), correponde a uma equacao de conservacao para . Ou seja, a concentragao
do contaminante passivo em qualquer elemento de fluido infinitesimal é constante a medida
que este mesmo elemento de fluido é levado pelo fluxo.

Agora, seja r(t), a posi¢do de um elemento de fluido, uma funcao do tempo. A trajetdria

de um elemento é uma solucao da equagao
dr
dt

O modelo em questao, por se tratar de um fluido incompressivel, tem a propriedade de

) (2:3)

conservagao de volume [13]. Dado um volume inicial V5 = V (¢¢) do fluido, apds um tempo
t > ty a mesma porcao do fluido, sujeita a convecgao, terd a sua topologia alterada. mas o

volume terd permanecido o mesmo, isto é, Vo = V(to) = V(¢).

2.2 Fluidos Cadticos

Para uma variacao linear infinitesimal ér ao longo de uma trajetéria r(¢), vemos que, em

primeira ordem, dr(t) satisfaz
do




2.2 Fluidos Cadticos

Em fluidos cadticos as trajetérias tipicas tém solugoes variacionais dr(t) cujos valores,
em média, aumentam exponencialmente. Quando dois elementos de fluido, inicialmente
muito proximos no espaco, divergem exponencialmente no tempo, diz-se que que o fluido é
caotico [8]. A divergéncia exponencial de trajetérias caracteriza os sistemas ditos cadticos;
a evolucao de tais sistemas apresentam extrema sensibilidade as condigoes iniciais.

Da equagao (2.2) deduzimos que o campo escalar passivo, isto é, a concentracao de
contaminante, tem valores constantes ®; e ®, para dois elementos de fluido adjacentes.
Assim, §® = &, — &, também ¢é uma constante seguindo o fluxo. Considerando a separacao

Jdr entre as duas trajetorias como sendo infinitesimal, nds temos §® = dr.V®; logo, de (2.2)

temos

%(&.V(I)) =0 (2.5)

ao longo de qualquer trajetéria. Sabemos que num fluxo cadtico ha solugoes or(t) que
crescem exponencialmente, correspondendo ao alongamento de um elemento de fluido numa
direcao. No entanto, sendo o fluido incompressivel, em oposicao ao alongamento existe um
estrangulamento do elemento de fluido em alguma outra direcao. Tal fenomeno ¢é conhecido
como stretching [9]. Desse modo, hd, também, solugdes dr(t) da equacao (2.4) que decrescem
exponencialmente no tempo.

Uma maneira mais clara de compreender tal fendomeno ¢ considerar um fluxo incom-
pressivel bidimensional. Imaginemos um bloco de fluido retangular de lados adjacentes 1; e
l,. Como o fluido é incompressivel em duas dimensoes, a drea da caixa ndo muda no tempo.
Logo, se 1; e seu lado oposto se apartarem exponencialmente no tempo, entao simultanea-

mente 1, e seu lado oposto devem se aproximar exponencialmente.

Portanto, da expressao (2.5) concluimos que, para solucdes exponencialmente decres-
centes de dr(t), o gradiente do campo escalar, V&, cresce exponencialmente de modo a
manter or.V® constante. Além disso, devido a sensivel dependéncia de 15 e 15 as condicoes
iniciais, havera grandes variacoes do gradiente do campo escalar passivo em escalas de espaco

muito pequenas [8].
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E sabido que, para tempos de evolucao suficientemente grandes, V@ concentra-se num
conjunto fractal [9], muito embora o préprio campo escalar passivo ® néo o seja devido a sua
propriedade de conservagao de volume. Muitos estudos foram realizados tendo como interesse
primdrio o gradiente do campo escalar [8]. Neste trabalho, no entanto, nos concentramos no

campo escalar passivo em si ao estudar as propriedades convectivas de fluidos bidimensionais

cadticos.

2.3 Imagens do Campo Escalar

Para o desenvolvimento dos nossos estudos numéricos, resolvemos a equagao (2.3) para
uma escolha particular de v(r,t), integrando-a em intervalos discretos de tempo e obtendo
um mapa para as equagoes das trajetorias. Esse mapa consiste em uma relagao de iteracao
que fornece, em tempos discretos, as posicoes de uma trajetéria do fluido, também chamada
de drbita. Isto ¢, dado um campo de velocidades de fluxo v(r,t), integrando a equagao (2.3)
sobre um intervalo de tempo T, de nT a (n + 1)T , com n = 0,1, 2, ..., obtém-se um mapa
estroboscopico

g = W0 ) (2.6)

que fornecerd as posicoes discretas r,, ao longo de uma trajetéria do fluido. O mapa depen-

derd explicitamente do passo n, diga-se, do tempo, se o fluxo nao for periédico com periodo

T, e, em particular, se o campo de velocidades for nao periodico no tempo.
Especificamente consideramos o seguinte campo de velocidades bidimensional v(r, t) com

variagao espacial suave, com r = (z,y) :

v(r,t) = vyX + vosen[0(t) + z]or(t)§ (2.4
onde
or(t) =T 6(t —nT) | (2.8)

¢ uma funcao de impulso periddica e X e ¥ sao vetores unitarios nas diregoes = ¢ y, respec-
~

tivamente; v; e vy, sao constantes. A dependéncia temporal da fase 6(¢) nao é periddica em
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nosso modelo, de modo que o mapa M dependerd de n. Por exemplo, se 8(nT) fosse uma
constante, o campo de velocidades daria entdo um fluxo exatamente periodico.

O primeiro termo em (2.7) representa uma variacao uniforme linear na componente x
da velocidade do fluido; e o segundo uma perturbacio espago-temporal na componente 7,
um impulso aplicado periodicamente. Notamos que o campo (2.7) corresponde ao fluxo de
um fluido incompressivel, isto é, V.v = 0, salvo nos instantes infinitesimais nos quais a
perturbacao em y ¢ aplicada. No entanto, neste caso, a duragio do impulso, idealmente, é
instantanea.

A principal razao pela qual o campo (2.7) foi escolhido é que ele permite a derivacao
analitica de um mapa. A dependéncia do tipo func¢ao delta nao se encontra em fluxos reais,
mas esperamos que ela simule, pelo menos em alguns aspectos, o comportamento de fluidos
fisicos tipicos [8].

Escolhendo T = 27, a partir de (2.7) integramos a equacao (2.3) como a seguir :

(n+1)T+e (n+1)T+e
lim gire =l v(r,t)dt (2.9)
=0 JnT+e €20 JnT+c

0 que nos leva ao mapa
Ynt+1 = Yn — Ksen(2rz, + 6,) (2.10)
Tn+l = Tn + Yny1
o K = Q%LT e onde 6,, r,, e r,,; sdo os valores discretos de 0(t = aT), r(t = nT) e
1(t = [n + 1]T), respectivamente. Os limites em (2.9) foram tomados para a integracio
de fungoes delta. O mapa (2.10) obtido foi convenientemente normalizado, de modo que,
podemos notar, é espacialmente periédico em z e em y. Logo, a distribuicao inicial do escalar
passivo ®(r,0) é também espacialmente periddica com periodo 1, permanecendo assim para
qualquer tempo ¢ > 0; os pontos (z, y) e (z £ 2km, y + 2k7), com k inteiro, sio equivalentes.
Podemos, portanto, tomar mod 1 do mapa (2.10) para ambas as expressoes de iteracao.
Com 6, = 0 0 mapa (2.10) se reduz ao familiar mapa padrao [14]. No capitulo seguinte

falaremos sobre 0 mapa padrao, suas caracteristicas e seu comportamento ante a introducao

de uma fase perturbadora, como no modelo. Em nossos estudos consideraremos que 6(t)
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tera uma dependéncia temporal complexa do tempo; esperamos assim que os resultados
obtidos através dessa escolha sejam uma boa indicacao qualitativa do comportamento de
fluxos que tém campos de velocidades v(r,t) com dependéncia complexa do tempo. Dessa
forma faremos 6, assumir valores aleatérios no mapa (2.10).

Por convengao, consideraremos uma distribuicao uniforme da fase no intervalo (0, 27).
Devemos ainda enfatizar mais uma vez que, embora o mapa (2.10) e a nossa definicao para
a fase estejam baseadas em um campo de velocidades v(r,t) especifico, esperamos que o
comportamento do modelo seja representativo de uma larga classe de fluxos.

O algoritmo computacional para obtencao das imagens do campo escalar é como segue.
Uma sequéencia de nimeros aleatorios #,, uniformemente distribuida no intervalo 0 < 4,, < 2w
¢ gerada. Consideramos uma rede de pontos sobre os quais os valores de ¢, o campo escalar
passivo ou concentracao de contaminante, sao medidos a cada iteracao do mapa. A area de
medida cobre o quadrado 0 < z < 27, 0 < y < 27. Suponhamos que o valor de ® é requerido
sobre um ponto r’ = (z',7') da rede de medida na iteracdo N. A trajetéria que termina
em r' é obtida aplicando-se o inverso do mapa (2.10) sobre o ponto ry = r' e iterando-o N
vezes. Isto é, estamos considerando o ponto da rede, cuja posi¢ao é dada, como sendo o de
uma trajetoria que foi iterada N vezes. Iterando-o inversamente chegamos ao ponto ry que
deu origem a sua trajetéria. E como @ é constante ao longo de qualquer trajetdria [equagao

(2.2)], ndés temos simplesmente que
@(I‘I,NT) = @0(1‘0,0) (211)

onde P é a distribuicao inicial do campo escalar passivo. Em suma, basta iterar inversamente
N vezes um ponto r’ da rede de medida para obter o ponto ry que deu origem a sua trajetoria,
e entdao tomar ® por (2.11).

O campo escalar inicial usado em nossas simulagoes é definido por
®y(r) = sen(2nx) (2.12)‘

andelr —z v
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Figura 2.1: Perfil inicial de concentragao de contaminante no fluxo (N = 0).

A rede de medida compoe 600 x 600 pontos ou pixels de imagem. Uma escala linear de
intensidade de cores em tons de cinza foi atribuida aos valores de ® para a visualizacao do
fluxo. Como (2.12) é limitado no intervalo (—1,+1), essa escala é tal que para ® = —1 os
pixels apresentam cor preta, e para ® = +1, cor branca, apresentando matizes de cinza para
valores intermedidrios.

Na figura (2.1) temos o exemplo do fluxo para a iteracao N = 0, conforme definido em
(2.12). Nas figuras (2.2) e (2.3), a evolugao do fluxo para o valor K = 0,1 do mapa e diversas
iteracoes : N = 4, 8 12 e 16. Vemos como, a medida que o numero de iteragoes aumenta,
o fluido sofre conveccao e promove a mistura das cores, ocasionando padroes cada vez mais
complexos e em escalas cada vez menores. No entanto, como ja dito, os padroes (isto €, o
escalar passivo) nao se concentrarao sobre um fractal ja que, para qualquer valor ®.. a area
total das regioes em que ® > ¢, permanece constante para qualquer iteracao.

Devemos notar ainda que, para cada iteracao, é utilizada a mesma sequencia de niimeros
aledtérios para a fase, e que os padroes convectivos formados dependem da sequéncia em
si. Antes da implementacao dos programas computacionais para as simulacoes numericas

extraimos um espectro de Fourier de uma sequencia grande de numeros aleatorios para a
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fase 6, (cerca de 1,6 x 10® valores); verificamos uma distribuicao uniforme de frequéncias,
de modo que validamos para nossos propésitos a subrotina utilizada para a geragao desses

nimeros em computador [15].
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Figura 2.2: Perfil do fluxo para 4 e 8 iteragdes, com configuragao inicial conforme figura

Rl K=0,1
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Figura 2.3: Perfil do fluxo para 12 e 16 iteracoes, com configuracao

(2.1); K =0,1.

inicial conforme figura



Capitulo 3

O Mapa Padrao

Uma vez que o modelo proposto para estudo representa uma versio do mapa padrao
ou standard, também conhecido como mapa de Chirikov, convém-nos estudar suas carac-
teristicas e propriedades e compard-las as do modelo. Proporemos adiante uma modificacao
no modelo que nos permitird compreendé-lo melhor a partir da transicao de regimes de

comportamento entre o mapa padrao e o mapa do modelo.

3.1 Secoes e Mapas de Poincaré

Consideremos o movimento em um toro descrito pelas equagoes diferenciais

91 =)
. (3.1)
0 = wy
onde w; e wy sao constantes de movimento; 6, e 6, sao as coordenadas que descrevem o
movimento no sistema.
A solugao das equagoes (3.1) € :
01 = (,dlt 4 910
(32
Oy = wot + by

com 6 e 6, constantes no tempo.
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Para estudar as trajetérias do sistema no espaco de fases convém utilizar uma secao de
Poincaré [3, 11]. Em geral, por meio da segao de Poincaré reduzimos o estudo do movimento
no espaco de fases de um sistema de £ dimensoes para o que chamamos de mapa de Poincaré,
num espaco de fases de (k — 1) dimensdes. No caso em questdo, a segao de Poincaré é um
plano fixo que intercepta as trajetérias de (3.2). Os pontos de intersecgao de uma trajetoria
sobre a secdo perfazem uma drbita e seu conjunto representa o mapa de Poincaré.

Uma boa escolha de secéo é dada por 6, = constante. Assim, as sucessivas intersecgoes de
uma trajetéria com a se¢ao de Poincaré estao separadas por um intervalo de tempo A=

wo ’

Durante esse intervalo de tempo 6, varia de

Ay = w At = 20°% = 27w (3.3)
w2

onde w é chamado numero de rotacdo (winding number) [11, 12]. Se w for um numero
irracional o movimento em (3.2) serd quase-periddico e as trajetorias preencherao todo o
toro. Se for um numero racional, satisfazendo assim a uma condi¢do de ressonéancia, a
trajetéria sera fechada e o movimento serd periodico.
As equacdes que descrevem o movimento da intersecgao n A interseccdo (n + 1) sao
In_+_1 = I

(&4
Pl = g e e

em que I representa a varidvel de agdo do sistema, isto ¢, 1 ¢ uma contante do movimento.
O mapa (3.4) é chamado mapa twist [3, 11], sua importancia reside no fato de nos permitir
estudar de uma maneira simples sistemas ndo lineares perturbados. Nesse caso podemos

generalizar, a partir de (3.4),

In+l = In+€f(1n79n)

55
0pp1 = 0, +2mc+eg(ly,0n)

onde ¢ regula a intensidade da perturbacao no sistema. Linearizando este mapa nas proxi-

midades de um ponto fixo para o qual @ é um inteiro obtém-se o mapa de Chirikov ou mapa

4

b
i

‘r[.
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padrdo [12]
Iy = F(I,,6,) = I, + Ksen8,
9n—+—1 = G(Ina Hn) =3 Hn = In+1

K ¢ o parametro que mede a intensidade da perturbagao ou nao linearidade. Os pontos fixos

(3.6)

de periodo 1 de (3.6) sdo aqueles para os quais

= R G
(S0
& = G(I*,0%)
Para o mapa (3.6) sdo os pontos [3, 11, 12]
I = 2mrm  (m=0,%1,%£2,-..)
(3.8)

G = )%

Existem portanto dois pontos fixos para cada inteiro m. No intervalo em que 0 < I <27
e 0 <6 < 27, os pontos fixos sdo (0,0) e (27, 0).

A matriz Jacobiana do mapa padrao é [3, 11, 12]

8F OF
7 Z z _ 1 Kczf)sﬁ ] (3.9)
i 1 1+ Kcosf
e o seu determinante é igual a 1, sendo o sistema conservativo. A estabilidade dos pontos
(3.8) depende dos autovalores de J obtidos sobre (I*,8*). O ponto (7,0), para qualquer
valor de K, é sempre instdvel (a0 que chamamos de ponto hiperbolico), e o ponto (0,0) é
estdvel (ou eliptico) para K < 4 e instdvel para K > 4 [12].

O mapa padrao é comumente utilizado no estudo da transicao do movimento regular
a0 caotico em sistemas conservativos, dai sua importancia. Na figura (3.1) apresentamos
o mapa de Poincaré, relagoes (3.6), para valores distintos do parametro K. Tomamos 10?2
posigoes iniciais distribuidas uniformemente ao longo do eixo I, com 6, = 0, e para cada uma
iteramos 10° vezes o mapa (3.6). O que se vé é o que definimos por retrato de fase (phase

portrait). Por conveniéncia normalisamos o mapa de modo que as coordenadas situam-se no

dominio [0, 1].
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K=0,05
1.0 ‘

=
= =

/\
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00 05 ) 1.0

Figura 3.1: Retratos de fase do mapa padrao (normalisado) para K = 0,05; K = 0,1;

K =0,15e K = 0,2. Em cada mapa ha 100 posic¢oes iniciais uniformemente distribuidas

em y = 0 e iteradas 1000 vezes.

Vemos nos mapas que, para valores menores de K, o sistema apresenta orbitas regulares,
periddicas e quase-periodicas. A medida que a perturbacao aumenta presenciamos o efeito
de ressonancias com o surgimento de ilhas secundarias em torno de pontos elipticos estaveis
[11. 12]. Gradualmente surgem bifurcagoes e regioes em torno dos pontos hiperbélicos e
separatrizes nas quais as orbitas sao irregulares. Ocorre aqui o fenémeno da superposicao
de estruturas ressonantes que da origem ao caos [11, 12].

O modelo estudado poderia ser representado pelo mapa padrao no caso em que a fase 6,
em (2.10) for nula, estaciondria ou periédica. Nesse caso a mistura e difusio de contaminantes

no fluido ficam a cargo da dinamica caética do sistema exclusivamente. Na figura (3.2)
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Figura 3.2: Fluxo para mapa padrao (fase nula), com K = 0,15¢ N = 16 1teracoes.

temos um fluxo, como definido no capitulo anterior, regido pelo mapa (2.10) com fase nula,
para K = 0,15 e N = 16 iteracoes. Vemos que nas regioes em torno do ponto eliptico
principal o contaminate pouco se difunde, mas ha estruturas mais misturadas em regioes

que se apresentam caéticas, como em torno do ponto hiperbdélico principal.

3.2  Modos Aceleradores do Mapa Padrio

Os modos aceleradores do mapa padrao caracterizam-se por regimes de difusio andmala
de orbitas, isto é, a dispersio global de drbitas, que definiremos completamente no proximo
capitulo, apresenta uma variacio nio linear no tempo [10]. Tais regimes tém origem numa
caracteristica muito peculiar do mapa padrao.

Para um mapa em geral, 4 é sempre mod 27 (ou mod 1 para o mapa normalisado), mas
I nao. No entanto, para o mapa padrao, a segunda relacao de iteragao de (3.6) implica que
I pode também ser considerada mod 27. Esta peculiaridade da origem a um segundo tipo

de pontos fixos de periodo 1. Se considerarmos que o angulo e a acao (ambos mod 27) sdo
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estacionarios, entao de (3.8) passamos a ter :

T2 (R N E DR
(L)
Ksend® = 2nl (I=0,£1,%£2, .-
Para [ # 0 nés temos os chamados modos aceleradores do mapa padrao [14], assim chamados

pois a agao em tal ponto fixo aumenta de 27/ em cada iteracao do mapa, o que ocasiona

uma difusao de drbita acentuada. A condicdo de estabilidade desses pontos ¢ dada por [12] :
|2-=hicosor |2 (3.1

0 que implica que as janelas de estabilidade para os pontos de periodo 1 existem para
valores sucessivamente mais altos de K & medida que | aumenta, ao contrario do limite de
estabilidade K < 4 para [ = 0. Fenémeno semelhante ocorre com pontos aceleradores de
periodicidades maiores [12]. As janelas de estabilidade, como veremos, surgem a intervalos
regulares no espago de parametro do mapa. Sobre o modo acelerador surgem estruturas
estaveis ou ilhas de acelera¢do no mapa de Poincaré do mapa padrao [12].

E muito importante observar que tais propriedades sio uma particularidade do mapa
padrao, e portanto € inadequado considerar modos aceleradores para mapeamentos que se

aprozimam apenas localmente do mapa padrao [12]. Veremos no préximo capitulo a acao dos

modos aceleradores nos regimes de difusao de trajetorias do mapa padrao.

3.3 A Acao de Ruido no Mapa Padrio

Como visto na apresentaciao do modelo no capitulo anterior, estaremos lidando com um
mapa padrao que apresenta uma perturbaciao aleatéria no argumento do seno. Para nos
sera conveniente, especialmente no capitulo seguinte em que estaremos estudando as pro-
priedades de difusao de trajetérias no mapa, adaptarmos (2.10) introduzindo um parametro
de controle na fase aleatéria. Lembramos que as coordenadas I e 0 (angulo-agao) de (3.6)
sao substituidas pelas coordenadas espaciais y ¢ x no modelo, de modo que 6 ou 6, designara

tao somente a fase aleatdria em (2.10).
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Figura 3.3: Amplia¢ées do mapa padrao (normalisado) perturbado por fase aleatdria, com

=0 e k= 0,000, K =0, 1,
Assim daremos a fase a seguinte forma :

0, = R, (3.12)

onde 4, é um numero aleatdrio no intervalo [0, 27] e diferente a cada iteracao n, e R é o
parametro de controle introduzido, definido no intervalo [0, 1]. O objetivo do parametro R é
observar regimes de comportamento intermedidrios entre o mapa padrao e o mapa (2.10), o
que serd util na compreensao de fenomenos associados a difusao de trajetorias e aos modos
aceleradores.

A acao mais evidente do ruido sobre o mapa padrao ¢ vista nas figura (3.3), a partir das
relagoes (2.10). Temos duas ampliagoes do mapa (2.10) (normalisado) para os casos R = 0
e R = 0,001, segundo (3.12), para K = 0,1. Vemos que o ruido, ainda que de pequena
intensidade, incorpora um random walk as orbitas do mapa padrido, tornando-as erraticas
e promovendo a destruicao das superficies regulares. E de se esperar que isso favoreca o

escape de drbitas pelo espago de fase (ou de contaminante de fluido pelo espaco no caso

do modelo). mas veremos que os modos aceleradores desempenham um papel importante
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ao lado desse fenomeno nos regimes de difusao do mapa padrao perturbado por (3.12). No

proximo capitulo veremos esse fenomeno com mais detalhes.



Capitulo 4
Difusao

Neste capitulo caracterizaremos o modelo no que se refere as suas propriedades globais
de difusao de trajetérias. Isto ¢, nos interessa aqui determinar como, em média, as tra-
jetorias de tracadores passivos no fluido se difundem. Como estratégia para compreensao de
fenomenos ligados & difusao, veremos algumas propriedades do fluido ndo perturbado aperi-
odicamente no tempo e entdo analisaremos seu comportamento na transicio em que passa

a ser perturbado por uma fase aleatéria dada por (&)

4.1 Dispersao e Coeficiente de Difusiao

Estudar as propriedades de difusio de trajetérias de tracadores passivos no fluido equiv-
ale, no contexto deste estudo, a estudar a difusio de érbitas no mapa padrao. Definiremos
entao duas grandezas de interesse para serem obtidas numericamente [10].

Seja < y2 > o deslocamento quadrdtico médio de drbitas, ou dispersio, na direcao y e

iteradas até a n-ésima iteragao do mapa (2.10) :

& 1 L i )
<y o= nﬁlinoo;;(yp - u))* (4.1)

onde yo e ¥, sdo, respectivamente, a posi¢do inicial e final de uma 6rbita e Yy, np €0 numero

de orbitas da média e o indice i denota a i-ésima trajetoria. E ainda D, o coeficiente de
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Figura 4.1: Dispersao em y para mapa padrao (R = 0), média sobre 4 x 10° drbitas, yo = 0,

com () REE=—R5 Sl |FAE =] 51
difusdo de érbitas na diregao vy :

1
D, = lim — < ¢2 > (4.2)

n—oo 2n,

Ambas as grandezas sdo definidas no limite em que o numero de érbitas vai ao infinito;
o coeficiente de difusao é ainda definido para tempos infinitos [10, 12]. Para o cdlculo,
portanto, tomamos valores de np e n finitos, que denotaremos por Np e N respectivamente.
Assim as médias calculadas numericamente sao < y% >= ﬁ Zfiﬂ(y%) - y((f))2 e
D, = &= < yk >.

Na figura (4.1) vemos a dispersdao em funcao de N para dois valores do parametro do
mapa K. Para a média foram tomadas 4 x 10? érbitas com posicoes iniciais uniformemente
distribuidas sobre a reta y = 0, de modo que yéﬂ = 0. Para K = (0,5 a dispersao de orbitas
é linear, mas é notavel que para K = 1,1 a dispersao nao sé é nao linear como a difusao é
intensa comparada a do parametro anterior.

Na figura (4.2) apresentamos o perfil do coeficiente de difusao no espago de parametros

do mapa padrao, para N = 100 iteracoes (linha cheia). Vemos que ha valores de K para
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Figura 4.2: Coeficiente de difusio em y em fungao de K para o mapa padrio (B =0,

N = 100 iteracoes); média sobre 4 x 103 6rbitas com posigoes iniciais em gy = 0 (linha cheia)

e yo = 0,5 (linha pontilhada).

0s quais a difusao é extremamente acentuada. O primeiro pico corresponde a dispersao
apresentada na figura (4.1) para K = 1,1. Nessas regioes a dispersao nao se apresenta linear
[10]; de fato, correspondem aos modos aceleradores do mapa padrao [12]. A linha pontilhada
representa o coeficiente de difusao, mantidos os mesmos parametros de célculo, porém com
posicoes Iniciais sobre a reta y = 0,5. Nesse caso. nao distinguimos os regimes de difusio

acentuada; a dispersao, de fato, é linear mesmo para os valores de /X' para os quais antes se

verificavam m'odos aceleradores.

Tal fendmeno é um indicativo de que ha estruturas localizadas no espaco de fase do mapa
responsaveis pela difusao acentuada e no linear de trajetorias, isto é, estruturas aceleradoras.
Como visto na capitulo anterior, tais estruturas correspondem a pontos fixos peculiares do

mapa padrao e que dao origem aos modos aceleradores [12].
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Figura 4.3: Padrao de difusao com varredura em K para dérbitas do mapa padrao com
posicoes iniciais sobre a linha y = 0. Tons escuros indicam posi¢ées iniciais cujas érbitas

difundem-se mais.

4.2 Difusao no Mapa Padrao

Por meio das figuras (4.3) e (4.4) apresentamos uma maneira de localizar estruturas difu-
sivas no mapa padrao e identificar possiveis padrdes de difusdo. Assim como foi feito para o
calculo do coeficiente de difusao, escolhemos um conjunto de posicoes iniciais uniformemente
distribuidas sobre a reta y = 0 (eixo horizontal do mapa). Iteramos o mapa (com R = 0
em (3.12)) para cada uma delas e calculamos o deslocamento quadratico médio em y (4.1)
de todas as trajetérias em 10? iteracoes. Atribuimos entdo uma escala de tons de cinza as
posigoes 1niclals, dependendo do quanto a trajetéria se difundiu. Nas figuras os calculos
foram baseados em 6 x 10? posi¢des iniciais e obtidos no espaco de parametros; sua resolucao
é a mesma das figuras do capitulo 2, 600 x 600 pixels.

A escala de cinzas nao ¢ proporcional a < y% >, foi ajustada para garantir um contraste
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Figura 4.4: Padrdo de difusdo com varredura em K para 6rbitas do mapa padriao com

posigoes iniciais sobre a linha y = 0. Ampliagao da figura (4.3).

de tons adequado a visualizagdo, mas tons escuros sempre indicam érbitas que se difundem
mais. Vemos na figura (4.3) que para valores menores de K as trajetérias se difundem
menos devido as estruturas regulares ainda presentes no mapa. A medida que o caos se
intensifica a quebra de barreiras permite que as drbitas escapem pelo espaco de fase, o
que fica evidente pelo aspecto desordenado do padrao difusivo das trajetérias. Notamos

entao que, para valores de K onde se verificam os modos aceleradores, surgem estruturas

intensamente difusivas (em y = 0). O surgimento dessas estruturas ¢ intermitente em K.

Notamos também que, entre dois modos aceleradores, surgem estruturas que, inversa-
mente as dos modos aceleradores, aprisionam trajetérias, mas que siao intermitentes como
aquelas. Isso indica que a queda da difusao global denotada pelo coeficiente de difusio en-
tre dois picos aceleradores ¢ causada, ainda que em menor parte, nao sé pela auséncia de

estruturas de aceleracao, mas também pela presenca de estruturas aprisionadoras.
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Como observacao extra, o padrao de difusao do mapa obtido desta forma nos da uma
informacao adicional. Na figura (4.4) temos uma ampliacdo do figura anterior. Neste in-
tervalo de K ha muitas estruturas regulares no mapa convivendo com estruturas caodticas.
Destacam-se regioes de claros e escuros alternando-se. A medida que K aumenta, regioes
claras, pouco difusivas, bifurcam-se e dao origem a outros ramos também claros, até um
ponto em que o padrao de tons de cinza torna-se desordenado. Os ramos claros, de fato,
concentram pontos elipticos, estaveis, e portanto tendem a aprisionar trajetérias. O surgi-
mento de novos ramos claros denotam novos pontos estdveis. Tal fenomeno caracteriza o
aparecimento de ilhas secundarias no mapa, isto €, de ressondncias devido a perturbacao que
o parametro K representa para o mapa padrdo. Assim, a figura (4.4) assemelha-se a um

diagrama de bifurcagoes do mapa (sobre a reta y = 0).

4.3 Ilhas de Aceleracao

Semelhantemente ao procedimento tomado na secao anterior, nesta secao identificamos as
estruturas responsaveis pelos modos aceleradores do mapa padrao. No entanto, as posigoes
iniciais serao tomadas sobre o plano do espaco de fase para um valor de K, e nao sobre uma
linha especifica, com varredura em K.

Na figura (4.5) apresentamos o padrao de difusdo para uma porc¢ao de drea do espaco de
fase do mapa padréo, fixado o valor K = 1,1, isto é, sobre o modo acelerador. A intersecgao
da estrutura vista com a reta y = 0 corresponde aquela da figura (4.3), enegrecida, proxima
ao mesmo valor de K. Lembramos que é sobre tal reta que os padroes daquela figura foram
calculados.

Em (4.5), no entanto, vemos em detalhes toda a estrutura difusiva. Os tons enegrecidos
indicam que é altamente difusiva comparada as regides vizinhas. Uma outra estrutura pode
ser encontrada em posicao simétrica a linha = = 0,5, o que se deve as propriedades de
simetria do mapa. E a intensa difusividade destas regides que atribuimos ao alto valor do

coeficiente de difusao D, para esse valor de K.
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Figura 4.5: Padrao de difuséo (em y) para érbitas do mapa padrao, com ilha aceleradora em

evidencia, A’ = 1,1. Tons escuros indicam posicoes iniciais cujas érbitas difundem-se mais.

O mapa de Poincaré da regido em questdo, figura (4.6.a), apresenta um conjunto de ilhas
estdveis inseridas em regies largamente caoticas, cujo aspecto é semelhante & da estrutura da
figura (4.5). Tais ilhas, como observado no capitulo anterior, sdo aceleradoras pois, embora
estaveis, constituem-se de pontos fixos especiais que difundem-se de um intervalo da ordem

da prépria extensao do espago de fase do mapa a cada iteracao.

O retrato de fase na figura (4.6.a), por si s6, nao permite determinar se tais ilhas sio
aceleradoras, o que s6 foi possivel com a elaboracao da figura (4.5). Para K = 1,4918, figura
(4.6.b), por exemplo, temos o caso de um conjunto de ilhas com estrutura muito semelhante
as das ilhas aceleradoras em K = 1,1. No entanto, como observamos na figura (4.4), trata-se
de uma regiao estavel comum, que aprisiona trajetorias; fato este que, aliado a auséncia de
quaisquer estruturas regulares significativas para valores de K menores (porém maiores que

K ~1,1). inibem o crescimento de D,
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Figura 4.6: Mapas de Poincaré do mapa padrio (R =0) para (a) K = 1,1000, com presenca

de ilha aceleradora, e (b) K = 1, 4918, com presenca de ilha nao aceleradora.

4.4 Difusao no Modelo

Veremos agora como sao as propriedades de transporte e difusdo no modelo observando
como a presenca de uma fase aleatéria afeta a difusao no mapa padrao. Considerando R = 1
em (3.12), obtivemos o coeficiente de difusio D, a partir das mesmas condi¢des iniciais de
calculo empregadas para o mapa padrdo. Na figura (4.7), a linha cheia representa I Gl
funcao de K para o mapa (2.10) com R =1, isto é, amplitude maxima de ruido na fase, e a
linha pontilhada representa a mesma curva obtida na figura (4.2), para o mapa padrao.

O coeficiente D,, nesse caso, apresenta-se suave em relacao as variacoes do coeficiente
para o mapa padrao e cresce, em média, quadraticamente. H4 duas observagoes importantes

a fazer.

Define-se o coeficiente de difusio quase-linear para o mapa padrao [12] a partir do limite

lim D, ~ K? (4.3)

K—o0

Tal parametro representa o valor do coeficiente (4.2) no limite em que o sistema torna-se

totalmente ergédico, j4 que K mede a intensidade de sua nio linearidade. Assim sendo,
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Figura 4.7: Coeficiente de difusao em fungao de K para R =1 (linha cheia) e R = 0 (linha
pontilhada).

concluimos que a fase aleatéria no mapa padrao induz o sistema a um comportamento
ergodico, a presenca de ruido tem o efeito que o caos largamente instalado teria. De fato, a
dispersao nesse caso ¢ linear no tempo - figura (4.8) — onde antes era, em média, quadratico,
mesmo sobre os modos aceleradores. o que pode ser constatado comparando-se as figuras
(4.8) e (4.1) [10, 16]. Efetivamente, o transporte no sistema passa a ser do tipo Browniano.

Presenciaremos novamente este fenomeno ao estudarmos propriedades estatisticas do modelo

no proximo capitulo.

Uma outra observagao refere-se a distingao de regimes de difusao no mapa. A diferenca
entre as curvas na figura (4.7) é ora negativa, ora positiva. Notadamente, a fase aleatdria
destroi os picos aceleradores, isto é, inibe a acao dos modos aceleradores; em outros pon-
tos, entretanto, especificamente entre os picos aceleradores, o ruido intensifica a difusao de
trajetorias, como se poderia intuitivamente esperar. Constatamos assim a presenca de dois

regimes de difusao distintos no mapa padrao perturbado por fase aleatdria, um no qual o
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Figura 4.8: Dispersao em y para R = 1), média sobre 4000 6rbitas, yo = 0, com (a) K = 0, 5,
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ruido intensifica a difusdo de trajetdrias e outro no qual a inibe.

Na figura (4.9) podemos visualizar o fenomeno de outro modo. Temos o coeficiente de
difusao D, em fungao da intensidade do ruido, mantendo-se fixo o parametro K. Na figura
(4.9.a) estdo representadas as variacoes para dois valores de K sobre modos aceleradores, e
na figura (4.9.b) para dois valores entre picos aceleradores. No primeiro caso a difusao cai

drasticamente com o ruido, e no segundo, acentua-se.

Sobre o modo acelerador, parte das érbitas que compdem o coeficiente de difusio (relacao
(4.2), com yéi) = 0) corresponde a pontos fixos aceleradores no mapa padrio, e sio eles
responsaveis pelo transporte anomalo nesse caso. Com a perturbagao (3.12), tais érbitas sao
levadas a regioes nao aceleradoras. Eventualmente, 6rbitas sao levadas a regioes aceleradoras,
mas a presenca do ruido impede-as de permanecerem l4. Como resultado, o ruido inibe os
picos de difusao global no mapa [17].

Para valores de K entre modos aceleradores, o fendmeno inverso acontece. Nesse caso o

mapa padrao apresenta-se largamente cadtico, sem a presenca de regioes aceleradoras. Isto

€, 0 caos, e nao os modos aceleradores, sao o fenomeno dominante no computo da difusao.
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Figura 4.9: Coeficiente de difusio em fungao de amplitude de ruido para valores distintos

de K.

Apesar disso. nem todas as érbitas do mapa sao caoticas, algumas apresentam-se regulares.
Ha, como jd vimos, a presenca de ilhas estaveis nio aceleradoras para certos valores de K .
O efeito da fase aleatéria torna, contudo, todas as érbitas cadticas [8], e consequentemente

0 mapa ergodico. A difusdo global aumenta, portanto.



Capitulo 5

Conveccao e Mistura

5.1 Distribuicoes de Probabilidade

Uma maneira conveniente de identificarmos padroes no comportamento convectivo do
fluido é obtendo distribuicoes de probabilidades de grandezas mensuraveis que variam, seja
no tempo, no espaco ou no espaco de parametros do sitema.

Em alguns experimentos reais [18] tem-se tomado, por exemplo, uma série temporal de
uma varidavel como a temperatura flutuante, medida num ponto especifico de um fluido em
conveccao e sob a acao de um gradiente de temperaturas entre as paredes do recipiente que
o contém. Faz-se entao uma distribuicao de probabilidades ou histograma da flutuacao dos
valores obtidos em torno de uma média. Deste modo, tem-se associado a curva de distribuicao
de probabilidades, que ora apresenta-se Gaussiana, ora nao, ao numero de Reynolds do fluido,
que por sua vez caracteriza seu regime de escoamento, seja ele laminar ou turbulento.

Inspirados nos resultados experimentais descritos acima, investigamos os histogramas
das flutuacoes que observamos, com o objetivo de caracterizar os padroes identificados no
modelo.

Assim, vamos obter as distribuicdes de probabilidade de séries temporais e espaciais.

Primeiramente definimos uma escala de cores para a concentracao do contaminante no fluido
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no instante inicial, por convencao na iteracdo N = 0, a exemplo do que foi feito para
a visualizagao da convecgao do fluido (capitulo 2). Estudamos dois casos, um no qual a

configuragao inicial da concentragao do contaminante varia linearmente,

o(r) = 27 — 1 (5.1)

e outro no qual varia senoidalmente (2.12),

dy(r) = sen(2rz) (52

Para ambas —1 < ® < 1,jaque 0 < zy < 1.

Para obter uma série temporal, tomamos um ponto de referéncia na N-ésima iteracao, e
a partir dele iteramos o mapa (2.10) inversamente N vezes, de modo a podermos determinar
o valor de ® em N = 0. Para uma série espacial, definimos uma itera¢do de interesse (ou
seja, um valor fixo de V) e tomamos uma sequéncia de pontos ao longo de uma linha do
espaco, sobre os quais as concentracoes sao calculadas.

A partir das séries tomadas faremos um histograma da flutuacido dos valores em torno

de uma meédia. A flutuacao é definida por :

onde a média < ¢ > é tomada sobre todos os valores ®; da série. O indice i denota o
i-ésimo valor da série. As distribuicoes de probabilidade nos fornecem a frequéncia com que
os valores de 6P ocorrem.

Como primeira analise, apresentamos o comportamento dos histogramas sob a acdo da
intensidade de ruido (pardmetro R no mapa), isto é, na transi¢ao em que o fluido passa de
um regime em que a fase , nao depende do tempo para outro com variacdo nao periodica
no tempo. Na figura (5.1) temos as distribuicdes de probabilidade de uma série espacial
(10° pontos iniciais sobre a linha y = 0,5) obtida para K = 0,2, N = 50 iteracoes e perfil
inicial linear de concentragao do contaminante — eq. (5.1). Os histogramas, com valores da

flutuacao distribuidos em 5 x 10? células, foram normalizados de modo que ffll Pr(@)dd= 1
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Figura 5.1: Distribuicao de probabilidades sobre série espacial (¥ = 0), apés N = 50 ite-
ragoes, para configuracio inicial linear de contaminante, com niveis diferentes de ruido - (a)

R=0,0;(b) R=0,08¢(c) R=1,0; K =0,92.

Na figura (5.1a) temos o caso do mapa padrao, para o qual ndo hd ruido. Podemos
ver que alguns valores sio mais frequentes que outros, mesmo apés um longo tempo de
convecgao, ja que com o valor de K escolhido o mapa ainda apresente estruturas regulares
€ consequentemente regides pouco misturadas no fluido — vide figura (3.1). Na figura (5.1b)
adicionamos ruido ao mapa (R = 0, 08), e podemos verificar que a ocorrencia de valores tende
a se uniformizar. Para ruido completo (R = 1,0), figura (5.1c), vemos uma distribuicao

uniforme, o que seria de se esperar, ja que a perturbacao devido i fase aleatoria tende a

misturar o fluido.

Devemos observar que, devido ao perfil da expressao (5.1), a média < ® > @ virtual-

mente nula, especialmente para tempos de conveccao maiores. e sendo assim. & ~ & Na
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Figura 5.2: Distribuicao de probabilidades sobre série espacial (y = 0) para configuragao

inicial linear de contaminante. R = 0,08 , K = 0,2 e N = 10? iteragoes.

figura (5.2) temos o histograma para o caso K = 0,2, R = 0,08 e N = 10°. Vemos uma
uniformizacdo da distribuicio, como na figura (5.1c). Comparando com a figura (5.1b), que
tem 0s mesmos parametros a exce¢do do nimero de iteragoes, podemos notar que a intensi-
dade do ruido parece atribuir uma escala temporal a convecgao do fluido. Isto é, o efeito de
uma pequena intensidade de ruido para um longo tempo de conveccao nao se distingue do

efeito de intensidades maiores para um tempo de convec¢ao mais curto.

Outra questao importante diz respeito a forma da distribuicao final para longos tempos
de convecgdao (N — oo). Na figura (5.3) temos o histograma para duas séries temporais de
@, tomadas no ponto (z,y) = (0,45;0), com K = 0,2, R=1,0e N = 10° iteragdes. Usamos
o perfil linear (5.1) na figura (5.3a) e o perfil senoidal (5.2) na figura (5.3b). Notamos que
as distribuicoes tendem a formas diferentes, uma correspondendo a uma flutuagao em torno
de um valor constante e a outra tendo crescimento assintotico para 6 — —1 e d® — +1. A
figura (5.3a) nao difere significativamente da figura (5.1c), mas outras simulagoes mostram

que o resultado se pareceria mais com a curva (5.3b) se o perfil adotado fosse o senoidal.
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Figura 5.3: Distribuigdo de probabilidades sobre série temporal para (a) perfil inicial de

concentragao linear e (b) perfil senoidal; R=1,0 , K = 0,2 e N = 10° iteracoes.

De fato, os perfis finais dos histogramas dependem essencialmente da forma como confi-
guramos inicialmente a concentracdo do contaminante. Essa propriedade do modelo decorre
do fato de que o mapa que o descreve é conservativo, isto €, qualquer por¢ao do espaco de
fase do mapa preserva sua drea ao longo do tempo, e portanto a distribui¢do inicial espacial
dos valores da concentracao ® nio se altera. Lembramos que no modelo o espaco de fase do
mapa corresponde ao proprio espaco fisico. Se tomarmos uma série temporal para um longo
LRMPO de conveccio, o TIdo tenderd A mistarar o Huido de fal {orma Que, estatisticamente,,
todos os valores de @ ocorrerao na posicao de medida.

Postas as consideragoes, para uma distribuicdo inicial de ® em termos de uma variavel
z, & = ®(z), a probabilidade de ocorréncia de um valor ', tomando-se ao acaso um valor
', ¢ Inversamente proporcional & derivada de ®(z). Assim, para a expressao (5.1) temos :

dd\"' 1
r |l —— - = )4l
/55 (d;r) 5 (0 )
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Epardfatexpressaot(ai2 N

I 1 _
2mcos(2nz)  2m/1 = @2 e

Notamos que, a menos de um fator constante de normalizagao , as distribui¢oes na figura

lbf\.}

(5.3) tendem, para tempos longos, as curvas previstas nas expressoes (5.4) e (5.5). Em suma,
as distribuicoes de probabilidade neste modelo sio facilmente explicadas pois o mapa que o

descreve ¢ conservativo, isto é, preserva sua area.

5.2 Estiramento e Dobramento

Outra questao de interesse no modelo refere-se aos possiveis padrdes de conveccao do
fluido. Tentaremos estabelecer uma lei de crescimento para alguma grandeza mensurdvel do
sistema relacionada ao modo como a sua Convecgao ocorre.

Para tanto definimos uma linha de contaminante no fluxo que sera usada como base
para o calculo de uma grandeza associada & convecgao. Por conveniéncia tomamos a linha
em yo = 0. Para cdlculos numéricos lidamos com valores discretos, de modo que a linha
tracadora é composta por N, pontos ou posicdes iniciais definidos por (:réi), yéi)) —= (R [
com = 1,2,3,..., N, ({ = 0 é equivalente a i = N,, assim como ¢ = 1 e 1 = N, +1).

Definimos entao o seguinte parametro, que denotaremos por G-

8= L{—Mgglwzm—rl (58
onde . |
= Nllgxooz Fun=sli= o 5 (@™ =@+ 68 -2 657)
@
o= Il = @) + @y (5.8)

ri representa o modulo do vetor posi¢ao do i-ésimo ponto da linha (estamos adotando o

ponto (z,y) = (0,0) como referencial) e Al é o comprimento total da mesma linha (ot ="0)%
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Figura 5.4: Linha de contaminante para diversas iteragoes do mapa : (a) N =1, (b) N = 4,

() N=7Te (d) N =10 iteragoes; K =0,2, R =1,0.

O ponto (z%),y](\i,)) representa a N-ésima iteracao do ponto (a:ff),yéi)) = (NLP, 0) pelo mapa

(2.10). No limite definido acima, 4 equivale 4 média obtida com a integral

1 Al
ﬂ—mﬂ

onde [ é a coordenada ao longo da linha. Adiante discutimos sobre a continuidade da linha

%(z)\ di (5.9)

e a existéncia da derivada em (5.9) no limite.

O parametro ( representa a média do modulo da derivada de 7(1) (5.8) em relacao a [, a
coordenada da linha tracadora que tomamos como referéncia iterada N vezes. A medida que
iteramos o mapa o fluxo convecciona e a linha se deforma; esperamos assim que o parametro

5, que quantifica a intensidade das deformacoes da linha no espaco, possa caracterizar a

conveccao no fluido.
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Na figura (5.4) apresentamos vdrias simula¢oes de uma linha de contaminante com
N, = 3 x 10" pontos, inicialmente posicionada conforme definido acima. Para tempos ()
crescentes observamos que a linha de teste se deforma, altera seu comprimento e dobra sobre
si mesma. lIdentificamos aqui o comportamento caracterisitco de dobramento e estiramento
(stretching e folding) [1], tipico de fluidos caéticos.

Nas simulagoes notamos também que, para uma pequena porcao da linha de contaminate
inicial, a maneira como as deformacoes evoluem no tempo nao diferem qualitativamente da
deformacao da linha toda, atribuindo ao padrao de deformacao um carater aparentemente
fractal. No entanto, esse padrao nao é de fato fractal pois a dimensao da linha nao se altera
com a convec¢ao do fluxo, permanecendo sempre igual a 1. Como ja observamos no capitulo
2, o mapa que descreve o modelo é conservativo, e por isso a linha tracadora, conforme
assegura a equagao (2.2), sera sempre continua, nao hd problemas de fronteira no modelo.
Asseguramos assim a continuidade da linha para qualquer iteragao do mapa e a existéncia
da derivada em (5.9) em qualquer ponto de sua extensao.

Também observamos no capitulo 2 que, num fluido caético, Al, o comprimento total da
linha tragadora, deve variar exponencialmente no tempo. E esse fenémeno que denominamos
de estiramento (stretching), e nao apresenta dificuldades para ser quantificado. Mais dificil,
porém, é quantificar o efeito da deformacgao espacial de dobra (folding) da linha teste no

fluido. Para tanto suprimimos a normalisacdo em (5.9) definindo :
a = 8.Al (5.10)

Na figura (5.5) vemos que « e Al sdo crescentes no tempo (K = 0,2, fixo). O compri-
mento da linha tracadora, com 10° pontos, varia exponencialmente, como esperado. A linha
pontilhada é o resultado de uma regressao exponencial (fitting) sobre os valores calculados.
Também ¢é de se esperar que « cres¢a (no caso, seu crescimento também é exponencial), em
parte porque o intervalo de integracao ¢ exatamente Al, e em parte porque a dinamica do
sistema intensifica as dobras sobre a linha. O aumento da rugosidade pode ser explicado

como se segue. O mapa (2.10) é periddico no espaco, de modo que a linha tragadora aumenta
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Figura 5.5: Parametro o e comprimento da linha de contaminante Al em fung¢ao de /V;

K = 0,2, R = 1,0. A linha pontilhada representa uma regressao exponencial sobre os
dados.

seu comprimento total num espaco limitado. E obrigada, portanto, a se dobrar.
Um resultado importante que verificamos é que as taxas de crescimento de a e Al sao
em média iguais :

g

— %~ constante (5.11)
Al
o que nos leva a seguinte conclusao : a densidade linear do nimero de dobras na linha
tracadora ¢, em média, constante no tempo e ao longo de toda a sua extensdo, mesmo
que Al varie, caso contrario a rugosidade nao permitiria que a integral de o compensasse
o comprimento para manter [ constante. Podemos verificar o mesmo fenomeno para a
dependéncia dos mesmos parametros em relacao a K, com N fixo. Na figura (5.6), ambos « e
Al escalam exponencialmente em K. Desta vez o crescimento esta associado a difusao caotica
do sistema provocado por sua nao linearidade, que acentua a divergéncia de trajetdrias.
A diferenca das curvas na figura (5.5), as da figura (5.6) apresentam uma transi¢io em

torno de K ~ 0,5 em que a taxa de crescimento muda, embora o crescimento em si continue

exponencial. As duas linhas pontilhadas em ambos os graficos referem-se a duas regressoes
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Figura 5.6: Parametro o e comprimento da linha de contaminante Al em funcao de K;

N = 5 iteracoes e R = 1,0. As linhas pontilhadas representam regressoes exponenciais sobre

dois conjuntos de pontos.

exponenciais distintas, uma antes e outra depois da transigao. Creditamos a esse fenomeno
uma mudanca no regime de difusao no qual o mapa padrao quebra barreiras devido ao caos,

a semelhanca do que observamos no capftulo anterior para a difusao de trajetérias [11].

Na figura (5.7), por fim, quantificamos o efeito da perturbagao devido a fase aleatoria no
sistema. Fixamos o parametro K e o nimero de iteragoes e variamos a intensidade do ruido
na fase, expressa pelo parametro R, entre seus dois valores extremos. Podemos notar que os
parametros apresentam, também, um comportamento semelhante a difusao de trajetorias.
Aqueles se relacionam a esta, embora essa relacdo seja menos evidente para o, que envolve
derivadas no espaco, do que para A/, um tamanho (basta lembrar que a distancia entre dois
pontos na linha tracadora divergem conforme a dinamica cadtica, o que ¢ mais facilmente
compreendido em termos da difusao global de trajetorias; mas as curvas da linha ja sao um
um fenomeno mais dificil de prever). O valor de K escolhido corresponde ao modo acelerador
e, novamente, a introducdo de ruido no mapa padrao ocasiona sua destruicao e consequente

inibicao da difusao anomala. Para valores menores de K observamos comportamento identico
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Figura 5.7: Parametro o e comprimento da linha de contaminante Al em funcao de R;

K =1,1e N =5 iteragoes.

ao do encontrado para a difusao de trajetorias.

5.3 Padroes de Mistura

Nesta se¢ao discutiremos um outro aspecto relacionado a conveccao do fluido e aos resul-
tados da secao anterior. Consideraremos especificamente a questdo da mistura de contami-
nantes no fluxo em funcdo do tempo e de parametros. Cumpre notar que, como observado
no capitulo 2, o fluido é incompressivel e idealmente nao hd a difusio que num fluido real
serla caracterizada como intermolecular (movimento Browniano), isto é, a equacao (2.2) nao
seria nula, de modo que a mistura a ser caracterizada no modelo diz respeito somente a
convec¢ao devido ao campo de velocidades (2.7). Dito de outra forma, dois contaminantes
ou tragadores distintos mantém sempre suas concentragoes, sao imisciveis, a semelhanca do
que fariam dgua e éleo num exemplo real [13]. A mistura, neste caso, é representada pela
formagao de padroes no espago em que dois tracadores distintos entranham-se um no out-

ro, sem contudo difundir-se num nivel microscépico. E nesse sentido em que falaremos de
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Figura 5.8: Parametros < Asy > e Ng em funcdo de N; K = 0,2, R = 1. A linha pontilhada

representa uma regressao exponencial.

maistura aqul.
Assim, para caracterizar de forma conveniente a mistura neste modelo, consideraremos

um fluido que, inicialmente (N = 0), apresenta um perfil de biconcentracao :

ds para0 <y <0,5
by = (o1

(N para 0%or— ==l
onde ®¢ ¢ um valor constante. Isto é, distintamente dos perfis (5.1) e (5.2) que tinham valores
de concentracao de contaminante com variagdo espacial continua, o perfil (5.12) apresenta
apenas dois valores. Como realizado para os outros perfis, adotamos uma escala de cores :

preto para @y = @ e branco para &, =

Definiremos agora alguns parametros que comporao nossa analise. Interessa-nos aqui
determinar como as duas “cores”, isto é, como os dois tracadores passivos com ® distintos
misturam-se entre si. Para isso tomaremos como base de medida a regiao do espaco sobre a
reta y = 0 no fluxo, a semelhan¢a do que fizemos na secao anterior. No entanto, desta vez
nao seguiremos a evolugao de uma linha de contaminante inicialmente naquela posicao. mas

tao somente observaremos a evolucao do fluxo sobre ela.
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Figura 5.9: Razao Rp en fungao de Ny K=0,2, R=1.

Denotaremos por ASS? o tamanho do segmento correspondente a interseccao de um
dos tracadores, digamos o preto, com a reta em y = 0. A medida que o tempo evolui
o fluxo desenvolve estruturas espaciais cada vez mais complexas, assim esperamos que o
nimero de segmentos como definidos acima aumente com N. Em N = 0, por exemplo, ha
apenas uma interseccao, dada pela propria defini¢ao em (5.12) e cujo tamanho é exatamente
L\.s(,\l,)zo = 0,5. O indice i denota o i-ésimo segmento sobre a reta y = 0 numa dada iteragao N
do mapa (2.10) (estaremos considerando ruido méximo). Ng serd o nimero de segmentos do
mesmo tracador sobre a reta y = 0. Definimos o tamanho médio dos segmentos do tracador

em uma dada iteracao N por

1 Ns :
< NG —7\7— ZASSV) (:)13)
NG

p=ll

e Rp é a razdo entre a soma total dos comprimentos dos segmentos desse mesmo tracador e
o comprimento da reta y = 0. Lembramos que no mapa (2.10) o dominio das coordenadas
x e y compreende o intervalo [0, 1], de modo que a reta y = 0 tem comprimento 1. Assim,

Ng ;
Rp=Y Asy (5.14)

=1l



50

Convecgao e Mistura

LK) - - . 1000 - l ; .
@GR
‘O - )
bl
D0 D e i 100 -
A . b
- : Ny
< =2
v ol
0010 . T, 10
£ i
dﬂ"nq]qj [
8]
0001 ‘ s s ]
0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.0
K

Figura 5.10: < Asy > e Ng em funcdo de K, R = 1, escala linear-logaritmica. N = 5

iteracoes. A linha pontilhada representa uma regressao exponencial.

isto é, é numericamente igual a soma dos comprimentos dos segmentos do tragador preto,
tao somente.

Temos entao trés parametros, < Asy >, Rp e Ng, que quantificam propriedades es-
tatisticas e por meio dos quais pretendemos caracterizar a mistura no fluxo. Em todos os
calculos nos baseamos em 10° pontos de medida sobre a reta y = 0, com 0 < z < 1, o que,
para os valores de N e K escolhidos, mantiveram os erros numéricos devido & imprecisao

dentro de limites que nao alteram qualitativamente os resultados.

Na figura (5.8) apresentamos < Asy > e Ng em fun¢ao do nimero de iteracoes do mapa,
tendo K fixo. O tamanho médio das interseccoes diminue com o tempo, enquanto o nimero
delas, como esperado, aumenta; mas ambos variam ezponencialmente (hd uma flutuagao
consideravel para valores menores de N que dependem explicitamente da sequencia aleatoéria
da fase , em (2.10), mas para tempos maiores a média (5.13) apresenta desvios menores).
A propriedade do mapa que o faz conservar sua area, mais uma vez, fornece a base para a
compreensao desse comportamento. Vimos no capitulo 2 que as solugoes da equacgdo (2.4)

sao exponencialmente crescentes ou decrescentes. Para um bloco de fluido qualquer sendo
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Figura 5.11: Razdo Rp en funcdo de K, R = 1; N = 5 iteracoes.

conveccionado, é de se esperar que o fenomeno de estiramento e dobramento o alongue e
assim observemos que, sobre uma dada linha ou reta de observacao fixa, o tamanho da
: _ bl : As®) o (di al d

interseccao com o bloco (ou seja, um Asy) seja, em média, exponencialmente decrescente.

Isso explica a diminuicao do parametro < Asy > com N.

Devido a incompressibilidade do fluido (ou preservacao de drea do mapa), ao mesmo
tempo em que o tamanho médio dos segmentos de intersec¢io decrescem, o bloco negro
inicial de fluido invade outras regices do espaco, sem contudo aumentar sua drea total inicial,
mas mantendo-a constante. Desse modo Ng aumenta; o fato de o crescimento de Ng ser
exponencial representa uma compensacao ao decréscimo, também exponecial, de < Asy >.

Se a drea nao fosse conservada sua lei de variacio poderia ser diferente.

Na figura (5.9) a razao Rp tende a se aproximar de 0,5 para um longo tempo. Notamos
que seu valor inicial em N = 0 ¢, por convencgao (5.12), 0,5, mas tende a manter essa cifra.
Isto ¢, a distribuigao de tragadores distintos sobre a reta de observagao tende a um equilibrio,
a diferenca entre o instante inicial e um tempo longo é que o bloco negro inicial apresenta-se

muito mais desordenado no espaco. Devido a isotropia do sistema (no que a fase aleatéria em
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(2.10) contribui em peso, pelo menos no que se refere a propriedades estatisticas), podemos
esperar observar, em média, a mesma tendéncia de equilibrio em quaisquer outras retas de
observacao. Isso denota a formagao de estruturas em escalas cada vez menores.

Frente ao parametro K (com [V fixo), as grandezas calculadas apresentam comportamento
semelhante, figuras (5.10) e (5.11), o que sugere que a maior divergéncia de trajetérias devido
ao caos é responsavel por ele. Aqui a tendéncia de Rp ao valor 0,5 ¢ mais evidente, mas
apenas porque a desordem do sistema ¢ mais sensivel a ndo linearidade (parametro K) do
que ao tempo. Mas aumentar o caos no sistema tem efeito equivalente ao do tempo com K
fixo. De fato, ha duas maneiras de se processar a mistura de estruturas no fluido : esperar
um tempo de conveccao longo o suficiente ou aumentar a difusdo caodtica do fluxo, esta

representada por K. Sobre o porqué de as leis de crescimento em K serem exatamente

exponenciats, ainda nao ha nada conclusivo.



Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho consideramos um campo escalar passivo (contaminante) num fluido im-
compressivel, cujo campo de velocidades tem dependéncia complexa no tempo — eq. (2.7)
— com variagao suave e de larga escala no espago. Integramos este campo em intervalos
discretos de tempo e obtivemos um mapa de Poincaré, que corresponde a um mapa padrio

com uma fase aleatéria no argumento do seno.

Este modelo foi empregado por Varosi [8] num estudo em que o gradiente do campo
escalar era de interesse primario. Nesta dissertacao, no entanto, concentramos-nos em ca-

racterizar de maneira original alguns fenomenos associados a difusdo e conveccio do campo

escalar em si.

O mapa padrao representa um sistema conservativo (preserva sua area) perturbado, onde
o parametro relevante, K, regula a ndo linearidade e cuja intensidade determina a transicao
do movimento regular ao cadtico. [11]. A fase aleatéria nao altera a propriedade de conser-
vacao de drea do mapa, mas destréi por completo qualquer estrutura regular. seja qual for
o valor do parametro do mapa (K # 0), e, consequentemente, o movimento de um elemento
de fluido se torna erratico. Como procedimento de andlise, introduzimos neste trabalho um

parametro de controle do ruido, R, representado pela fase 6,, do mapa.

Para estudar a difusao de trajetorias no fluido. calculamos numericamente no espaco de
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parametro a dispersao e o coeficiente de difusdo global na direcao y para o mapa padrao e
para o mapa com a fase aleatdria - relagdes (2.10). O mapa padrao, devido a suas muitas
correlagoes [12], produz regimes de intensa difusio para certos valores de K gragas ao surg-
imento de estruturas com pontos fixos especiais — as ilhas de aceleracdo — enquanto que
em outros valores produz ilhas regulares nao aceleradores embebidas em regioes largamente
cadticas [11]. A fase aleatéria neutraliza essas correlagdes, destruindo modos aceleradores
e quaisquer estruturas regulares, de modo que a difusio de trajetérias aproxima-se daquela

esperada para o caso ideal em que todas as érbitas do mapa sdo aleatoriamente erraticas

(difusao quase-linear).

Neste trabalho observamos distribuicoes de probabilidades da flutuacdo do campo es-
calar (concentragao de contaminante) no tempo e no espago a fim de caracterizar regimes de
conveccao no fluido. Foi observado que histogramas assim obtidos tém sua forma completa-
mente determinada pela configuragao inicial do campo escalar, fato este devido univocamente

a incompressibilidade do fluido, atestada pela propriedade de preservacao de area do mapa

(2.10) que o descreve.

Ao caracterizar estiramento e dobramento (stretching e folding) de uma linha de tracador,
verificamos que a extensao da linha e o nimero médio de dobras computado pelo parametro
que definimos por o — expressao (5.6) — crescem exponencialmente no tempo com a mesma

taxa, de modo que o numero médio de dobras por extensio de linha é constante neste modelo.

Para caracterizar o fenomeno da mistura no modelo pressupomos um perfil de campo

~escalar (contaminante) de biconcentracdo, isto é, dois fluidos de propriedades idénticas e

imisciveis. Definimos e calculamos os parametros < Asy > e Ng em funcao de K e do
numero de iteragoes (tempo) do mapa (2.10) e verificamos que ambos variam exponen-
cialmente. O tempo e a nao linearidade promovem mistura no fluido, com a consequente
formagao de estruturas espaciais do campo escalar em escalas cada vez menores. Contudo.
as caracteristicas topologicas dessas estruturas nao sao alteradas (embora cada vez mais

complexas, nao se concentram sobre um fractal, por exemplo), fato este devido, mais uma
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vez, a propriedade de preservagao de area do mapa.

Para continuidade deste trabalho e pesquisas futuras sugerimos :

(i) Investigar possivel fractalidade na curva do coeficiente de difusiao em funcao de K
D, x K, figura (4.2) [19]

(ii) Analisar o mapa (2.10) introduzindo-se outras formas de ruido que niao o branco
(Gaussiano, quadratico, fractal etc) [17]

(iii) Embora ndo tenham sido empregados neste trabalho, o calculo de coeficientes de
Lyapunov [3] podem ser efetuados para o mapa (2.10). De particular interesse pode ser a
distribuigao de coeficientes de Lyapunov em funcao da intensidade de ruido e de K

(iv) Concepgdo de um modelo para um fluido incompressivel do qual possamos, também,
derivar uma mapa com uma componente aleatéria, mas que, no entanto, nao preserve sua
area. A maior motivacao para estudar tal modelo é que, nesse caso, podemos considerar
situagoes em que o movimento das particulas de um tracador nao sigam o préprio movimento
do fluido [20]

(v) Simulacao da turbuléncia eletrostdtica observada na periferia de plasmas confinados
magneticamente em tokamaks [21]. O formalismo Hamiltoniano [22] pode ser empregado na
elaboragao de um modelo que descreva a trajetéria de linhas de campo magnético no interior
de um tokamak perturbadas por campos ressonantes criados por um limitador ergédico [23].

Um mapa bidimensional pode ser obtido e a introdugao de uma componente aleatéria podera

simular a turbuléncia eletrostatica sobre as linhas.
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