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O objetivo deste artigo é apresentar a concepgdo das leis de Kepler utilizando os aplicativos (livres) Stellarium e
Geogebra para obter e analisar dados semelhantes aos que Kepler teve acesso. Embora o procedimento apresentado
nao seja exatamente igual ao de Kepler, ele permite, de forma didatica, entender e aplicar a orientacdo seguida
por ele para obter as leis sobre o movimento de planetas. Espera-se que o estudo quantitativo aqui desenvolvido
esclareca o significado de algumas discussdes qualitativas em diversas referéncias sobre este assunto e possa ser
usado em aplicagbes didaticas.
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The aim of this paper is to present the conception of the laws of planetary motion using the free softwares
Stellarium and Geogebra to get and process data similar to those accessible to Kepler. Although this procedure is
not exactly equal to the one accomplished by Kepler, it allows, in a didactic way, to understand and to apply
the orientation followed by him in order to obtain his laws about the planetary motion. It is expected that the
quantitative study here developed make clear the meaning of some qualitative discussions in several references on
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this subject and have didactic application.
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1. Introducao

Em 1600, Kepler aceitou o convite de Tycho Brahe para
trabalhar com ele em Praga. Pouco depois, com a morte
de Brahe, Kepler o sucedeu como Matematico Imperial
na corte de Rudolph IT de Habsburgo [1].

Kepler herdou de Brahe um volumoso conjunto de
registros astronomicos realizados no observatério de Ura-
niburgo na ilha de Hven na Dinamarca. Tais observagoes,
com boa precisao, foram realizadas por Brahe mesmo
sem telescopio, inexistente naquela época [1].

Com base em suas observagoes, Brahe havia solicitado
que Kepler desenvolvesse uma nova teoria para os movi-
mentos irregulares de Marte. Resultou que em 1609, apds
extenso estudo, Kepler apresentou sua obra Astronomia
Nova [2] considerada um dos maiores trabalhos sobre
ciéncias naturais de todas as épocas, na qual anunciou ao
mundo a primeira e segunda leis do movimento planetario
[1, 3].

Kepler buscou a descri¢cao mais simples possivel dos mo-
vimentos planetdrios para validar o modelo de Copérnico
das érbitas em torno do Sol e, a partir dela, explicar a
dindmica do sistema solar.

Nota-se uma evolugao desta posicdo com relacao a
Astronomia Antiga, que a priori considerava as orbitas
circulares em torno da Terra [3, 4].

*Endereco de correspondéncia: magarms@Qterra.com.br.

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

A segunda e a terceira leis de Kepler sugerem que o Sol
influencia o movimento dos planetas. Kepler discutiu os
conceitos de espécie immateriata [4] e de forga & distancia
[3], mas ndo conseguiu deles derivar uma dindmica para
os movimentos planetarios. Coube a Newton, a partir
dos trabalhos de Kepler e Galileu, introduzir as equagoes
da dindmica e obter a lei da gravitacdo [3].

O estudo direto da Astronomia Nova pode ser arduo
por dois motivos: a notacdo empregada em geral nao
¢é atual, como também sado discutidos muitos detalhes,
incluindo tentativas sem éxito o que, embora seja inte-
ressante para o estudo das motivagoes do autor, talvez
nao seja a melhor abordagem inicial para fins didaticos.

No entanto, quando se enunciam as trés leis de Kepler
sem se detalhar como foram estabelecidas, o que é com-
preensivel perto da complexidade deste trabalho, perde-se
a oportunidade de apreciar como os dados experimentais
suportam as previsdes de um modelo tedrico.

Analises geométrica e matematica e a aplicacao de
técnicas de medida devem fazer parte da formacao de
futuros cientistas e o estudo da obtencao das leis de
Kepler pode ser uma boa oportunidade para exercitar
essas analises e aplicacdo. Dentre outros esforgos, com
a finalidade de compreender aspectos quantitativos do
trabalho de Kepler, a referéncia [5] apresenta um método,
sugerido por ele, para a construgao da 6rbita marciana
em torno do Sol.
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Neste artigo apresentamos detalhes quantitativos nao
comumente tratados nas obras sobre as leis de Kepler,
tais como [1, 3, 6, 7, 8], de modo a complementd-las sob
este ponto de vista.

Para compreender a contribuicdo de Kepler emprega-
se o aplicativo Stellarium [9] com o intuito de gerar as
observagoes, das érbitas de Marte e do Sol, vistas da
Terra. Este aplicativo simula a esfera celeste permitindo
obter as coordenadas astrondmicas de planetas, estrelas,
constelacoes e outros astros num determinado instante
do passado, presente ou futuro, escolhido pelo operador.

Com esse procedimento obtém-se medidas, como as
que Kepler teve acesso para sintetizar suas leis, visando
traté-las de modo equivalente ao que ele fez. Nao serao
discutidos todos os pormenores apresentados por ele, mas
apenas os considerados essenciais para o estabelecimento
das leis de Kepler sobre o movimento dos planetas no sis-
tema solar. Para executar esta sequéncia sdo necessarias
observagoes em momentos de oposigao de Marte, como
também observagoes separadas dessas oposi¢gdes por um
ou mais anos marcianos.

Complementarmente, usaremos o aplicativo Geogebra
[10] para analisar essas observagdes e obter as carac-
teristicas principais das o6rbitas de Marte e da Terra.
Este é um aplicativo, sobre dlgebra e geometria, pelo
qual é possivel desenhar-se pontos, vetores, segmentos,
retas e cOnicas bem como realizar operacoes para se
determinar, entre outros resultados, interseccoes, areas,
angulos e curvas.

Os dois aplicativos utilizados, Stellarium e Geogebra,
simplificam enormemente a obtencao das leis de Kepler,
além de viabilizar o desenvolvimento de material didatico
sobre este tema.

Deste modo, com base nos procedimentos de Kepler,
serda determinada, inicialmente, uma 6rbita circular para
a Terra, em torno do Sol, com precisao suficiente para
usa-la na determinacgéo da dérbita de Marte [3]. A seguir
serao feitos um ajuste circular e outro eliptico para a
orbita de Marte, comparando os erros desses ajustes,
para assim estabelecer a primeira lei de Kepler sobre as
orbitas elipticas. Finalmente, a partir dos dados e resul-
tados obtidos com os aplicativos usados, serao também
verificadas a segunda e terceira leis de Kepler.

2. Modelo inicial de Kepler para a
orbita de Marte

Inicialmente, na Figura 1, é apresentado sucintamente o
modelo geocéntrico de Ptolomeu [11]. (Posteriormente,
esse modelo serd usado para introduzir o modelo he-
liocéntrico adotado a principio por Kepler, inspirado em
Copérnico, para a sequéncia de andlise a ser desenvol-
vida).

O modelo geocéntrico simplificado de Ptolomeu [11] é
apresentado na Figura 1:
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Figura 1: Modelo de Ptolomeu para as trajetérias de um planeta,
como Marte, em torno da Terra.

1. Relativamente & érbita de Marte (M), a Terra (T),
fixa, ndo estd no centro (C) de um circulo, denomi-
nado deferente. Marte (M) move-se com velocidade
constante, em torno do ponto E, ao longo de um
circulo denominado epiciclo. O ponto E por sua
vez percorre o deferente.

2. A linha dos apsides une o apogeu e o perigeu, que
sdo, respectivamente, a maior e a menor distancia
TE.

3. Na linha dos apsides, deslocado igualmente do cen-
tro C, mas do lado contrario ao da Terra (T),
localiza-se um ponto privilegiado, denominado ponto
equante (Eq), para o qual é constante a velocidade
angular do centro do epiciclo (E).

Copérnico, embora tenha considerado o Sol no centro
das érbitas dos planetas, descartou o ponto Equante de
Ptolomeu, para manter a hipétese de Platdo e Aristoteles
que estabelecia o movimento circular uniforme como base
para os corpos celestes. Por isto o ajuste das érbitas em
torno do Sol exigiu-lhe um maior numero de circulos
complementares ao epiciclo acima mencionado [6].

De outra forma, Kleper defendia o heliocentrismo
de Copérnico, mas considerou que adotando o ponto
Equante poderia simplificar o modelamento das orbitas
[3, 7]. Assim, Kepler mudou a referéncia da Terra para o
Sol (fixo) resultando a principio, para uma dada érbita
planetaria, um circulo ao redor do Sol. Portanto, como
no modelo de Ptolomeu, Kepler considerou o centro da
orbita circular deslocado do Sol.

Como indicado na Figura 2, Kepler considerou, em
torno do centro (O) da érbita circular planetaria, os
deslocamentos, opostos entre si, do Sol (S) e do ponto
equante (Eq), que neste modelo de 6rbita passa a ser
o ponto para o qual é constante a velocidade angular
do planeta, sendo que a direcdo destes deslocamentos
determina a linha periélia pontilhada na Figura 2 [3].

Este é o modelo de partida do tipo circular excéntrico
com equante que serd denominado, ao longo deste texto,
simplesmente de drbita circular [12].

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0253



Garms e Caldas

¢ (6rbita)

linha periélia

Figura 2: Modelo de érbita circular de Marte ou da Terra (P),
em torno do Sol (S), adotado inicialmente por Kepler.

3. Coordenadas astrondémicas relevantes

As coordenadas astronOmicas geocéntricas empregadas
ao longo deste artigo, estdao indicadas na Figura 3: a
longitude ecliptica geocéntrica de Marte, angulo AM, e a
longitude ecliptica geocéntrica do Sol, angulo AS. Estes

angulos sdo obtidos utilizando-se o aplicativo Stellarium.

Na Figura 3 o eixo x indica a direcao do equinodcio
vernal (dia e noite com 12 horas no verdo do hemisfério
norte) relativamente a Terra. Este eixo define a referéncia
para a medida dos angulos AM e AS.

Também necessaria é a coordenada heliocéntrica da
Terra, dngulo AT (Terra-Sol-eixo x), calculada a partir

AP-longitude ecliptica geocentrica de P, BP-latitude ecliptica
geocentrica de P

esfera
celeste

polo celeste

P-pontona <-_|___
esfera celeste

0 L
AP
equador
€x23°27"
ecliptica Rt e
~~{_equinocio vernal
= origem de AP
X

S

Figura 3: Longitudes eclipticas geocéntricas de um ponto P na
esfera celeste (AP) e do Sol (AS). Se P representar Marte, entdo
AP = AM. Neste caso SM~0°, pois o plano da 6rbita de Marte
encontra-se muito préximo do plano ecliptico.
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do angulo AS de acordo com as expressoes deduzidas
a partir da Figura 4. Assim, se AS for menor que 180°
entao AT serd igual a AS + 180° e se AS for maior ou
igual a 180° entao AT serd igual a AS — 180°.

Observa-se que, por ser relativamente pequena, a lati-
tude ecliptica geocéntrica de Marte (SM) serd desprezada
neste artigo de modo a reduzir a complexidade da andlise
a ser desenvolvida. Na se¢do 11 (Conclusoes) serd discu-
tido o impacto desta aproximacao.

4. Alinhamento Sol Terra Marte.

Na Tabela 1 apresentam-se os 8 dias com oposicao de
Marte (o 4ngulo J entre Sol, Terra e Marte torna-se igual
a 180°, isto é, estes astros ficam alinhados) que foram
selecionados para realizar as medidas para estabelecer as
orbitas da Terra e de Marte.

Para ajustar uma orbita eliptica a principio sdo ne-
cessdrios cinco pontos [13]. Optou-se por amostrar mais
trés pontos para utilizd-los na determinacao dos erros
deste ajuste.

Usando o aplicativo Stellarium para a data da primeira
oposicao, registraram-se a cada 3 horas (a partir de
00:00:00), os dngulos AM e AS. Sao calculados também
os valores dos angulos d = AM - AS e A = § - 180°. Os
resultados encontram-se na Tabela 2.

Com estes dados é possivel interpolar a grandeza A = §
-180° buscando o valor da hora do dia em que ela passa
pelo valor zero, conforme indicado na Figura 5. Nestas
condigbes o Angulo ¢ assume o valor de 180° o que significa
que exatamente neste momento ocorre uma oposicao
entre a Terra e Marte.

Este instante é obtido pela raiz da equacao da reta
apresentada no grafico da Figura 5, “A xhora do dia”:

oposi¢do = 0,7581/0,051 = 14,86471horas
=14:51:52=0,619363 dias

0 = AS-180°; AT=0 6 = AT-180°; AS = 6 (alternos internos)

(alternos internos) =AS = AT-180°
.. AT = AS-180° .. AT = AS+180°
\ >
AS>180° Y
______ T (Terra) N
8 \
AS<180°
AT . ¥
S (Sol) T

Figura 4: Obtenc3o da longitude ecliptica heliocéntrica da Terra
(AT) a partir da longitude ecliptica geocéntrica do Sol (AS).

Tabela 1: Oito oposicdes de Marte.
28/08/2003  07/11/2005  24/12/2007 _ 29/01/2010
03/03/2012 08/04/2014 22/05/2016 27/07/2018

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n® 2, €2316, 2018
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Tabela 2: Angulo A de 3 em 3 horas ao longo de 28/08/2003.
Oh 3h 6h 9h 12h 15h 18h 21h

AM (°) 335,19 335,15 335,12 335,09 335,06 335,03 334,99 334,95

2S (°) 154,43 154,55 154,67 154,79 154,91 155,03 155,15 155,27

4(°) 180,76 ~ 180,60 180,45 180,30 180,15 180,00 179,84 179,68

A(°) 0,758 0,602 0,451 0,300 0,150  -0,003 -0,159  -0,318
10 1 dos pelo periodo de Marte, esse planeta estd no mesmo
08 - y =-0,05100x + 0,75810 local).
06 1 BRESIEAD Define-se o &ngulo AT0 como sendo a longitude ecliptica

=0 heliocéntrica da Terra na data 28/08/2003 da primeira

g'; oposicao, Tabela 4 — primeira linha, como também as
0’2 ! E 16 = 55 longitudes eclipticas geocéntricas da Terra (AT) e de
- ‘ Marte (AM), lidos na Tabela 4 em 15/07/2005, segunda
0,4 - hora do dia

Figura 5: Angulo A de 3 em 3horas ao longo de 28/08/2003.

Tabela 3: Datas e instantes de ocorréncia no dia para oito
oposicoes.

Oposicao Data Hora do dia

la 28/08/2003 14 51 52
2a 07/11/2005 5 47 52
3a 24/12/2007 17 43 8
4a 29/01/2010 17 40 14
5a 03/03/2012 17 7 41
6a 08/04/2014 18 1 29
Ta 22/05/2016 8 10 46
8a 27/07/2018 2 1 31

Interpolando os valores da Tabela 2 e considerando a
reta mostrada na Figura 5, obtemos o horario da oposi¢ao
entre Marte e a Terra. Tal procedimento é repetido para
todas as demais datas da Tabela 1, resultando a Tabela
3 onde se apresenta as datas e instantes de ocorréncia no
dia de cada uma das oposigoes.

5. Orbita Circular Terrestre

Nesta se¢ao usaremos as posicoes da Terra e de Marte
para calcularmos a distancia da Terra em torno do Sol,
Irr.

Para isso, na Tabela 4 apresentamos mais cinco ob-
servacoes (Stellarium) dessas posigoes deslocadas de
multiplos de 687 dias da primeira oposicao. Este valor
corresponde ao ano marciano considerado neste trabalho
(o valor medido atualmente é de 686,98 dias). Na se¢do 11
(Conclusdes) serd discutido o impacto desta aproximagcao.

Para ajustar uma 6rbita circular a principio sdo ne-
cessarios trés pontos. Optou-se por amostrar mais dois
pontos para utiliza-los na determinagao dos erros deste
ajuste.

Na Figura 6 apresenta-se o cdlculo da posi¢ao da Terra,
por exemplo, em 15/07/2005, as 14:51:52. Nessa Figura
adota-se a distdncia de Marte ao Sol como sendo a uni-
dade utilizada nos valores que se deseja obter para as
distancias da Terra ao Sol (pois nesses instantes separa-
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linha.

Seguindo a sequéncia indicada na Figura 6, obtém-se
os angulos do tridngulo TSM, correspondentes as posigoes
destes astros em 15/07/2005 as 14:51:52.

Com estes valores e aplicando a lei dos senos no triangulo
TSM (Figura 6) pode-se entdo escrever:

ST  seny
SM — senB 0,736
ST = rf. = 0,736 (naunidade em que SM = 1)

Repetem-se estes cdlculos para os dias 02/06/2007,
19/04,/2009, 10/10/2001 e 23/11/1999 resultando a Ta-
bela 5 correspondente as posi¢oes da Terra nestas ob-
servagoes (resultados semelhantes aos apresentados no
capitulo 27 da Astronomia Nova [2]).

Os valores na coluna de r correspondem aos de r’t em
unidades astrondmicas de distancia (UA): 1UA ¢é definida
como sendo a distancia média entre a Terra e o Sol.

Para obter rr divide-se cada valor 't pelo valor r’Tmé dio”
Nestas condigoes obriga-se o valor médio de r tornar-se
unitario pois:

5
/
5 ol rh.
TTi 2 T3
- =1
=1
T

As colunas x e y sdo calculadas pelas seguintes expressoes:

x = rpcos AT
y = rpsen \T'

6. Erro de ajuste para a orbita circular
terrestre

Na Figura 7 é apresentada a 6rbita circular da Terra
(obtida do aplicativo Geogebra) por um ajuste dos pontos
de A a E, da Tabela 5, de acordo com o procedimento
indicado nessa Figura.

Para estimar o erro no ajuste da orbita da Terra, intro-
duzimos a Figura 8. Nela apresenta-se o procedimento
para a determinagao do erro resultante do ajuste da érbita
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Tabela 4: Angulos AM, S (obtidos do aplicativo Stellarium) e AT (calculado pela Figura 4) de dados em instantes separados por

um ano marciano, durante, apds e antes da primeira oposicdo. Deslocamentos positivos e negativos fazem com que atrasos e avancos

em torno desta oposic3o se compensem diminuindo o erro devido ao arredondamento (de 686,98 para 687 dias) do ano marciano.
(as 14:51:52)  Deslocamento [ano M]  AM(°)  AS(°)  AT= AS+£180°

1® opos.  28/08,/2003 0 335,03 155,02 335,02
A 15/07/2005 I 22,43 113,33 293,33
B 02/06/2007 2 13,68 71,83 251,83
¢ 19/04/2009 3 357,81 29,80 200,80
D 10/10,/2001 1 288,72 197,50 17,50
E 23/11,/1999 2 298,04 240,95 60,95

entradas: angulos ATO, AT e AM (Tabela 4)

1. tragar ATO

2. tragar AT

3. tracar paralelaa x por T = Tx

4. Cé um ponto de Tx

5. tragar ZCTC' =AM 7
6. obter M= intersec¢do de TC' e STO
saidas: angulos a, B, e y do triangulo STM / .

ATO = 335.0270°

= o =335,0272-293,3339 = 41,6933°
B =(2933339-180) — 22,4336 = 90,9003

7 =180—41,6933—90,9003 = 47,4064

Figura 6: Figura com a posi¢cdo de Marte fixa e duas posicSes da Terra, Ty e T, respectivamente, na oposi¢do considerada na Tabela
4 e apds um ano marciano. Tridngulo MTS, determinado pelas posi¢des do Sol, de Marte e da Terra (T), e seus dngulos internos «, 8
e 7. Os angulos ATO e AT indicados s3o os da Tabela 4. O angulo AM é a coordenada geocéntrica de Marte obtida pelo Stellarium.

circular de um planeta P similar a érbita da Terra na Fi-
gura 7: sendo fixado o instante correspondente ao ponto
P (medido) da érbita entdo o angulo M fica estabelecido
e, portanto P’ (previsto pelo ajuste) deve encontrar-se
na intersecg¢ao da érbita ajustada com o segmento EqP,
que une o ponto equante a posicdo medida do planeta.
Assim sendo, na Figura 8 o valor do erro é dado pelo Tabela 7: Coordenadas polares (centro no Sol) em oito pontos.

Tabela 6: Circulo por ACE com centro em O: erro deste ajuste
circular para a orbita terrestre.
A B C D E
erro 07 0,043534° 0> 0,00918 O’

angulo ¢ entre os pontos P’SP. AT(°) 293,333 251,829 209,799 17,4976
Na Figura 9 o procedimento da Figura 8 é realizado, rp (UA) 1,01066  1,00944 1,00349  0,99266
AT(°) 60,9532 158,358 112,22 358,226

por meio do Geogebra, para todos os pontos de A a E
da Tabela 5 e com a Orbita obtida na Figura 7, sendo
os resultados apresentados na Tabela 6, onde o erro
encontra-se em minutos de arco: igual a pi x60 (conversao
de graus em minutos).

Nesta figura, (1 corresponde ao erro no ponto B e @9
corresponde ao erro no ponto D. Note que nos pontos A,

rp (UA) 098374  0,99043 0,98247  0,99758

C e E o erro é igual a zero, pois o circulo foi ajustado
para conter estes pontos.

Em conclusdo, nota-se (Tabela 6) que os erros deste
ajuste estdao abaixo de 0,05’ sendo menores que o valor

Tabela 5: Coordenadas das posi¢des da Terra em A, B, C, D e E (veja Tabela 4).

AT () a(°) B (°) v (©) r'p rp (UA) | x y
A | 293,334 41,603 90,900 47,406 0,736 | 1,011 0,400 | -0,928
B | 251,827 83,200 58,144 38,656 0,735 | 1,009 0,315 | -0,959
C | 209,801 125,226 31,990 22,784 0,731 | 1,003 0,871 | -0,499
D | 17,498 42,470 91,219 46,311 0,723 | 0,993 0,947 | 0,298
E | 60,953 85,926 57,082 36,992 0,717 | 0,984 0,478 | 0,860
Média 0,729 | 1,000

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0253 Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n°® 2, €2316, 2018



€2316-6

h= mediatriz de AE /|
i= mediatriz de AC
O=hni /
EqO=SO=Eq
¢ = centroem O
eraio OA /

el

/ 0S=0.01503
OA = 0.99662
£=0S/0A=0.015

Figura 7: Circulo determinado pelos pontos A, C, E com centro
em O: ajuste circular da érbita terrestre por meio de mediatrizes.
Também é estimada a excentricidade & desta 6rbita.

P - posi¢cdo medida do planeta
P' - posicao prevista para o planeta
. P'=PEgnc

¢=xP'SP (erro)

ajuste circular ou ~Ed c (orbita)
eliptico

angulo M é proporcional ao .
tempo (esta relacionado a segunda lei), )
ver [12]

Figura 8: Calculo do erro de ajuste da 6rbita de um planeta
definido pelo dngulo P'SP sendo P’ e P respectivamente a
posicdo prevista e a medida deste planeta e S a posicdo do Sol.

de 2’ correspondente ao méaximo adotado neste trabalho
como referéncia (este valor corresponde ao erro tipico
relativo as medidas realizadas por Tycho Brahe [8]).

7. Orbita circular para Marte

Na Tabela 7 sao apresentadas as coordenadas polares,
AT e rr, obtidas pelo Geogebra, de diversos pontos (A,
... H) da érbita da Terra (centro no Sol) indicados na
Figura 10.

Com os valores da Tabela 7 obteve-se a fungdo polino-
mial rp = f(AT), apresentada na Figura 11, que seré a
seguir utilizada em interpolagoes.

Realizaram-se observagoes (Stellarium), &ngulos AM e
AS, em cada oposi¢do da Tabela 1 e um ano marciano
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g= semirreta passando por EqQD
F=intersecdodegec
$2= xDSF (erro)

S

®1=0.0007255711°
@2 =0.0001530026°

f= semirreta passando
por EqB

G=intersecdodefec

¢1= xBSG (erro)

Figura 9: Circulo por ACE com centro em O: erro deste ajuste
circular para a orbita terrestre.

G

rT=0.98247

AT=112.2201° X

B A

Figura 10: Circulo por ACE com centro em O: coordenadas
polares (centro no Sol). da 6rbita terrestre sendo rp = ST.

(aproximadamente 687 dias) ap6s cada uma delas, sendo
os resultados apresentados na Tabela 8.

As duas primeiras linhas, referentes a 1%oposicio e 687
dias ap0s, sdo utilizadas para se obter o triangulo STM
(Figura 6) correspondente as posicoes de Marte, Sol e
Terra no dia 15/07,/2005 as 14:51:52.

Note que agora a distancia SM ndo é assumida unitaria,
mas é o valor que se deseja obter em unidades astronémicas
(UA).

Com esta Tabela calculam-se os angulos «, 5 e 7y
(Figura 5) e a distancia SM (pela lei dos senos - ver seciao
5).

Neste caso se utiliza a expressao apresentada na Figura
11 para interpolar a distancia ST correspondente ao
angulo AT de 293,334°, isto é,ST=f (293,334)=1,011 UA.
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Tabela 8: Medidas (Stellarium) dos dngulos AM e AS nas oposi¢des da Tabela 1 e um ano marciano apés cada uma delas. O angulo
AT éigual a AS + 180° caso AS <180° e igual a AS — 180° caso AS > 180° (ver Figura 4).

t AM (°) AS(°) AT(°)
A la. 28/08/2003 14 51 52  335,0272 155,0233 335,0233
+1 ano M 15/07/2005 14 51 52 22,4336 113,3339 293,3339
B 2a. 07/11/2005 5 47 52 45,0094 225,0119 45,0119
+1 ano M 25/09/2007 5 47 52 88,3033 181,9192 1,9192
C 3a. 24/12/2007 17 43 8 92,6156 272,6144 92,6144
+1 ano M 10/11/2009 17 43 8 131,2158 228,5478 48,5478
D Aa. 29/01/2010 17 40 14 129,7939 309,7928 129,7928
+1 ano M 17/12/2011 17 40 14 165,9153 265,5089 85,5089
E  ba. 03/03/2012 17 7 41 163,6544 343,6533 163,6533
+1 ano M 19/01/2014 17 7 41 199,2358 299,6300 119,6300
F  6a. 08/04/2014 18 1 29  198,9472 18,9467 198,9467
+1 ano M 24/02/2016 18 1 29 235,9686 335,6881 155,6881
G Ta. 22/05/2016 8 10 46 241,7917 61,7917 241,7917
+1 ano M 09/04/2018 8 10 46 282,6364 19,5561 199,5561
H 8a. 27/07/2018 2 1 31 304,1467 124,1489 304,1489
+1 ano M 13/06/2020 2 1 31 350,6958 82,6614 262,6614
Tabela 9: Coordenadas das posicdes de Marte em A, B, C, D, E, F, G e H veja Tabela 8.
AT () ATO (°) o (°) B (°) v (°) ST M X y
A 293,334 335,027 41,693 90,900 47,406 1,011 1,373 1,244 -0,579
B 1,920 45,000 43,093 93,616 43,291 0,095 1,448 1,023 1,024
C 48,548 92,616 44,067 97,332 38,601 0,986 1,568 -0,072 1,566
D 85,509 129,794 44,284 99,594 36,123 0,981 1,641 -1,051 1,261
E 119,630 163,654 44,023 100,394 35,583 0,983 1,662 -1,595 0,468
F 155,688 198,947 43,259 99,720 37,022 0,990 1,621 -1,533 -0,526
G 199,556 241,792 42,236 96,920 40,845 1,001 1,519 -0,718 -1,339
H 262,661 304,147 41,488 91,966 46,547 1,010 1,391 0,781 -1,151
rr=f(AT)= Repete-se este procedimento para as demais linhas cons-

-6,6654x1015(L.T)6 + 8,4504x1013 (A T)°
-4,0958x100(L T)*+ 8,7271x108 (A T)3
-6,4787x10 (A T)2- 2,5688x10°5 (A T)S + 0,99465

1,015 -

1,01 4

1,005 -

0,995 -

0,99 -

0,985

A©T
0,975 T T T ]
0 100 200 300 400

Figura 11: Fung3o polinomial rp = f(AT).

Logo:
SM_ senB ) 358, 57— 1,011 UA
ST  seny
SM =7rM =1,358 x 1,011 = 1,373 UA
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truindo-se assim a Tabela 9.

Note que a coluna AT0 da Tabela 9 provém da coluna
AT da Tabela 8 referindo-se a cada oposicao selecionada
e, portanto igual ao dngulo que Marte forma com o Sol e
a direc¢do do equindcio vernal (x), Figura 6.

Para as colunas x e y utilizam-se as seguintes expressoes
(pois Terra e Marte estdo alinhados em AT0, Figura 6):

x =1y cos XT0O
y = rysen AT0

Usando o Geogebra os pontos de A a H (Tabela 9) sdo
plotados na Figura 12 (ajuste circular da érbita marciana)
e na Figura 13 (cdlculo do erro de ajuste — ver Figura 8)
nas quais sdo empregados procedimentos, semelhantes
aos das Figuras 7 e 9, para realizar o ajuste e estimar o
erro deste ajuste.

Resultam os erros correspondentes aos angulos «, 3, 9,
¢ e v (da Figura 13) os quais sdo apresentados na Tabela
10 j& convertidos para minutos de arco.

Em conclusao nota-se que os erros deste ajuste podem
ser maiores que 7’ o que ¢é inadequado a precisao de 2’
adotada como limite.

8. Orbita eliptica para Marte

Ao detectar um erro desta ordem de grandeza Kepler
abandonou o ajuste circular e na busca de alternativas
notou que na oOrbita havia um “achatamento no raio”
perpendicular a linha periélia (ver observagao na Figura

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n® 2, €2316, 2018
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Tabela 10: Circulo por FGH com centro em O: erro deste ajuste circular para a 6rbita de Marte.

A B C D B F G H
erro  0,0034> 7,246° 6,351’ 0,188 1,987 0 0 O

Tabela 11: Elipse de focos F' e S passando por H: erro deste ajuste eliptico da érbita de Marte.

A B C

E F G H

erro 0,03 0,73 0,201’

0,41 0,039’

0,066° 0,51 0’

h= mediatriz de FG
i= mediatriz de GH .
O=hni | X

EqO=0S=Eq E? o
c= centro em O A .5(00)
e raio OG ’

SO =0.14678
. OA=151923
¢ = SO/OA=0.007

Figura 12: Circulo por FGH com centro em O: ajuste circular
para a érbita de Marte.

0.1057959719°
0.1207701134°
0.00005829°
0.
0.

QW<

0330596367°
0031422778°

G

Figura 13: Circulo por FGH com centro em O: erro deste ajuste
circular para a érbita de Marte.

14) o que o levou a equagdo da elipse para trajetéria de
Marte (primeira lei) em torno do Sol, Apéndice B, nao
sem antes considerar outros tipos de curvas [7, §].
Nesta secao serd apenas verificada experimentalmente
esta possibilidade: modela-se uma elipse pelos pontos
de A a H (Tabela 9) da érbita de Marte sendo a seguir
calculado o erro maximo deste ajuste para finalmente

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n® 2, €2316, 2018

realizar a comparacgdo com o erro maximo obtido para a
Orbita circular da se¢do 7 e assim confirmar a primeira
lei de Kepler.

Descreve-se a seguir um procedimento geométrico-
numérico (com o uso do Geogebra), desenvolvido neste
trabalho, para se definir o centro (O) da elipse procurada,
ver alternativa na referéncia [5].

Na Figura 14 sao assinalados os pontos de A a H,
da Tabela 9, e tracadas todas as mediatrizes entre dois
pontos consecutivos. O encontro de cada duas mediatrizes
“consecutivas” (Figura 15) estabelece o centro de uma
circunferéncia que passa pelos pontos que definem estas
mediatrizes. Tomando-se a média aritmética dos centros
destas circunferéncias (pontos de I a Q desta Figura)
resulta o ponto O que serd considerado como sendo o
centro da elipse procurada.

Tendo sido identificado o centro O e sabendo-se que o
Sol esta posicionado em um dos focos, resultado assumido
no modelo circular excéntrico com Equante inicialmente
adotado por Kepler (segdo 2), obtém-se o outro foco
desta elipse (F’ da Figura 14).

Pode-se construir uma elipse definida pelos seguintes
elementos: os dois focos e um ponto que a ela pertence
(Figura 16), [14].

O Geogebra disponibiliza a seguinte ferramenta de
ajuste: “conica definida pelos focos (F’, S) e passando
por um dado ponto (H)”, a qual poderia se basear no
procedimento da Figura 16. Utilizando-se esta ferramenta
com os pontos da Tabela 9 resultou a Figura 17 (ajuste
eliptico).

A Figura 18 utiliza o mesmo procedimento de calculo
de erros apresentado na Figura 7 sendo que os resultados
obtidos, em unidade de minutos de arco, estao compilados
na Tabela 11 (dngulos da Figura 18 multiplicados por
60).

Em conclusao nota-se que os erros deste ajuste sao
menores que 0,8” o que pode ser considerado adequado a
precisao de 2’ adotada como limite.

Deste modo (compare com a conclusdo da segdo 7)
comprova-se que o ajuste eliptico tem um melhor desem-
penho para a modelagem da 6rbita de Marte: primeira
lei de Kepler.

9. Lei das areas (Segunda lei)

Construiu-se a Tabela 12 com as observagoes (Stellarium)
em trés oposicoes de Marte e, deslocados de 96 horas
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Observagéo:

» raio OA = linha periélia

» raio OG = 1 a linha periélia

» OG < OA = 4rbita ¢ ndo é circular

sendo “achatada” na direcdo
perpendiculara linha periélia.

Figura 14: Procedimento geométrico-numérico para definir o centro da elipse, ajustada aos pontos de A a H (veja Tabela 9),
partir das mediatrizes f, ... , m.

XO=(Sx)/8 .
yO = (Zyi)/ 8

Figura 15: Ampliac3o da Figura 14 em torno do ponto O —
centroide de [JKLMNPQ.

(quatro dias) de cada uma delas, outras trés observagoes.
Com estes dados e usando as orbitas obtidas anterior-
mente, elipse para Marte e circulo para a Terra, foram
geradas na Figura 19 (Geogebra) além das posicoes, as
areas varridas pela Terra e por Marte.
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Os resultados sao apresentados nas duas tultimas co-
lunas da Tabela 12. Por estas colunas verifica-se que
praticamente ndo houve alteragdo no valor das areas
para cada astro uma vez que o intervalo de tempo de var-
redura foi fixado num valor constante (96horas): segunda
lei de Kepler [4].

10. Terceira Lei de Kepler

Kepler aplicou as suas duas primeiras leis para ajustar
as orbitas de todos os planetas conhecidos em sua época.
Ele acreditava na existéncia de relacées harmonicas, entre
as grandezas associadas a estas érbitas, devido a uma
dindmica comum imposta aos planetas pelo Sol [15].

Em sua busca [15] ele descobriu que a razao entre a
distancia média de um planeta ao Sol elevada ao cubo
sobre o periodo orbital elevado ao quadrado era a mesma
para todos os planetas considerados, e este é o enunci-
ado de sua terceira lei apresentada em seu livro Epitome
Astronomia, nove anos apés a publicagao do livro Astro-
nomia Nova com as duas primeiras leis.

A seguir a terceira lei seré verificada para as érbitas
da Terra e Marte, consideradas anteriormente. Para tal a
Tabela 13 foi construida a partir dos pontos das érbitas
na Tabela 5, para a Terra, e Tabela 9, para Marte.
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Tabela 12: Observacdes em trés oposi¢des de Marte e em trés momentos deslocados de 96 horas (quatro dias) de cada uma delas.
O deslocamento é escolhido para que a 4rea varrida possa ser aproximada por um tridngulo (exemplo MSMg) e, também, visualizada

na Figura 19.
t AM (°) AS (°) AT (°) Area T;ST¢y  Area M;SM¢

(i) 1 opos 28/08/2003 14 51 52 335,03 155,02 335,02 0,034 0,042

(f) +96h 01/09/2003 14 51 52 333,97 158,89 338,89

(i) 22 opos.  07/11/2005 5 47 52 45,01 225,01 45,01 0,034 0,042

(f) +96h 11/11/2005 5 47 52 43,63 229,03 49,03

(i) 5 opos 03/03/2012 17 7 41 163,65 343,65 163,65 0,034 0,042

(f) +96h 07/03/2012 17 7 41 162,08 347,67 167,67

C

dados F1,F2e Y0

h= circulo (diretor) de centro F1 e raio F1YO+F2YO
Xi é ponto de h

m= mediatriz de F2 Xi (1)

Yi=m n FiXi (2); de (1), (2) =YiXi=F2Yi

Yi€Ee

e = elipse pois: raio de h = F1Yi+YiXi= F1Yi+F2Yi=
F1YO+F2YO = constante

Figura 16: Obtenc¢3o de uma elipse definida pelos focos (F1 e
F2) e por um ponto (Y0) a ela pertencente.

Para estes dois planetas a relagao entre a distancia
média ao Sol elevada ao cubo sobre periodo orbital ele-
vado ao quadrado é praticamente a mesma, sendo igual
a 1 nas unidades adotadas (tltima linha da Tabela 13),
confirmando neste caso a validade da terceira lei de Ke-
pler.

11. Conclusoes

Este artigo contem uma apresentagao simplificada mas
nao usual procurando tornar acessivel e didatico o tra-
balho desenvolvido por Kepler para obter as suas leis.
Para isso, alguns detalhes sobre elas foram discutidos e
comprovados quantitativamente:
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F' xSF' = 157.61582°

0 *s(0,0)
OS = 0.14642
OA = 1.51875
£=0S/OA=0,096

G

Figura 17: Elipse de focos F' e S passando por H: ajuste eliptico
da 6rbita de Marte.

=0.0004992961°
0 =0.0122284041°
€=0.0034769535

Figura 18: Elipse de focos F’ (Figura 13) e S passando por H:
erro deste ajuste eliptico da érbita de Marte.

e Obtencao de coordenadas, mensuraveis por obser-
vadores localizados na Terra, utilizando o aplicativo
Stellarium.

e A 6rbita da Terra foi ajustada, com erro inferior
a 0,1°, por uma 6rbita circular excéntrica com
Equante.

o Inicialmente, a érbita de Marte foi também ajus-
tada como uma O6rbita circular excéntrica com
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AT=ZxST

Areavarrida~ Area do triangulo TST,
Areavarrida~ Area do triangulo MSMg
Idem para demais oposi¢des

ATo= £xST, = definepontoTO (12 oposic&o)

= define ponto T (96h depois da 12 oposigdo)
M,T,S alinhados na 12 oposicdo = define ponto M,
AM=ZxTM = define ponto M (96h depois da 12 oposi¢&o)

circulo da Terra

elipse de Marte

Figura 19: Posicdes e areas varridas pela Terra e por Marte relacionadas a Tabela 12.

Tabela 13: Distancias médias ao Sol, periodos orbitais e relagio
“distancia média ao Sol (dm) ao cubo sobre periodo (T) orbital
ao quadrado (d2, / T?)” para os planetas Marte e Terra.

Marte Terra
d (UA) d (UA)
1,37 1,01
1,45 1,01
1,57 1,00
1,64 0,99
1,66 0,98
1,62
1,52
1,39
dm 1,53 1,00
T(anos T) 1,88 1,00
d3, / T2 1,01 1,00

Equante, com erro inferior a 7. Entretanto, foi
mostrado que com um ajuste mais preciso obtem-
se uma Orbita eliptica com um erro menor que
0,8

e Com os valores obtidos do aplicativo Stellarium,
verificou-se as leis de Kepler (para a Terra e para
Marte).

Nos resultados obtidos estao embutidos diversos erros:

o relativo a nao consideragao da latitude ecliptica de
Marte ao longo de sua 6rbita (erro da ordem de 1’ na
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determinacdo da posicao de Marte), o devido a apro-
ximagdo para o ano marciano (687 contra 686,98 dias

- implica num erro da ordem de 0,6’ na determinacao

posicdo de Marte), e outros como os de arredondamento,
de interpolagdo e de ajuste de érbita (erro de 0,8 — ver
secdo 8 deste artigo). Esses erros levam a uma incerteza
méaxima de 2’ nas érbitas, sendo essa precisao suficiente
para verificar a validade das leis Kepler com precisao
semelhante a obtida por ele.

Os procedimentos apresentados neste artigo foram de-
senvolvidos com recursos do Stellarium e do Geogebra, o
que mostra a viabilidade de se elaborar futuramente, ba-
seadas nestes aplicativos (livres), experiéncias e materiais
de ensino, como os do CLEA (Contemporary Laboratory
Experiences in Astronomy) [16], para as leis de Kepler.
Como exemplo de material didatico desenvolvido com
esses aplicativos, indicamos o site da referéncia [17], na
qual pode ser acessado parte do procedimento utilizado
na obtencao dos resultados apresentados neste artigo.

Um dos equivocos comuns sobre a obten¢ao das orbitas
planetarias por Kepler é o de se considerar que o seu
trabalho foi apenas um ajuste de dados ou ainda uma
andlise pratica da cinematica do movimento. Com as suas
duas primeiras leis, Kepler desenvolveu um método (se¢ao
7.7 de [18]) para determinar as posigdes dos planetas ao
longo do tempo, que utilizou na construcao de tabuas
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astronémicas. Embora suas leis tenham esta aplicagdo, o
que ele realmente buscava eram explicagdes dindmicas
para os movimentos planetarios, como a acdo da espécie
immateriata que emana do Sol e atua sobre os planetas
[4]. Nesse sentido, ele também considerou a existéncia de
forgas magnéticas entre estes astros [3, 19].

Tais conceitos dindmicos foram essenciais para o re-
sultado final. Por exemplo, a espécie immateriata serviu
de base para estabelecer a lei das dreas como fundamen-
tal. Assim, esta lei nunca foi desconsiderada, embora
imprecisa para Orbitas circulares, sendo chave para suas
descobertas [4, 19].

Com um sentido moderno da comprovagao tedrica por
resultados experimentais, nao descartou erros “muito
pequenos” para finalmente chegar ao destino ao qual
ousadamente o levou a trocar o movimento circular pelo
eliptico, o que ninguém antes dele havia estabelecido
efetivamente e que se tornou um dos passos decisivos
para a formulagdo da Teoria da Gravidade por Newton
[3].

Para que se tenha uma ideia do esforco por Kepler
empreendido, no Apéndice A discute-se como avaliar
grosseiramente o volume de calculos, processados pelo
aplicativo Geogebra, equivalentes aos que ele realizou
manualmente.

Além disto, com relag¢do a primeira lei discute-se no
Apéndice B como se pode induzir previamente a equacio
da érbita eliptica marciana (passo decisivo na obra de
Kepler) de modo a justificar a determinagao do erro de
ajuste deste tipo de trajetéria aos dados experimentais
da Tabela 9.

Agradecimento

Agradecimento ao Departamento de Astronomia do
IAG/USP (referente ao curso de extensao universitaria
“Astronomia: uma visao geral”) pela disseminagao do apli-
cativo Stellarium [9] e do material de ensino do CLEA
[16] entre outros.

Material suplementar

O seguinte material suplementar esta disponivel online:
Apéndice A: Processamento numérico
Apéndice B: Inducao da primeira Lei de Kepler
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