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1-Expoentes de Lyapunov 



Expoente de Lyapunov para Órbitas Periódicas 

Mapa unidimensional   xn+1 =  f ( xn ) Órbita de periodo  k       
(f k (x1) ʹ) = ʹf (xk ) ʹf (xk−1)... ʹf (x1)           Note que (f k (xi ) ʹ) =(f k (x j) ʹ)

Em  média,  para  cada  iteração       (f k (x j) ʹ) = A1 k

Distância  entre  dois  pontos  iniciais x1 e  ʹx1

Após  uma  iteração  x2 −  ʹx2 = A1 k x1−  ʹx1

Após  k  iterações  xk+1−  ʹxk+1 = A x1−  ʹx1

Se  A  =   ak, a seria  o número  de Lyapunov
A  <   1→   aproximação entre  as órbitas
A  >   1→   afastamento entre  as órbitas



Expoente de Lyapunov para Órbitas Caóticas 
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                        2- Órbitas Caóticas 



nte.eventualme  periódica   termoo se-usa
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Órbitas Caóticas 
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Exemplos de Mapas com Órbitas Caóticas 
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Mapa da Tenda 
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3- Conjugação de Mapas 



Itinerários do Mapa Logístico 

Órbitasdomapa logístico  G, com a=4 xn+1=4xn (1−xn )

Cada intervalo assinalado contêm ospontos cuja órbita passa
pelasequência doseunome.

Regras 
(intervalo com final L )

LL  → LLL, LLR (número par  de  R )
RL  → RLR, RLL (número impar  de  R )   

(intervalo com finalR)
RR → RRL, RRR (número par de R)
LR → LRR, LRL (número impar de R)

Intervalo    S1S2.....Sk ;   S1 = L  ou  R
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Transições do Mapa Logístico 
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Itinerários do Mapa da Tenda 

k-
k1 2  é   S.......S

  intervalo  do  larguraA  
iguais.  intervalos   todos  Simetria →
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Conjugação dos Mapas da Tenda e Logístico 



Pontos Fixos Conjugados 

12-  (3/4)f  
 3/4    x 
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Logístico  Mapa                                              
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Órbitas Periódicas Conjugadas 
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C.   contínuo  mapa  o  para  CG   T  C
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Conjugação entre os Mapas da Tenda e Logístico 
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Trajetórias Conjugadas 



(x) C (x)T C   (x)CCT C    (x) C G   pois
C(x)    C(x) G  ,G  de  fixo ponto  (x) C

    x   (x) T  , T  de  fixo pontox  

C(x)    T(x) C    (x) CG    pois
C(x)    C(x)G   G,  de  fixo ponto  (x) C

    x   (x) T  , T  de  fixo pontox  

CCTCTC....CTCCTCG   Assim,

 C (x) T C    (x)G        (x) T C     (x) CG   que  Note
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Cálculo do Expoente de Lyapunov do Mapa Logístico 
(b=4) 
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ln  ʹT (xk )........ ʹT (x1) = ln  ʹT (xi )
i =1

k
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⇒ h ( mapa  T)  =   h ( mapa  G )

Portanto,  o  mapa  logístico  G  (b =  4)  tem  órbitas  caóticas
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Itinerários do Mapa da Tenda 
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Larguras dos intervalos são desiguais 
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4- Bacias de Atração 
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I  em  fixo  ponto  um  possue  f  
I  (I) f  que  tal  b]  [a,    I  intervalo 

reais dos  linha na  contínuo  mapa f
:fixo  ponto  do  Teorema

⇒

⊇=

Existência de Órbitas Periódicas 
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 b    (c) f  
  c]  (b,  em  x      x,  (x) f    b  e  b    (b) f  se  2)

 b    (a) f  
  b)  [a,  em  x    b,    (x) f    x  e  b    (b) f  se  1) 

R em  contínuo  mapa f
: Teorema
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Existência de Bacia de Atração de Pontos Fixos Atratores 



reais  números  dos  conjunto  :fixo  ponto desse  Bacia
fixo  ponto   0  x  
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Bacias de Atração  

Bacia do ponto fixo x = 1,    x > 0 
Bacia do ponto fixo x = -1,   x<0  

Pontos fixos 
x = 0  repulsor  
x = 1,  x = -1  atratores 
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Bacia de Atração 
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Mapa  Logístico
0 <  a <  1  → x  =   0  é  atrator;   bacia: [0,  1]

1 <  a <  3  →
x  =   0  é  repulsor

x  =   a  -  1
a

  é atrator;       bacia: [0,  1]
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x  =   0    repulsor
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Diagrama  
de Bifurcação 
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Mudança	de	Variáveis	para	o	Mapa	logísLco	
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