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RESUMO

Propde-se analisar teoricamente a instabilidade
disruptora que ocorre em plasmas confinados em tokamaks,
investigando-se a influéncia de campos helicoidais ressonantes em
seu equilibrio. Para isso, considerou-se a superposigéo do campo
magnético do plasma em equilibrio MHD estatico com o campo
associado as ressonancias, levando-se em conta a geometria toroidal
do tokamak. Devido a falta de simetria, as 1linhas do campo
magnético total resultante desta superposicdo devem formar
superficies magnéticas apenas em algumas regides do plasma. Usando
o método da média, foram obtidas (analiticamente) fungdes de
superficies aproximadas que contém, em torno das regides de
ressonancia do plasma, as linhas deste campo magnético total.
Verificou-se que estas superficies aproximadas tém estruturas de

ilhas magnéticas.



ABSTRACT

It is proposed to analyse teoretically the disruptive
instability that occurs in confined plasmas in tokamaks, through
investigation of the influence of resonant helical fields on their
equilibrium. With this aim, a superposition of the magnetic field
of the plasma in static MHD equilibrium with the field associated
with the resonances is considered, taking into account the toroidal
geometry of the tokamak. Due to the lack of symmetry, the lines of
the total magnetic field resulting from this superposition must
form magnetic surfaces only around some regions of the plasma.
Using the averaging method, functions of approximate magnetic
surfaces are obtained (analitically) around the regions of
resonances of the plasma (they contain the lines of this total
magnetic field). It was verified that these approximate surfaces

have structures of magnetic islands.
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CAPITULO |

INTRODUCZO

A utilizagdo pratica de campos magnéticos para o
confinamento de plasmas depende do conhecimento da geometria de
suas linhas de campo, uma vez que particulas carregadas se movem
muito mais facilmente ao 1longo destas 1linhas que na direcgéo
transversal a elas. O conceito de linha de campo ¢é geralmente
suplementado pelo de superficie magnética}l), sendo de grande
importéncia, para o estudo da estabilidade do plasma, a obtengédo da
equacédo das superficies magnéticas para um dado sistema.

A instabilidade disruptora observada em tokamaks(24) é,
atualmente, um dos maiores obstéculos para progressos na obtengao
da fus&@o termonuclear controlada, pois ela limita aumentos nas
magnitudes da densidade e da corrente de plasma. O surgimento desta
instabilidade pode levar, as vezes, ao completo aniquilamento do
plasma. Suas principais caracteristicas séo(S): movimentos da
coluna de plasma de expansdo ao longo do raio menor e de contragao
ao longo do raio maior do tokamak, pico negativo no sinal da tenséo
de enlace e, freqlientemente, crescimento nas amplitudes dos modos
MHD. Ainda, h& uma suUbita queda na corrente do plasma, o que gera
grandes forgas e voltagens na céamara do tokamak que, por isto, pode
ser danificada.

A investigagdo desta instabilidade é normalmente feita
através da detecgdo e anadlise de perturbagdes nos parametros
macroscépicos do plasma, como, por exemplo, as oscilagdes do campo
magnético poloidal‘®®. No tokamak TBR-1 (Instituto de Fisica -
USP) estas oscilagdes possuem amplitudes da ordem de 1% da
intensidade do campo magnético poloidal de equilibrio e numeros de

ondam=2, 3, 4 en-= 1(7\
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Embora n3o tenha causas completamente esclarecidas,
verificou-se experimentalmente que esta instabilidade podia ser
atenuada ou excitada por perturbagdes criadas por correntes

elétricas helicoidais externas(2’7-9%

Com isto, a natureza desta
instabilidade pode ser investigada.

No TBR-1, pares de fios, conduzindo correntes em sentidos
opostos nos condutores adjacentes igualmente espagados, foram
enrolados na cémara do tokamak(7% Suas helicidades podiam ser
selecionadas para produzir perturbagdes comm = 2, 3 ou 4 e n = 1.
Supbde-se que estas perturbagdes criam ilhas magnéticas(lo’ll) nas
superficies magnéticas racionais com fator de seguranga
q =2, 3 ou 4, respectivamente. Uma andlise teérica deste problema
pode nos levar a um melhor conhecimento da instabilidade disruptora
esponténea e, conseqiientemente, ao seu controle.

Neste trabalho, consideramos a superposigio do campo
magnético de um plasma toroidal e com simetria axial em equilibrio

12 . R
MHD estatico( ), com o campo associado as correntes helicoidais

externas descritas acima“s). O modelo que foi usado para o plasma
em equilibrio fornece um fator de seguranga que varia entre = 1
(centro do plasma) até = 4 (borda do plasma), o que é semelhante ao
esperado para o TBR-1.

Devido a falta de simetria, as linhas do campo magnético
total ﬁ resultante da superposigdo acima descrita devem formar
superficies magnéticas apenas em determinadas regides do plasma.
Para obtermos a estrutura magnética deste campo ﬁ, usamos um
conveniente sistema n&o-ortogonal de coordenadas (sendo o fluxo
poloidal do campo magnético do plasma em equilibrio uma destas

coordenadas) e aplicamos um método de solugdo aproximada para a

equagdo diferencial das linhas de campo:
Bxdl=0

Desenvolvido por Bogolyubov e conhecido como método da média, este
método foi usado por Morozov e Solov’ev para obter superficies
magnéticas aproximadas de campos cuja simetria era quebrada por uma
pequena dependéncia em uma coordenada(“. Porém, o sistema de
coordenadas e as aproximagdes ai feitas sio fundamentalmente

diferentes das nossas.
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Determinamos uma fungéo de superficie magnética
aproximada ( ¥ ), apés identificarmos 2n¥ como o fluxo de B através
de uma superficie helicoidal toroidal. A expressfio de ¥ assim
obtida €& valida em torno da superficie magnética ressonante de
equilibrio (cujo q = m/n). Verificamos que, nesta regifio, as linhas
de campo de B est8o sobre superficies que apresentam estrutura de
ilhas.

Devido & geometria toroidal, espera-se que aparegam
também ilhas satélites(14J5) sobre as superficies magnéticas
racionais de equilibrio com q = (m * 1)/n. Com um método analogo ao
usado para se obter ¥, determinamos uma outra fungéo de superficie

—=(s)

magnética aproximada ( V¥ ), valida em torno das superficies

racionais adjacentes onde se esperam estas ilhas (satélites).

21[@( s)

foi também identificado como o fluxo de B através de uma
superficie helicoidal toroidal, porém o contorno externo desta
superficie tem um "passo" diferente daquele usado na identificagéao
de ¥. Verificamos que, na regido em que se esperam estas ilhas
satélites, as linhas de B estdo sobre superficies que apresentam

estrutura de ilhas.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No
capitulo II, definiremos superficie magnética e apresentaremos, em
coordenadas curvilineas generalizadas, relagdes entre as fungdes de
superficie magnética e seu respectivo campo para plasmas em
equilibrio MHD estatico. Estas relacdes serdo Uteis nos capitulos
seguintes, onde serao usados sistemas de coordenadas
ndo-ortogonais. No capitulo III, analisaremos algumas condigdes
para o surgimento de ilhas magnéticas, quando o campo do plasma em
equilibrio for superposto ao campo das correntes helicoidais
externas. Neste capitulo, contudo, consideraremos o tokamak como
tendo grande razio de aspecto, de tal modo que possa ser
representado por um cilindro periédico (aproximagdo cilindrica).
Isto facilitara a compreensfio dos capitulos seguintes onde faremos
uma analise semelhante deste problema, considerando a forma
toroidal do tokamak. No capitulo IV, descreveremos o modelo usado
para o plasma toroidal em equilibrio. No capitulo V, apresentaremos

uma express8o para o campo magnético associado as correntes
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helicoidais externas. No capitulo VI, obteremos uma condig&o para o
surgimento de ilhas magnéticas, quando for feita a superposigio de
campos acima descrita (uma condigfio semelhante é obtida no capitulo
III - caso cilindrico). No capitulo VII, identificaremos 2n¥ como o
fluxo do campo B resultante desta superposigdo, através de uma
superficie helicoidal toroidal. No capitulo VIII, obteremos uma
expressdo analitica para ¥ e, no capitulo IX, analisaremos esta
expressédo. Verificaremos que as linhas deste B estdo, na regido da
superficie ressonante de equilibrio (q = m/n), sobre superficies
com estrutura de ilhas. Nas aplicagdes numéricas feitas, usaremos
os paréametros tipicos do TBR-1. Calculos semelhantes a estes seriao
feitos no capitulo X, onde obteremos uma outra fungfo de superficie
magnética aproximada @“ﬂ, que contém as linhas de B nas regides
das superficies magnéticas racionais com q = (m * 1)/n. Uma analise
deste @“ﬂ revelara que § tem também, nestas regides, estrutura de
ilhas (satélites). No capitulo XI, apresentaremos as conclusdes

deste trabalho.



CAPITULO I

CONSIDERACOES GERAIS SOBRE SUPERFICIES MAGNETICAS

II-a) INTRODUGAO

No item b, daremos duas definigdes diferentes, porém
equivalentes, para superficie magnética. No item c, apresentaremos
relagdes em coordenadas curvilineas generalizadas entre as fungodes
de superficie magnética e seu respectivo campo para plasmas em
equilibrio MHD estatico. Estas expressdes serdo uteis nos préximos
capitulos, quando utilizaremos sistemas de coordenadas
ndo-ortogonais para descrever o equilibrio MHD de plasmas em

tokamaks.

II-b) DEFINIGGES DE SUPERFICIE MAGNETICA

As equagdes que governam o equilibrio estatico de um

: ~ (10
plasma perfeitamente condutor sao(l):

v =3x8 (11-1)
V x § = uo j
v.B=o0

onde P é a presséo, j é a densidade de corrente e § é o campo

magnético.



De (II-1), obtemos:

B.vw=o0

Desta equagdo, vemos que as linhas de B estfio sobre as superficies
de pressdo constante do plasma. Uma superficie com tais
caracteristicas é chamada de superficie magnética. Uma equagido da

forma:

¥ = constante = C
representa, para cada valor de C, uma superficie magnética, se:
B. Ww=0 (11-2)

é satisfeita.

A equagé@o de ¥ pode ser obtida a partir de:

Bxdl =0 (11-3)

B=vxZX (11-4)

onde (II-3) é a equagdo diferencial das linhas de campo e X em
(II-4) é o potencial vetor de B. Para que ¥ possa ser encontrada a
partir das equagdes acima, o sistema deve ser simétrico, isto é,
usando um sistema de coordenadas xl,xz,x3 , todas as quantidades
fisicas s&o descritas por apenas duas coordenadas x' e x°. A
superficie magnética teré, entdo, a mesma simetria e periodicidade
do campo §,

A fungdo ¥ pode ainda ser definida em termos de um fluxo
transversal do campo B. Esta idéia foi utilizada por Kucinski e
Caldas(is) para obter, em coordenadas curvilineas generalizadas,
relagdes entre ¥ e seu respectivo ﬁ, e a equagdo de Grad-Shafranov
para plasmas em equilibrio MHD estatico. No proéoximo item,
apresentaremos resumidamente este trabalho. Veremos que, se o
sistema for simétrico, o V¥ assim definido também satisfaz a

expresséo (II-2).
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II-c) EQUAGAO DE EQUILIBRIO MHD EM COORDENADAS CURVILINEAS
GENERALIZADAS

(Neste item sdo utilizados os conceitos de superficie e
curva coordenadas, bases covariante e contravariante e seus
respectivos tensores métricos, para um sistema de coordenadas

curvilineas generalizadas. Veja apéndice A para maiores detalhes.)

Define-se L¥ como o fluxo do campo magnético B através de
uma superficie coordenada x2, que se extende do eixo magnético até
a curva coordenada x° e limitada por 0 = x° = L. L é& a
periodicidade de B na coordenada x-. No eixo magnético, x' = a e

3 = 83 gs. Entdo, LY¥ pode ser escrito como:

x1 L

LY = J dx’ des Vg B® (1I-5)
a 0 '
de onde vemos que:
i 1 - 3 2
—-1 = —-L— J dx V_g B (II"B)
ax 0

e supondo que B1 = 0 no eixo magnético, obtém-se de (II-5):

—=1de3¢_gs‘ (11-7)



Se vg B' e vg B® sgo independentes de x°, ent&o as
expressdes (II-6) e (II-7) s&o escritas como:

av
— =v g8 (11-8)
ax

av )

—=-YgB (1I-9)
ax

¥ = constante representa uma superficie mag‘nética, pois:
B.w=o0 (1I1-10)

que ¢ identica a expressdo (II-2).

Ainda, no caso de sistemas simétricos, 83 pode ser

escrito como:

S - N B
B3 (x,x°) = uoI (I1-11)

onde: L (I - 1 ) é a corrente transversal total.
eixo mag
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A equagdo de equilibrio de Grad-Shafranov, em coordenadas
generalizadas, para um sistema simétrico em X é:

g a g g
T [ =8 _ __ 13 ] LT (I1-12)

onde :

vg | ax 3 ax' ax>
a Vg av av
12 22
2 e |8 178 =
ax 33 ax ax
J=_g Q M IdI

Aqui ¢é interessante ressaltar que, num mesmo problema
fisico, podemos encontrar diferentes fungdes ¥ para definir as
mesmas superficies magnéticas, dependendo do sistema de coordenadas
escolhido. Isto porque, para cada sistema de coordenadas, sera

diferente a superficie através da qual se considerara o fluxo

magnético.
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CAPITULO Il

INVESTIGACAO SOBRE A EXISTENCIA DE ILHAS MAGNETICAS
-CASO CILINDRICO

III-a) INTRODUGAO

Aqui, obteremos algumas condigdes para o surgimento de
ilhas magnéticas, quando o campo magnético do plasma em equilibrio
num tokamak com grande razéo de aspecto (e representado por um
cilindro periédico), for superposto ao campo magnético perturbativo
associado as correntes elétricas helicoidais externas. O método
apresentado sera semelhante ao desenvolvido por Fernandes e
Caldas“7). Contudo, escolheremos um sistema de coordenadas que nos
permitiré extrapolar o raciocinio aqui desenvolvido para o caso em
que consideraremos a forma toroidal do tokamak.

Este capitulo facilitard a compreenséo dos capitulos

seguintes, onde trataremos o mesmo problema de uma maneira

semelhante, s6 que considerando a forma toroidal do tokamak.

ITI-b) PLASMA EM EQUILIBRIO NUM TOKAMAK COM GRANDE RAZAO DE ASPECTO

Neste capitulo, é considerado um tokamak com grande razao
de aspecto (Rb/b » 1 , onde Ro e b sdo, respectivamente, os raios
maior e menor do tokamak), tal que os efeitos toroidais de
curvatura sejam despreziveis, podendo-se representar este tokamak
por um cilindro periédico de comprimento 2nRo. A coluna de plasma
confinado magneticamente neste tokamak tera raio a, conforme a

figura a seguir.
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Figura 111-1: Sistema de coordenadas cilindricas p,06,z e esquema

do campo de equilibrio (go)'

Nesta aproximagdo, o campo magnético do plasma em

equilibrio MHD estéatico é dado por:

>

— —) -
B = Bg(p) &5 + B &, (III-1)

(o}

onde Boe(p) representa a componente poloidal criada pela corrente
do plasma Iz e Boz € a componente longitudinal uniforme de origem
externa. As linhas de campo de 36 sdo hélices em superficies

magnéticas cilindricas com secgdes circulares.
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As relagdes entre o campo magnético do plasma em
equilibrio (ﬁo) e sua respectiva fungfo de fluxo poloidal Wﬁil, séo
obtidas escrevendo-se as expressdes (II-8) e (II-9) nas coordenadas
cilindricas (p,6,z) (ver apéndice B). Considerando que o sistema é

simétrico em z (simetria translacional), tem-se:

aw‘:“

35~ = Bos (111-2)
aw:“
a—e =-p Bop (I1I-3)

B =0
op
dai:
awﬁil
se - ©
Ou seja, W:il ¢ apenas fungdo da coordenada radial p e as

superficies magnéticas para o plasma em equilibrio serdo dadas por:

p
\I’Cil (p) = I B09 (p’) dp' = constante
0]

que s&o superficies cilindricas com secgdes circulares, como

esperavamos.
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III-c) SUPERPOSIGAO DOS CAMPOS MAGNETICOS DE EQUILI{BRIO E
PERTURBATIVO

Quando o plasma cilindrico ¢é perturbado pelo campo
associado as correntes helicoidais externas (veja figura abaixo), o
sistema perde a sua simetria cilindrica e fica s6 com uma simetria
helicoidal; ou seja, as grandezas fisicas devem agora depender das

coordenadas:
p e U=m6e -n (z/Ro)

onde u é a coordenada helicoidal, cujas curvas u = constante tém o

mesmo passo das correntes helicoidais perturbativas.

Figura I111-2: Esquema das correntes helicoidais externas (enroladas

na cldmara do tokamak de raio b).

-
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Levando-se em conta que o campo magnético do plasma em
equilibrio (go) é pouco perturbado pelo campo associado as

correntes helicoidais externas (B’), isto é:

=
| B|«|B |

podemos considerar o campo magnético total (B) como uma

superposigéo dos dois:

B=8 +8 (111-4)

Definimos Wcil como a funcdo de fluxo associada a este
campo _B), que satisfaz a equag8o de Grad-Shafranov no sistema de
coordenadas helicoidais cilindricas (p,u,8). Entéo, 21t\IICfll é o
fluxo de B através de uma superficie cujo contorno externo é dado

pela intersecgdo das superficies p = k1 e u-=x%k (k1'k constantes)
e 6 variando de O a 2mn. Considerando-se (III-4), ‘IICi pode ser

escrito como:

onde 2n‘l’§11 e 21[6\1’:11 sdo, respectivamente, os fluxos de ﬁo e 5)

através da superficie helicoidal cilindrica acima descrita.

A equacdo para as superficies magnéticas do campo B é:

\1’011 = \I’::il + 8\1’:11 = constante = C (II1-5)

onde os diferentes valores da constante C individualizam as

superficies magnéticas.
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Fernandes e Caldas 7’ mostraram que Wc“ contém
estrutura de ilhas magnéticas se:
1) Wﬁil atinge um valor extremo na superficie magnética de

equilibrio ressonante, que é a superficie cujas linhas do campo

de equilibrio ﬁ; tém o mesmo passo das curvas u = cte.

2) SWﬁil depende das coordenadas p e u da seguinte forma:

BWﬁil(p,u) = f(p) cos/kﬁ (111-6)

No préximo item, mostraremos que a condigéo (1) para Wﬁll

é satisfeita.

I1I1-d) CONDIGAO PARA A FUNGAO DE FLUXO wﬁil

Neste item, mostraremos que o fluxo 2nW§il do campo do

plasma em equilibrio (§o) através da superficie helicoidal
cilindrica descrita, atinge um valor extremo na superficie
ressonante de equilibrio.

Para este calculo, usaremos a fungdo de fluxo poloidal
WC11 como coordenada radial. Isto pode ser feito, uma vez que Wiil
s6 depende de p. (Uma escolha de coordenada andloga a esta sera
feita nos capitulos seguintes, onde o mesmo problema sera
analisado, considerando-se a forma toroidal do tokamak. Embora aqui
esta escolha seja desnecessaria, ela sera, para o caso toroidal, de
fundamental importéncia na obtencéio de uma condigdo equivalente a

esta. )
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No seguinte sistema de coordenadas (ver apéndice C):

w‘;“(p). u=m6-n(zR), 6

s8o escritas as relagdes (II-8) e (II-9) entre as componentes

contravariantes de go e a fungédo de fluxo Wﬁil, obtendo:

cil
GWH _ P Rb Boe Boz
- m F n (I11-7)
awp 08 0
cil
av p R
H _ _ ° 3 v wcil =0
n B 0 P
du
8 cil _ - cil ~
pois s = v Wr = 0 pela equagdo (II-10). Vemos que WH é funcgao
apenas de Wﬁi (p). Rearranjando (III-7):
dwii ! .
=R — - qlp) (I11-8)
dWCil [¢} n
P
onde q(p) é definido como:
P B

0z

08

alp) = ¢ 3
0

(I11-8) representa a condigdo procurada para Will, pois

(Wiil)’ se anula na superficie em que q(p = pres) = m/n (enté&o Wﬁll
tem ai um extremo - um maximo, no caso), que ¢é a superficie

ressonante de equilibrio.

No préximo item, mostraremos qualitativamente que se
1 dado por (I11-5) satisfaz as condigdes (III-6) e (III-8),
entdo ela deve conter, em torno da superficie ressonante de

equilibrio, a estrutura de ilhas procurada.
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I1I-e) ANALISE QUALITATIVA DO PROBLEMA

Aqui, analisaremos qualitativamente a estrutura magnética
esperada para O campo § (= ﬁo + 3) em torno da regido de
ressonéncia.

A intersecgéo das superficies magnéticas do campo B com o
plano z = O (escolhido por simplicidade) e para m = 2 e n =1 ¢
obtida de (III-5):

goit . wﬁil(p) + £(p) cos 20 = C (111-9)

onde usou-se (III-6).
Vimos, que Wﬁil(p) apresenta um maximo na superficie

magnética ressonante de equilibrio (p = p_ ) (expresséo (III-8).

et res
Dai, WH deve ter um perfil do seguinte tipo:

CiL

wu A

CiLl] |t e
UL MAX.

v

pR ES

Figura 111-3: Perfil esperado de w:il X p.

cil
(WH

calcularad o fluxo de ﬁs).

se anula na origem, pois ndo ha superficie através da qual se
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Como o campo das correntes helicoidais externas (B) &
muito menor (em médulo) que o campo do plasma em equilibrio (ﬁs),

espera-se que:

f
—_— L
wcil
H
seja satisfeita.
Entédo, o perfil de WCil deve ser, aproximadamente, o
mesmo de Wﬁil. Para diferentes valores de 6 = 90 , tem-se

diferentes curvas para WCil(p,Go) x p todas préximas da curva

?ﬁil(p) X p, como na figura abaixo:

gl
C.
qu ________ S (O = = e~ - — - ———
C1 | l 1
i i L 6:0
1 ] ' : :
: : : ' ] O=1/4
L : - 9+6¢
L 3 : .
v ! Vo 0=1/2
I Lo
| ! . ! >
0 AR “Res R g P

Figura 111-4: Perfis de WCll(p,eo) para diferentes valores

de 8, (sendo f(p) uma fungc3o positiva).
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A estrutura do campo magnético total B e dada pela
equagdo (III-9). Pela figura anterior, vemos que para cada valor da

constante C compreendida no intervalo:

C =C=C
1 2

a cada valor de 6 corresponde nenhum, um ou dois valores de p. Por

exemplo, para C = C12 :

valor de 6 valor de p correspondente
0 0
0 P, » P,
n/4 P, » P,
n/4 =< 91 = n/2 ol .
n/2 nenhum

Estes pontos podem ser mapeados do seguinte modo:

Figura I111-5: Mapeamento de alguns pontos obtidos da equagdo

WC11 = C12 , para diferentes valores de 6.




20

Fazendo esta analise para 6 variando de 0O até 2m,

obtém-se a seguinte figura:

Figura 111-6: Mapeamento da equacdo WCil = C12 para 6 variando de O

a 2m.

Concluimos que a superficie magnética do campo B que
cil

corresponde ao valor da constante C = C12 (ou seja, ¥ = C12) tem

estrutura de ilha magnética.
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Se C variar discretamente de Cl até C2 , obteremos uma

figura do seguinte tipo:

Figura 111-7: Mapeamento da estrutura de B obtida da equagdo
WCil = C para 6 variando de 0 a 2m e C variando

discretamente entre C1 e C2.

Neste item, analisamos qualitativamente a expresséao
(III-5) para a fungdo de superficie WCil associada ao campo
magnético total B (= §0 + B). Usou-se que:

8) 0 fluxo 21:\1/?1

do campo magnético do plasma em equilibrio (ﬁo)
através de uma superficie helicoidal cilindrica €é méximo na

superficie ressonante de equilibrio (condigéo (III-8)).

2) O fluxo 2u6@iil do campo perturbativo (8) através da mesma
superficie dependia das coordenadas p e u da forma dada pela

expresséo (III-6).




Com isso, concluimos que este campo B tem estrutura de
ilhas, em torno da superficie magnética ressonante de equilibrio,

como esperado.

No capitulo seguinte, apresentaremos o método
desenvolvido para se obter o campo magnético (e sua respectiva

fungéo de fluxo poloidal) de plasmas em equilibrio MHD estatico, na

geometria toroidal.
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CAPITULO IV

EQUILIBRIO DE PLASMAS TOROIDAIS

IV-a) INTRODUGAO

Neste capitulo, consideraremos um plasma em equilibrio
MHD estatico confinado magneticamente num tokamak toroidal. Para
descrever este equilibrio introduziremos, no item b, um novo
sistema de coordenadas chamado de toroidal polar. No limite de
grande razio de aspecto, este sistema torna-se o sistema de
coordenadas polares locais.

No item ¢ apresentaremos, sucintamente, o método
desenvolvido kel para se obter a fungdo de fluxo poloidal \I'P
associada ao campo magnético do plasma toroidal em equilibrio (ﬁo).
Por este método, a obtengdo de \I’P depende apenas do conhecimento de
um perfil de densidade de corrente longitudinal Jz(p) na
aproximagdo cilindrica.

Egorov“a) desenvolveu um método para se medir a diregéo
da linha magnética no tokamak T-10, que podia ser usado para se
calcular o perfil experimental do fator de seguranga q. Deste
resultado, a densidade de corrente Jz(p) (na aproximagéo
cilindrica) podia ser inferida. Como o perfil de q obtido por
Egorov para o T-10 é semelhante ao esperado para o TBR-1 ( g(centro
do plasma) = 1 e g(borda do plasma) =~ 4 ), utilizaremos o perfil de
Jz(p) por ele fornecido para obtermos, no item d, as nossas

expressdes de \IlP e de §°.
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IV-b) SISTEMA DE COORDENADAS TOROIDAIS POLARES

As coordenadas toroidais (apéndice D) denotadas aqui por
(§,w,9) , s8o definidas em termos das coordenadas cilindricas
circulares (R,¢,2) por (veja figura abaixo):

R,
_ 0
= cosh € - cos w Senk £
(1v-1)
Ro’
Z = sen w

cosh £ - cos w

onde Ro, € o raio maior da origem 0’, que é comum a estes dois
sistemas de coordenadas; £ é a coordenada relacionada com a
distancia (do ponto P) a origem O' e w e ¢ sfio as coordenadas

angulares poloidal e toroidal, respectivamente.

Y4
ot
wr=cte
)\\ )
[N
. ] P/

A 4

Figura IV-1: Sistemas de  coordenadas toroidais (€, w,¢) e

cilindricas circulares (R,¢,2).
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Definimos uma nova série de coordenadas (pt.et.w), em

termos das coordenadas toroidais por:

R,
o]

t = cosh £ - cos w (1v-2)

6 =mn-w
t

O significado das coordenadas P, © 6t pode ser percebido

observando a figura abaixo:

23{ W=TC-B;=cte

v

Figura IV-2: Sistemas de coordenadas toroidais polares (pt,et,¢),
polares  locais (p,6,9), toroidais (€,w,¢) e

cilindricas circulares (R,¢,2).
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Podemos relacionar este novo sistema de coordenadas, que
chamaremos de toroidal polar, com o sistema de coordenadas polares

locais (p,08,¢) com a mesma origem O’, obtendo-se:

2 q1/2
P P
p. =p 1 - cos 6 + =
t Ro’ 2R°.

(Iv-3)

sen 6
t

]
0]
L]
=]
[s]
—
(=
|
——
o
[
(0]
o
n
(2]
+
——
I\
:ol °
| —
n
[ S
o
N
N

Estas relagdes mostram que, no limite (p/Rb,) « 1, P, © et
tornam-se p e 6, respectivamente (veja maiores detalhes no apéndice

E). As superficies coordenadas destes dois sistemas s&o mostradas

na figura a seguir.
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] 1.50

0.50

-0.50

L]
Z7/R,
T TN N (N N NS S NN N SN TN NN NN 2N N SN JOS TON S NG SN SN SN MK A SN NN W |

-1-50 'IlllllllllllIlllllllllllll

T
0.00 1.00 2.(])0 3.00

R/R,

Figura IV-3: As linhas pontilhadas passando pelo centro s3o as

superficies 6t = «cte; as linhas tracajadas sdo
as superficies p = «cte e as linhas solidas
representam as superficies p, = cte. Os numeros

proximos das curvas s3do os valores de (pt/Ro, ); a é a
posicdo da borda do plasma no TBR-1 (pt = 0,25 Ro,) e
b é a posicdo da camara (pt = 0,32 Ro, ).
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IV-c) METODO PARA A OBTENGAO DA FUNGAO DE FLUXO POLOIDAL

A principal dificuldade de se encontrar (analiticamente)
uma expressdo coerente com os dados experimentais para uma fungio
de fluxo ¥ que satisfaz a uma equagdo de Grad-Shafranov, est& no
fato de que para se solucionar esta equag&io, deve-se conhecer
antecipadamente a dependéncia de J3 (ou de P e I) com esta fungdo V¥

(que ainda nio foi determinada).

“2), podemos obter uma

Pelo método mostrado neste item
expresséo para uma fungdo de fluxo poloidal \I‘P, a partir de um

perfil de densidade de corrente longitudinal Jz(p) na aproximagéo
cilindrica.

A equagdo de equilibrio de Grad-Shafranov (expresséo
(II-12)) escrita em termos das coordenadas toroidais polares

(apéndice E), torna-se:

2 p 8%w p av 8w
P 1 t P 1
- cos 6 + — 1 - — cos 6 e
R, t e} R, t a 2 2
(o] ap t o} t [o] ae
t t
sen 6 38V 2 senb 62\11
A t P, t P _ J
p. R, 86 R, dp. 96 Ho 73
t o t 0 t t
onde:
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A solug@o de equilibrio é escrita da seguinte forma:

\Ilp(pt,et) = \I'O(pt) + \Ill(pt) cos 6 (IV-4)

onde:
v P
1 t
7 “"’[r]
0 ()
Usando-se que:
dF(¥ ) dF(¥) d°F(¥)
. P 0 0
i) & + = Wl cos 9t
dv d¥v dv
P ) P
ii) P, = 8 define a borda do plasma
iii) P(a) =0 pressfo na borda do plasma é nula
d “o 12
iv) - a@; 5 =(1- BP) JSO(WO) (1V-5)
(onde BP é o beta poloidal)
obtém-se:

1 d dWo(pt)
T d—p pt, —dF———— = uo J30(‘I’O(pf.)) (IV—S)
t t t
a
Wl = Wo’ Jp F(pt) dpt (IV-7)
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onde:
P,
F(Pt) . R—T A(Pt) (1IV-8)
o
e:
1 : 2
p v
t o o
Ci
sendo que para p = & A(a) = -+t B, -1

(onde 8‘ é a indutancia interna normalizada por wunidade de

comprimento)

Analisando a equagdo (IV-6), vemos que ela tem a mesma
forma da equagdo de Grad-Shafranov nas coordenadas cilindricas

(p,6,z) (considerando o tokamak como um cilindro periédico), que é:

1 d de"“(p)

2 G | P Tap | T Mo Jxo(P) = K, I P

Estas equagdes idénticas, com idénticas condigdes de contorno,
devem fornecer solugdes idénticas. Ou seja, a fungéo @ﬁil(p) é a
mesma que qb(pt); apenas os argumentos s&@o diferentes.

Entdo, para se obter uma expressdo para a fungdo de fluxo
poloidal WP para plasmas toroidais, basta encontrar um
Jso(p) = Jz(p) no modelo cilindrico, que descreva satisfatoriamente
o equilibrio do plasma. O proximo passo é adaptar esta express&o de
Jso(p) para as coordenadas pt,et,w , sSimplesmente substituindo p
por p, . Dai, resolve-se (IV-6), obtendo-se Wo. Com Wo’ obtém-se WI

a partir de (IV-7) e, conseqlientemente, WP usando-se a expressao

(IV-4). Da mesma forma, I pode ser obtido da expresséo (IV-5).
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IV-d) FUNGAO DE FLUXO POLOIDAL E CAMPO MAGNETICO BASEADOS NO MODELO
DE EQUILIBRIO DE EGOROV

A express@o para a densidade de corrente longitudinal

(modelo cilindrico) fornecida por Egorov“ﬁ) é:

que, adaptada para as coordenadas toroidais polares pt,et,w

torna-se:
3
Pt 2
Jso(pt) = JO [ 1- [—5._-] ] (IV-10)

onde jo ¢ determinado de modo que a corrente longitudinal do plasma
em equilibrio seja IP (ver apéndice F).

E com este perfil de densidade de corrente longitudinal
que obteremos as expressdes para WP e §6 para o equlibrio de

plasmas toroidais.



1) FUNGAO DE FLUXO POLOIDAL WP

Substituindo este Jao(p) em (IV-6) e resolvendo-se a

equagéo diferencial para \Po(pt). obtemos:

_'o P 0 -1)"* (4 i
Yolp,) = 2n [ ] [ ]

ou, mais explicitamente:

(IV-11)

Com esta expresséo de \Ilo(pt) podemos obter A(pt), usando-se (IV-8):

e dai podemos calcular \Ili(pt), a partir de (IV-7).
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2) FUNGAO DE CORRENTE POLOIDAL I

Usando-se que:

dI dI® dp
av dp, ~av,

e substituindo-se em (IV-5) as expressdes: (IV-10) para Jao(pt)’

(IV-11) para Wb(pt), e integrando de P, até 8, obtemos:

2
I
2 E

2R, I, 2
I" = 41,[2 + (I_BP) I W(Pt) (IvV-12)

onde:

(Para P, = a , temos W(4) = 0, isto é, ha apenas a contribuicido da

corrente externa IE que produz o campo toroidal)
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Tomando os valores numéricos tipicos do TBR-1 (apéndice
G), vemos que o termo que contém W(pt) em (IV-12) é da ordem de

grandeza de 1% do termo constante, o que o torna desprezivel. Dai:

entdo:

I=-

P (IV-13)

(I é tomado negativo para que B0¢ seja positivo - ver (II-11)).
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3) CAMPO MAGNETICO DE EQUILIBRIO ﬁ;

Considerando que o sistema ¢ simétrico na coordenada ¢
(simetria axial), pode-se escrever as relagdes (II-8) e (II-9)
entre as componentes contravariantes de §6 e a fungdo de fluxo Wp

nas coordenadas toroidais polares, obtendo-se:

awp
s— = To' o (1V-14)
Py
av
P 2
55: =P, ( senh £ BOg - sen 6, Boet )

t

onde notamos que W; é funcgdo das coordenadas P, © e .
) e toroidal (B ) de B s#o
op 0

As componentes poloidal (B06
t

dadas por (IV-14) e (II-11) respectivamente, ou seja:

— 1 ’ » -
Boe "R ( WO + Wl cos 6 ) (IV-15)
t o
By I
op &= = -B—t——seTE— (IV-16)

onde Wo, Wl e I sdo dadas acima.

No capitulo seguinte, apresentaremos uma expressdo para o

campo magnético associado as correntes helicoidais externas.
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CAPITULO V

CAMPO MAGNETICO DAS CORRENTES HELICOIDAIS EXTERNAS

V-a) INTRODUGAO

Kucinski e Caldas obtiveram, nas coordenadas helicoidais

toroidais polares pt, u=m et - n e, et » 0 potencial escalar & de

pares de fios condutores enrolados helicoidalmente numa cémara,
cuja secgdo transversal é descrita pela curva P, = b (que &

aproximadamente circular - figura G-2). Estes fios conduzem

correntes IH nos condutores adjacentes igualmente espagados. A

solugé@o foi obtida na forma de uma série infinita convergente:

O campo magnético B associado a esta distribuigio de

correntes, pode ser obtido aproximadamente de:

oy
|

= Vo (v-1)
(0]

onde tomamos apenas o primeiro (e maior) termo de ® (termos da

ordem de grandeza de S/Ro, ou menores foram desprezados).

Qo ¢ dado por:
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V-b) COMPONENTES TOROIDAIS DE B

Pode-se calcular as componentes toroidais de g, a partir
de (V-1), obtendo:

My I m [ P, }mﬂ-l
b€= = - sen Nu
mb b
p I m P mN-1
bw e ——3—%;—— [ —:5 ] cos Nu (v-2)
mb b
R IH n P, mN
b = [ — ] cos Nu
¢ R, b

(veja maiores detalhes a respeito das coordenadas toroidais no

apéndice D)

OBSERVAGAO: um calculo muito semelhante pode ser encontrado na
referéncia (13). A unica diferenga é que, ai, os fios
estdo enrolados numa cémara com secgdo transversal
perfeitamente circular. As coordenadas utilizadas foram

as toroidais convencionais (€&, w.¢).

No préximo capitulo, obteremos uma condigdo para o
surgimento de ilhas magnéticas, quando o campo B aqui calculado for
superposto ao campo do plasma em equilibrio ﬁ; (obtido no capitulo

anterior).



38

CAPITULO VI

INVESTIGAGAO SOBRE A EXISTENCIA DE ILHAS MAGNETICAS
= CASO TOROIDAL

VI-a) INTRODUGAO

No item b, mostraremos que o fluxo Zn\I/H do campo
magnético do plasma em equilibrio (go) através de uma superficie
helicoidal toroidal serd wum extremo na superficie magnética
ressonante de equilibrio. O método e o sistema de coordenadas
utilizados serdo semelhante aos apresentados no item III-d (caso
cilindrico).

No item c, obteremos uma expressdo analitica para um
fator de seguranga médio c_l, aplicando-se o modelo de equilibrio
adaptado de Egorov. Verificaremos que o perfil para o c_l, assim

obtido, é semelhante ao esperado para o TBR-1.

VI-b) CONDIGAO PARA A FUNGAO DE FLUXO \PH

Em analogia ao caso cilindrico, usamos o seguinte sistema

de coordenadas para descrever o campo 1‘3‘0 (ver apéndice H):
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onde WP é a fungdo de fluxo poloidal de gs. Podemos mostrar que
ZnWH definido como o fluxo de go através de uma superficie cujo
contorno externo é dado pela intersecgfio das superficies i;= c, e
u-= c2 (cl,c2 constantes), € um extremo na superficie ressonante de
equilibrio; escrevendo-se as relagdes (II-6) e (II-7) neste sistema
de coordenadas (note que agora o sistema n8o ¢é simétrico na

terceira coordenada, que é eth

2m
6“’**:_1_[ S [pt ][B m g _n_]
awp 2mn o t n Boet oet hw op h¢
(VIi-1)
2’
awﬂ _ 1 Pe 8 _
—- = - 5= de VW =20
du 2m t n B (¢}
0 06
t
(Vi-2)
onde:
hw =P

(ver expressdes (IV-1) e (D-1)).
(VI-2) se anula, pois go . VWP = 0 (expresséo (II-10)).
Definimos o fator de seguranga médio (q) sobre uma

superficie magnética como:

2T

- 1 hw Bow
q(\I’P) = 2—1[ det h—— §——-— (VI’B)
0 (") 09t
(¥ = constante)
P

a d4 a inclinagdo média das linhas de campo de ﬁo sobre

uma superficie WP = constante.



40

Rearranjando (VI-1):

dWH

dav_
P

- m - pu -
= T Q(\I’P) (VIi-4)

onde notamos que WH é fungdo de W} e (Wh), se anula na superficie

em que q = m/n (que é a superficie ressonante de equilibrio).

E muito conveniente Wh poder ser escrito em termos de uma
Unica coordenada (express@o (VI-4)). Note que uma expressdo analoga
foi obtida para o caso cilindrico, adotando um sistema de
coordenadas semelhante (express@o (III-8)). No caso cilindrico,
porém, podiamos tomar tanto p como W:il como coordenada radial,
pois W:il € apenas fungdo de p. Contudo, no caso toroidal tratado
acima, a escolha de 1} como '"coordenada radial" foi essencial na

obtengédo da condigéo (VI-4) de uma forma tdo simples.



VI-c) EXPRESSKO ANALITICA PARA O FATOR DE SEGURANGA MEDIO
USANDO-SE O MODELO DE EQUIL1BRIO DE EGOROV ADAPTADO

Escrevendo q definido por (VI-3) em termos das

coordenadas toroidais polares (usando-se (IV-15) para Boe , (IV-18)
t
para BW' (D-1) (apéndice D) para hw e h¢ e (E-5) (apéndice E)),

obtém-se:

14

— M, I(\I/P) det

SRt & 2n R, p
0

e 2cosB - S sen29 ¥’ + ¥ ’'cos6
(\I’P=cte) P, t Ro, t 0 1 t

Tomando-se apenas os termos de primeira e segunda ordens

de grandeza, podemos simplificar a express@o anterior para:

n
e = M, I(\I/P) det
LTt = 2n .

[\II' +\Il’cose] - 2cos6 V¥’
o 1 t t o

es)

.
(\I’P=cte) P,

(VI-5)



Esta integral ¢é calculada mantendo-se W;(pt,et) = constante.
Portanto, antes de integrar (VI-5) em 9t , €& necessario escrever
explicitamente a dependéncia de p, com et sobre a superficie
W}=cte. As coordenadas P, e 9t estdo relacionadas sobre esta

superficie por:

»* *
P, =P, * Apt(pt.et) (VI-B)
onde:

»*
Wi(pt)

Ap = - ———5— cos @

¢ ¥’ (p.) ¢
o ‘P

*
Sobre uma superficie W¥=cte, p =P, Para 9t=n/2 e Apt é uma
* *
corregao a P.=P, para os demais valores de 9t (note que P, € uUnico

para cada superficie W}=cte). Ve ja maiores detalhes no apéndice J.

Substituindo (VI-B) nas fungdes de p, em (VI-5),
considerando novamente os termos de primeira e segunda ordens de

grandeza e usando a expressfo (IV-7) para Wl, obtém-se que:

N °n
- * H, I(Wo(pt)) det
q(Wb(pt)) o " (o} Ro’ * *
(¥ _=cte) - ¥, (Pt) 1- H(pt)coset
F P
t
onde:
* a
* Pt * 1
H(pt) =2 R + F(Pt) T v * dpt F(pt) (VI-T7)
o’ p p

(ver definigéo de F(pt) na expressdo (IV-8))



Como:

RARTAEEN

pode-se escrever a express@o de q acima como:

. u, 108 () " o, "
q¥ (p ) = - 20t | g —' —(1+H(@p,) coso, )
0 Rb' Wo’(pt)

(‘I’P=cte)
de onde se obtém:
Yo 1)
_ * [ P
Gl ) B8 e e (VI-8)
t R ’ ’
0 Wb (pt)
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ANALOGIA COM O CASO CILINDRICO

Esta expressiio de q é muito semelhante a express@io de q

nas coordenadas cilindricas (p,08,z) , pois esta Ultima é:

onde Boe e Boz podem ser obtidas de (II-8) e (II-11)

respectivamente, ou seja:

_ cil
Boz == I(WP (p))
_ .cil ,
Byg = ¥p (p)
Ent&o, q(p) pode ser escrito como:
p u_ I(p)
qlp) = - — =
e )

que é anadloga a (VI-8).




q PARA O MODELO DE EGOROV ADAPTADO

Obteremos o perfil de q para o modelo de equilibrio de
Egorov adaptado, substituindo as expressdes de Wb e I calculadas no
capitulo anterior (expressdes (IV-11) e (IV-13), respectivamente)

na expressdo (VI-8) para q. Com isso:

- * IE Py ’ !
alp,) = — R & (VI-9)

cujo grafico para os valores tipicos do TBR-1 (apéndice G) é:

>
o

£
o

dr et b er e b s vl alitad

N
o

Fator de Seguranca Médio

llA\lll‘ll]lilIII1IIII1TIIIII[|IIII|lll‘l

.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Posigao Radial (m)

&
o©

Figura VI-1: Perfil do fator de seguranga medio q em fungdo de p
(coordenada radial polar local) para o TBR-1.

*
(Das expressdes (IV-3) e (VI-B), temos que P, * p)




A

Observando este grafico, vé-se que:

(centro do plasma) = 1

Q

q (borda do plasma) = 4

que s8o valores semelhantes ao esperado para o TBR-1. Enté&o, as
expressdes de equilibrio obtidas, usando-se o modelo de Egorov

adaptado, devem ser adequadas ao TBR-1.

A figura abaixo representa as curvas W}=cte das
superficies magnéticas racionais de equilibrio do TBR-1
correspondentes a E = 3/2, 2, 5/2, 3, 7/2, 4. As outras curvas sao

a borda do plasma (pt = 4) e a borda da camara (pt = b).

0.15

0.05

Z (m)

-0.05

lll)lllll‘lllIlllllJll]llJlll

_0015 L L L L L L L L e D e e e D B B

-0.15 -0.05 , 0.05 0.15

R — R, (m)

Figura VI-2: Superficies magne€ticas para o plasma em equilibrio no

TBR-1 (usando-se o modelo de Egorov adaptado).
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CAPITULO VI

IDENTIFICAGAO DE ¥ (FUNGCAO DE SUPERFICIE MAGNETICA APROXIMADA)

VII-a) INTRODUGAO

Neste capitulo, consideraremos a superposigédo do campo
magnético do plasma toroidal em equilibrio (36) com O campo
perturbativo associado as correntes helicoidais externas (8)_ Como
o campo magnético total resultante desta superposigéo B (= 30 + g)
nio apresenta simetria, suas linhas de campo devem formar
superficies magnéticas apenas em determinadas regides do plasma.

Utilizando o método da média i desenvolvido por
Bogolyubov (ver apéndice L), calcularemos uma fung@o de superficie
magnética aproximada ¥ que contenha as linhas de B em torno da
regido da superficie ressonante de equilibrio.

O sistema de coordenadas utilizado para descrever B sera
x1 = WP, x2 = u, x3 = 9t e a média tomada ao longo de uma curva
helicoidal toroidal, variando-se et de 0 a 2n. 2n¥ sera
identificado como o fluxo de B através de uma superficie cujo

contorno externo é uma hélice toroidal.
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VII-b) IDENTIFICAGAO DE ¥
Usamos a seguinte notagéo:

§°: campo magnético do plasma em equilibrio

B campo magnético das correntes helicoidais externas
B campo magnético total

e supomos que:

B = §° + B (VII-1)

Se | B | « | go |, o campo das hélices pouco altera o campo do

plasma em equilibrio, podendo-se considerar o campo magnético total

como uma superposigdo dos dois.

Da equagdo diferencial das linhas de campo de B:

Bxdf=0

tira-se a seguinte relagéo:




Usando o sistema de coordenadas ja utilizado no capitulo
VI (ver apéndice H):

x = T;(pt.et)
x2 =u=m 9t -ne
x> =8

pode-se escrever (VII-2) como:

av B! b b
P
= = =
de B® B> +b° B
t (o] 0
(VII-3)
du B® B® + b° B + b° B® b°
de u B el B (8%)2
0 0 0

onde desprezaram-se termos da ordem de grandeza ou menores dque
(b/Bo)z. Isto consiste numa boa aproximagdo, pois para o TBR-1
(b/Bo) ~ 1% . Ainda, usou-se que B; = ﬁ; . VWP =0 (ver (II-10)).

O sistema acima de equagdes diferenciais é periédico na
terceira coordenada x> = et . Entdo, podemos aplicar o método da

média para soluciona-lo.



Por este método, as equagdes nido-auténomas das linhas de

campo (sistema (VII-3)):

dxk 1
-'ae—t"= fk(x 'et) (1,x = 1,2)

s8o transformadas em equagdes autébnomas para novas coordenadas

médias:

d§k =~k afk P!
=f (x) + — fi(x ) + ...

de k %

Os sinais de —— e \ denotam as operagdes de média e
integragdo na variavel 9t , mantendo-se §i = constante :
G
2m om
E=-1| Ade A=| Xade onde: A =A- &
2n o t o t

A solugdo para as equagdes originais s&o obtidas a partir

das coordenadas médias por:
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Aplicando-se este método (veja maiores detalhes no
apéndice L) para solucionar o sistema (VII-3), obtém-se o seguinte

sistema de equagdes para as novas varidveis médias:

(VII-4)
~
du B & b" B b° 8 B® b
~ 0 _ 0 + o 0 o
de B® (8%)2 v | B® B’
0 0 P (o] (o]
/\ /\ S
" 8 B® B® b° B® b°
(o] (o] (o]
+ — + -
sau | B® B> B® (852
o o] o] o]
/\
" 8 b2 B B® b 12
= 3 o3 2 g i e
| ou | B (B)) B, B,

onde @? e U sio novas coordenadas médias introduzidas pelo método
da média e se relacionam com as coordenadas originais pelas

seguintes expressodes:

A\
¥V =¥ + AV onde : AV = ——
P P P P 3
B
0
(VII-5)
N 7\ -
~ B2 b° B D
u=u+ Au onde: Au = - + S =
Bo B (Bo)
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Os sinais de — e /N aqui usados denotam as
operacdes de média e integraglio na variavel 9t , mantendo-se

@ =C eﬁ=c (C.C constantes).
P 1 2 1 2

O sistema de equagdes (VII-4) pode ser simplificado,

usando-se:
1)v.B =0, v.B=0
onde, em coordenadas generalizadas: V . X= e —aT (veg A‘)
Vg 8x
e para o sistema de coordenadas usado (apéndice F): vV g = 13
n B
o

e levando-se em conta as identidades:

Com isso, simplifica-se (VII-4) para:

1 1 /E
av b 8 b B
Pl | 0
de B> su| B2 B
(o] [o] 0
~
du [B +b2] [32 b3] [a [b3 ] B® Bz]
~ 0 0 0
- 3 - 3 3| .= 3 3 3
de B B B ou | B B B
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Agora, ser&o desprezados termos da ordem de grandeza ou
menores que (b/Bo)(pt/R.o.)2 (ver as componentes contravariantes
de ﬁ; e B acima usadas no apéndice M ). Para o TBR-1,

2
0= (p,/R,)

sistema acima:

<6% , para 0 = pts a& . Feito isto, obtém-se do

a¥, b
P~ - (VII-7)
de B

t 0
~
du B® & b" B® > 3 b° B®
=~ g . 4 — 0
de B° B> BB sul| B B>
t 0 0 [o] [o] [o]

onde (ver expressio (M-4)) - apéndice M):




Pode-se mostrar que o primeiro termo da expressfio (VII-8) é sempre
maior que o segundo, tanto para regides proéoximas da superficie
ressonante de equilibrio (q = m/n), como para regides afastadas
desta (detalhes no apéndice N). Dai, o sistema de equagdes (VII-7)

e (VII-8) se reduz simplesmente a:

a¥ b 1 *® b
i =3 = — de
de BB 2n)Jo ' B®
[o] 0
(VII-9)
du B + b2 1 " B + b2

SETLIN g 24
de B 2n Jo B
t 0 (o]

O lado direito das equagdes (VII-S) pode ser escrito em
termos de um fluxo 2nF de B através de uma superficie cujo contorno
externo ¢é uma hélice toroidal, dada pela intersecgdo das
superficies @P =c eu-= 02 (cl,c2 constantes). Ou seja, usando-se

1
(II-6) e (II-7):

8F 1 *" , 1 N Bj + b2
— det vg B = — det —
ov 2m Jo 2nn Jo B
P o}
(VII-10)
oF 1 2M 1 1 21 B!
e
du 2n Jo 2nn Jo B
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Comparando (VII-9) com (VII-10), s#o obtidas as seguintes relacgdes:

aF 1 du
g e
av n de
P
(VII-11)

oF 1 dvy
. P

du n de

Definindo ¥ como:
vV=F

vemos que as equagdes (VII-11) equivalem a:

sl

V ¥ (¥ ,u) . d

IR
o

de modo que:

@(.\I—/P,G) = constante

representa a equagdo procurada das superficies magnéticas

aproximadas. Ent&o, identificamos 2n¥ como o fluxo de § através da

superficie helicoidal toroidal ja descrita, podendo ser obtido de:

onde d¢ é o elemento de area da superficie helicoidal toroidal
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Uma observagéio deve aqui ser feita. ¥ est4 em fungfio das
coordenadas médias Wp.l_x, isto é: ¥ = T/(WP,G). Entdo, este ¥ da a
posigéo "média" das linhas de campo de B. 0 comportamento "real"
destas linhas é dado pelas férmulas (VII-5) e (VII-B), levando-se
em conta corregdes periédicas de primeira ordem. Estas correcgdes

serdo calculadas a seguir.

VII-c) CALCULO DAS CORREG3ES AS COORDENADAS MEDIAS
CALCULO DE A\PP

Neste calculo, desprezaremos termos da ordem de grandeza
ou menores que (W} (pt/Ro,)z). Lembramos que a operagdo de
integragdo ( A ) em 6, & feita:

i) mantendo-se ¥ =c eu = c (c_,c_ constantes);
P 2 1’72

1

ii) sobre a parte da fungio que depende explicitamente de 9t.

AWP ¢ obtido da expressio (VII-5), que é:

.

o w
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onde (express&o (M-6)):

(note que esta relagiio tem dimensfio de fluxo magnético). Na
operagdo N\ , temos que seguir as duas condigdes i) e ii) descritas
acima. Utilizando a expressdo que relaciona P, © 9t sobre uma

superficie magnética de equilibrio (express&o (VI-6)), obtemos que:

pois, segundo a aproximagdo usada, os termos que dependem

explicitamente de 9t s@do de uma ordem de grandeza desprezivel. Dai:

%

o w

isto é, a corregdo a coordenada média @} ¢ nula. Entéo:

* _ *
W}(pt) = W}(pt) (Vii-12)

(veja (VII-5) e (J-2)) de onde concluimos que:

"T
P, =P, (VII-13)
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CALCULO DE Au

Neste céalculo, desprezaremos termos da ordem de grandeza

ou menores que (pt/Rb,)z.

Au é obtido da expressdo (VII-6), que é:

\ \ —
B§ b2 Bz b>
bu = ——+ —— - 3.2
B B (BY)
0 o
onde (expressdo (M-7)):
B + b° B b° h, By b,
- Em-n - | 1+
B> (8%)? hw Boe Boe
) t t

Usando as expressdes (IV-15) e (IV-16) para as
componentes poloidal e toroidal de §o e (V-2) para a componente
poloidal de B, e seguindo-se as condigdes i) e ii) para a operagéo

de integracgao em et, obtém-se:

y B e N
Bz b2 B, b° Bi U —
Ay = + = ~ ~ - nq(p, ) H(p, ) sen 6
e B° (8%)2 B> ¢ ¢ ‘
0 0 (0] (o]

(veja expressdo (M-5) onde a fungdo H é dada por (VI-7).
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Substituindo a expressfio acima em (VII-6), encontramos a

corregio a coordenada u:

_ _ ¥ .
u-n q(pt) H(Pt) sen 6, (VII-14)

c
]

ou:

el
"

_ % 3
u+n q(pt) H(pt) sen 6 (VII-15)

As superficies magnéticas aproximadas W(@P,ﬁ) podem ser
achadas com uma precis@o de (pt/Ro' )2, substituindo-se as
coordenadas médias -\17? e u pelas expressdes (VII-12) e (VII-15).
Isto é:

- * _ o= *
v o= ¥ \I’P(pt), u+n q(pt) H(pt) sen 6 ) = constante

(VII-16)

Na préxima segi@o, obteremos explicitamente a expresséo
para ¥, a partir de sua identificagdo como fluxo magnético de B

através da superficie helicoidal toroidal descrita.
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CAPITULO VIlI

EXPRESSXO ANALITICA DE ¥

VIII-a) INTRODUGAO

No capitulo anterior, 2n¥ foi identificado como o fluxo
do campo magnético total B através de uma superficie cujo contorno
externo é uma hélice toroidal, dada pela intersecgéo das

superficies ¥V =c eu=c_ (c,c_ constantes). Isto é:
P 1 2 1’ 72

2n

(;=cte)

onde d¢ é o elemento de area da hélice toroidal acima descrita.
Como este campo total B & dado pela soma dos campos de equilibrio
(ﬁ;) e perturbativo (B) (ver (VII-1)), pode-se escrever a expressio

acima como:

1 1
«:=_Ja @ . _Je.dz
2m

(;=cte) (u=cte)
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Aqui, usamos uma notagsio anadloga a do caso cilindrico
(item III-c):

1
v = —IE‘ . de (VIII-1)
H o
2n
(u=cte)
L > >
W = — Ib . do (VIII-2)
H
2n
(u=cte)

onde ZHWH e ZnSWH s@o, respectivamente, os fluxos dos campos go e B

através da superficie helicoidal toroidal descrita. Ent&o:

v =¥ + ¥ (VIII-3)
H H

A seguir, calculamos WH e BWH , obtendo a expressdo

procurada para V.
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VIII-b) CALCULO DE WH

¥ ¢ calculado a partir da expresséio (VI-4) (por ser mais

simples que (VIII-1)), usando-se que:

»* »*
WP(pt,et) = Wp(pt,u/z) = ib(pt)

(ver apéndice J). Obtém-se:

dv dv —

| |=
]
o
—
SIS
|
Q|
©
—

o ¥

Substituindo a express@o para q dada por (VI-8):

dv P
n =,
n WO +u01

*

4

R
0’

-]

dp

oW

*
e integrando-se em P, ¢

7 (o , . (VIII-4)
¥ pt) =l 2R,

—
Wn(pt) = 0 2R ,

:’|3
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ou, substituindo-se as expressdes (IV-11) para \Ilo e (IV-13) para I:

* * 3 *
R m IRy Pe Y2 3 Pu Yt 2( Pe1® _af Pe®
e = & —am Z[T]'E[T] "5['&‘] '§[T]
(VIII-5)

Utilizando os valores numéricos tipicos do TBR-1

(apéndice G) e escolhendo-se m = 2 e n = 1, apresentamos abaixo o

*
grafico de \IIH Xp, ot

0.0003
__0.0002
NE T
b ]
N B
T
0.0001
0-0000 T|||||l||||||||||||I|||ll||‘]|i]‘l|||]||—|]l"]|||
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Py /a

*
Figura VIII-1: \I’u X p, para m=2, n=1.

Pode-se notar que \IIH apresenta um maximo (na superficie

magnética ressonante de equilibrio - g = m/n).
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VIII-c) CALCULO DE &I’H

Substituindo na definigéo de G\PH (expresséo (VIII-2) o
elemento de 4area da hélice toroidal do (dado no apéndice P -

expressfo (P-1)) e os extremos de integragéo, temos:

= *

1 T e T Apt(pt’et) Ro, P, mo n I

Y = — de dp - — ¢ e b
2n 9 t D t n P

(u=cte)

A express@o acima pode ser reescrita como:

2n
1 t m n 1 bﬂP
oY =~ 5 45 dp, By %% | 1 * 7« semn € b
o_ 0 w
(u=cte)
- T
1 N t * Apt(pt'et) m n 1 bq)
T 2n 40, P By 5% 1+ 4 —Semn € b
JO 3 w
(u=cte) pt
onde:

1 pt
- = 0[ = ] (ver (E-5))

b¢ g
L 0[ = ] (ver (V-2))
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Desprezando termos da ordem de grandeza ou menores que
(S/Rb,) na expressi@o anterior, obtém-se:

-~
1 t m
8V = - - de dp, R, — b
H 2n o t 5 t o n W

(u=cte)

- — %
~ e ¥ Apt(pt,Bt) m
det dpt RO' T b(t) (VIII"S)
Y =
pt

(;=cte)

A
E R

A primeira integral representa uma corregio ao fluxo do

campo do plasma em equilibrio, devido as correntes helicoidais

externas. A segunda integral deve ser de uma ordem de grandeza

*
muito menor, pois Apt/pt « 1. Entéo:

(VIII-7)
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Notamos que esta expresséo para GWH é da seguinte forma:

d -
GWH = f(pt) cos Nu (VIII-8)

que é semelhante a expressio (III-6) para o caso cilindrico.

VIII-d) EXPRESSAO PARA ¥

¥ & dado pela soma de L (VIII-5) com &% (VIII-7).

Substituindo as corregdes as coordenadas médias pt,ﬁ (expressodes
(VII-13) e (VII-15)), obtém-se:

mN
m P, _ % *
s~ vl W IH Ro, —_— cos N(u + n q(pt) H(pt) sen et)

(VIII-9)
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No capitulo seguinte, analisaremos esta expressfo para
¥. Notamos que esta tem as caracteristicas suficientes para
apresentar estrutura de ilhas, que s&o:

i) WH atinge um valor maximo na superficie magnética ressonante
(ver (VI-4);

- _ = _
ii) awh é da forma: Gwh(pt,u) = f(pt) cos Nu .
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CAPITULO IX

ANALISE DA EXPRESSXO DE ¥

IX-a) INTRODUGAO

Aqui, analisaremos a expressio obtida para ¥ no capitulo
anterior. Mostraremos que, na regido de ressonéancia, ela apresenta
estrutura de ilhas magnéticas. Apresentaremos também alguns mapas

destas ilhas, para valores numéricos tipicos do TBR-1.

IX-b) ANALISE DA EXPRESSAO DE ¥ (EM TORNO DA REGIAO DE RESSONANCIA)

Vimos que a expressido procurada para ¥ ¢ da seguinte
forma (ver (VII-13), (VII-15), (VIII-3) e (VIII-8)):

_ * * _ = *
v = \IJH(pt) + f(pt) cos N(u + n q(pt) H(pt) sen et) = constante = CT

(I1X-1)

onde os diferentes valores da constante CT individualizam as

superficies magnéticas.
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»*
Expandindo (IX-1) em torno de P, = P, RES , tal que
»*

_ »*
q (pt =P, RES) = m/n caracteriza a superficie magnética ressonante
de equilibrio, temos:
—_ * . * * *
(7= \D'H(pt RES) + WH (pt RES)(pt - P, RES)
-, * * * 2
+ ii (pt m:s)(pt - P, RES) /2

»* o= *
+ f(pt RES) cos N(u + n q(pt RES) H(pt RES) sen et) = CT

(I1X-2)

onde:

*
‘I’H(pt RES) = constante

*
WH’(pt RES) = O (ver (VI-4))

Definindo-se a constante K como:

*
C. - ¥ (p. REs)
K= T H 't

*
f‘(pt RES)

e escolhendo-se um plano ¢:

@ = ¢ = constante
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obtém-se de (IX-2):

*
P, =P, RESZ A(et) (IX-3)

onde:

* 172
2f‘(pt RES) *
A(B) = | —————— [K - cos N(m6 - n¢ +mH(p RES)sen O )]
t ’ 2 t t
\IIH (pt RES)

Esta equagédo (IX-3) descreve as intersecgdes das superficies
magnéticas aproximadas com o plano ¢ = ¢ = constante. Podemos
distingliir trés configuragdes distintas de superficies, dependendo

do valor da constante K:



1) K= -1:
2) K =1
3) K > 1

71

» . %
onde P, p, RES para os m valores de Bt que satisfazem

a A(et)
*
P, correspondentes . Este valor de K descreve o que

0. Nos demais valores de 6t , hdo existirédo

chamaremos de eixo magnético das ilhas (K = -1 equivale
a C = C2 no caso cilindrico - ver item III-d, onde um
problema analogo a este foi anal isado

qualitativamente);

aqui, a quase todos os.valores de 9t correspondem dois
valores distintos de P, - Existem apenas m valores de
6, que ‘s.atisf‘afem a A(Gt) = 0 e que correspondem a um
unico P, (= P, REs). Este valor de K descreve a ilha
mais externa possivel que se forma sobre a superficie
magnética ressonante de equilibrio, quando adiciona-se
a perturbagdo helicoidal. A variagdo da constante K
entre -1 e 1 descreve as ilhas compreendidas entre o
eixo magnético das ilhas e esta ilha mais externa
(-1 = K = 1 equivale a C1 =Cs= C2 no caso cilindrico -

ver item III-d).

vemos que para todo 9t , tem-se sempre dois valores
* *

correspondentes de pt , um maior que pt RES e outro

menor. Esta constante descreve duas

* *
superficies magnéticas, uma interna (pt < pt RES) e
* *
outra externa (pt > P, RES) a superficie ressonante

(K > 1 equivale a C < C1 no caso cilindrico).

A seguir, apresentamos o método que foi wutilizado no

mapeamento das ilhas magnéticas, que se obtém da expresséo (IX-3).
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IX-c) METODO PARA MAPEAMENTO DAS ILHAS MAGNETICAS

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Escolhe-se os valores de m , n (que caracterizam a superficie
ressonante), de IH (corrente nos condutores helicoidais
externos), da constante K (escolha da ilha magnética) e do plano

¢ = ¢ , para os quais se desejam mapear a ilha.

Fazendo-se E(p: = p: RES) = :Vh (expressdo (VI-8)), determina-
se numericamente o valor de P, RES.

* ' *
Com este P, RES,*calcula-se f(pt Res) (a partir de (XIII-7) =
(VIII-8)), \I/H"(pt Res) (a partir de (VIII-5)) e H(pt Res) (a
partir de (VI-7)), substituindo-se estes resultados em (IX-3).

Usando-se a expressdo (IX-3) obtém-se, para cada valor de 9t
(com et variando de 0 até 2m), o(s) correspondente(s) valor(es)
*
de P, quando este(s) existir(em).
*
Com um par P, » 6t , utiliza-se a expressao abaixo (expresséo

(J-2)) para se determinar o valor de P, correspondente:
*
Wo(pt) = Wo(pt) + Wl(pt) cos 6,

Com este p, € seu respectivo 9t , obtém-se a posigado deste
ponto em coordenadas cilindricas circulares, usando-se as

expressdes (ver (IV-1) e (IV-2)):

R,

o)
]

P, senh & onde: &£ = arccosh [ — cos 6t ]

t

N
]

pt sen 9t

7) O processo é repetido para os outros valores de ef
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IX-d) MAPAS DAS ILHAS MAGNETICAS (PRINCIPAIS)

Nos mapas apresentados a seguir, foram usados os valores
numéricos tipicos do TBR-1 (apresentados no apéndice G). Ainda,

usou-se que:

1) O angulo poloidal 9t varia de O até 2m com um passo de 2mn/200.
2) X = -1,0 ; -0,3 ; 0,3 ; 1,0 - onde K é a constante que,
caracteriza a escolha das

ilhas magnéticas.

3) As curvas mais externas sfio, de fora para dentro, a borda da

camara (pt = b) e a borda do plasma (pt = a).
4) N = 1 - perto do eixo, a maior contribuigio para o campo

magnético perturbativo (B) vem do termo de mais baixo N

(ver capitulo V).

Os paréametros escritos abaixo de cada grafico sao:

_ = *
5) m , n - numeros inteiros, onde q(pt =P, RES) = m/n caracteriza

a superficie ressonante de equilibrio.
6) IH - corrente nos condutores helicoidais externos.
7) ¢ - constante que caracteriza o plano ¢ escolhido para o

mapeamento da ilha (¢ = ¢).

Estes trés ultimos parémetros variam de um mapa para outro.
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H

Analisando estes mapas, pode-se tirar algumas conclusdes

a respeito das estruturas das ilhas:

1)

2)

3)

Ao considerarmos a forma toroidal do tokamak, obtivémos que as
ilhas proximas da borda interna s&o menores e mais largas que as

17)

préximas a borda externa. No caso cilindrico( , ndo havia esta

assimetria.

As 1ilhas magnéticas giram com o mesmo "passo" da respectiva
superficie ressonante de equilibrio m/n, conforme varia-se a
seccdo transversal (¢ = ¢) na qual se fazem os mapeamentos (ver

as seqiliencias de figuras IX-1, IX-2, IX-3 e IX-5, IX-6, IX-7).

Para uma mesma corrente helicoidal externa, a largura das ilhas
aumenta com m (ver, por exemplo, figuras IX-3 e IX-7), isto
é, quanto mais externa for a superficie ressonante, maior as

ilhas que se formam sobre ela.
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4) Mesmo para pequenas correntes helicoidais externas (IH = 90 A
g 1% IP),vemos que a largura das ilhas s8o grandes, se

comparadas com as dimensdes da borda do plasma.

Aqui cabe uma observagéo: da expresséo (IX-3) obtida para
¥ vemos que, para m e n dados, existem ilhas apenas sobre a
superficie ressonante de equilibrio, com q = m/n (ilhas
principais). Contudo, devido & geometria toroidal, esperamos que
hajam também ilhas satélites sobre as superficies racionais de
equilibrio com q = (m * 1)/n.

Estas ilhas satélites ndo apareceram €em nossas
expressdes, devido as coordenadas WP, u=m et - n ¢, 6t usadas na
identificagdo de 2n¥ como fluxo de ﬁ. Isto é, pelo método da média
utilizado nesta identificagdo, tiramos o valor médio (em et) da
equagdo diferencial das linhas de campo de B (ver (VII-2)), ao
longo da curva definida pela intersecgé@o das superficies i; =c.
u=c, (01'02 constantes). Como na regido das ilhas satélites as
linhas de B tém um "passo" diferente desta curva (ao longo da qual
se tirou a média), o valor de § nesta regifo resultou nulo. Ou

seja, a média, como foi feita, eliminou as ilhas satélites.

No préximo capitulo, adaptaremos o método utilizado no

calculo de ¥ para obtermos uma outra fungdo de superficie
aproximada ( 7 ) que contenha as linhas de B na regifio das ilhas

satélites, usando o seguinte sistema de coordenadas:

v, u(S) =m" 6, - ngeg, 6

P t t

onde m’ = m * 1. Esperamos que este W(S) contenha as 1ilhas

satélites.
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CAPITULO X

ILHAS SATELITES

X-a) INTRODUGAO

Neste capitulo, calcularemos a estrutura das ilhas
satélites de modo andlogo ao desenvolvido para as ilhas principais.
No item b, serd obtida uma condicio semelhante a (VI-4),
para o surgimento de ilhas satélites sobre as superficies racionais

de equilibrio com g = (m * 1)/n. No item c, 2n¥'®

(funcdo de
superficie aproximada que contém as linhas de campo de B na regiso
das ressoné&ncias satélites) sera identificado como o fluxo de B
através de uma supeficie helicoidal toroidal diferente daquela
usada nos calculos de V. No item d, obteremos uma exXpressao
analitica para W(S) e, no item e, analisaremos esta expresséo,
verificando que ela contém a estrutura das 1ilhas satélites.
Finalmente, no item f, apresentaremos alguns mapas destas ilhas

para valores numéricos tipicos do TBR-1.

X-b) CONDIGAO PARA O SURGIMENTO DE ILHAS SATELITES

Neste capitulo, usamos o seguinte sistema de
coordenadas:
x' = v (p,6.)
Pt t
¥ =u"® = mw 9t -ng (m> =m#z# 1)
3

X =86
t
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Procedendo de maneira andloga ao item VI-b, mostraremos
que 2nW£s), definido como o fluxo de go através de uma superficie
helicoidal toroidal cujo contorno externo é dado pela intersecgéo
das superficies WP = c1 e u(S) = c2 (cl,c2 constantes), € um
extremo na superficie racional de equilibrio cujo q = m’/n.

Entfo, escrevendo as relagdes (II-6) e (II-7) entre as
componentes contravariantes de go (no sistema de coordenadas dado
acima) e sua respectiva fungdo de fluxo W:ﬂ, tem-se (note que o

sistema ndo é simétrico na terceira coordenada, que & et):

(s) 2T
GWH _ 1 46 pt B _E; _ n
v 2 m t n B 06 h op h
P 0 06t t w (7
(X-1)
(s) 2T
av P
I de . B .vw =0
(s) 2 mn n B o P
8 0 06
t
(X-2)

onde (X-2) se anula devido a (II-10), como no capitulo VI.

Reescrevendo (X-1), usando a definigdo de q dada por (VI-3):
a@;—-= _— - q(WP) (X-3)

Esta expressdo (X-3) é anadloga a (VI-4), obtida no caso da ilha
principal.

No item seguinte, consideramos a superposigao do campo do
plasma em equilibrio (go) com o campo associado as correntes
helicoidais externas (g). Como o campo magnético total B (= go + B)
nido apresenta simetria, obteremos uma fungdo de superficie
magnética aproximada @(s% que contém as linhas do campo B na

regido das ilhas satélites.
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X-c) IDENTIFICAGAO DE ¥'®

Escrevendo a equagdo diferencial das linhas de § no
sistema de coordenadas dado no item b e desprezando termos da ordem

de grandeza ou menores que (b/BO)Z:

av b
P o
de B®
t 0
du( s) BZ + b2 BZ b3
& (o] [o]
de B (8%)2
0 [o]

que é um sistema andlogo ao (VII-3).

Como o sistema acima de equagdes diferenciais é periddico
na coordenada 9t , pode-se aplicar o método da média para
solucionéd-lo. Desprezando termos da ordem de grandeza ou menores
que (b/Bo)(pt/Ro’)z' tem-se o seguinte sistema de equagdes
diferenciais para as coordenadas médias (introduzidas pelo método

da média utilizado - ver item VII-b):

~
a¥ b 8 b Bs
& +
de B> au'®’| B° &B°
t [o] 0 (o]
(X-4)
/\
au'® BZ + b2 Bs T b 3 > Bs
= - +
de B® B> P "l B B
t 0 (o] - 0 0 [o]
~
P bl B2 -
_ . 0
av | B2 B
P 0 0 o’

(X-5)
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Note que aqui ha uma diferenga fundamental em relagéo as expressodes
(VII-7) e (VII-8), obtidas no item VII-b (ilhas principais).
Enquanto 14 os termos equivalentes aos dois Ultimos termos das
expressdes (X-4) e (X-5) eram da ordem de grandeza de
(b/Bo)(pt/Ro’)z’ e portanto foram desprezados, aqui eles s8o da
ordem de grandeza de (b/Bo)(pt/Ro’) e ent#@io, segundo a aproximagéo
usada, devem ser considerados. Esta diferenga se deve ao fato de
que, no capitulo VII, as operagdes de média ( — ) e integragéo
(AN ) em 6t eram feitas mantendo-se u = m 9t - N ¢ = constante,
enquanto aqui estas operagdes séo feitas mantendo-se
G(S),= (m % 1) 9t - n ¢ = constante. Ainda, podemos notar que o
segundo termo em (X-5) é desprezivel em relagfio aos outros dois (um
cadlculo semelhante foi feito no apéndice N). Dai, o sistema de

equagdes acima se reduz a:

~
a¥ b 8 ' B®
P o + 0
de B gu ™| B ®
0 0
(X-8)
/\
an'® B + b2 3 ! B®
e 0 _ o (o]
de B° % | B2 B
t (o] P (o] 0
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Definindo 2nF como o fluxo do campo magnético total B

através da superficie helicoidal toroidal cujo contorno externo é

dado pela intersecgiio das superficies Wp =c e o = c, (e,
constantes), obtém-se de (11-8) e (II-7):
8F 1 " Bz + b2 1 Bi +b°
— T g, &g = 3
v 2nn Jo B n B
P o o
(X-7)
F 1 " b! 1 b
= o e
au' s 2nmn Jo B n B
o o

— 1 1 /5
av ) b B
P 0
ST T, R 3
de au ° n B B
t 0 (o]

(X-8)

—(s)

du 3 S -
S==——En Sl E === 3
de, av n B B




Definindo ¥'* como:

N\
=(s) ' bl Bi
v = F - — = (X-9)
n B B
0 0
vemos que as equagdes (X-8) equivalem a:
.—)
vEPE,0®) . dT o0
de modo que:
‘T(S)(EP,G(S)) = constante (X-10)

representa a equagio procurada para as superficies magnéticas
=(s)

aproximadas, que devem conter as ilhas satélites. V¥ pode ser
obtida de (X-39), ou mais explicitamente:
N\
=(s) . > . > > . - b’ Bi
v =— B .2+ —|B.do - do, — —
2n 2n 2nn o} B0 Bo
T =ete ™ =ik

(ap=cte) , (G(S)=cte)

(X-11)
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onde d é o elemento de area da superficie helicoidal toroidal

acima definida. De (X-10), vemos que =

coordenadas médias Wp e 1._1(8). As corregdes a estas coordenadas

estd em fungdo das

médias podem ser obtidas de maneira andloga a feita no capitulo
VII, a partir de (VII-5) e (VII-B), obtendo-se (veja (VII-12) e
(VII-14)):

* _ =
Wp(pt) = \I/P(pt)

(X-12)

(s) _ —(s) — *
u = u n q(pt) H(pt) sen 9t

No préximo item, obtemos uma expressdo analitica para

=(s)

¥ ~', a partir de (X-11).



X-d) EXPRESSAO ANALI1TICA PARA ¥'%’

Usando a seguinte notacéo:

1
v - —Jﬁ . d¢ (X-13)
H (o]
2n
(; =cte)
(s) 1 => >
X 2 =—Jb. dé (X-14)
H
2n
(;(S)=cte)

pode-se reescrever a expressfo (X-11) para W(S) da seguinte forma:

1 1 /}

—(s) (s) (s) b Bo
v o= s yosy'® o (X-15)

H H 3 BS

0 0

onde 211\1/:) e 21[6\1/:) sdo, respectivamente, os fluxos de E)o e 5)
através da superficie helicoidal toroidal cujo contorno externo é

dado pela intersecgdo das superficies \—I;p = c e ' = c,

(C1 > 02 const.antes) N
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i é calculado mais facilmente a partir da expresséo

v
H
(X-3). Desta, obtemos que (ver calculo andlogo no item IX-b):
s 3 % = 3
oy Ll [0 P12 a0 Pt ar Py P
i P’ T n Tz Y 2| & 3| & gl &
* 5
n P
0 t
e IE Ro' (X-16)

é obtido de sua definigdo (X-14). Note que esta

(s)
Veja maiores

B\IIH
integral de superficie é feita mantendo-se u = = cte.
detalhes deste célculo no apéndice Q :

v me1 —:
__ mmp I R, e 1" v (p ) -
S\I/(S)( ,G(S)) = 0 H~ o] ~t _t. . u(s)
n 2n b b v o*
olp,)
t
(X-17)
N\
1 bl Bi -
R é calculado mantendo-se V¥ = c e
3 3 P 1
n B B —(s)
[0} o u =cC (C1,02 constantes).
Ver maiores detalhes no apéndice Q :
1 1 /%
. B, * —(s)
- — = g(p ) cos u- (X-18)
3 3 t
n B
o 0
onde:
_—*- m
_"‘ #y Iy Ry Py — % I
glp ) =+m s qlp, ) H(p, ) para: m’ =m %
t ~ t t
2n b
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Antes de escrevermos a express@o procurada de W(B).

observamos que para valores numéricos tipicos do TBR-1 (apéndice
G):

1 bl g}
‘aqis’ M1 |- — — g ~ 1% x 1% qﬁ“’
n B B
(o] 0

de modo que 6\1/:) pode ser desprezado. Somando-se (X-16) e (X-18) e

substituindo as corregdes para as coordenadas médias dadas por
=(s)
(X-12), escrevemos ¥ como:

. * * * *
_ _m_ “oIPRo’ 5 Py 2_ 3 Pt R 2( T _1 Py B
n 271 a 2 a 3». a ) 8 a
* 2 r * 5 M
M [ p I R, [ o= *
= 2 IE . tp 2 H O Tt q(pt) H(pt) X
4n R, 2n | b
(s) = . * % e
x cos N(u "+ n q(pt) H(pt) sen et) para: m’ = m % 1
(X-19)

No préximo item, analisamos a expressdo acima em torno

das superficies racionais de equilibrio com q = (m * 1)/n.



89

X-e) ANALISE DA EXPRESSKO DE ¥'®’

O método aqui apresentado ¢ andlogo ao do capitulo IX,
onde analisou-se a expressio para ¥ que continha as ilhas

principais.

Vimos, no item anterior, que a expressfio procurada para

7% ¢ da seguinte forma:

\_I/_(S)= \IJ(S)
H

(s)

(p) + glp.) cos N(u'™+ n Jlp.) Hip ) ) =C
pt gpt cos u nqpt pt sen et il O

(X-20)

onde os diferentes valores da constante C;S) individualizam as

superficies magnéticas.

* *
Expandindo (X-20) em torno de P, = P, RES(S), tal que

_ * *
q(pt =P, res'S)) = m’/n, e definindo a constante KS como:




obtém-se:

* * (s) (s)
= + =
P, =P, RES % A (Bt) (X-21)
onde:
d (s)
- 2|g(pt RES ) |

*
I\PH’ ’ (pt RES(S) ) I

172
*
X [KS * cos(m’et - n¢ +m’H(pt res'®) )sen et)]

para: m’ = m * 1

Esta equag8o descreve as intersecgdes das superficies
magnéticas aproximadas, na regido das ilhas satélites, com o plano

¢ = ¢ escolhido.

Pode-se mapear as ilhas satélites de um modo anadlogo ao

que foi feito para as ilhas principais (item IX-c).
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IX-f) MAPAS DAS ILHAS MAGNETICAS PRINCIPAIS E SATELITES

Nos mapas apresentados abaixo, foram usados os valores
numéricos tipicos do TBR-1, apresentados no apéndice G.

Ainda, em todos os gréaficos:

1) O angulo poloidal e, varia de 0 a 2m com um passo de 2m/200.

2) kS = -1,0 ; -0,3 ; 0,3 ; 1,0 - onde KS é a constante que

caracteriza as ilhas satélites.

Os parametros escritos abaixo de cada grafico s&o:

_ % *
3) m’,m,n - numeros 1inteiros, onde q(pt =p, RES) = m/n
_ = *
e q(pt =p: RH;S)) = m'/n caracterizam,

respectivamente, as superficies magnéticas racionais
sobre as quais se formam as ilhas principais
e as ilhas satélites, quando a perturbagido externa é

superposta ao equilibrio.

4) IH - corrente nos condutores helicoidais externos.

5) ¢ - constante que caracteriza o plano ¢ escolhido para o

mapeamento das ilhas (¢ = ¢).

Observagdo: Jjunto com os mapas das ilhas satélites, apresentamos os
mapas das ilhas principais correspondentes (veja

figuras IX-1 a IX-7).
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Algumas conclusdes podem ser tiradas a respeito das

estruturas das ilhas satélites, analisando-se estes mapas:

1)

2)

3)

4)

semelhantes as obtidas por Okano

As larguras das ilhas que se formam sobre a superficie racional
de equilibrio m = 3/n = 1, sdo aproximadamente iguais, tanto
para o caso destas ilhas serem principais (m = 3 - figuras X-3
e X-4), quanto para o caso de serem satélites (m’ = 3, m = 2 -
figuras X-1 e X-2).

As 1ilhas que se formam sobre a superficie racional de
equilibrio m = 2/n = 1, sfo nitidamente maiores para o caso de
serem principais (m = 2 - figuras X-1 e X-2), do que para o

caso de serem satélites (m’ = 2, m = 3 - figuras X-3 e X-4).

As posigles dos nés das ilhas que se formam sobre a superficie
racional m = 2/n = 1 sfo as mesmas, tanto para o caso destas
ilhas serem principais (m = 2), quanto para o caso de serem

satélites (m* = 2, m = 3).

As posigbes dos nés das ilhas principais (m = 3) que se formam
sobre a superficie racional m = 3/n = 1, estdo giradas de 180°
em relagcdo as posigles dos nés das ilhas satélites (m’ = 3,

m = 2) que se formam sobre esta mesma superficie.

Estas estruturas de ilhas que apresentamos acima s&o

L350 através da integragao

numérica da equagdo diferencial das linhas de campo de B. Abaixo

s@o apresentados dois de seus mapeamentos numéricos.
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Ao se comparar as figuras X-5 com X-2 e X-6 com X-4,
concluimos que deve ser valido o método analitico por nés
desenvolvido para a obteng@o da estrutura do campo B (equilibrio +
perturbacgdo) em torno das superficies racionais com q = m/n (ilhas

principais) e g = (m * 1)/n (ilhas satélites).
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CAPITULO XI

CONCLUSZO

O nosso objetivo, neste trabalho, era analisar
teoricamente a instabilidade disruptora que ocorre em plasmas
confinados em tokamaks, investigando-se a influéncia de campos
ressonantes em seu equilibrio. Para isso, consideramos a
superposigdo do campo magnético do plasma em equilibrio MHD
estdtico axialmente simétrico com o campo associado as correntes
helicoidais externas, levando-se em conta a geometria toroidal do
tokamak. Devido a adigdo desta perturbagdo helicoidal, o sistema
perde sua simetria axial. Esta quebra de simetria faz com que seja
possivel calcular analiticamente apenas fungdes de superficies
magnéticas aproximadas para o campo magnético total (ﬁ) resultante
desta superposicdo. Este campo B foi escrito num sistema de
coordenadas especialmente por nés escolhido (Wp,u,et) e utilizamos
o método da média para solucionar a equagdo diferencial de suas
linhas de campo. Com isso, calculamos uma fungdo de superficie
aproximada ( ¥ ) que continha as linhas de B em torno da regido da
superficie ressonante de equilibrio (q = m/n), apés identificarmos
2n¥ como o fluxo de B através de uma superficie helicoidal
toroidal. Verificamos que ﬁ apresentava, nesta regido de
ressonancia, estrutura de ilhas magnéticas. Com um método analogo,

calculamos uma outra fungdo de superficie aproximada ( W(S)

), que
continha as linhas de B em torno das superficies racionais de
equilibrio com q = (m * 1)/n. Verificamos que também nestas
regides, § apresentava estrutura de ilhas (satélites), apesar da
perturbagdo externa considerada ter um Unico modo. Utilizando
valores numéricos tipicos do tokamak TBR-1, fizemos alguns mapas

para estas superficies magnéticas aproximadas ( ¥ e W(S) ).

Por
estes mapas, podemos avaliar o valor da corrente helicoidal externa
( IH ) para que haja superposigéo de ilhas de modos diferentes. Por

exemplo, para IH x 1% IP, as ilhas principais e satélites quase se
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cruzavam; e as ilhas que se formavam sobre a superficie de
equilibrio com q = 3 quase tocavam o limitador. Podemos concluir
que mesmo pequenas perturbagdes externas podem produzir a
disruptura.

Observamos ainda que esta estrutura de 1ilhas que
obtivémos é semelhantes a calculada numericamente por Okano, o que
deve validar o método analitico aqui desenvolvido.

Como ultima observagdo ressaltamos que, embora nas nossas
aplicagdes numéricas utilizamos valores tipicos do TBR-1, as
expressdes analiticas obtidas e o método desenvolvido podem ser

aplicados para outros tokamaks.

AGRADECIMENTOS

Agradego a Mutsuko Y. Kucinski e a Iberé L. Caldas pelo
interesse e dedicagdo com que me orientaram neste trabalho, e a

Valdir Okano, pela disposigdo em sempre me ajudar.

Agradego a FAPESP pelo apoio financeiro.



APENDICE A

COORDENADAS CURVILINEAS GENERALIZADAS

A-1) Dado um sistema de coordenadas xl,xz,x3 , as superficies
xl = cl , onde cl s8o constantes, s@o chamadas de superficies
coordenadas.

A-2) A curva coordenada x' é uma curva ao longo da qual x) e x* sio
constantes (i=#j=k).

= > > i o

A-3) Os vetores da base covariante sio dados por £ = ar/ax, e
tangente a curva xl.

2 .g , onde

A-4) O tensor métrico covariante é dado por g, =

det glj = g.

A-5) Os vetores da base contravariante sfo definidos como os
>1 i
e

vetores normais as superficies coordenadas x': = Ux .
. i) 1 )
A-6) O tensor métrico contravariante é dado por: g - = € €’ , onde

det g'! = 1/g.

A-7) As coordenadas x1,x2,x3 s@do definidas numa ordem tal que:

_e)i =vg (E)J X gk), para qualquer permutagdo ciclica i, j,k.

_ 2 _ o) . 2 _ 1) 2
A-8) e gi‘1 e ; e g ej
gl.gj = 611 (6iJ : delta de Kronecker).

A-9) Um vetor 7\) qualquer pode ser escrito como:

R=a 2 =a2 onde: A =R.& ; A -R.3

. s i .
sendo os coeficientes A1 e A as componentes covariante e

contravariante do vetor X, respectivamente.

A-10) O elemento de &rea dé normal a superficie coordenada x' = cte

é dado por: de = v g & ax? dax*.
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APENDICE B

SISTEMA DE COORDENADAS CILINDRICAS p,6,z

1) Base contravariante (obtida de (A-5) - apéndice A):

1 >
e =Vp =¢e
P P
22=ve=é’e/p
38 =Vz = Z
z

2) Elementos do tensor métrico contravariante (obtidos de (A-6)):

3) Base covariante (de (A-3)):

5> _ >
e = e
1 p
e =pe
2~ P %
> >
e = e
3 Z
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APENDICE C

il

SISTEMA DE COORDENADAS w;j' u, 0

2nW§11 € o fluxo poloidal do campo magnético do plasma em

equilibrio (na aproximagfio cilindrica) e u ¢é definido como:

u = mé —n(z/Ro)
com m,n sendo numeros inteiros.

A base contravariante é dada por (levando-se em conta
(ITI-2) e (III-3)):

EWCil
Q=wfilo__P 2 .5 2
P op P 08 p
2 _ _ > ->
e = Vu = (m/p) €q (n/Ro) e,
&= Ve = gé /p

Como:

veg =1/ (.8 &

(ver (A-7)), obtém-se para este sistema de coordenadas:

Ve = (pR)/(nB)
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APENDICE D

SISTEMA DE COORDENADAS TOROIDAIS £, w, ¢

Base contravariante:

1 >
e =veE=2¢_ /,n
§ =€ /Mg
€=w=2 s
(7] W
S=vw=2 m
"
R,
ondes h§ - hw = “cosh € - cos w
(D-1)
R,
h = senh &

® cosh € - cos w
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APENDICE E

SISTEMA DE COORDENADAS TOROIDAIS POLARES pt,et,w

1) Relagdes com o sistema de coordenadas polares locais:

Definimos as coordenadas polares locais centradas em 0’:

em termos das coordenadas cilindricas circulares R,¢,Z por (ver

figura abaixo):

(E-1)

e T e

v

Figura E-1: Sistemas de coordenadas polares locais (p,0,¢) e

cilindricas circulares (R,¢,2).
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Podemos relacionar pt.et com as coordenadas polares

locais p,0 usando as expressdes (IV-1), (IV-2) e (E-1). Obtém-se:

2 21/2
P [
pt =p 1 - R cos 6 + SR
0 (6] ]
N2 q-1/2
P P
sen 9t = sen 6 1 - Rb' cos 6 + éﬁ;:

Estas relagdes mostram que, no limite (p/Ro,) « 1, p e @6

tornam-se p e 6, respectivamente.

2) Base contravariante:

21 _ - N s
e th (pt/Ro,) senh & eg + (pt/Ro’) sen 6t eet

2 -2 -
€” = VBt eet /P, (E-2)
& = Vo = 2¢ /(pt senh £)

Vg =R, p (E-3)
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3) Base covariante:

2 _ >

€ Rb’/(pt senh £) eE

5> 2 4 -
€, =P (sen 6, / senh €) e * P, € (E-4)

> _ >
€= P, senh § e¢

4) Relacgdo util:

Partindo de (IV-2) e usando que cosh? £ - senh? £€=1,

temos:
Ro’ Zpt > 2 q1/2
senh £ = 1 - cos 6 - sen 6
e} R, t R, t
t o o
(E-5)
Observagéo:

(veja expressdes (D-1) e (IV-2)).
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APENDICE F

DETERMINACAO DA CONSTANTE Jo

Qualquer que seja a distribuigio de corrente
considerada, a corrente longitudinal do plasma em equilibrio deve

ter o valor medido IP , isto é, deve satisfazer a:

I =|3. a2
P

(PLASMA)

onde: J & a densidade de corrente do plasma em equilibrio,

> ~
do € o elemento de 4rea da seccio ¢ = cte, nas coordenadas

pt,et,¢ e € dado por (veja expressdes (A-10) e (E-3)):

> _ 3
do = Rb’ P, € dpt det
Usando a aproximagéo:
J =
3 30
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Substituindo-se nesta ultima integral a expresséo de J30

fornecida por Egorov (veja (IV-10)), entfo:

Se (pt/Ro.) « 1, temos (ver (E-5)):

senh £ = (Rb,/pt)

Dai, IP pode ser escrito como:

Com isso, calculou-se jo em funcéo da corrente

longitudinal do plasma em equilibrio IP:

j = g I (F-1)
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APENDICE G

VALORES NUMERICOS Ti{PICOS DO TBR-1

a =0,08 m - raio do limitador

b =0,11 m - raio menor do TBR-1

Ro = 0,30 m - raio maior do TBR-1

IP = 9,2 kA - corrente longitudinal do plasma

IE = 600 kA - corrente externa que produz o campo toroidal
A(a) = 0,28 - parametro adimensional que se relaciona com BP

pela expressdo: A(a) = €/2 + BP - 1. (Para o

modelo de Egorov, 21/2 =z 0,72; entdo BP = 0,56.)

~

OBSERVAGAO: As curvas P, = a, P, = b representam a borda do plasma

e a borda da cémara do TBR-1, respectivamente, se se

tomar:

& ~ 0,08 m
b ~0,103 m
R, ~0,32 m

onde RO, é o raio maior da origem 0’ das coordenadas pt,et (veja
figura (IV-1)).

A figura G-1 a seguir representa o tokamak e a figura G-2
mostra as curvas pt = 0,08 m, pt = 0,103 m. Vemos que h& uma boa
concordancia entre as duas configuragdes, usando-se os valores

numéricos citados acima.
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0.15
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-0.15 -0.05 , 0.05 0.15

R — Ro (m)

Figura G-1: Bordas do plasma e da cdmara do tokamak TBR-1.

0.15
0.05
— Z
S i
N -
-0.05 1
_0.15 IIIIIIIII[I|Illllll]ll|lll1ll
-0.15 -0.05 ) 0.05 0.15
R — R, (m)
Figura G-2: Curvas P, = a = 0,08 m, P, = b = 0,103 m, com

R, £ 0,32 m.
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APENDICE H

SISTEMA DE COORDENADAS WP, u, 9t

ZRWP € o fluxo poloidal do campo magnético do plasma

toroidal em equilibrio e u ¢ definido como:

com m,n sendo numeros inteiros (em analogia com o caso cilindrico -

apéndice C).

A base contravariante & dada por:

senh £ sen 6 av 1 8%
&= v (p,8) = |-p e, + P L4 ——
P t’ t t R, 3 t R, e ap p 86 6
o 0 t t ot
& =vu=(mp) 2 - (n/(p senh £)) 2 (H-1)
t 6t t [
>3 _ _ ->
€ = vet = (l/pt) €
t
e:
‘/?=n(81/)= 13 GHEe)
06t pt n Bo

onde usou-se (IV-14).
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APENDICE J

RELACAO ENTRE P, E 9t SOBRE UMA SUPERFICIE MAGNETICA
DE EQUILIBRIO WP =

cte

A equac8o para as superficies magnéticas de equilibrio é
da seguinte forma:

‘I’P(pt,et) = \I/o(pt) + ‘I’l(pt) cos Qt = constante (J-1)

onde os diferentes valores

da constante
superficies (ver (IV-5)).

individualizam estas

Se para 6t = m/2 a superficie magnética passa por
*
pt = pt , entdo:

Wp(pt.et)

* *
Wp(pt,u/z) = Wb(pt)

= constante

td—2)

Para os outros valores de 6t ) pt pode ser escrito como:

* *
P, =P+ Apt(pt’et) (J-3)
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DETERMINAGAO DE Apt

As fungdes Wb(pt) e Wl(pt) podem ser aproximadas em torno
*
de P, = p, por:

* »*
Wb(pt) = wb(pt) * wb (pt) Apt

* *
\I’l(pt) = W1(pt) + \I/l’(pt) Apt

Substituindo-se estas expressdes em (J-1) e levando em

conta (J-2), obtém-se uma expressio para Apt:

*
% v.(p,)
Apt(pt,et) & - —— . cos 6 (J-4)
wo’(pt)

onde usou-se que | W1’|/| Wo’] « 1. Substituindo (J-4) em (J-3):

»*
. ¥.(p,)
P, ® P~ ——— —cos 6 (J-5)
Wo (pt)

Esta expressf@io é, aproximadamente, a relagéo entre p, €

9t sobre uma superficie magnética de edﬁilibrio i} = cte. Note que
*
para cada valor desta constante, temos um uUnico pt correspondente.

*
Entdo, as funcgdes de W; sé@o fungdes também de pt
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APENDICE L

METODO DA MEDIA

E dado um sistema de equagdes diferenciais de primeira
ordem do seguinte tipo:

k
0X = F (XI,CT,T) (1 = 1,2,...,k,...,n) (L-1)
dt k

onde £ é um pequeno parametro. A fungéo Fk , além de depender das n
variaveis x' , € também fungdo periédica de T. A dependéncia com o

termo €t 1indica que Fk pode ter um termo que varie lentamente com
T.

Fazendo-se as seguintes mudangas de variaveis em (L-1):

e tomando-se a derivada em (L-1) em relagio a variavel t:

k

dx”  _ 1 _
o fk(x t,8) (L-2)
onde ef‘k = Fk e x' = x'(t,0). Aqui, 6 representa a variavel em que

fk ¢ peribédica (com periodo L) e t a varidvel com que fk varia

lentamente.
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Pelo método da média, a soluglio para o sistema (L-2) eé:

k

=k
X =X

+ € gk + 82(...) + ... (L-3)

onde X* & uma nova variavel média que difere de x* por ndo conter a

dependéncia com a variavel periédica 6. ik satisfaz a:

d§k = afk I~ 2
- ke fk + € = fi +e°(...) + ... (L-4)

Em (L-3) e (L-4), fk é uma fungdo de §’,t,e e as
operagbes de média ( — ) e integragiio ( A ) em 6 abaixo

definidas, sfo feitas mantendo-se §l e t constantes:

{L=5)

-1
(x ,t = cte)

onde f ¢ a parte da fungdo f que depende explicitamente de 6, ou

seja:
f=f+F
Os termos em (L-4) nos permitem determinar X* com um erro
de ® £ para um intervalo de t = 1/e2, ou com um erro de % 82 para -

um intervalo de t = 1/¢ etc.

Na maioria dos problemas tratados por este método, os
termos da ordem de grandeza de g (ou menores) podem ser
desprezados.

No caso de fk depender apenas de 6, temos £ = 1.
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APENDICE M

COMPONENTES CONTRAVARIANTES DOS CAMPOS MAGNETICOS DE EQUILIBRIO
E PERTURBATIVO NO SISTEMA DE COORDENADAS W;,u,et

O sistema de coordenadas \I"P,u,et estd descrito no
apéndice H.

1) Componentes contravariantes do campo magnético do plasma em

equilibrio (‘B‘o):

2 —_— — - —
B°=8 . wu-= (m/h ) Boet (n/hq)) By (M-1)

B, = E’o . Ve, = (Boet/hw)

2) Componentes contravariantes do campo magnético das correntes

helicoidais externas (B);

av
1 _ > _ P
b" =b . VWP bg R senh & 3p
o t
P, %, 1 oy,
- b sen 6 —_—
w Ro’ t 6pt P, 66t
b>=8B.VW=-(mh)b - (n/h) b
w ")
b>=8B. Ve =- (1/h ) b
t w w
. ) > _ 2
onde (veja (IV-2): L
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Tomando-se apenas o termo de maior ordem de grandeza nas

componentes contravariantes de B (ver capitulo V), obtém-se:

1 Py aWP
b> - p senh £
13 R, 9,
2
b” = - (m/p,) b (M-2)
3 = -
b” = (l/pt) bw
3) Algumas relagdes uteis:
Relagédo A)
B h, B
- =m-n - 0P (M-3)
B [ 08

Agora, obteremos o valor de (Bs/B:) sobre uma superficie

magnética de equilibrio, isto é:

g2
)
3
B ¥ = constante
) P
Para isso, usamos as expressdes (IV-15) para Boe , (Iv-18)
t
para Bo¢ » (D-1) para hw e hw » € substituiremos (VI-6) nas

fungdes de P, Na express&o (M-3) acima, obtendo:

" ™
% m - n q(pt) [ 1+ H(pt) cos 6, ]

B ¥ = constante
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Como pode-se escrever a expressfio acima como (ver (L-5)):

— —~
B® B° B°
o = _0 g
B3 ¥ = constante B3 B
0 P o 0
identificamos:
B e
=m-n qlp ) (M-4)
3 t
B
o
—~
2
Bo R *
=-ngqlp ) H(p,) cos 6 (M-5)
53 t t t
o
Relacédo B)
bl
~-R, p b
g° t €
0
onde usou-se que:
B 1 BWP
00 = —  —— (ver (IV-15))
t R, 8p
o t
RO’
senh £ = (ver (E-5))
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Substituindo a express&o de bE dada no capitulo V:

b B, IH Ro, m P, =N
s . [ — ] sen Nu (M-8)
B b
o
Relacdo C)
Bi + b? Bz b° h, B b,
3 - 32z - MTDhg 'TgﬂL 1+ 5 Ll
B (BY) () 08 08
o o t t

onde foram usadas as expressdes (M-1) para as componentes de @o

€ as expressdes aproximadas (M-2) para as componentes de B.
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APENDICE N

ANALISE DA EXPRESSXO (VII-8)

A express@o (VII-8) est& abaixo repetida:

VN
du B® + b° B® b 8 b> BZ
- o _ o o 0
de B> B’ B2 oau| B B>
0 () () 0 0
Analisando o segundo termo, vemos que:
VO
P b° B® b° p

0 t
o 3 3 3 = [ R ]

du B B B o’

0 0 ()

Portanto, pode-se escrever (VII-8) como:

b

———— — (N-1)
de B B B
t () o o

o N

R
|
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A seguir, provaremos que tanto para regides proéximas,
quanto para regides afastadas da superficie ressonante de
equilibrio (q = m/n), o segundo termo da expresséo (N-1) pode ser
sempre desprezado (em relacio ao primeiro). Usaremos que (ver

expressao (M-4)):

1) Para regides préximas da superficie ressonante:

Bs ~
% 0 pois: g & m/n
3
B
0
entéo:
b2 B® BZ b’
N 0 0
B® B® B B
(o] (o] (o] [o]

(onde b° = bZ/m - veja expresséo (M-2)).



2) Para regides afastadas da superficie ressonante:

BE Bf) b° b2
» _— >

B® B B B°

(o] 0 0 (o]

Concluimos que para regides préximas da
ressonante, predomina o termo:

€, para regides afastadas, predomina:

o
g3
0
Dai, sempre:
B® + b° B2 b’
3 » 3 3
B B B

121

superficie
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para qualquer regifio do plasma, podendo a equagdo (VII-8) ser
escrita simplesmente como:

de B
t
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APENDICE P

SISTEMA DE COORDENADAS HELICOIDAIS TOROIDAIS POLARES pt,u,Bt

1) Base contravariante:

_ _ > >
= th = (pt/Ro,) senh £ e€ + (pt/Ro,) sen 6, eet

= Vu = (m/pt) 36 - (n/(pt senhf)) 3¢
t

_ =
VGt = (1/pt) eet

ve =(R, p)/n

2) Elemento de &area normal a superficie coordenada x° = cte (ver
(A-10)):

dp, d6t (P-1)

onde usamos que:
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APENDICE Q
1 bl g}
cihLcuLo pE &' EDE - — —__ _0©
H 3 3
n Bo Bo

CALCULO DE aw}‘f’

)

Vimos no item X-d que a\p}‘f foi definido como:

(s) 1 = .
6\IIH =—Jb.d(r

(u s)=<:t.e)

onde dg¢ € o elemento de 4rea normal a superficie coordenada

u(S) = cte. Desprezando termos da ordem de grandeza ou menores que
(‘E/Ro,)2 , obtém-se (ver expressfo similar (VIII-6)):
_i
2m )
(s) 1 5 n
Y 5m de dpt Ro’ — bw
0 0
-(s
(u =cte)
> — =
) 2n + Apt(pt,et) ?
- ﬁJ a8, dp, Ry = Pu (Q-1)
0 3
(‘_J(S)=cte) pt

onde m’ = m % 1.
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A dependéncia de bw com as coordenadas P,» U é da forma

(ver expressao (V-2)):

bw(pt’U) = y(pt) cos u = y(pt) cos (m et - n¢)

(onde tomamos N = 1). Como as integrais acima s&o feitas

mantendo-se :

(=) - (m + 1) Gt — N ¢ = constante

u =

ent8o, a primeira integral em (Q-1) se anula.
Para o célculo da segunda integral, wutilizam-se as
expressdes (V-2) para bw , (J-4) para Apt e faz-se a seguinte
aproximagao:
bp, " Ap
1 + cos 6 =1+ m cos 6
y t -y t
Py Py
: (s)
Com isso, obtemos BWH i
, Y %
(s), * —(s) mmp, I Re[ P, ¥, (o) —(s)
6WH (pt,u ) g — — — — cos u
n 2n b b L
o(pt)

(Q-2)
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/\
1 bl B§
CALCULO DE - — 3 3
n B B
o o
Este termo é calculado mantendo-se @P =c e a'® = c,

(cl,c constantes). Entf8io, usando-se as expressdes de (bl/Bz)

e de (Bi/Bz) dadas no apéndice M (para N = 1):

N -
1ot g2 O w I R, m 5
o 0O H o t —
— e = - de - [ — ] sen u X
n B B 2nn 14 b
0 o o
(;(S)=cte)

_ ¥ >
b [ - n q(pt) H(pt) sen 6, ]

Pode-se escrever o produto (sen u)(sen 6{) como:

[ + cos (0% = 26t) F cos 0% ]

N,H

(sen u)(sen et) =

para m’ = m % 1

que substituindo-se na integral acima resulta em:

VN *
Tt B w1 R, I
0 O H O t — —(s)
- — =t 2B O ) Gp)) Hp,) cos T
n Bo Bo 2n b

para m’ =m * 1

(Q-3)
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