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Resumo

Inicialmente, deduzimos um mapeamento unidimensional d.issipativo a dois parametros
que representa um protétipo de osciladores suaves perturbados periodicamerte, de forma
impulsiva, por uma forca externa de intensidade, diregdo, e periodo constantes. Passamos
a analisar os possiveis tipos de trajetéria deste sistema, utilizando expoentes de Lyapunov,
andlise espectral, e niimeros de rotagao, entre outros algoritmos. Introduzimos também uma
nova ferramenta de andlise, denominada “diagrama de bifurcagao no espago de frequéncias”.
Fazemos entao uma anélise do sistema no plano de parametros, identificando as diversas
regides de distintos comportamentos dinamicos (trajetérias periddicas, quase-periédicas, e
cadticas). Em seguida fazemos um estudo mais aprofundado das transigdes entre estas re-
gioes, em especial das suas caracteristicas gerais no espaco de frequéncias. Apresentamos
um algoritmo para determinar as érbitas periddicas instaveis deste mapeamento, cujo estudo
é de grande relevancia para os métodos de controle de caos por pequenas perturbagoes, e
fazemos uma andlise estatistica destas. Finalmente, fazemos um estudo do comportamento
do sistema para parametros variando no tempo, tanto de forma regular, o que nos leva a de-
tecgao de atratores estranhos nao-cadticos e aos problemas envolvidos em sua caracterizagao,
quanto de forma irregular, reproduzindo pequenas flutuagoes aleatérias, sempre presentes em
situagoes experimentais.

Na segunda parte da tese passamos a estudar modelgs para a o estudo das configuragoes
de linhas de campo magnético no interior de um tokamak, quando perturbadas por um li-
mitador ergddico magnético. Fazemos primeiro uma andlise de alguns modelos ja existentes
e mostramos porque estes sao inadequados para o tipo de estudo que pretendemos reali-
zar. Em seguida, deduzimos um mapeamento bidimensional conservativo para descrever a
evolucao das linhas de campo magnético. Passamos entao a andlise das se¢oes de Poin-
caré obtidas através deste mapa, utilizando expoentes de Lyapunov, fatores de seguranca, e
analise espectral, entre outros métodos. Finalmente, fazemos uma analise da difusao destas
linhas de campo magnético, utilizando coeficientes locais de difusao e desenvolvendo uma

representacao grafica que denominamos “diagramas de escape”.



Abstract

Initially, we derive an unidimensional dissipative mapping with two parameters, whi-
ch represents a prototype for soft oscillators perturbed periodically by an external force
of constant intensity, direction, and periodicity. We procede then to analyze the possible
trajectory classes of this system, using Lyapunov exponents, spectral analysis, and winding
numbers, among other algorithms. We also introduce a new analysis tool, called “bifurca-
tion diagrams in the frequency space”. Then we perform a system analysis on the parameter
plane, identifying the different regions of dynamical behaviour (periodical, quasi-periodical,
and chaotical). We also perform a more detailed analysis of the transitions between these
regions, specially their main characteristics in the frequency space. An algorithm to find
unstable periodic orbits of this mapping, which are of great importance for studying chaos
control with small perturbations, is also introduced, and a statistical study of these orbits
presented. Finally, we study the behaviour of this system with time-dependent parame-
ters, both regularly, which leads us to the detection of nonchaotic strange attractors and
the problems involved in their caracterization, and irregularly, reproducing small random
fluctuations, always present in experimental situations.

In the second section of this thesis we procede to study the modelling of the magnetic
field line configuration in a tokamak vessel, perturbed by ergodic magnetic limiters. First,
we analyze some already existing models and show their inz;.dequacies for the kind of study
we intend to perform. Then we deduce a conservative bidimensional mapping describing the
magnetic field line evolution. The Poincaré sections obtained with this mapping are analyzed
using Lyapunov exponents, safety factors, and spectral analysis. F inally, we study the field
line diffusion, using local diffusion coefficients and introducing a graphical representation we
called “escape diagrams”.



Capitulo 1

Introducao

Ao longo dos 1iltimos anos o caos instalou-se na ciéncia. Em praticamente todas as dreas
foram relatados casos de sistemas com comportamento rotulado como caético. Sistemas
tdo diversos como a atmosfera terrestre [1], o movimento de uma bolinha de pingue-pongue
perturbada periodicamente de forma impulsiva [2], circuitos elétricos [3], ou o crescimento
populacional [4], foram declarados possivelmente cadticos. Nem sequer o movimento dos cor-
pos celestes, antes um paradigma da ordem e regularidade, foi poupado [5]. Pesquisadores
de todas as dreas juntaram-se em um coro aliviado dizendo : “A culpa nao é nossa; a evo-
lugéo temporal destes sistemas é imprevisivel, ndo devido aos nossos modelos e observacoes
insuficientes, mas sim devido ao seu cardter intrinseco nio-linear.”

E assim surgiu o caos deterministico, um aparente paradoxo. Como a evolucdo de um
sistema com as equagées de movimento perfeitamente conhecidas pode ser imprevisivel? A
resposta esta na sensibilidade as condigoes iniciais, uma das primeiras tentativas de defini¢ao
de caos. No caso de um sistema apresentando caos deterministico temos trajetorias perfei-
tamente determinadas para uma condicio inicial conhecidas com precisao absoluta, mas as
trajetorias de pontos iniciais arbitrariamente préximos se afastam com velocidade exponen-
cial no decorrer da evolugao temporal, e o sistema torna-se imprevisivel se tivermos a menor
imprecisao na condigao inicial, o que sempre ocorre em sistemas fisicos reais.

Mas de fato, caos é um pouco mais do que isso. De uma idéia inicial pouco nitida,
associando caos a movimentos irregulares e imprevisiveis, surgiram conceitos mais definidos
e métodos os mais diversos para a identificacio, anélise, e, em tltima instancia, rotulacao
das trajetorias cadticas. Recentemente, até foram desenvolvidos algoritmos para controle do
caos, eliminando-o ou provocando-o no sistema estudado, conforme a necessidade 6, 7].

Neste trabalho, estudamos alguns exemplos de sistemas submetidos a perturbacoes im-
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pulsivas, ou perturbagoes que podem ser aproximadas por estas, € que em consequéncia
deste fato podem ser representados por mapeamentos de evolugao discretizada. Como gran-
de parte dos trabalhos publicados nos 1ltimos anos sobre dinamica nao-linear utilizou-se de
mapas unidimensionais como exemplo, pelo menos para o estudo de sistemas dissipativos
18, 9, 10, 11, 12, 13] comegamos o trabalho com o estudo de um sistema proposto por Ding
para estudos de dindmica simboélica [8]. Analisamos os diversos tipos de comportamentos
que as trajetorias deste sistema podem apresentar, e diversos métodos para caracterizar estes
comportamentos, entre eles o cdlculo de planos de parametros, um método muito utilizado
em estudos recentes [14, 12, 11]. Como aplicagao mais pratica, desenvolvemos um modelo
para descrever a evolugao das linhas de campo magnéticas no interior de um tokamak sob
influéncia de um limitador ergédico [15], na forma de um mapa bidimensional conservativo,
que consiste em um aperfeicoamento de modelos j& existentes [16, 17]. Em seguida, ana-
lisamos as possibilidades da aplicagdo de algoritmos da andlise nao-linear a este modelo,
uilizando tanto técnicas ja conecidas de andlise de sistemas nao-lineares, como analise de
Fourier [18] e expoentes de Lyapunov [10], quanto técnicas novas introduzidas por nds, como
os diagramas de bifurca¢ido no espago de frequéncias, os planos espectrais, e os diagramas

de escape.

Esta tese divide-se, basicamente, em duas grandes partes. A primeira parte, que se
estende do capitulo 2 ao capitulo 5, trata da obtencdo e andlise dindmica de um mapa
unidimensional dissipativo [8] que representa um protétipo de osciladores suaves, ou seja,
osciladores que possuem um ciclo-limite estavel contendo um ponto de equilibrio instavel [9].
A segunda parte, que compreende do capitulo 6 ao capitulo 8, é dedicada ao desenvolvimento
de um modelo para descrever a evolu¢do das linhas de campo magnético no vaso de um
tokamak sob a influéncia das correntes elétricas externas de um dispositivo denominado
limitador ergddico, e & andlise dinamica das trajetérias obtidas através deste modelo.

No capitulo 2, introduzimos o conceito de mapas para descrever a evolugao de siste-
mas dinamicos e apresentamos as perturbagoes impulsivas e a sua representacao através
de funcoes delta de Dirac. Representamos entao um oscilador suave padrao, submetido a
perturbagoes impulsivas de intensidade (a), periodo (b), e dire¢ao constantes, por um mapa
bidimensional dissipativo, ¢ mostramos como, no limite de alta dissipatividade, o sistema
pode ser reduzido a um mapa unidimensional dissipativo a dois parametros, na variavel ¢,
em coordenadas polares no plano de movimento do oscilador [8].

No capitulo 3, passamos a fazer a andlise dinamica do mapa obtido no capitulo ante-
rior. Fazemos a andlise espectral das trajetdrias utilizando algoritmos de FFT (Fast Fourier
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Transform) [18] e calculamos niimeros de rotacao, expoentes de Lyapunov, e diagramas de
bifurcagdo [10, 19]. Passamos entdo a utilizar estes resultados para caracterizar os diversos
regimes de movimento possiveis (periddico, quase-periédico e cabtico) e para estudar o com-
portamento mais geral do sistema no plano de parametros a x b [14]. Introduzimos também
os diagramas de bifurcagao no espago de frequéncias, uma técnica desenvolvida por nés que
permite uma melhor visualizagao do comportamento espectral do sistema para um grande
intervalo de parametros.

No capitulo 4 utilizamos as ferramentas do capitulo 3 para estudar as transicdes possiveis
entre estes regimes no plano de pardmetros a x b: a transi¢io periédico/quase-periédico,
a transicao periédico/cadtico e a transi¢do entre regimes periédicos de perfodos incomen-
suraveis. Mostramos as principais caracteristicas de cada transicdo, e damos um enfoque
particular em como diferencia-las no espaco de frequéncias. Finalmente, fazemos uma anélise
detalhada do comportamento do sistema na regiio em torno da intensidade de perturbacao
== —12—, regiao peculiar, pois é neste eixo que o mapa deixa de ser inversivel, ou seja, comega
a apresentar a possibilidade de trajetérias caéticas [11].

No capitulo 5 passamos a estudar o comportamento do mapa unidimensional dissipativo
com pardmetros variando no tempo, de forma regular (periédica ou quase-periédica) ou
com pequenos ruidos irregulares. Damos énfase & andlise da estabilidade do sistema diante
de pequenas oscilagoes aleatdrias introduzidas na intensidade e no periodo da perturbacao,
como fatalmente seria o caso para sistemas experimentais, nunca completamente isentos de
rufdos externos. Apresentamos também um algoritmo para localizar de forma exaustiva as
orbitas periddicas instaveis de um dado periodo, coexistentes com qualquer atrator cadtico,

e fazemos uma analise destas [20].

No capitulo 6, introduzimos o conceito de limitador ergédico magnético e analisamos
0s modelos ja existentes e suas limitacdes. Primeiro, introduzimos o modelo de Martin-
Taylor [17], que consiste em uma descri¢io qualitativa em coordenadas retangulares, mas
que nao permite a introdugao de corregoes toroidais. Depois apresentamos o modelo de
Viana e Caldas [21, 22], que é baseado diretamente na equagao de evolugao das linhas de
campo magnético ( B xdl = 0) e apresenta corregées toroidais de primeira ordem, porém
possul pequenos termos dissipativos nao realistas que alteram de forma bastante profunda a
analise dinamica que pretendemos realizar neste trabalho. De fato, estes termos dissipativos
tornam-se cada vez mais relevantes a medida que elevamos a corrente, levando a fendémenos
nao realistas tais como a “difusdo inversa” ¢ a “implosiao” das ilhas magnéticas periféricas.

Passamos entdo, no capitulo 7, a deduzir um mapeamento conservativo bidimensional
) I
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para descrever a evolugdo das linhas de campo magnético no vaso do tokamak sob influéncia
da agdo de limitadores magnéticos no capitulo 6. Este modelo apresenta uma configuracao de
ilhas magnéticas semelhante ao de Viana e Caldas, porém nao ha problemas de dissipativida-
de e ainda descreve o deslocamento do eixo magnético em relagio ao eixo geomeétrico ( “shift
de Shafranov”) conforme previsto por resolugoes numéricas da equagao de Grad-Shafranov.
Fazemos, também neste capitulo, a andlise dindmica deste novo modelo, calculando espectros
de Fourier, expoentes de Lyapunov, e transformadas rotacionais.

No capitulo 8 aprofundamos a andlise do mapeamento conservativo, apresentando os
diagramas de escape e o cilculo de expoentes de Lyapunov e transformadas rotacionais nos
planos de parametros, que permite estudar de forma genérica o crescimento das bandas de
comportamento cadtico, & medida que cresce a corrente nas hélices do limitador. Estudamos
também o comportamento do modelo sob a influéncia de pequenas oscilagoes aleatdrias na
corrente elétrica dos limitadores e a influéncia destas em sua dinamica. Fazemos ainda uma
andlise da difusdo local das linhas de campo magnético e introduzimos os “diagramas de
escape” que foram desenvolvidos por nés como uma forma de melhor visualizar as limitagoes
para o calculo de coeficientes de difusao em sistemas limitados na diregao de difusio.

Finalmente, deixamos para apresentar as conclusdes relativas 4 analise dos dois modelos,
0 mapa unidimensional dissipativo e 0 mapa bidimensional conservativo, no capitulo 9, que
encerra a tese.

Todos os resultados numéricos apresentados nesta tese foram obtidos por programas
computacionais desenvolvidos em Fortran pelo autor. Um dos testes feitos para prevenir
erros foi a comparagao de resultados parciais destes programas com programas analogos
desenvolvidos em Turbo Pascal. Como os resultados obtidos foram coincidentes, apenas
resultados dos programas em Fortran sio apresentados aqui. Para a confeccao dos grificos
foram utilizados dois programas distintos: o “XMGR?”, desenvolvido por Paul J. Turner,’
e a “PGPLOT GRAPHICS SUBROUTINE LIBRARY Version 5.0”, desenvolvida por ‘E.l

Pearson.



Capitulo 2
O Mapa Unidimensional Dissipativo

Neste capitulo introduzimos o conceito de osciladores suaves e deduzimos um mapeamen-
to unidimensional dissipativo que representa a evolu¢ao temporal de um tipo de oscilador
suave, perturbado por pulsos periddicos de intensidade constante, no limite de relaxagao
rapida. Observamos numericamente que as trajetorias deste mapa podem ser periddicas,
quase-periodicas, ou caéticas, dependendo dos valores do periodo e da intensidade da per-

turbacao aplicada.

2.1 Osciladores suaves

Os sistemas dinamicos e suas aplicagoes foram bastante estudados nos ultimos anos,
dando-se particular atencdo a sistemas nao-lineares levando ao possivel surgimento de com-
portamento caético [10, 23, 24, 25, 26]. Entre estes sistemas destacaram-se os osciladores de
relaxacao submetidos a perturbacoes externas, periédicas ou nao [27, 9]. Uma classe de sis-
temas dindmicos que aparece em muitas areas ¢ a do oscilga,dor suave (“soft oscillator”), que
consiste em um sistema bidimensional de equagoes diferenciais com um ciclo-limite estavel
contendo um ponto fixo instével [8]. Este tipo de oscilador aparece, por exemplo, nos siste-
mas de Lorenz e Rossler ¢ o seu estudo auxilia a compreensao topolégica de outros osciladores
destes sistemas.

Um modelo simples de oscilador suave, mas que preserva todas as principais carac-
teristicas deste tipo de sistema, ¢ um ciclo-limite estavel de raio unitario centrado na origem,
onde se localiza o ponto fixo instavel. Se supormos que a atragao para o ciclo-limite ocorre
de uma forma mais definida (por exemplo, 7 o< r(1 — r?)), entdo o sistema dinimico pode
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Figura 2.1: Os varios tipos de trajetérias do oscilador suave no plano z x y.

ser descrito pelas equacoes:
T = —y+sz(l-212*-y?) (2.1)
g = z+sy(l -z —y?) . (2.2)
onde z e y sao as coordenadas cartesianas usuais e s > 0 é um parametro.de dissipatividade
do sistema que mede a velocidade com que o sistema tende ao ciclo-limite (quanto maior o
valor de s, mais rapidamente o sistema tende ao ciclo-limite estavel).
Introduzindo as coodenadas polares r ¢ 6 definidas de maneira habitual:
T = rcosf (2.3)
y = rgind (2.4)
as equagoes que descrevem o sistema dinamico 2.1-2.2 podem ser reescritas na forma:
= sr(l—-r?) (2.5)
9 = 1. (2.6)
As equagoes sao desacopladas uma da outra e portanto fica evidente que o sistema ¢é

integravel. De fato, integrando 2.5 e 2.6 obtemos:

r(t) = 1
' Ve

0

(2.7)




2.2 Perturbacgoes impulsivas
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Figura 2.2: As trajetérias do sistema 2.10-2.11 (a) periédica com a = 0,30, b = 0,25 e
s =0,50 ; (b) quase-periédica com a = 0,30, b = 0,3194837... e s = 0, 50.
gt =

Bl (2.8)

Fazendo um grafico das trajetérias no plano = x y (fig. 2.1), vemos que é possivel dividi-
las em quatro grupos distintos, dependendo da posigdo radial inicial. Para 7y = 0 (A) a
trajetéria estd exatamente sobre o ponto fixo instivel e permanece neste indefinidamente;
para 0 < 7y < 1 (B) a trajetéria vai espiralando para fora e se aproxima do ciclo-limite
estdvel em r.; = 1 para t — co. Para ryp = r._; = 1 (C) estamos exatamente sobre o ciclo-
limite e a trajetéria segue sobre ele, rodando com velocidade angular w = 1; para o > 1 (D)
a trajetoria espirala para dentro, também tendendo a r,_; = 1 para t — oo.

2.2 Perturbacoes impulsivas

O estudo do comportamento de sistemas dinadmicos na presenca de perturbacoes externas
periddicas [11, 12] tem sido um tépico de grande relevincia, devido, entre outras coisas, i sua
importancia no controle de caos [28]. Deu-se particular énfase ao estudo das perturbacdes
impulsivas, ou seja, perturbagoes que apenas possuem intensidade diferente de zero durante
intervalos de tempo muito menores que a escala de tempo na qual o sistema passa por
mudangas significativas [29]. Muitas vezes estas perturbagdes podem ser representadas pela



22

O Mapa Unidimensional Dissipativo

funcao delta de Dirac, ou, para perturbacoes periédicas, por uma somatdria infinita de

fungoes delta de Dirac do tipo :

o i 6(t — nt) (2.9)

n=—oo
onde « ¢ a intensidade das perturbagGes e T é o seu periodo.
Submetendo o sistema dindmico 2.5-2.6 obtido no item anterior a pertubacdes impulsivas
de intensidade 2a e periodo 27b na direcao radial obtemos:

7= sr(l—1%)+ 2(125& — 2mnb) (2.10)
f = 1. (211)

Fazendo um gréfico das trajetérias deste sistema (fig. 2.2) observamos que hd duas
possibilidades: para b racional (b = E, g # 0) a trajetéria torna-se periédica de periodo
7 = 2mbg, apds o regime transitério, enquanto que para b irracional a trajetéria é quase-
periddica, nunca retornando exatamente ao mesmo lugar no espago de fase [11].

Este tipo de sistema, que pode ser integrado analiticamente na maior parte do tempo (no
caso do sistema 2.10-2.11 em qualquer instante de tempo fora das perturbacdes impulsivas),
€ denominado quase-integrdvel. Em geral, um sistema quase-integravel de equacdes diferen-
ciais pode ser transformado em um mapa, ou seja uma aplicacio que evolui o sistema em
intervalos de tempo discretos, fornecendo assim uma amostra discreta do estado do sistema
a dados intervalos de tempo, descrevendo, na maioria das vezes, de forma bastante completa
todas as caracteristicas dinamicas do sistema estudado [23]. Este tipo de discretizacio nio
deve ser confundido com os métodos numéricos de integragao de sistemas de equagdes dife-
renciais, que consistem em uma aproximagio das equagoes continuas por discretas. No caso
dos sistemas quase-integraveis a discretizagdo temporal é um processo exato.

O mapa equivalente ao sistema 2.10-2.11 é dado pelas equacdes:

1
Tpy1 = +2a (2.12)

N e
9“+] = 91'1 + 2nh (213)

onde (r,,0y) é a posicdo do sistema em coordenadas polares imediatamente apds a n-ésima
perturbagao impulsiva. Na figura 2.3 podemos ver as trajetérias do mapa 2.12-2.13, equi-
valentes as trajetorias continuas do sistema 2.10-2.11 representadas na figura 2.2. Devemos
ressaltar que, neste caso, apesar de conhecermos apenas alguns pontos da trajetoria, estes
nos fornecem ainda informagéo suficiente para classificar o comportamento do sistema como
sendo periédico ou quase-periédico.
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Figura 2.3: As trajetérias do mapa 2.12-2.13 (a) periédica para a = 0,30, b = 0,25 e
s = 0,50; (b) quase-periddica para a = 0,30, b = 0,3194837... e s = 0, 50.

2.3 O mapa bidimensional dissipativo

No item anterior perturbamos o nosso protétipo de oscilador suave com perturbacoes
impulsivas na dire¢do radial e constatamos que as equacdes em coordenadas polares conti-
nuavam desacopladas uma da outra. Uma outra possibilidade é perturbarmos o sistema com
perturbagdes impulsivas de diregdo cartesiana constante [8]. Como o sistema néo perturbado
tem simetria radial, podemos escolher, por exemplo, a diregio do eixo z, sem perda de gene-
ralidade, para aplicarmos a perturbagdo. Neste caso, as equacdes diferenciais que descrevem
0 sistema quase-integravel em coordenadas cartesianas sao:

= —y+sr(l-—2?—y4? +2a)_6(t — 2mnb) (2.14)

y = z+sy(l—2®—y?) (2.15)

Integrando a parte ndo perturbada entre dois impulsos sucessivos, utilizando 2.7 - 2.8,

obtemos o mapa bidimensional, em coordenadas cartesianas, equivalente ao sistema quase-

integrdvel de equagdes diferenciais 2.14 - 2.15:
cos(arctan (%) + 27b)

Tny1 = + 2a
Y1+ g — Detre

(2.16)

23
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. @ ; (b) ? (<)

Figura 2.4: As trajetérias do mapa 2.16-2.17 (a) periddica para @ = 0,532, b = 0,315 e
s = 2,0; (b) quase-periédica para a = 0,20, b = 0,25 e s = 0,50; (c) cadtica para a = 0, 55,
b=0,32es=1,80.

sin(arctan(¥) + 2mb)

: — 2.17
Ja em coordenadas polares 0 mapa bidimensional 2.16 - 2.17 pode ser reescrito como:
1 4a.cos(f, + 27b) i
acos(f, + 2n 9
-} 4 23
"t [1 + (r;2 — 1)e—4msb \/1 + (rz2 — 1)e—tms T } i)
0p41 = arctan inlfy +2nh) (2.19)
cos(@, + 2mb) + 2a\/1 4 (rat — 1)e~tnet

Vemos assim que as equagoes do mapa nao sao desacopladas em nenhum dos sistemas de co-
ordenadas, o que indica que neste caso podemos ter trajetérias cadticas, além das periédicas
e quase-periddicas. De fato, podemos observar todos estes tipos de trajetérias para deter-
minados conjuntos de paramétros (a, b, s) na figura 2.4. Mostraremos mais adiante neste
trabalho que a trajetéria irregular vista na figura 2.4.c é de fato cadtica.
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Figura 2.5: Diagramas de retorno do mapa 2.22 para (a) a = 0,45 e b = 0,25 (inversivel,
pois a cada valor de 6, pode ser associado apenas um valor de 8,,) ; (b) a = 0,60e b = 0,25
(ndo inversivel, pois a alguns valores de 6,1, podemos associar dois valores de 6,,).

2.4 O limite de alta dissipacao

Um dos regimes de maior interesse no mapa bidimensional obtido no item anterior é a
regido de alta dissipagdo no espago de pardmetros (s >> 1). Neste caso, o sistema sempre
acaba retornando ao ciclo-limite estdvel em r = r,_; = 1 entre dois impulsos sucessivos
e portanto a coordenada radial torna-se irrelevante para a dinadmica do sistema, que se
concentra toda na varidvel angular §. Tomando o limite s — oo no mapa 2.18 - 2.19

obtemos as equagoes :

rant = [1+4acos(@, +2rb) + 407" (2.20)
sin(6, + 27b)
Gnfr = erotan [cos((?ﬂ + 27b) + 2a] B

#

E importante observarmos que, de fato, a varidvel r, ndo entra em lugar nenhum no
lado direito das equagdes , ou seja, a posi¢ao (7,41,0n41) é completamente independente da
posicao radial r,. Assim sendo, podemos estudar a evolucdo do sistema apenas através da
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Figura 2.6: Trajetérias do mapa 2.22 : (a) periédica de periodo 3 para a = 0,45 e b = 0, 35;
(b) quase-periédica para a = 0,25 e b = 0, 30; (c) cadtica para a = 0,55 e b = 0, 32.

parte angular representada pelo mapa unidimensional dissipativo [8] ':

sin(6,, + 27b)
cos(0, + 27b) + 2a

(2.22)

tan Ogq =

Este mapa tem algumas caracteristicas globais interessantes: o comportamento dinamico
dele possui um eixo de simetria em b = 1/2 e basta, portanto, estudarmos a regido de
parametros 0 < b < 1/2. Temos também que para a > 1 as perturbagtes sao tao fortes
que ele sempre tem comportamento periddico de perfiodo 1, e portanto basta estudarmos a
regiao 0 < a < 1. Para 0 < a < 1/2 o mapa ¢ de fato inversivel, como podemos observar
no mapa de retorno da figura 2.5.a, apesar de nao existir nenhuma expressao analitica de
sua funcdo inversa. Isto quer dizer que nesta regidao do plano de parametros had apenas
trajetérias periédicas e quase-periédicas. J4 para a > 1/2 o mapa deixa de ser inversivel
(fig. 2.5.b) e temos regides de regime periodico e de comportamento caético. Na figura

'Preferimos colocar a tangente no lado esquerdo da equagao ao invés da arco-tangente do lado direito para
ressaltarmos uma caracterfstica importante deste sistema ao realizarmos simulagdes numéricas: a imagem da
fungdo arco-tangente é o intervalo (— /2,7 /2] enquanto que o angulo @ é definido sobre (-, ). E preciso
portanto fazer um ajuste, baseado em consideragoes fisicas, no angulo 8,41 apés o cdlculo da arco-tangente,
somando ou subtraindo 7 quando ele corresponde a um valor negativo de z. De fato, temos que verificar
sempre que sin(@, + 2wb) * sin(fn41) = 0.
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2.6 podemos observar trajetorias periddicas, quase-periddicas e cadticas do mapa 2.22 para

diferentes valores de parametros (a,b). ‘
Outra caracteristica interessante do mapa 2.22 é que para perturba,(;oes impulsivas de

baixa intensidade (a <« 1) podemos expandi-lo em série de poténciasde a em torno de a = 0
e, retendo apenas os termos até primeira ordem obter:

Op+1 = O, + 27b — 2asin(f, + 27b) (2.23)
que, definindo v = 0 + 27b, Q = b, e K = 2a, é exatamente o mapa do circulo [30, 31]:
Pne1 = WUp + 278 — K sin 1. (2.24)

Este é um dos mapas unidimensionais dissipativos mais utilizados na literatura para estudar
fenomenos como “sincronizagao de fase” (phase locking) [13] e as “linguas de Arnold” [32],

por exemplo.



Capitulo 3

Analise Dinamica do Mapa

Unidimensional

Neste capitulo passamos a uma andlise dindmica mais detalhada do mapa unidimensional
dissipativo obtido no capitulo anterior, apresentando varias maneiras de classificar suas tra-
jetérias em regulares (periédicas ou quase-periédicas) ou irregulares (caéticas). Em seguida
utilizamos os algoritmos apresentados para fazer uma andlise geral do sistema utilizando os
graficos de coeficientes no plano de parametros a x b.

3.1 Diagramas de bifurcacao

Ao estudarmos um sistema fisico, em geral estamos interessados em analisar o compor-
tamento deste em uma grande variedade de situagées . O mesmo ocorre para o mapa uni-
dimensional dissipativo obtido no capitulo anterior. Nés jé mostramos algumas trajetérias
deste mapa para valores fixos dos parametros a e b, mas estamos interessados em estudar
o comportamento dele para a e b genéricos, e, mais ainda, as mudangas no comportamento
dinamico a medida que os parametros variam. Um primeiro passo em direcio a essa analise
mais geral é a obten¢do dos diagramas de bifurcacao .

Os diagramas de bifurcagao sao definidos na literatura [25, 33, 10] como um grafico cujo
eixo horizontal representa um dado intervalo de um dos parametros de controle do sistema
(no nosso caso a intensidade de perturbacdo a ou o periodo de perturba¢do b). Para um
grande nimero de valores igualmente espagados deste parametro, calculamos a trajetéria do
sistema. e colocamos no gréfico todos os pontos de uma das varidveis de posicao da trajetéria
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. , . ‘
(a) = (b)

rl2 | 1 /2

%0 0*0 |

o { -m/2

-7

i i i A e _n i i
0,30 0,31 0,32 0,33 0,34 0,35 0,50 0,55 0,60 0,65
b a

Figura 3.1: Diagramas de bifurcagio do mapa unidimensional dissipativo 2.22 para (a)
a=0,585¢(b) b=10,32

(como o nosso mapa é unidimensional, temos apenas o angulo 8) atingidos apds o transitorio
ao longo da diregdo vertical. No caso do nosso mapa unidimensional dissipativo 2.22, como
estamos no limite de alta dissipagdo, os transitérios sao bastante curtos, tipicamente da
ordem de algumas dezenas de iteracoes. Mesmo assim, em todos os exemplos numéricos
apresentados nesta tese trabalhamos com transitorios de Ny = 1000 iteracOes para termos

certeza do sistema estar sobre o atrator.

Na figura 3.1.a vemos, por exemplo, o diagrama de bifurcacdo do mapa 2.22 fixando a
intensidade da perturbacio em a = 0,55 e variando o periodo da perturbacao no intervalo
0,30 < b < 0,35. Vemos ali que, por exemplo, para b = 0,30 a trajetoria passa apenas por
dois dngulos distintos, ou seja, é de periodo 2. J4 para b = 0,32, a trajetéria preenche todo
um intervalo angular, sendo uma trajetéria caética (conforme mostraremos mais adiante).
Para b = 0, 34, observamos uma trajetéria de periodo trés. Na figura 3.1.b vemos uma figura
semelhante, s6 que desta vez fixamos o periodo da perturbagédo (b = 0,32) e variamos a
intensidade (0,50 < a < 0,65). Observamos que, para certos valores criticos do parametro
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Figura 3.2: As trajetérias do mapa 2.22 para (a) a = 0,45 e b = 0,35 (periodo 3) ; (b)
a=0,45 e b= 0,252 (periodo 5) ; (c) a = 0,57 e b = 0, 327 (periodo 8) ; e seus respectivos
espectros de poténcia em unidades normalizadas ((d)-(f)).

variado, as trajetérias periédicas mudam de periodo, passando, por exemplo, de periodo
2 para 4, ou de 3 para 6. Este fenémeno ¢ denominado bifurcacdo e consequentemente o
diagrama apresentado é denominado “diagrama de bifurca¢ido ”. Na verdade a duplicagao
sucessiva de periodos conforme af observada é uma das rotas,para o caos (rota de Feigenbaum)
& ocorre em muitos sistemas [27, 34, 24], sendo um fenémeno universal que aparece em muitos
fenomenos fisicos e no qual nos aprofundaremos mais adiante.

3.2 A andlise espectral

Uma das ferramentas comumente utilizadas na literatura para a analise de trajetérias é
a andlise espectral, em particular a analise espectral de Fourier, que consiste em descrever
a trajetéria como sendo uma superposicio de fungoes senoidais, e analisar as frequéncias
destas. Através desta decomposicdo é possivel identificar trajetérias aparentemente muito
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complexas como uma superposicdo de apenas algumas frequéncias bem definidas, ou, no
caso de trajetérias cadticas ou quase-periddicas, descobrir as frequéncias mais importantes,
que muitas vezes estao ligadas a trajetdrias periddicas préximas no espaco de parametros,
conforme veremos a seguir. Como estamos trabalhando com um mapa, as nossas trajetérias
consistem em conjuntos discretos de dados, e por isso podemos utilizar o algoritmo da “Fast
Fourier Transform” (FFT) para o célculo da transformada de Fourier [18].

Calculando algumas trajetérias periédicas de periodos diversos para o mapa 2.22, e os seus
respectivos espectros de Fourier (fig.3.2), podemos observar que estes espectros consistem
sempre de um ou mais picos espectrais bem definidos, sendo que fora da posi¢ao destes picos
a intensidade espectral normalizada (S,) é nula.

A posicao destes picos espectrais no eixo de frequéncias é diretamente relacionada com
o periodo da trajetoria. Para a trajetoria de periodo 3 (fig. 3.2.a) o tnico pico do espectro
encontra-se na posicao f, = %, ou seja na propria posicao f, = -}1; onde P é o perfodo (fig.
3.2.d). Ja para a trajetdria de periodo 5 (fig. 3.2.b) vemos que o espectro consiste em dois

picos (fig. 3.2.¢), um principal na posicdo f, = $ = 3, ¢ um secundario, de intensidade
menor, no harmoénico f, = % Finalmente, temos que para a trajetéria de periodo 8 (fig.

3.2.c) ocorrem trés picos espectrais distintos (fig. 3.2.f): o maior na posicio f, = ﬁ, pois os
oito angulos percorridos pela trajetéria periddica agrupam-se em quatro conjuntos de dois
angulos cada, e dois picos menores em f, = % e fy= %

Para trajetérias quase-periédicas do mapa (fig. 3.3.a), temos que o espectro de Fourier
consiste em um grande numero de picos discretos mais acentuados, com espagamento apa-
rentemente igual entre eles, e um fundo continuo de intensidade muito baixa distribuido ao
longo de toda a faixa de frequéncias. Mais adiante mostraremos de que forma a posicao
dos picos mais intensos esta ligada ao perfodo, ou periodos, mais préximos dos quais esta.
trajetéria é “quase”-periédica.

Na figura 3.3.b vemos uma trajetdria cadtica que ainda estd dividida em vdrias faixas
distintas entre as quais o sistema fica alternando, ou seja, uma trajetéria que, apesar de
ser cadtica, ainda preserva uma regularidade de periodo fixo. Ao calcularmos o espectro de
poténcia desta trajetéria (fig. 3.3.e) vemos que ainda ha picos predominantes relacionados ao
comportamento regular com o qual o sistema visita as faixas caéticas, mas também ha uma
faixa continua e irregular de frequéncias, caracteristica de regimes caéticos. Uma trajetoria
completamente cadtica, sem faixas regularmente separadas, pode ser vista na figura 3.3.c, e,
ao calcularmos o espectro desta trajetéria (fig. 3.3.f), nao observamos mais picos discretos
de comportamento regular, mas apenas uma faixa continua e bastante irregular de picos ao
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Figura 3.3: As trajetérias do mapa 2.22 para (a) a = 0,45 e b = 0,40 (quase-periédica) ;
(b) a = 0,57 e b = 0,329 (cadtica) ; (c) a = 0,55 e b = 0,32 (cadtica) ; e seus respectivos
espectros de poténcia em unidades normalizadas ((d)-(f))-

longo de todo o eixo de frequéncias. Em algumas regides de frequéncias estas intensidades
espectrais sdo mais acentuadas, sendo que estas frequéncias estdo associadas aos periodos
das trajetérias periddicas mais proximas no espago de parametros.

Como neste trabalho estamos interessados ndo apegas na analise de trajetérias isoladas
a pardmetros fixos, mas também na mudanga gradual das caracteristicas das trajetorias a
medida que um ou mais pardmetros de controle sdo variados continuamente, resolvemos
introduzir, em nosso trabalho, uma nova forma de apresentar uma série de espectros de
poténcia para uma faixa de parametros. No tipo de grafico que desenvolvemos, o eixo
horizontal representa o pardmetro a ser variado e 0 eixo vertical é o eixo de frequéncias.
Para cada valor do parametro no eixo horizontal calculamos entao um espectro de poténcias
e marcamos as suas frequéncias mais intensas (picos) em preto e as frequéncias que nao
ocorrem em branco, sendo que intensidades intermedidrias sao marcadas em tons graduais de

cinza. Denominamos este tipo de grafico “diagrama de bifurcagao no espago de frequéncias”,
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pois ele é construido de forma muito semelhante ao diagrama de bifurcacao tradicional, sé
que no eixo vertical temos frequéncias em vez de posigoes, 0 que nos permite, na maioria
das vezes, uma visao mais clara do tipo de trajetéria, especialmente nas regices de regime

caotico.
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Figura 3.4: Diagramas de bifurcacdo no espaco de frequéncias para (a) a = 0,55 e (b)
b=0,37.

Fazendo um gréfico com o diagrama de bifurcacao no espago de frequéncias para 0, 30 <
b<0,35ea=0,55 (fig.3.4.a) e comparando com o diagrama de bifurca¢do comum para os
mesmos pardmetros (fig. 3.1.a), observamos que nas regioes de parametros correspondentes
aos regimes periddicos as faixas de frequéncia sao mais restritas' em torno das frequéncias
caracteristicas do periodo (por exemplo, f, = % o 31;- para periodo 6), mas mesmo nas
regioes caoticas ainda podemos observar as frequéncias predominantes em cada caso, e a
evolucao das faixas espectrais. Apresentamos ainda o gréfico correspondente a uma variagao
da intensidade de perturbagdo (0,50 < a < 0,65) para um periodo fixo (b = 0,37) (fig.
3.4.b). E importante ressaltarmos que quando ndo ha nenhuma frequéncia predominante
visivel estamos com regimes periddicos de periodo 1 ou 2, cujas frequéncias localizam-se
sobre os eixos laterais do grifico (f =0e f = 3).

'Para perfodos P = 2" reduzem-se a linhas, pois neste caso o algoritmo de FFT é mais eficiente por
construgao.
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Figura 3.5: As trajetérias do mapa 2.22 para (a) a = 0,45 e b = 0,35 (periédica) ; (b)
a=0,45 e b = 0,40 (quase-periddica); (¢) a = 0,57 e b = 0,331 (cadtica) ; e a convergéncia
de seus respectivos niimeros de rotagao ((d)-(f)). :

3.3 Numeros de rotacao

O préximo algoritmo de andlise das trajetérias que nés consideramos é o cdlculo de
nimeros de rotagado (winding numbers), que nada mais sao do que uma medida do desloca-
mento angular médio associado a cada trajetéria. A definicio do nimero de rotagio de uma
dada trajetéria é [13, 25, 10]:

W= lim ——

N—oo 271'1

N
E j+1 = (3.1)
onde é necessario tomar o cuidado de nao normalizar o angulo 6,, entre duas iteragoes antes
de calcular a diferenca. No cdlculo de W para uma trajetéria ha trés resultados possiveis:
(i) se a série convergir para um nimero racional W = ﬁ, a trajetoria é periddica de periodo
g e dd p voltas na dire¢ao angular, antes de voltar & posi¢ao original; (ii) se a série convergir
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Figura 3.6: As trajetérias periédicas de periodo 6 do mapa 2.22 para (a) a = 0,53 e b = 0, 315;
(b) @ = 0,45 e b = 0, 232; e a convergéncia de seus respectivos nimeros de rotagao ((c)-(d)).

para um nimero irracional, a trajetéria é quase-periddica; (iii) se a série nao convergir, a
trajetoria é caotica.

E importante ressaltarmos aqui que esta defini¢ao esta relacionada a convergencia no sen-
tido estritamente numérico e nao no sentido numérico aproximado. Para muitas trajetorias
cadticas h4 uma aparente convergéncia numérica, mas basta continuarmos iterando as tra-
jetérias para que aparegam pequenas variagoes na série do numero de rotagido e nao existe,
de fato, limite quando esta tende ao infinito, devido a irregularidade da trajetéria cadtica.

Na figura 3.5.a temos uma trajetéria periddica de periodo 3, e ao calcularmos o seu
niimero de rotagio (fig. 3.5.d) observamos que este converge muito rapidamente a W = %,
conforme esperado para uma trajetéria de periodo 3. Ja para uma trajetdria qua.se—periédica
(fig. 3.5.b) o mimero de rotagao converge igualmente rapido (fig. 3.5.e) para um nimero
irracional, enquanto que para uma trajetoria caodtica (fig. 3.5.c) W nao converge, mesmo
apos um grande nimero de iteragoes.

E importante ressaltarmos aqui que nem sempre o niimero de rotacao define de maneira
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inequivoca o perfodo da trajetéria, nos casos em que este é um numero racional. Isto se
deve ao fato de que se tivermos, por exemplo, W = %, o que parece indicar uma trajetéria
de periodo 3 que se completa apds uma volta na direcdo angular, temos igualmente que
g % = -g — ..., ou seja, podemos ter uma trajetéria de periodo 6 se repetindo a cada
duas voltas, uma de perfodo 9 que se repete a cada trés voltas, e assim por diante. Na
figura 3.6 temos, por exemplo, duas trajetérias de periodo 6. Porém ao passo que para a
primeira trajetéria (fig. 3.6.a), que se fecha apds percorrer uma volta angular, o nimero de
rotacao converge rapidamente para W = s (fig. 3.6.c), conforme esperado, temos que para a
trajetoria que leva dois ciclos para se fechar (fig. 3.6.b) W converge para %, ou seja, W = %

(fig. 3.6.d).

0,50

0,40 |

0,30 |

0,20

0,10 f

0,00 o .
0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45

Figura 3.7: Nimeros de rotagao para trajetdrias do mapa unidimensional dissipativo com
a=10,40.

Como nos casos anteriores, estamos interessados em observar também o comportamento
de W & medida que variamos um dos parametros de controle. Na figura 3.7 vemos uma
série de ntmeros de rotacdo para uma intensidade de perturbagao fixa (@ = 0,45) e uma
faixa de valores do periodo da perturbacdo. Podemos observar que o grafico consiste em
uma curva continua e crescente com degraus constantes nos nimeros racionais de baixos
denominadores. De fato, se fizermos ampliagdes sucessivas desta curva comegamos a observar
que hé um degrau para cada W racional ao longo dela, sendo a largura do degrau cada vez
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menor, 4 medida que aumenta o denominador de W. Esta estrutura é observada em um
grande nimero de sistemas, particularmente nos mapas da familia do mapa do circulo, e
¢ comumente denominada “escada do diabo ”(devil’s staircase) na literatura, pois lembra
uma escada, mas se subirmos de degrau em degrau nunca saimos do lugar, uma vez que em

qualquer intervalo de niimeros reais, por menor que seja, ha infinitos niimeros racionais.

2 @
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Figura 3.8: As trajetérias do mapa 2.22 para (a) a = 0,45 e b = 0,35 (periddica); (b)
a = 0,45 e b = 0,40 (quase-peri6dica); (c) a = 0,57 e b= 0,331 (cadtica); e a convergéncia

de seus respectivos expoentes de Lyapunov ((d)-(f)).

3.4 Expoentes de Lyapunov

Outro coeficiente muito importante na andlise dindmica de trajetorias é o expoente de
Lyapunov (A). Ele é de fato tao importante que muitos consideram a definicao de uma
trajetéria cadtica como sendo aquela que tem A positivo (ou no caso de sistemas com mais
de uma dimenséo, a trajetéria cujo expoente de Lyapunov maximo é positivo). Qualita-
tivamente, ele mede o afastamento exponencial, ou nao, de trajetérias com pontos iniciais
infinitamente préximos porém nao coincidentes. Ou seja, temos que uma trajetoria de pon-
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Figura 3.9: Expoentes de Lyapunov do mapa 2.22 para b = 0, 30

to inicial vizinho a outra com expoente de Lyapunov A se afasta desta no tempo de uma
distancia aproximadamente proporcional a dge™. A defini¢do do expoente de Lyapunov para

mapas unidimensionais é dada por [10]:

d9n+1

A= lim ——an]f (3.2)

onde temos que %—j—‘ representa a derivada da funcéo iterativa do mapa no ponto 6,,. Para
sistemas unidimensionais dissipativos temos que se A < 0 a trajetéria é periddica, se A = 0
a trajetéria é quase-periddica, e se A > 0 a trajetéria é cadtica.

Para uma trajetéria periddica (fig. 3.8.a) vemos que a convergéncia do seu expoente
de Lyapunov (fig. 3.8.d) ocorre de forma muito rdpida para um nimero inequivocamente
negativo. J4 para uma trajetoria quase-periodica (fig. 3.8.b) temos que a convergéncia para
zero ocorre de forma igualmente rapida (fig. 3.8.e), mas hd sempre uma certa indefini¢ao no
método devido a imprecisio numeérica, e o resultado poderia ser um numero positivo muito
proximo de zero (caracterizando uma trajetoria fracamente cadtica) ou um nimero negativo
proximo de zero, caracterizando uma trajetéria periédica de baixa estabilidade, que para
uma pequena variacdo parameétrica pode se romper. J4 para uma trajetoria caotica (fig.
3.8.¢) a convergéncia ¢ mais lenta do que nos casos anteriores (fig. 3.8.f), porém o resultado
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¢ distintamente um nimero positivo.

Como nos casos anteriores, estamos interessados também no estudo do comportamento
dos expoentes de Lyapunov a medida que um dos parametros é variado. Fazendo um grafico
de A para um periodo de perturbagdo fixo e variando a intensidade de perturbacao (fig.
3.9), observamos os trés tipos de trajetérias. Para a préximo de 0,40 (lado esquerdo do
grifico) temos uma regido onde A = 0, ou seja, as trajetérias sdo todas quase-periddicas.
Depois entramos numa regiao de regime periddico (A < 0), permeada por pequenas regides
de trajetorias cadticas. Na proximidade destas regioes vemos que o expoente de Lyapunov,
que em outras regioes constitui uma curva continua e suave, apresenta variagoes bastante

abruptas.

3.5 Resumo da caracterizacao de trajetoérias

Nas segoes anteriores apresentamos varios métodos de caracterizagao das trajetorias de
um mapa unidimensional. Apresentamos aqui um resumo de todas as caracteristicas de cada
tipo de trajetéria (periddica, quase-periddica, e cadtica):

Trajetéria Periddica Quase-periddica Cadtica
Expoente de Lyapunov(\) negativo nulo positivo
Ntiumero de rotagao (W) racional irracional nao converge
Espectro de poténcia poucos picos muitos picos fundo continuo
Diagrama de bifurcagdo | alguns pontos | linha cheia em [0, 27) | algumas regides cheias

Tabela 3.1: Resumo da classificacao de trajetorias.

3.6 Estudos no plano de parametros

Apresentamos até aqui uma série de métodos que permitem classificar o comportamento
de uma trajetéria de um mapa unidimensional para um dado conjunto de parametros fixos.
Mas, em geral, nao estamos interessados no comportamento do sistema apenas para alguns
conjuntos de parametros fixos, mas sim para qualquer valor dos parametros (dentro dos
limites onde ele representa de forma adequada o comportamento do sistema a ser estudado,
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é claro). Para isso passamos a estudar de forma mais completa o espago de parametros do
sistema, que no caso do nosso mapa unidimensional dissipativo a dois parametros se reduz a
am plano de parametros ax b [14]. Para tanto fazemos uma série de graficos associando o valor
de um parametro (por exemplo, o expoente de Lyapunov) a um tom de cinza proporcional ao
sen valor numérico para uma “rede” de valores dos parametros no plano a x b (tipicamente
500 x 500 valores).

No caso do nosso mapa basta estudarmos a regido onde 0 < b < 1, pois para valores fora
desta faixa o comportamento se repete (o sistema simplesmente d4 mais voltas no ciclo-limite
antes da proxima perturbagdo impulsiva). De fato, para b = b+ n, onde n é inteiro, temos

que:

sin(0, +27b) _ sin(0, +27b+27n) _ sin(fn + 27b)
cos(By, + 27b) + 2a  cos(f, + 27 + 27n) + 2a ~ cos(f, + 2mb) + 2a

(3.3)

tanf,4, =

O intervalo de estudo do sistema pode ser reduzido mais ainda se observarmos que ha
uma simetria em torno do eixo b = %, uma vez que para b = 1 — b o sistema tem o mesmo
comportamento dindmico, porém nao as mesmas trajetorias, que para b. Temos que :

sin(f, + 27b) = sin(6, + 27 — 2mb) = sin(f, — 2mb) = — sin(—6y + 27b) (3.4)
cos(f, + 2b) = cos(fy, + 21 — 27b) = cos(fy — 27b) = cos(—6b, + 2md) (3.5)
e introduzindo ¥, = —0, e utilizando o fato de que tanf,,; = — tanyn, temos que o mapa

222 para b é equivalente a:

sin(tpy, + 27b)

cos(n + 27b) + 2a o

tan Yp41 =

ou seja, para b = 1 — b tudo que muda na trajetéria é uma reflexdo em torno do angulo
& — (. Basta portanto limitarmos o nosso estudo ao intervalo b < 0 < 3.2

O mapa também tem uma simetria em torno do eixo a = 0, pois para a < 0 basta
trocarmos a direcdo da perturbagao de é, para —é; e obtemos um mapa equivalente, e
portanto nos restringimos ao estudo da regiao a > 0. Mas para perturbagoes muito fortes o
nosso mapa perde o sentido fisico, pois nao é possivel imaginar um mapa que depois de ser
muito afastado por uma perturbagio impulsiva volte “imediatamente” para o ciclo-limite, por

*De fato, para b= 13 todos os atratores sao, portanto, simétricos em torno de # = 0.
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mais forte que seja a dissipagao. De qualquer forma, para a > 1 todas as trajetorias do nosso
mapa unidimensional sao periodicas de periodo 1, o que torna o seu estudo desinteressante
do ponto de vista dindmico, e portanto nds nos limitamos ao estudo do intervalo 0 < a < 1.

Passamos agora a estudar quatro caracteristicas das trajetorias no plano de parametros
@ x b delimitado por a € [0,1] e b € [0, 3]: os periodos das trajetérias periddicas (diagra-
mas isoperiddicos), os expoentes de Lyapunov, os nimeros de rotagio , e a intensidade de

determinadas frequéncias espectrais.
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Figura 3.10: Expoentes de Lyapunov no plano de parametros. Quanto mais claro o ponto,

maior é o expoente de Lyapunov.

Fazendo um gréfico com os expoentes de Lyapunov no plano dos parametros para a
regiao de pertubacgbes de baixa intensidade (fig. 3.10.a), observamos que para a =~ 0, A
é praticamente constante. Na verdade quase todas as trajetoérias nesta regiao sao quase-
periédicas e portanto tém A = 0. A medida que aumentamos a surgem faixas cada vez mais
largas com expoentes de Lyapunov negativos, correspondentes a regides de comportamento

periddico. Estas faixas sdo conhecidas na literatura como “linguas de Arnold”. Ao nos

aproximarmos de a = %, estas faixas ocupam todo o espaco de parametros. De fato, nao
temos mais nenhuma trajetéria quase-periédica para a = %, conforme mostraremos mais
adiante.

J& na regido com a > 3 (fig. 3.10.b) temos expoentes bastante negativos na maior parte
do plano e apenas uma pequena regido de pontos muito claros (correspondentes as tra-

jetérias cadticas) logo acima do eixo a = 1. Esta regido tem contornos bastante complexos.
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Figura 3.11: Diagramas isoperiodicos do mapa unidimensional dissipativo.

Temos também faixas mais claras de aparéncia bastante regular imersas nas regioes escuras

periodicas) que correspondem a uma fronteira de duplicagao de periodos, onde temos que,
exatamente na fronteira, A = 0. Estas transicoes de duplicacdo de periodos serdo analisadas
em detalhe no proximo capitulo. Observamos também que a regiao cadtica é permeada de
ilhas de regimes periddicos, correspondentes as janelas nos diagramas de bifurcacao. Esta
estrutura ¢ fractal, ou seja, quanto mais ampliarmos a regiao cadtica, mais ilhas peridédicas
cada vez menores (e de periodos cada vez mais altos) nds observaremos.

Fazendo agora os diagramas isoperiodicos para as mesinas regioes do plano de parametros
jue os expoentes de Lyapunov (fig. 3.11) podemos observar de forma mais nitida as linguas
le Arnold de diversos periodos. Algumas propriedades das linguas de Arnold podem ser
obtidas analiticamente. Em a = 0, por exemplo, o nosso mapa unidimensional dissipativo se
reduz a 6,41 = 0, + 27b e portanto existe uma trajetéria periédica de periodo @) para cada

P

g racional. Ou seja, para cada valor racional de b “nasce” uma lingua de Arnold em

2 = 0. Temos assim uma lingua de Arnold de periodo 1 nascendo em b = 0, uma lingua de

periodo 2 nascendo em b = 1/2, uma de periodo 3 em b = 1/3 e assim por diante. Assim
sendo. verificamos que ha linguas de Arnold de qualquer periodo.

E possivel também determinar de maneira precisa as fronteiras das linguas de Arnold
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Figura 3.12: Curva limitante da lingua de Arnold de periodo 1 obtida analiticamente.

com as regioes quase-periodicas. Damos aqui como exemplo a determinacao da curva que
limita a lingua de Arnold de periodo 1. Temos que as trajetérias de periodo 1 sao definidas
por 0,1, = 6, = 0* e portanto temos do mapa que:

sin(6* + 27b)

)= < 5
kon() 2a + cos(0* + 27b) A%
que pode ser reescrita como:
in(27b
sty o SRl (3.8)
2a

e, como || sin@*|| < 1 por defini¢gdo, obtemos a condigao que nos fornece a regiao ocupada
no plano de pardmetros pela lingua de Arnold cuja fronteira (a direita) é dada pela equagao:
sin(27b)

A curva descrita pela equacao 3.9 encontra-se na figura 3.12 e comparando com a lingua de
Arnold da figura 3.11 vemos que de fato ela representa a borda desta. As fronteiras para
as outras linguas de Arnold podem ser obtidas de maneira andloga, porém as curvas sdo
descritas por fungoes implicitas envolvendo a e b.

Outros coeficientes de interesse a serem analisados no plano de parametros sao 0s numeros
de rotacao (fig. 3.13). Podemos observar que para 0 < a < 1/2, correspondente i regiao
das linguas de Arnold, os nimeros de rotagao variam de forma continua, aumentando com
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parametro b. Para a préximo de zero este aumento se da de forma linear W o b, mas

-omforme aumentamos a a variagao passa a se concentrar cada vez mais em torno de b = 0, 30.

e
=

[}
0%

=

D00 2,258 oO.50

igura 3.13: Numeros de rotagao no plano de parametros. Quanto mais claro o ponto, maior

09

» nmiumero de rotagao.

i

J4 na regiao a > 1/2 vemos que existem grandes regioes com nimero de rotagao constante

variacoes abruptas em seu valor ao passar de uma regiao para outra. Veremos mais adiante

h

yue estas fronteiras onde ocorrem as mudangas no valor de W correspondem a duplicagoes
de periodo nos diagramas de bifurcacao.
Finalmente, apresentamos ainda os planos espectrais, como uma iltima forma de repre-
semtarmos o sistema no plano de parametros. Os planos espectrais foram desenvolvidos para
beervar a distribuicao de certas frequéncias relevantes no espago de parametros do siste-
ma Um plano espectral é construido tomando-se uma rede de valores (a,b) no plano de
sarametros (tipicamente da ordem de 500 x 500 valores e calculando a trajetoria do sistema
sara cada par de parametros. Em seguida tiramos o espectro de Fourier de cada uma das
srajetorias, utilizando o algoritmo da FFT(Fast Fourier Transform), e colocamos no grafico
sm ponto cujo tom de cinza é proporcional & intensidade espectral de uma certa frequéncia
s ser analisada neste plano. Quanto maior a intensidade espectral, mais escuro o ponto.
Na figura 3.14 vemos os planos espectrais do mapa unidimensional dissipativo em torno
ia0 de regime caético (0,50 < a < 0,70 e 0,25 < b < 0,45) para as frequéncias f = 1/3,

:-

-
—ia 1

eo
’D
=1/4, f = 1/5, e f = 1/7, respectivamente. Temos que para cada frequéncia aparecem

regioes maiores de grande intensidade espectral correspondentes as regioes periddicas com
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Figura 3.14: Planos espectrais para (a) f =1/3; (b) f =1/4; (c) f=1/5; (d) f=1/7.

perfodos relacionados com a frequéncia analisada (para f = 1/3, P = 3,8 12,24, ..., para
f=1/4, P =4,8,16,32, ..., e assim por diante). J4 na regido caética todas as frequéncias
aparecem de forma mais fraca e irregular, devido ao fato de trajetorias cadticas apresentarem
um espectro de fundo continuo em toda a faixa de frequéncias. Observamos também de forma
bastante distinta estreitas faixas escuras imersas na regiao caética, correspondentes as janelas
peridédicas ja observadas nos diagramas de bifurcagao. E ainda interessante notarmos que
dentro de uma regido periédica de mesmo periodo a intensidade espectral nao e constante,
mas varia suavemente com os parametros.

Uma vez identificadas as diversas regides de comportamento dinamico e algumas de suas
caracteristicas no plano dos parametros, passamos entéo a fazer uma andlise mais rigorosa das
caracteristicas do sistema ao passar de uma regiao para a outra a medida que os parametros
sao variados. Esta andlise encontra-se no capitulo seguinte.



Capitulo 4

As Transicoes Entre os Diversos
Regimes de Comportamento

Dinamico

Neste capitulo utilizamos os algoritmos de classificacao das trajetorias, introduzidos no
capitulo anterior, para um estudo mais detalhado dos diversos tipos de transicoes possiveis
emire os regimes dinamicos no plano de parametros [11]: a transicao entre regimes periédicos
= guase-periddicos, a transi¢cao entre regimes periddicos e cadticos, e a transi¢ao entre regimes
pemiadicos de periodos incomensuraveis. Mostramos também que no nosso sistema nao ha

=enhuma transicao direta entre regimes quase-periddicos e cadticos.

4.1 A transicao entre regioes de regimes periodicos e
quase-periodicos -

Ao analisarmos os planos de parametros no capitulo anterior, vimos que para a < 1/2
» mapa unidimensional dissipativo 2.22 nao apresenta trajetorias cadticas, uma vez que ele
# mversivel, e temos portanto apenas trajetérias periddicas, de diversos periodos, e quase-
peniodicas. Vimos também que estas se distribuem no plano dos parametros formando uma
estrutura conhecida na literatura como “linguas de Arnold”. Passamos agora a analisar esta
estrutura mais a fundo. Na verdade, vamos dar enfoque nao as caracteristicas de cada regime
@imamico em si, mas sim as fronteiras entre eles, analisando como uma mudanca infinitesimal
mos parametros de controle na vizinhanga das fronteiras entre estes regimes pode afetar de
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Figura 4.1: (a) Periodos das drbitas periédicas; (b) numeros de rotagao; (c) expoentes de
Lyapunov para o mapa unidimensional dissipativo 2.22 com a = 0, 45.

maneira tao profunda a dinamica do sistema.

Para tanto, vamos estudar a dinamica das trajetorias ao longo de um segmento de reta no
plano dos parametros, fixando a intensidade de perturbagao (a) e variando o seu periodo (b).
Assim sendo, calculamos os expoentes de Lyapunov, os nimeros de rotacao, e os periodos
das trajetérias (caso elas sejam periddicas) ao longo deste segmento de reta (fig.4.1). Os
intervalos de trajetorias periddicas sao caracterizados por degraus constantes indicando o
periodo das trajetorias na figura 4.1.a, por outros degraus constantes indicando seus nimeros
de rotagdo na figura 4.1.b, e por reentrancias de expoentes de Lyapunov negativos na figura
4.1.c. Ja os intervalos de trajetdrias quase-periddicas nao sao indicados no diagrama de
periodos, tém numeros de rotagao irracionais, que crescem proporcionalmente ao periodo da
perturbacao b, e expoentes de Lyapunov nulos.

Ampliando sucessivamente, por exemplo, o grifico dos nimeros de rotagao (fig.4.2), ve-
mos que surge um nimero crescente de faixas cada vez mais estreitas de regimes periédicos.
De fato, esta estrutura é fractal e deve-se ao fato de que em cada intervalo de niimeros reais
ha infinitos nimeros racionais, cada um levando a um degrau no grifico dos nimeros de

rotacao e uma reentrancia no grafico dos expoentes de Lyapunov. A curva fractal assim
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formada pelos numeros de rotagao € conhecida na literatura como escada do diabo (“devil’s
staircase” ) [13], pois se subirmos de degrau em degrau nunca saimos do lugar.

Surge agora a questao: como se d4 a transicdo entre os dois tipos de regime observa-
dos. periodico e quase-periddico? O que acontece com a dindmica do sistema quando um
parametro (no nosso exemplo, o perfodo da perturbagdo externa, b) é variado continuamen-
e’ Para entendermos este fendmeno, vamos analisar em detalhe a regiao de transicio entre

as linguas de Arnold de periodo 4 e 3 (fig.4.3).
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Figura 4.2: Ampliagdes sucessivas da curva de niimeros de rotacao da figura 4.1.b

Tirando alguns espectros de Fourier ao longo desta transicdo para certos valores de

parametros fixos (fig.4.4), vemos no primeiro espectro (fig.4.4.a), tirado na regido de parametros

correspondente a lingua de Arnold de periodo 4, que existe apenas um pico espectral inten-
so e bastante bem definido em f; = —f{, conforme esperado. A medida que aumentamos o
periodo da perturbacao b (fig.4.4.b) e entramos na regido quase-periédica, observamos agora
um grande nimero de picos espectrais, mas dentre estes picos dois se destacam com maior
mtensidade. Um deles esta com frequéncia um pouco maior que f4 e o outro estd com fre-
guéncia um pouco menor quefy = % Aumentando ainda mais o parametro b e seguindo no
regime quase-periodico (fig.4.4.c), continuamos observando os dois picos mais acentuados,
gue agora ja estao mais préximos. Ao entrarmos finalmente na lingua de Arnold de perjodo 3
'8z 4.4.d) passamos a ter novamente um espectro com apenas um pico definido (desta vez em
B = :5] localizado na regido entre os picos anteriores. Observamos assim que, a medida que
#m que variamos b, os picos correpondentes as principais frequéncias se deslocam de forma
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continua e quando eles chegam em um nimero racional entramos em uma lingua de Arnold.

Este fendmeno é conhecido na literatura como sincronizagao de fase ( “phase-locking”).

16
12 |

—-—2——1——————____

0,28 0,34 0,36

Figura 4.3: Ampliagao da figura 4.1 na regido entre as linguas de Arnold de periodo 4 e
periodo 3, respectivamente.

De fato, este deslocamento de picos espectrais ocorre nao apenas com 0s picos principais,
mas também com os picos secunddrios de todas as intensidades. Ele pode ser observado
melhor em diagramas de bifurcagdo no espaco de frequéncias. Fazendo um diagrama de
bifurcacdo no espaco de frequéncias correpondente a regido analisada na figura 4.3 (fig.
4.5.a), podemos observar uma série de curvas pretas, cada uma correspondendo a um pico
de frequéncia que se desloca de forma continua ao longo do eixo de frequéncias, a medida
que o pardmetro b é variado. E importante notarmos que nenhuma destas curvas surge
ou desaparece em pontos quaisquer, mas todas elas ligam picos espectrais correspondentes
as faixas periédicas. Ampliando uma faixa deste diagrama correspondente a regiao guase-
periédica logo antes do regime periédico de periodo 3 (fig. 4.5.b), vemos que a estrutura de
curvas torna-se mais regular e que de fato todas as curvas espectrais se dirigem as bordas
do espectro ou a f3 = 3 quando entramos no regime periédico de periodo 3.

Temos ainda que os cruzamentos entre estas linhas espectrais ocorrem ao longo de algu-



4.1 A transicdo entre regioes de regimes periédicos e quase-periddicos

o1

1,00 1,08
(a) | : (b)
0,75 | 0,75
$0,50 $.0,50
0,25 | 025
0.00 ‘ L 1111 :ll ..Jlnl L niln;“l i
0,000 0,125 0,250 0,375 0500 0000 0,125 0%50 0,375 0,500
£
1,00 = SR :
(c) (d)
0,75 0,75
$.0,50 $0.50
0,25 0,25
0 |||| [ﬁh‘ J||l|.|lli| ||\II. I

00 0,00
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,000 0125 0,250 0,375 0,500
f

Figura 4.4: Espectros de Fourier para trajetdrias com parametros fixos marcados pelas linhas
pontilhadas na fig.4.3((a) b = 0,287, (b) b = 0,300, (c) b= 0,325, (d) b = 0, 350).

mas linhas verticais bem definidas, cada uma delas correspondendo a uma lingua de Arnold
muito estreita de perfodo elevado. De fato, nao ocorrem cruzamentos de curvas espectrais

em valores de parametros do regime quase-periodico.

Vimos assim, que a transicio entre regimes periédicos e quase-periddicos correponde a um
deslocamento continuo das frequéncias dominantes da trajetoria e que, para certos conjuntos
de parametros, estas frequéncias sdo sincronizadas formando estruturas correspondentes as
regides periddicas no plano de parametros, que no caso do nosso sistema (e de toda uma classe
de mapas conhecidos como mapas do circulo e seus derivados) sao denominadas “linguas de
Armold”.

Outra forma de analisarmos a transicdo entre regimes periédicos e quase-periédicos ¢
atilizando a prépria definicdo de trajetdria periédica. Temos que, se um mapa apresenta
uma trajetoria periodica estavel de periodo P, entdo existem por definicao P posicoes @ii =
1,..., P) tais que fF(6,) = 0; com ||M—H < 1. Fazendo uma série de graficos de f*(6) x 6
na regidao da figura 4.3 correspondente & entrada na lingua de Arnold de periodo 3 (fig.4.6),
podemos ver que no regime quase-periédico perto da lingua de Arnold a curva nao cruza a reta

7(8) = 0. Quando passamos pela borda do regime periédico de periodo 3 a curva encosta
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Figura 4.5: Diagramas de bifurcagao no espago de frequéncias para a = 0, 45.

na reta em 3 pontos distintos e & medida que entramos na lingua temos 6 cruzamentos: 3
em pontos com derivada menor que 1, correspondentes & érbita estdvel, e 3 com derivada
maior que 1, correspondentes & érbita instavel. Quanto mais nos aproximamos do centro
da regido periédica mais os pontos das drbitas estaveis e instéveis se afastam. Assim sendo,
podemos utilizar a distdncia entre uma 6rbita estdvel e uma 6rbita instavel como uma medida
aproximada da proximidade de drbitas quase-periodicas no plano dos pardmetros. Temos
também que as érbitas no centro das linguas de Arnold sao as mais estaveis pois tém as
menores derivadas médias, conforme também ja foi observado nos diagramas de expoentes
de Lyapunov, que tém os valores mais negativos nos pontos mais afastados das regioes quase-

periddicas.

4.2 A transicao entre regimes periédicos e cadticos

Passamos agora & analise das transigdes entre os diversos regimes na regiao do plano de
parametros com a > % Nesta regido observamos apenas trajetérias periddicas ou caoticas,
mas ndo existem trajetérias quase-periédicas. Isto nos leva a dois tipos possiveis de tran-
sicbes: as transicoes entre regimes periddicos e cadticos, das quais trataremos em detalhe
neste item, e as transicoes entre regimes periodicos de perfodos nao comensuraveis, que serao

analisadas no préximo item.
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Figura 4.6: Diagramas de iteracio do mapa 2.22 para periodo P = 3 com a = 0,45 e (a)
b=10,38; (b] b=0,34; (e] b=0,38.

Para a andlise da transi¢cdo entre regimes periédicos e cadticos vamos tomar novamente
como exemplo o comportamento do mapa unidimensional dissipativo ao longo de um seg-
mento de reta no plano de parametros a x b. Fixamos a intensidade da perturbagao periddica
em a = 0,57 e fazemos o diagrama de bifurcagéo, os expoentes de Lyapunov, e os periodos
das orbitas periddicas (fig.4.7). Vemos nestes diagramas que comegamos em um regime pe-
riédico para perturbagdes com b = 0,25 e, & medida que aumentamos b, ocorrem duplicagoes
de periodo até entrarmos no regime caético, permeado por janelas de trajetorias regulares;
finalmente saimos de novo do regime caético para o periédico por um processo de bifurcagoes

reversas.

Para um estudo mais detalhado da transicao entre regimes peridicos e cadticos am-
pliamos a parte da figura 4.7 correspondente ao primeiro conjunto de bifurcagoes (fig.4.8).
Podemos observar ai alguns detalhes do processo de bifurcagdo, que ¢ uma das rotas mais
comuns para o caos, conforme foi descoberto por Feigenbaum. Na verdade, tudo que preci-
samos para que este processo ocorra em um mapa unidimensional dissipativo, é que o mapa
de retorno deste apresente um tinico ponto de maximo local, como é o nosso caso. Temos
ainda que se o mapa de retorno tiver comportamento quadrédtico na vizinhanga deste ponto
de maximo (o que ocorre para o nosso mapa), as bifurcacoes do sistema sdo caracteriza-
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Figura 4.7: (a) Periodos das érbitas periédicas; (b) diagrama de bifurcacao; (¢) expoentes
de Lyapunov para o mapa unidimensional dissipativo 2.22 com a = 0, 57.

das por uma constante universal (para comportamento qudrtico, por exemplo, existe outra
constante). Esta constante é definida como:

; — fbp_
§Eklim Oy = hmM

= 4.669201... (4.1)
—+00 k—oo tipy1 — oy

onde definimos y; como o valor do pardmetro no diagrama de bifurcacdo no ponto da k-
¢sima bifurcacdo, e 6 é conhecida na literatura como constante de Feigenbaum. Na tabela
4.1 temos os valores de by, by — bi_1, e 0 para as primeiras bifurcagées do exemplo do grafico
4.8, e vemos que estas de fato vao se aproximando da constante universal esperada.

Outra forma de analisar a transigio entre os regimes periodico e caético é calcular uma
série de espectros ao longo da transi¢io, como também foi feito no caso da transi¢ao quase-
periddico-periddico no item anterior. Calculando os espectros para a bifurcacao da figura
4.8 (fig.4.9) observamos que para b = 0,325 (trajetéria periédica de perfodo 4) o espectro
¢ discreto, apresentando apenas o pico correspondente ao periodo em f = | o= 1P
Aumentando para b = 0, 327 passamos ao regime de periodo 8 no diagrama de bifurcagao e
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k by Ap =by —broy | 6= 2
1| 0,30115 - -

2 | 0,32035 0,01920 3, 4470
3 | 0,32592 0,00557 4,1880
4| 0,32725 0,00133 4,5392
510,327543 |  0,000293 4,7258
6| 0,327605 | 6,20 x 107° .

Tabela 4.1: Valores de b para sucessivas bifurcagdes com a = 0,57 ¢ a convergeéncia para a

constante de Feigenbaum.

no espectro surgem picos discretos menores nas frequéncias correspondentes f = (1/8;3/8)
fg49.b). Aumentando mais um pouco o pardmetro b para b = 0,329 ja entramos em
uma regido cadtica no diagrama de bifurcagdo, mas as regides percorridas de forma cadtica
pela trajetdria ainda se encontram divididas em faixas bem definidas que sdo visitadas de
forma periédica. Consequentemente, 0 espectro (fig.4.9.c) apresenta um fundo continuo,
correspondente ao caos, e alguns picos discretos fortemente acentuados, correspondentes &
visitacdo periddica das faixas.

Passando agora para b = 0,331, vemos no diagrama de bifurcagao que a regiao caotica
est4 dividida em apenas duas faixas, e portanto o pico de perfodo 4 desaparece do espectro,
conforme vemos na figura 4.9.d, se bem que a regiao em torno de f = 1/4 ainda apresenta
um espectro continuo mais intenso. Entrando ainda mais na regiao cadtica (fig.4.9.e-f) as
altimas faixas se juntam e temos espectros continuos sem picos definidos, onde as regioes
de maior intensidade espectral vao variando ao longo do eixo de frequéncias, conforme os
periodos das janelas periédicas mais proximas. ¥

Assim sendo, vemos que a transi¢ao do regime periédico para o cadtico se da por duas
stapas: primeiro temos uma série de duplicagoes de periodos, que ocorrem a intervalos
de parametro cada vez menores, levando a um niimero cada vez maior de picos discretos
distribuidos ao longo do eixo de frequéncias do espectro de Fourier. A um certo ponto
ocorreram “infinitas” bifurcacoes e o espectro passa a apresentar fundo continuo. Este é o
ponto exato da fronteira entre regime periédico e cadtico e ele pode ser calculado de forma
bastante precisa com a ajuda da constante de Feigenbaum. Mas neste ponto o caos estd
ainda confinado em infinitas faixas de largura infinitesimal e portanto os picos discretos
ainda dominam o espectro. A medida que entramos na regido cadtica estas faixas se fundem
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Figura 4.8: Ampliacao dos graficos da figura 4.7.

duas a duas num processo denominado de “crises” na literatura (os pontos de fusao de
faixas sao os pontos de “crise”). Assim temos cada vez menos faixas cadticas cada vez mais
largas e os picos discretos acentuados no espectro vao diminuindo em nimero e intensidade.
Finalmente, ap6s a ultima crise temos uma larga banda caética e o espectro é totalmente .
continuo, sem picos discretos predominantes.

Fazendo o diagrama de bifurca¢ao no espago de frequéncias correspondente a esta tran-
sicao (fig.4.10), podemos observar de forma mais detalhada o surgimento e desaparecimento
dos picos discretos durante as bifurcagoes e crises, e também o surgimento e crescimento
do fundo continuo & medida que entramos na regiao cadtica. Podemos também observar
0s picos espectrais correspondentes as duas janelas maiores de regimes periédicos dentro da
regiao caotica: uma de periodo 6 em torno de b = 0,332, e uma de periodo 5 em torno de
b = 0,340. Vemos também que & medida em que aumentamos b a transi¢ao do caos para
estes regimes periddicos se da de forma abrupta, e nao através de um processo de bifurcagoes
reversas.

Para entendermos a diferenca entre estas duas formas de passagem do regime caético ao

periédico (ou vice-versa) vamos analisar o mapa de retorno do sistema em torno da regiao
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Figura 4.9: Espectros de Fourier para trajetérias com parametros fixos a = 0,57 e (a)
b=0.325; (b) b= 0,327; (c) b= 0,329; (d) b=0,331; (e) b=0,333; (f) b= 0,335.

em que passamos do regime caético ao regime periddico de periodo 5. Analisando os mapas
de retorno de f5(6) para vérios valores de b em torno da transigao caos-periodo 5 (fig. 4.11)
yemos que a curva fn45 X @, nao cruza a linha 6,5 = 6, dentro da regiao de regime caético,
mas vai se aproximando desta & medida em que aumentamos b. A partir do momento em
que ocorre o cruzamento surgem duas Orbitas periddicas de periodo 5 a estdvel e a instavel.
Aumentando mais ainda o pardmetro b estas duas 6rbitas se afastam e comega o processo de
wransicio para o regime ca6tico na outra borda da janela através do processo ja analisado

de sucessivas duplicagoes de periodo.

Vimos portanto, neste item, que as transicoes de regime perioédico-caos sao caracterizadas
por crescimento e decrescimento de picos espectrais de frequéncias fixas, ao contrario do
processo de deslocamento e sincronizagao de frequéncias que caracteriza a transicao entre os

regimes periddicos e quase-periddicos.
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Figura 4.10: Diagrama de bifurcagdo no espaco de frequéncias do mapa unidimensional

dissipativo para a = 0, 57.

4.3 A transicao entre regimes periédicos de periodos

incomensuraveis

Neste item passamos a analisar o iltimo tipo de transicio possivel no plano de parametros:
a trangigao entre dois regimes periddicos de perfodos incomensuraveis, ou seja perfodos P e
(¢ tais que P # n@, onde n é um nimero natural. Esta restrigao é imposta para eliminarmos
o caso do fenémeno da duplicagao de periodos j4 analisada no item anterior.

De fato, a regido do plano de parimetros onde temos regioes vizinhas de periodos in-
comensuraveis ¢ bastante restrita, ocorrendo apenas em uma estreita faixa acima do eixo
a = 1/2. Nesta regido as faixas periédicas de periodos incomensuréveis se “eruzam” como
pode ser visto na figura 4.12. E importante observarmos que esta é a tinica regiao do plano
de parametros onde o atrator final para o qual a trajetoria se dirige depende da posi¢ao ini-
cial do sistema, devido & existéncia de mais de um atrator estdvel para os mesmos valores de
parametros. Comparando as figuras 4.12.a e 4.12.b, que diferem apenas no valor do angulo
inicial do sistema, vemos que no segundo caso ¢ muito maior o nimero de trajetorias que se
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Figura 4.11: Mapas de retorno do mapa unidimensional dissipativo para a = 0,57

dirige aos atratores periddicos de perfiodo P = 3 x 2".

Para aﬁalisa_rmos a transicdo do sistema entre os regimes periddicos de periodos inco-
mensurdveis fazemos novamente um corte no plano de parametros, fixando a intensidade da
perturbacio em a = 0,520 e variando o perfodo no intervalo 0,397 < b < 0,398. Passamos
entdo a calcular os expoentes de Lyapunov, os nimeros de rotacao, e o diagrama de bifur-
cacio ao longo deste segmento de reta no plano de parametros (fig.4.13). O que obtemos
entdo na regiao de superposi¢ido das linguas periddicas é uma alternancia fractal entre os
dois regimes: o periédico de periodo 3 e a bifurcagdo 2 —4 — 8 — 16 — ... que leva ao caos,
observado para os valores de b mais elevados. Vemos que existem tanto regioes onde um s6
regime predomina em uma larga faixa do parametro b (para um angulo inicial fy constante),
como regides de grande alternancia entre os regimes. O que acontece é que em toda esta
regiao os dois atratores periddicos estdo sempre presentes, mas as suas bacias de atragao,
de carater fractal vao se deslocando & medida que variamos o parametro b. Na figura 4.14
podemos observar um exemplo tipico de uma destas bacias de atragao para um valor fixo do
parametro b, em funcdo do angulo inicial.

Para comprovarmos o carater fractal da fronteira entre os dois regimes periodicos em
funcao do angulo inicial calculamos a dimensio fractal desta através do algoritmo de con-

-
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Figura 4.12: Diagramas isoperiédicos do mapa unidimensional com (a) 6, = 0,0 e (b)
o = 3,0. Pontos brancos correspondem a regimes nao-periédicos, e pontos cinzas e pretos
a regimes periddicos. Quanto maior o periodo destes, mais escuro o ponto.

tagem de caixas (“box counting dimension”)[33, 30]. Esta dimensao é calculada utilizando
o seguinte algoritmo: nés cobrimos o espa¢o dentro do qual a nossa curva estd contida (no
nosso caso o segmento de reta dos angulos iniciais entre 0 e 27) com N cubos K-dimensionais
de aresta € (no nosso caso segmentos de reta de comprimento €) e contamos o niimero de
cubos R que contém um pedago da curva a ser analisada (no caso, os segmentos de reta onde
ocorre mudanga de atrator). A dimensao fractal é entdo definida como sendo:

(4.2)

Fazendo o calculo desta dimensao fractal para os valores de parametros correspondentes i
figura 4.14 e para varios valores de N(e) (fig.4.15) observamos que a convergéncia é rapida
e o valor obtido (Dg = 0, 73) aponta indubitavelmente o cariter fractal da fronteira entre as
bacias de atragao periddicas, no caso de periodos 3 e 8.

Para completarmos o estudo da fronteira entre as bacias de atracao de atratores coexis-
tentes fizemos ainda um grafico da evolugio da bacia de atracio do atrator de periodo 3 a
medida em que o parametro b é variado (fig.4.16). Vemos que apesar da intrincada natureza
complexa desta a parametros fixos ela apresenta deslocamentos continuos e suaves 4 medida
que o parametro de controle é variado. Ou seja, se considerarmos um angulo inicial fixo e
investigarmos o atrator ao qual o sistema se dirige, apés o transitorio, para uma pequena
faixa de variacio de um parametro, podemos obter que para uma grande faixa ele se dirige
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Figura 4.13: (a) Expoentes de Lyapunov; (b) niimeros de rotagao; (c) diagrama de bifurcacao
para a = 0, 520.

ao mesmo atrator (como observamos para uma grande regiao com 6y = 3, 0 na figura 4.12.b,
onde predomina o atrator de periodo 3), ou podemos observar um comportamento acentua-
damente fractal (como para fy = 0,0 na figura 4.12.a), dependendo de estarmos numa faixa
mais ou menos fractal das bacias de atracdo em funcao de 6.

Foi visto entdao neste item que a transicdo entre regimes periodicos de periodos nao-
comensuraveis ocorre apenas em uma regiao muito pequena do plano de parametros, que é
caracterizada pela existéncia de mais de uma atrator periddico estavel para cada conjunto
fixo de parametros. As transicoes ocorrem entao de forma abrupta e podem apresentar uma
estrutura fractal no plano de pardmetros, que é induzida pela distribuicao fractal das bacias
de atracao no espaco das condicoes iniciais.

4.4 A regiao em torno de a =1/2

Analisamos até aqui trés tipos possiveis de transi¢oes no plano dos parametros: a tran-
si¢ao regime periddico-caos, a transi¢ao regime periédico-quase-periodico, e a transi¢ao en-
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Figura 4.14: (a) Expoentes de Lyapunov e (b) Nimeros de rotagao em fungao do angulo
inicial 8, para a = 0,520 e b = 0, 3975.

tre regimes periédicos de perfodos ndo comensurdveis. Falta entao apenas nos perguntar-
mos: serd que existe no mapa unidimensional analisado uma transi¢io entre regimes quase-
periédicos e cabticos, sem a passagem por regimes periédicos intermediarios no plano dos
parametros? Como o comportamento quase-periédico é observado apenas para a <1 /2eo0
regime cadtico apenas para a > 1/2, o tnico lugar possivel de observarmos uma transigao
destas seria sobre o eixo a = 1/2 que, de qualquer forma, ¢ uma das regioes mais interessan-
tes do sistermna, pois é sobre ele que o mapa passa de inversivel para ndo inversivel. Passamos
entio, neste item, a analisar a regido do plano de parametros em torno de a = 1/2.

Calculando diagramas isoperiddicos cada vez mais ampliados em torno do eixo a = 1 12,
e mais especificamente em torno dos parametros b para os quais ocorrem trajetérias cadticas
ou quase-periédicas nesta regido (fig. 4.17), observamos trajetorias cadticas para valores de
a=1/2+¢€ (¢ >0) com e tdo pequeno quanto quisermos. O mesmo ocorre para trajetorias
quase-periédicas abaixo do eixo a = 1/2. Mais ainda, as regides quase-periddicas entre
as linguas de Arnold vdo estreitando & medida em que nos aproximamos de a = 1/2 e
acabam “convergindo” para alguns valores discretos de b, que sao precisamente aqueles onde
“nascem” as regides cadticas assim que cruzamos o eixo a = 1/2.

Para melhor investigarmos o que acontece neste eixo, calculamos diagramas de bifur-
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Figura 4.15: Convergéncia da dimensao fractal Dy da fronteira entre as bacias de atracao
para a = 0,520 ¢ b = 0,3975

cacio logo abaixo, sobre, e logo acima do eixo a = 1/2, para uma pequena faixa de valores
de b (fig.4.18), e observamos que apesar de ainda termos regides bastante significativas de
comportamento quase-periédico logo abaixo do eixo e de comportamento cadtico logo em
«ima do eixo, sobre o eixo o sistema é completamente periédico (no intervalo observado, de
periodo 8).

De fato o periodo das trajetdrias periddicas nao é constante ao longo de todo o eixo
2 = 1/2 e as transigbes ocorrem de forma abrupta justamente nos pontos onde se “acumu-
lam” as regioes quase-periédicas logo abaixo de a = 1/2. Os pontos onde ocorrem estas
transicoes podem ser obtidos numericamente com uma precisiao arbitraria, mas nao dispo-
mos de indicacoes sobre uma forma de determind-los de forma analitica. Assim sendo, nao
¢ possivel calcular as trajetorias exatamente sobre estes pontos. De qualquer forma, como
temos pontos dos mais diversos perfodos arbitrariamente préximos, o que supomos € que a

medida em que nos aproximamos do ponto um dos angulos se aproxima cada vez mais de
8. = 2m(1 — b) + arccos(—2a) (4.3)

que é o angulo critico para o qual o denominador de 2.22 se anula e portanto o atrator
¢ destruido apenas naquele exato ponto do plano de parametros, 0 que nos parece uma

explicacao plausivel para o tipo de mudanca abrupta observada.
De qualquer forma, observamos que nao existe em nenhum ponto do plano de parametros
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Figura 4.16: Bacia de atragao do atrator periodico de perfodo 3 (marcado por pontos pretos)
em fun¢ao do parametro b para a = 0, 52.

uma transi¢do do tipo quase-periédico-caético, apesar da estrutura complexa da distribuicao
de tipos de trajetorias nas proximidades do eixo a = 1/2.

4.5 Resumo das principais caracteristicas das transicoes

entre diferentes regimes dinadmicos

Neste capitulo analisamos as diversas transicoes observadas entre os diversos tipos de
trajetorias (periodicas, quase-periédicas, e caéticas) no plano de pardmetros a x b do mapa
unidimensional dissipativo 2.22. Vimos que existem trés tipos possiveis de transicao: entre
regimes periddicos e quase-periddicos, entre regimes periédicos e cadticos, e entre regimes
periodicos de periodos nao-comensuraveis.

As transicoes entre regimes periédicos e quase-periédicos ocorrem na regiao de baixas
intensidades de perturba¢ao (a < 1/2) do plano de pardmetros onde observamos as linguas
de Arnold, estrutura caracteristica de mapas do circulo, que sdo um limite do nosso mapa
para @ — 0. Vimos que, no espago das frequéncias, esta transi¢ao é caracterizada por
um deslocamento dos principais picos espectrais e as linguas de Arnold (correspondentes as
diversas regides de regimes periddicos) ocorrem quando estes picos chegam nas frequéncias
racionais correspondentes ao periodo da lingua. Observamos ainda que 0s nimeros de rotagao
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Figura 4.17: Detalhes do diagrama isoperiddico do mapa 2.22 com #y = 0 - pontos brancos
correspondem a Orbitas periddicas e pontos pretos correspondem a drbitas quase-periédicas
(a < 1/2) ou érbitas cadticas (a > 1/2).

formam uma estrutura conhecida como “escada do diabo” ao longo dos segmentos de reta
que cruzam as linguas de Arnold, e os expoentes de Lyapunov sobre as linguas ficam cada
vez mais negativos quanto mais longe estiver a regiao quase-periédica mais préxima.

J& as transicOes entre regimes periddicos e cadticos ocorrem na regiao do plano de
parametros correspondente a altas intensidades de perturbagio (e > 1/2). Este tipo de
transi¢ao se dd pela rota de Feigenbaum (duplicacao sucessiva de perfodos) comum a um
grande nimero de sistemas ndo-lineares. Vimos que a estrutura das bifurcagoes sucessivas
¢ de fato regida pela constante universal de Feigenbaum, o que ja era esperado, uma vez
que os mapas de retorno do mapa apresentam pontos de maximo quadréticos. No espaco de
frequéncias temos que durante este tipo de transi¢ao os picos principais niao se deslocam mas
surge um numero cada vez maior de picos discretos & medida que ocorrem as duplicacoes de
periodo, e depois estes picos decrescem até se confundirem com o fundo continuo & medida

que ocorrem as crises na borda da regiao de regime caético. Vimos também que em alguns
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Figura 4.18: Diagramas de bifurcacio do mapa 2.22 com 6y = 0 e (a) a = 0,49995, (b)
= 0,50000, e (c) a = 0, 50005.

casos a transicao entre regimes periddicos e cadticos ocorre de forma abrupta na borda das
janelas periédicas, sem passar pelo processo acima.

O 1ltimo tipo de transicao observado é a transicao entre regimes peridédicos de periodos
incomensurdveis, que ocorre em uma pequena regiao do plano de parametros imediatamente
acima do eixo a = 1/2. Esta regiao ¢ a unica do espago de parametros onde coexistem varios
atratores periddicos estaveis de periodo diverso para um mesmo conjunto de parametros
fixos, sendo que o atrator a ser percorrido pela trajetdria depende do angulo inicial. Vimos
que este tipo de transi¢ao ocorre de forma abrupta e apresenta uma estrutura fractal no plano
de parametros, que provém da estrutura fractal das bacias de atragao que sao deslocadas de

forma continua a medida que variamos os parametros.



Capitulo 5

Trajetorias Periddicas Instaveis e

Parametros Variando no Tempo

Na andlise das trajetdérias do mapa unidimensional dissipativo feita nos capitulos anterio-
res levamos em conta apenas as trajetorias estaveis, ou seja, aquelas trajetorias para as quais
o sistema se dirige naturalmente, apds o transitorio, para um certo conjunto de parametros fi-
xos (a, b). Mas em muitos casos coexistem, para o mesmo conjunto de parametros, trajetorias
peridédicas instdveis, que sao muito relevantes para uma andlise mais completa do sistema
(35, 20]. Neste capitulo introduzimos um método para determina-las e depois passamos a
estudar a influéncia destas sobre a dinamica do sistema.

Na segunda parte do capitulo passamos a usar as mesmas ferramentas ja utilizadas para
estudar as trajetérias do sistema a parametros fixos, para analisarmos o que acontece quando
estes parametros sao variados ao longo de uma mesma trajetoria. Estudamos basicamente
trés casos de interesse: parametros modulados de forma senoidal no tempo, parametros al-
ternando entre dois valores de forma regular no tempoy e parametros com pequenas variagoes
aleatdrias no tempo. Este ultimo caso é de grande importancia em sistemas experimentais,
onde muitas vezes temos um ruido nos parametros de controle.

5.1 Trajetorias periddicas instaveis e sua determinacao

Definimos como trajetdria peridédica de periodo P de um mapa unidimensional z,,,, =
f(z,) a trajetéria que, apOs o regime transitorio, obedece a relacao z,.p = x, para todo n
inteiro. De forma intuitiva, dizemos que a trajetoria é estavel se o sistema tende a voltar
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para ela apds sofrer pequenas perturbagoes e que ela é instavel se o sistema tende a se afastar
dela sob a influéncia das mesmas perturbagdes. Uma maneira mais rigorosa de definirmos a

trajetdria periodica de periodo P como estdvel é dizer que ela tem que obedecer a relagao:

H d$ﬂ+P
dz;,

Acontece porém que ao realizarmos simulagoes numéricas para obtermos trajetérias de um

<1 (5.1)

mapa unidimensional, jamais obtemos as érbitas periddicas instdveis, por duas razoes. Em
primeiro lugar, o conjunto das posicoes z, (ou, no nosso caso, angulos ,,) que se localiza sobre
uma trajetéria periddica instavel tem medida nula, ou seja, a probabilidade de comegarmos
exatamente sobre uma trajetéria periddica instédvel (condigdo necessdria para seguir sobre
ela) é nula. Em segundo lugar, mesmo se, por um remoto acaso, escolhessemos uma destas
posigoes como sendo a inicial, a trajetéria logo seria afastada da trajetéria periddica instavel
devido aos erros de arredondamento numérico cometidos na iteracao do sistema, e que atuam

como as pequenas perturbacoes para desviar a trajetoria.
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Figura 5.1: Curvas de iteragdo do mapa unidimensional dissipativo 2.22 para a = 0, 570,
b=0,343 e (a) 1 iteragdo; (b) 2 iteragoes; (c) 7 iteragoes.
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Mesmo assim, estas trajetorias, que a principio parecem “invisiveis” aos nossos olhos de
simulador numérico, sdo de fundamental importancia em muitos casos, como o controle de
caos por pequenas perturbacdes (28], a sincronizagao de circuitos cadticos, o cdleulo do limite
semiclassico para sistemas quanticos com potenciais nao-lineares, e a analise da bifurcagao
para bacias de atragao “embaralhadas” (riddled basins of attraction) [20]. De fato, uma
trajetoria cadtica pode ser vista como uma trajetéria oscilando entre as bacias de atracio
de infinitas 6rbitas periédicas instdveis, conforme observaremos mais adiante.

200 : e
(a)

150 |
100

50 t

Figura 5.2: (a) Nimero de drbitas periddicas instdveis (Np) em fungio do periodo e (b)
PNp em fungao do periodo para a = 0,570 e b = 0, 343.

Observando algumas curvas de iteragdo' para o nosso mapa unidimensional dissipativo
(fig. 5.1), vemos que estas tornam-se mais complexas & medida que aumentamos o niimero de
iteragoes, mas jamais deixam de ser continuas. Acontece porém que, se existir uma trajetoria
periodica instdvel de periodo P, entdo a P-ésima curva de iteragao tem que cortar a reta
Op = By, por definigao, e portanto o problema de determinar todos os angulos pertencentes
a trajetérias periddicas instaveis de periodo P se reduz a determinarmos os zeros de uma

' Definimos como n-ésima curva de iteragiio a curva que nos dé o angulo obtido apéds n iteracoes do mapa
em fungdo do angulo inicial em [0, 2m).
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funcdo continua e limitada, g(#) = f7(#) — 6 , o que pode ser feito utilizando métodos
numéricos, como o da bisecgao ou o método de Newton.

Para fazermos uma contagem do nimero de orbitas periédicas instaveis de periodo P para
um conjunto fixo de parametros (a,b) basta entao contarmos o niimero de zeros da funcao
descrita acima, subtrairmos o nimero de zeros das fun¢oes dos periodos sub-multiplos (pois
as trajetorias de periodo 1,2, e 3, também sao de periodo 6, por exemplo, mas nao estamos
interessados em contd-las novameflte), e dividir o resultado por P.
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Figura 5.3: Expoentes de Lyapunov médios das érbitas peridédicas instaveis em fungao do
periodo para a = 0,570 e b = 0, 343.

Na figura 5.2.a podemos ver o niimero de 6rbitas periédicas instaveis em funcao do periodo
para um conjunto de parametros (a,b) correspondentes a uma érbita cadtica. Observamos
que este numero, a principio bastante baixo, logo comega a crescer de forma consideravel,
formando uma curva que se assemelha a uma exponencial. De fato, estima-se teoricamente
que esta curva, para valores elevados de P deve se aproximar assintoticamente da funcao:

e’

Np = ﬂﬁ_ (5.2)

onde v é um parametro positivo a ser ajustado que varia de caso a caso. De fato, fazendo um
gréafico da curva P Np x P para o mesmo exemplo (fig. 5.2.b) em escala mono-logaritmica, ob-
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servamos que ela tende realmente a uma curva exponencial para valores de P suficientemente
elevados, que permitam uma boa estatistica.
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Figura 5.4: Histograma dos expoentes de Lyapunov das érbitas periédicas instéveis com
periodo P < 20 para a = 0,570 e b = 0, 343.

Outra propriedade importante destas 6rbitas periédicas instiveis a ser investigada € a
dependéncia da sua instabilidade com o perfodo, ou seja, serd que as 6rbitas de perfodo alto
tendem a ser mais ou menos instaveis que as de periodo baixo? Ou sera que a instabilidade
independe do periodo? Este tipo de andlise é bastante relevante, pois para muitas aplicagoes,
como por exemplo o controle de caos por estabilizagdo de érbitas periédicas instéveis, é
preferivel escolhermos érbitas as menos instdveis possivels Uma medida da instabilidade de
uma drbita é o seu expoente de Lyapunov. Quanto mais alto este for, mais instivel serd a
orbita. Fazendo um gréfico do expoente de Lyapunov médio das érbitas versus o seu periodo
(fig. 5.3) observamos que para perfodos elevados o suficiente para termos uma estatistica
significativa, o expoente de Lyapunov é aproximadamente constante, ou seja, a instabilidade
independe do periodo, o que justifica a utilizagdo de 6rbitas de baixo perfodo para o controle
de caos, conforme é feito usualmente. Mais do que uma constancia na média dos expoentes,
temos ainda que o desvio dos expoentes de uma 6rbita isolada tem um desvio pequeno da
média, conforme podemos observar no histograma da distribuicio de expoentes de Lyapunov
(fig. 5.4) onde todos os expoentes formam um aglomerado razoavelmente bem definido em
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Figura 5.5: O periodo das 6rbitas optimais para a fungao Fé” (@) para o mapa unidimensional

dissipativo com a = 0,52 e b = 0, 30.

torno do valor médio. De fato este valor médio é bastante préximo ao expoente de Lyapunov
da trajetéria cadtica (A = 0,34), o que é razodvel uma vez que a érbita cadtica consiste na
oscilagao do sistema entre as diversas Grbitas periddicas instaveis.

5.2 Trajetérias optimais

Um dos topicos mais relevantes do estudo da dinamica nao-linear é a determinagao das
érbitas optimais de um sistema. Uma orbita é definida como optimal se ela pertencer ao
conjunto invariante do sistema e for tal que a média de uma fungao suave e dependente apenas
das varidveis de estado (como, por exemplo, a energia) for maxima sobre ela. Maximizar
fungoes como energia ou desempenho de um sistema dinamico ¢ de grande importancia em
uma série de aplicagoes.

Estudos recentes mostraram que as oOrbitas periddicas instdveis de baixo periodo sao
excelentes candidatos a drbitas optimais em muitos casos. Por enquanto ha apenas estudos
numéricos corroborando esta afirmacéo, nao foram realizadas ainda demonstragoes mais
formais.

Para estudar as d6rbitas optimais do nosso mapa unidimensional dissipativo, utilizamos
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primeiro a fungao teste a um pardmetro (4) dada por:

F(8) = cos(6 — 276) (5.3)

para ser maximizada. Esta funcao foi escolhida como um protétipo de funcio periddica e
limitada. Calculando a média desta fungio (< Fél) >) sobre todas as érbitas periédicas
instaveis com periodo P < 32 | variando o parametro da fungdo (6) no intervalo de 0 a
1, e determinando o periodo para qual cada uma destas médias é maximizada (fig. 5.5),
observamos que, para a maior parte dos pardmetros, o perfodo da 6rbita optimal é bastante
baixo. No exemplo que mostramos os periodos mais frequentes sao P = 1, 3, 5.

E importante ressaltarmos que a curva deste grafico é formada por um nimero reduzido
de degraus, ou seja, a optimalidade de uma determinada érbita periddica instavel é pouco
afetada por pequenas variagoes na fungao teste a ser otimizada. Nao ha comportamento
fractal ou outras estruturas mais complexas. Isto mostra que muitas vezes uma tinica 6rbita
pode ser utilizada para otimizar um sistema dindmico em um grande intervalo de operacao.
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Figura 5.6: Médias da funcao FJ( ) sobre as trajetorias periodicas instaveis de periodo 1 e 5 em
torno da mudanca da drbita optimal, que ocorre em § & 0, 56, para o mapa unidimensional
dissipativo com a = 0,52 e b = 0, 30.

Observando ainda os valores médios da fungao a ser otimizada em torno de uma mudanca
de trajetoria optimal, por exemplo a passagem de uma érbita de periodo 1 para uma de
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periodo 5 (fig. 5.6), vemos que as médias para cada trajetéria variam lentamente com o
parametro. Disto podemos concluir que mesmo numa regido proxima a regiao em que ela é
optimal, uma trajetéria ainda chega muito perto de otimizar o sistema, e portanto nao ha

necessidade de se preocupar com o carater abrupto das transi¢oes de um periodo para outro.
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Figura 5.7: O periodo das érbitas optimais para a fungio Fﬁ(z) (#) para o mapa unidimensional
dissipativo com a = 0,52 e b = 0, 30.

Fazendo o calculo do periodo das érbitas optimais para uma outra funcédo teste, dada

por:

F* = cos(6 — 276) + sin(30 — 676) (5.4)

e utilizando os mesmos parametros do caso anterior (fig. 5.7), obtemos um dos poucos casos
em que pudemos observar o fato de uma érbita de periodo mais elevado (no caso, P = 29) ser
optimal para um conjunto significativo de pardmetros. Mesmo assim, tirando este periodo
particular, ainda predominam 6rbitas optimais de periodos baixos.

Os resultados apresentados nesta segio mostram que o controle de érbitas cadticas através
de pequenas perturbagdes, que mantém o sistema sobre uma trajetoria periddica instavel
de baixo perfodo, tem ainda a vantagem adicional de que as grandezas macroscopicas do
sistema, que dependem unicamente de seu estado dinamico, sio muitas vezes otimizadas de
forma automética.
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5.3 O comportamento das trajetérias periédicas instaveis

na transicao entre regimes periddicos e cadticos

Analisamos até aqui as propriedades das érbitas periddicas instaveis para um conjunto
de pardmetros fixos. Surge agora a questdo: como é que estas 6rbitas surgem no plano de
parametros? Ou seja, o que caracteriza a fronteira, no plano de parametros, entre uma regiao
que apresenta uma certa orbita instdvel de perfodo P e uma outra regido que nao apresenta
a mesma Orbita?

Sabemos que ao longo de uma transi¢do ordem-caos caracterizada por uma bifurcacao
do tipo 1 =2 -4 —8—16 — 32 — ..., por exemplo, a cada duplicacio de periodo a 6rbita de
periodo menor torna-se instdvel. Isto explica o surgimento de érbitas instdveis com periodos
2", neste exemplo. Mas como surgem as 6rbitas de outros perfodos?

Para investigar esta questdo utilizamos um exemplo numérico de uma transicao entre
regime periddico e cadtico, fixando a = 0,57 e tomando o intervalo 0,30 < b < 0, 35.
Plotamos entdo o diagrama de bifurcacio e os expoentes de Lyapunov para as trajetérias
estaveis e as instdveis de perfodo 2 e 5, respectivamente (fig.5.8). Podemos observar que no
caso do periodo P = 2, de fato a érbita instavel nada mais é do que um prolongamento da
6rbita estdvel que é destruida na bifurcagio 2 — 4. De fato, o expoente de Lyapunov desta
orbita torna-se positivo apds a bifurcacio, conforme esperado para uma Orbita que se torna
instavel.

J& para a orbita de periodo P = 5, temos que esta apenas surge quando o sistema
jd se encontra na regido de regime caético do plano de pardmetros. De fato, ela aparece
primeiro como uma érbita estavel que d4 origem a uma transicio abrupta do regime caético
para uma janela periédica de periodo P = 5. Em seguida ocorre uma bifurcacio do tipo
5— 10 — 20 — 40 — ..., e a 6rbita de periodo 5 torma-se instivel na bifurcagao 5 — 10.
Analisamos muitos outros exemplos numéricos e verificamos que todas as outras drbitas
periodicas instdveis dentro da regido cadtica surgem pelo mesmo processo descrito acima.
Isto mostra que a existéncia de uma érbita periédica instavel de periodo P em um certo ponto
de regime caético no plano de parametros implica na existéncia de uma janela periédica de
periodo P/2" entre este ponto e qualquer regiio periédica externa i regiao cadtica e que
nao seja de periodo P/2". Esta propriedade é de grande importancia para a localizacao de
Janelas periédicas no plano de parametros, especialmente no caso de periodos mais elevados
que ocorrem muitas vezes em janelas extremamente estreitas e portanto de dificil localizacgao

por métodos convencionais.
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Figura 5.8: (a) Diagrama de bifurcacao dos atratores estaveis, (b) expoentes de Lyapunov dos
atratores estveis, (c) diagrama de bifurcagdo das 6rbitas de periodo 2, (d) e seus expoentes
de Lyapunov, (e) diagrama de bifurcacao das érbitas de periodo 5, (f) e seus expoentes de

Lyapunov para a = 0, 57.

5.4 Perturbagoes com intensidade alternando entre dois

valores de forma regular no tempo

Passamos agora, nesta segunda parte deste capitulo, a estudar alguns casos do mapa
unidimensional dissipativo 2.22 com parametros variando no tempo. Neste item vamos con-
siderar o mapa unidimensional dissipativo 2.22 com a intensidade de perturbagao a variando
entre dois valores fixos no tempo. Consideramos que para iteraces impares a intensidade de
perturbacao ¢ dada por a; e para iteracoes pares a intensidade é dada por ay. Concentramos
este estudo na regidao @ > 1/2 onde o mapa original apresenta regioes de comportamento
cadtico.
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Figura 5.9: Expoentes de Lyapunov no plano de parametros a, x ay para (a) b = 0,33 e (b)
b= 0,37. Todas as trajetérias foram calculadas a partir da posic¢éo inicial §; = 0.

Calculamos alguns planos de pardmetros a; x a, para valores fixos do periodo de per-
turbagdo b utilizando expoentes de Lyapunov (fig.5.9). E interessante observarmos que o0s
planos de parametros apresentam uma assimetria em torno do eixo a; = ay, ou seja, o atra-
tor para o qual o sistema se dirige depende de qual perturbacio é aplicada primeiro. Isto
mostra que existe uma dependéncia da posicao inicial do sistema. Temos aqui a coexisténcia
de atratores cadticos e atratores periédicos estdveis para os mesmos valores de parametros

que o mapa unidimensional original nao apresentava.

Fazemos entao cortes no segundo plano de parametros para valores fixos de as e calcu-
lamos os expoentes de Lyapunov e os diagramas de bifurcagao (fig.5.10) para uma anélise
mais detalhada. Em ambos os casos observamos bifurcagoes reversas andlogas as observadas
para 0 mapa original. Mas também observamos uma transi¢do abrupta do periodo 4 para o
caos, e linhas correspondentes a atratores periddicos se cruzando, o que nao era observado

antes.

Um fato bastante interessante deste tipo de mapeamento, é que os atratores do novo
mapa com parametros (a;, as, b), ndo estao necessariamente ligados aos atratores dos siste-
mas originais com parametros (a;, b) e (az, b). Temos que dois conjuntos correspondentes
originalmente ambos a atratores cadticos podem resultar em atrator peridédico, ou vice-versa.
k> quando os valores de a; e ap estdo muito préximos, temos muitas vezes a superposicao dos

dois atratores originais, entre os quais o sistema fica oscilando a cada iteracao.
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2,0
1,0 ¢
8* 0,0 ¢
-1,0 ¢

0,50 0,55 0,60 0,65

Figura 5.10: Diagramas de bifurcacio fixando b = 0,37 e (a) a2 = 0,55 ¢ (b) ay = 0,57, e
0s respectivos expoentes de Lyapunov ((b) e (d)). Todas as trajetérias foram calculadas a
partir da posigao inicial 6y = 0.

5.5 Pequenas oscilagoes irregulares dos parametros no

tempo

Analisamos até aqui os diversos aspectos da dindmica do mapa unidimensional 2.22.
sempre supondo que os parametros a e b fossem grandezas perfeitamente bem determinadas.
Mas em sistemas experimentais os parametros de controle em geral apresentam pequenas
flutuagoes aleatérias. Passamos entdo a analisar agora o comportamento do sistema estudado
quando ocorrem pequenas flutuacées randomicas na intensidade da perturbagao. Neste caso,
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Figura 5.11: Expoentes de Lyapunov no plano dos pardmetros com pequenas variacoes
aleatérias na intensidade de perturba¢do com amplitude maxima (a) Aa = 0, (b) Aa =
0,0005, (¢) Aa = 0,0050 e (d) Aa = 0,0250.

0 mapa 2.22 pode ser reescrito como:

sin(f, + 2mb)
cos(b, + 2md) + 2(a + AaRy)

tan(fp41) = (5.5)
onde R, é um numero real no intervalo [—1, 1] escolhido randomicamente a cada iteragao
n e Aa ¢ a intensidade maxima da flutuagao (para Aa = 0 o mapa 5.5 se reduz ao mapa
original 2.22).

Para fazermos a analise dinimica das trajetdrias no plano dos pardmetros, a ferramenta
mais adequada para distinguirmos entre trajetorias cadticas e regimes ordenados é o expoente

de Lyapunov, uma vez que no regime ordenado o sistema nao apresenta mais trajetérias
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Figura 5.12: Expoentes de Lyapunov do mapa unidimensional dissipativo para a = 0,525 e
(a) Aa =0, (b) Aa = 0,0005, (c) Aa = 0,0050 e (d) Aa = 0,0250.

exatamente periédicas, mas trajetérias oscilando entre atratores periddicos extremamente
proximos. Observando a distribui¢ao dos expoentes de Lyapunov no plano de pardmetros
om torno da regiio cadtica para vdrios valores de Aa (fig.5.11), parece-nos a primeira vista
que o efeito das flutuagoes consiste em “borrar” as estruturas no plano de parametros.

De fato, & medida que para Aa = 0 ainda temos as regioes cadticas percorridas por
um nimero muito grande de ilhas periédicas (fig.5.11.a), quando passamos a flutuagdes de
amplitude Aa = 5 x 107" (figh.11.b), uma boa parte das ilhas mais finas ji sao destruidas.
A medida em que aumentamos ainda mais a intensidade (fig.5.11.c) praticamente todas as
ilhas peridédicas sao destruidas e as bordas entre as regides cadticas e regulares se tornam
extremamente difusas (fig.5.11.d). Mesmo assim, durante todo este processo as grandes
regices de ordem e caos sdo mantidas fixas no plano de parametros, e a propor¢ao entre
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Figura 5.13: Expoentes de Lyapunov do mapa unidimensional dissipativo para a = 0, 525, e
(a) b=0,30e (b) b=0,35.

pontos regulares e caéticos nao é afetada de maneira significativa.

Para entendermos o processo acima de forma mais detalhada, passamos a analise de
alguns cortes nos planos de pardmetros da figura 5.11, fixando a intensidade média da per-
turbacao em a = 0, 525 e calculando expoentes de Lyapunov para varios valores de Aa sobre
o intervalo 0,25 < b < 0,45 (fig.5.12). Observamos neste caso que , a medida em que aumen-
tamos o valor de Aa, os detalhes da curva vao sendo progressivamente eliminados, levando
a uma curva cada vez mais suave. De fato, verificamos que o expoente de Lyapunov em um
ponto a com incerteza Aa corresponde aproximadamente a uma média de todos os expoentes
de Lyapunov no intervalo [ — Aa,a + Aal. Isto se deve ao fato do sistema em questio ser
fortemente dissipativo e portanto o sistema tende praticamente de forma imediata ao atrator
correspondente ao valor de a’' = a + AaR, a cada iteracao do mapa.

Isto pode ser observado de forma mais detalhada se calcularmos os expoentes de Lyapunov
para parametros fixos (a, b) em fungio do valor de Aa (fig.5.13). No primeiro caso (a = 0, 525;
b = 0, 30) temos uma 6rbita periddica com expoente de Lyapunov muito fracamente negativo
proxima a uma regiao cadtica. Por isso, o expoente de Lyapunov aumenta e se torna positivo
a medida em que aumentamos Aa a ponto de incluirmos a regiao cadtica. Ja para valores
muito grandes de Aa incluimos uma regiao de expoentes de Lyapunov fortemente negativos,
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e A diminui de novo até se tornar negativo. Ja no segundo exemplo (a = 0,525; b = 0, 35)
temos uma orbita periddica de expoente de Lyapunov bem mais negativo, mas rodeada
por regioes cadticas de ambos os lados. Por isto mesmo o expoente de Lyapunov tende a
aumentar cada vez mais a medida que aumentamos Aa e englobamos faixas cada vez maiores
de regime caédtico.

Verificamos, enfim, que eventuais oscilagoes aleatdrias nos parametros de controle nao
destroem as caracteristicas fundamentais do sistema. Elas apenas impossibilitam observar-
mos estruturas cuja dimensao 1o plano de parametros seja menor do que A, onde A é a
ordem de grandeza das flutuagoes nos parametros de controle.

5.6 Oscilagcoes harmonicas da intensidade de pertur-
bagao no tempo

Neste item analisamos mais um caso relevante de parametros varidveis no tempo para o
mapa unidimensional dissipativo, que consiste em modular a amplitude de perturbacao do
mapa unidimensional dissipativo de forma harménica no tempo. O mapa unidimensional
2.22 passa entao a ser descrito por:

sin(6, + 2mb)
cos(0y, + 2mb) + 2a cos(wt/b)

tan(@,41) = (5.6)

onde introduzimos um terceiro parametro w que representa a frequéncia com a qual a intensi-

dade de perturbagcao é modulada no tempo. Este novo mapa unidimensional dissipativo a trés

parametros apresenta agora uma dependéncia temporal explicita, o que dificulta o célculo

de expoentes de Liyapunov, entre outras coisas. Eliminamos entdo a dependéncia temporal
explicita representando a evolugao do sistema 5.6 pelo mapa bidimensional equivalente:

sin(@, + 2mb)

tan(@ = 5.7

(ns1) cos(fy, + 27b) + 2a cos ¥, (Bl

\I’nn} il - q’n + 271'(.1.)' (5-8)

onde foi introduzida uma segunda variavel angular ¥ diretamente proporcional ao tempo,
mas que pode ser modulada no intervalo (—m, 7] uma vez que ela s6 entra no cosseno da
primeira equagao.

E importante notarmos aqui que no mapa 5.8 a varigvel ¥,y nao depende de 6, (ou seja,
%ﬁl = ()), e portanto o Jacobiano do sistema (J = _('%?0:,_1'_'%_')) ¢ triangular. Isto facilita o
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Figura 5.14: Trajetérias do mapa bidimensional dissipativo a trés pardmetros para (a) a =
0,48,6=10,25, e w = 0, 155; (b) @ = 0,20, b= 0,25, e w = 0,15915; (c) a = 0,52, b = 0, 23,
ew=0,127323; (d) a = 0,513, b = 0,25, e w=10,127323.

calculo dos expoentes de Lyapunov, que para um mapa bidimensional sio definidos como:

oo il 44 k
A; = f\!l—I}]oo ¥ In Haj-(gj.] )| (5.9)
com j = 1,2, Nesta definicio, aj € o j-ésimo autovalor da matriz produtéria dos jacobianos

J*, onde J* ¢ dado por:
O(Oks1, Vi)
(O, Uy,)

g (5.10)

Como para o mapa 5.8 os Jacobianos J* sao triangulares, e consequentemente a sua pro-
dutdria é triangular também, os expoentes de Lyapunov associados a cada uma das varidveis
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0 e ¥ podem ser calculados separadamente como se cada equagao fosse um mapa unidimen-
sional. Para a varidvel ¥ em particular, este cdlculo pode ser feito analiticamente. Temos

que:

1 aww

Ay = lim ——Zl

AN | = lim —Zln 1] =0 (5.11)

Isto nos leva a trés possibilidades distintas: (i) para A\; > 0 a trajetéria do sistema é
caotica e forma um atrator estranho que ocupa parte do plano 6 x ¥ (fig.5.14.a); (i) para
A1 = 0 temos trajetdrias qua.se—;;eriédicas de trés frequéncias que percorrem todo o plano de
fase sem jamais voltarem exatamente ao ponto inicial (fig.5.14.b); (i4i) para A; < 0 temos
trajetorias quase-periddicas de duas frequéncias, também denominadas ciclos-limite, cujos
atratores formam uma curva continua e fechada no plano de fase (fig.5.14.c), ou podemos
ter atratores estranhos nao-caéticos (fig.5.14.d)[36, 37).

3,0 =
2,0
— e —— - -
D,(N)
== — - T R M
1,0 ¢ ]
0.0 — ST 2
0 200 400 N 600 800 1000

Figura 5.15: Convergéncia de D, para o atrator estranho da figura 5.14.d (linha cheia,
circulos) e para o ciclo-limite da figura 5.14.c (linha tracejada, losangos). Foram utilizadas
trajetorias com k = 5 x 107 iteracdes nos calculos.

Para diferenciarmos entre atratores estranhos nao cadticos e ciclos-limite (ambos com
A1 < 0), calculamos a dimenséo fractal ( “boz counting dimension”), conforme definida em
4.2. Temos que para trajetérias do tipo ciclo-limite Do(€) — 1 & medida em que € tende
a zero, enquanto que atratores estranhos nao-cadticos apresentam uma dimensio fractal
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(1 < Dy < 2), que em geral é nitidamente maior que 1. Na figura 5.15 podemos ver
a convergéncia de Dy para o ciclo-limite da figura 5.14.c e o atrator estranho da figura
5.14.d, respectivamente. Vemos claramente que no caso do ciclo-limite Dy — 1, ainda que
a convergéncia seja lenta, enquanto que para o atrator estranho nao-caético a convergéncia
¢ muito boa e temos Dy & 1,8, ou seja, o valor obtido é distintamente maior que 1. Isto
mostra que Dy pode de fato ser utilizado para distinguir entre estes dois tipos de atratores.

100

0,00

0.00 0,25 0,50 0,00 0.25 0,50

(] R

Figura 5.16: Expoentes de Lyapunov A; nos planos de parametros para o mapa bidimensional
dissipativo fixando (a) b = 0,1225 e (b) b = 0,20. Os pontos mais escuros correspondem a

expoentes de Lyapunov maiores.

Como este é um sistema a trés parametros (a, b, e w), nao é possivel representa-lo de
forma completa em apenas um plano de parametros, mas podemos obter uma série de planos
de parametros realizando cortes no espaco mantendo um parametro fixo. Nos exemplos aqui
apresentados decidimos fixar o valor de b. Variamos a no inservalo 0 < a < 1, como no caso
unidimensional, e w no intervalo 0 < w < 1, uma vez que verificamos que o sistema apresenta
comportamento dindmico similar para (a,b,w) e (a,b,1 —w). A estrutura complexa destes
planos de parametros pode ser observada na figura 5.16. Observamos que para baixas inten-
sidades de perturbacdo (¢ < 1) o sistema apresenta praticamente sempre A; = 0, ou seja,
temos trajetorias quase-periddicas de 3 frequéncias. Ja para altas intensidades de pertur-
bagao (a = 1) o sistema sempre apresenta \; > 1, ou seja existem apenas trajetérias cadticas
(de fato existem também valores de parametros nesta regiao correspondentes a trajetérias
periddicas, mas eles ocupam um conjunto de medida nula). J4 na regido intermedidria (em

torno de a = 1/2) temos todos os tipos de comportamento dindmico distribuido nos planos
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Figura 5.17: Diagrama de bifurcacio no espago de frequéncias e expoentes de Lyapunov para
o mapa bidimensional dissipativo com a = 0,513 e b = 0.25.

de parametros de forma bastante complexa.

Fazendo agora um corte no plano de parametros para o mapa bidimensional dissipativo
5.8, fixando os parimetros ¢ e b e variando apenas w, e calculando A, e o diagrama de
bifurcagao no espago de frequéncias ao longo deste corte (fig. 5.17), observamos duas regioes
distintas ao longo deste corte: na regiao de w menor a maioria dos espectros apresenta fundo
continuo e temos dois tipos de comportamento predominante: caos (nas regices com A; > 0)
¢ atratores estranhos nao-cadticos (nas regiGes de ), negativo). Ja para valores maiores
de w temos apenas alguns picos discretos bem-definidos se destacando nos espectros cujas
frequéncias variam de forma linear com w e nesta regiao temos ciclos-limite com A\, < 0,
conforme era de se esperar.

Observamos ainda que a variagio de A, é bastante irregular na regiao dos atratores
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estranhos nao-cadticos, ao contrario da variacao praticamente linear (pelo menos localmente)
na regido dos ciclos-limite. Esta ¢ uma outra forma de distinguir entre regides com estes
dois tipos de comportamento que tém ambos A1 < 0. Finalmente, ressaltamos ainda o fato
de que os pontos com w mais racional apresentam uma variagao local abrupta de regime
dindmico, como pode ser observado na figura para w = 1/6. Observamos ainda que para
todos os tipos de regime observados existem picos espectrais discretos bastante acentuados
e que tendem a variar de forma bastante linear com o parimetro w (Af x Aw).



Capitulo 6
Limitadores ergodicos magnéticos

Neste capitulo inicia-se a segunda parte da tese, que consiste em desenvolver um modelo
para descrever a evolu¢do das linhas de campo magnético no vaso de um tokamak, sob a
influéncia das correntes elétricas externas de um dispositivo denominado limitador ergodico,
e analisar as trajetérias deste modelo utilizando os algoritmos apresentados na, primeira parte
da tese.

Apresentamos neste capitulo uma descricdo do limitador ergddico e analisamos os modelos
Ja existentes para descrevé-lo e as suas vantagens e desvantagens. Primeiro, descrevemos o
modelo proposto por Martin e Taylor, e depois o modelo introduzido por Viana e Caldas.
Em seguida mostramos porque estes modelos nio sao apropriados para o tipo de estudo que

pretendemos fazer.

6.1 O campo magnético de equilibrio

Em um tokamak, o plasma é confinado em um vaso toroidal que é caracterizado por
seu raio maior Ky e seu raio menor b (fig. 6.1). Costuma-se definir a razio de aspecto
do tokamak como sendo € = Ry/b. Para tokamaks de grande razio de aspecto (e > 1) é
comum desprezar os efeitos toroidais, pelo menos em uma primeira aproximagao, e adotar
uma geometria cilindrica, de periodicidade 27 R, (fig. 6.2).

Consideremos agora uma coluna de plasma em equilibrio magnetohidrodinamico estatico
dentro do vaso deste tokamak, sendo que no nosso modelamento trabalhamos com colunas de

seqao circular de raio a. Para os modelos a seguir, consideramos que esta coluna de plasma
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é confinada por um campo magnético de equilibrio do tipo:

B = By(r)és + Boéy (6.1)

onde B é o campo toroidal de equilibrio gerado por bobinas externas ao vaso. Na aproxi-
magao cilindrica este campo é uniforme e paralelo ao eixo geométrico do vaso. By(r) é o
campo poloidal, gerado pela corrente de plasma f,. Existem vérios modelamentos teéricos
para o perfil deste campo poloidal, sendo que para os célculos a serem apresentados aqui va-
mos utilizar o modelo parabélico generalizado, que é descrito por uma densidade de corrente

de plasma, dada por:
T

Jo)=do [1= (5] @(a- e,

onde ©(z) ¢ a fungdo escada de Heavyside, e jy e v sdo parametros positivos ajustaveis para

(6.2)

a descrigao de descargas tipicas no tokamak.

¢ixo maior

€iXo menor

Figura 6.1: Coordenadas utilizadas na descrigao das linhas de campo magnético.
Utilizando a lei de Ampere, o perfil de densidade de corrente 6.2 leva ao perfil de campo
magnético poloidal:

By(r) = a5iin)

[1 - (g)zr“ Bl r)] (6.3)

onde By(a) é a intensidade de campo poloidal na borda da coluna de plasma.
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Figura 6.3: Perfis radiais do campo magnético poloidal 6.3 e do fator de seguranca 6.7 para
um tokamak de grande razio de aspecto com os pardmetros do TBR-1. Adotamos aqui a
coordenada radial y, definida como sendo y=b—r.

A relacao % estd diretamente ligada & definicdo do fator de seguranca, que consiste em
uma integragao desta quantidade ao longo de uma volta no tokamak e representa a evolugao
média da linha de campo na direcdo poloidal em relagao & evolugdo na direcio toroidal.
O perfil de fator de seguranca ainda pode ser relacionado diretamente ao perfil de campo
magnético poloidal através da relacio:

B{)T‘
i R 6.7
()= (6.7
Ambos os perfis podem ser vistos na figura 6.3 para pardmetros correspondentes ao tokamak
TBR-1 (vide tabela 6.1)[16, 38]. Adotamos os parametros do tokamak TBR-1 para todos os
cdlculos numéricos a seguir, mas os modelos propostos tém yalidade geral,
No caso toroidal a equagdo 6.4 nio pode ser integrada analiticamente, e mais adiante

vamos analisar aproximagoes para esta integracao.

6.2 A geometria dos limitadores ergédicos

Um dos grandes problemas no confinamento de plasma em tokamaks é a presenca de
impurezas. Mas uma das principais fontes de impurezas sao as colisdes de particulas com
a parede do vaso do tokamak. No final da década de 70 alguns autores sugeriram criar
entdo uma camada de linhas de campo caéticas na borda do tokamak, que servisse como
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¢ confinada por um campo magnético de equilibrio do tipo:
E = Bg(?‘)ég A= Bﬂéqs (6])

onde By é o campo toroidal de equilibrio gerado por bobinas externas ao vaso. Na aproxi-
magao cilindrica este campo é uniforme e paralelo ao eixo geométrico do vaso. By(r) é o
campo poloidal, gerado pela corrente de plasma I,. Existem vérios modelamentos tedricos
para o perfil deste campo poloidal, sendo que para os calculos a serem apresentados aqui va-
mos utilizar o modelo parabéli;:o generalizado, que é descrito por uma densidade de corrente

de plasma, dada por:
v

- ¥ i -

Lo} = [1 5 (Eﬂ O(a - r)é, (6.2)
onde O(z) é a fungao escada de Heavyside, e j, e v sio parametros positivos ajustdveis para
a descrigao de descargas tipicas no tokamak.
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Figura 6.1: Coordenadas utilizadas na descri¢ao das linhas de campo magnético.

Utilizando a lei de Ampere, o perfil de densidade de corrente 6.2 leva ao perfil de campo
magnético poloidal:

a

By(r) = a_]’ig._(a)n [1 - [1 - (ﬂ)zrﬂ Oa — r)] (6.3)

onde By(a) ¢ a intensidade de campo poloidal na borda da coluna de plasma.
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Figura 6.3: Perfis radiais do campo magnético poloidal 6.3 e do fator de seguranca 6.7 para
um tokamak de grande razio de aspecto com os parametros do TBR-1. Adotamos aqui a

coordenada radial y, definida como sendo y = b —r.

A relagdo j—g estd diretamente ligada a definigao do fator de seguranga, que consiste em
uma integracio desta quantidade ao longo de uma volta no tokamak e representa a evolugao
média da linha de campo na dire¢io poloidal em relagdo a evolugdo na diregao toroidal.
O perfil de fator de seguranga ainda pode ser relacionado diretamente ao perfil de campo
magnético poloidal através da relagio:

BUT
q(r) = =———. 6.7
)= BB (6.7)
Ambos os perfis podem ser vistos na figura 6.3 para pardmetros correspondentes ao tokamak
TBR-1 (vide tabela 6.1)[16, 38]. Adotamos os parametros do tokamak TBR-1 para todos os
calculos numéricos a seguir, mas os modelos propostos térp validade geral.
No caso toroidal a equacdo 6.4 nao pode ser integrada analiticamente, e mais adiante

vamos analisar aproximagoes para esta integracao.

6.2 A geometria dos limitadores ergédicos

Um dos grandes problemas no confinamento de plasma em tokamaks é a presenga de
impurezas. Mas uma das principais fontes de impurezas sao as colisoes de particulas com
a parede do vaso do tokamak. No final da década de 70 alguns autores sugeriram criar
entio uma camada de linhas de campo cadticas na borda do tokamak, que servisse como
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Figura 6.2: A geometria do tokamak na aproximacao cilindrica.

A partir das expressoes 6.1 e 6.3 para o campo magnético podemos obter as linhas de
campo magnético de equilibrio através da equagéo:

Bxdl=0 (6.4)

onde di é um deslocamento ao longo da lina de campo. No caso da aproximagao cilindrica

esta equagao pode ser resolvida de forma analitica, pois ela pode ser escrita como:

d df  Rod
L I gL ¢_ (6.5)
By By By
Para obtermos as linhas de campo de equilibrio basta integrarmos a equacao:
dd  RoBg(ro)

d(f) '."'Bg

a partir da condigao inicial (ro,fly) desejada. Temos neste caso que as linhas de campo
magnético de equilibrio localizam-se sobre superficies cilindricas de raio fixo ry. A varidvel
¢ desempenha, neste caso, o papel de um tempo canénico ao longo do qual calculamos a
evolugao das linhas de campo magnético.
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Figura 6.3: Perfis radiais do campo magnético poloidal 6.3 e do fator de seguranga 6.7 para
um tokamak de grande razio de aspecto com os parametros do TBR-1. Adotamos aqui a
coordenada radial y, definida como sendo y = b — 7.

A relagao s% estd diretamente ligada a definicao do fator de seguranca, que consiste em
uma integracao desta quantidade ao longo de uma volta no tokamak e representa a evolucao
média da linha de campo na direcdo poloidal em relagao a evolugao na direcao toroidal.
O perfil de fator de seguranca ainda pode ser relacionado diretamente ao perfil de campo

magnético poloidal através da relacao:

BDT'

glr)y= RoBs(r) (6.7)

Ambos os perfis podem ser vistos na figura 6.3 para parametros correspondentes ao tokamak
TBR-1 (vide tabela 6.1)[16, 38]. Adotamos os pardmetros do tokamak TBR-1 para todos os
calculos numéricos a seguir, mas os modelos propostos tém validade geral.

No caso toroidal a equagdo 6.4 nao pode ser integ;ada. analiticamente, e mais adiante

vamos analisar aproximacoes para esta integracao.

6.2 A geometria dos limitadores ergodicos

Um dos grandes problemas no confinamento de plasma em tokamaks é a presenca de
impurezas. Mas uma das principais fontes de impurezas sao as colisoes de particulas com
a parede do vaso do tokamak. No final da década de 70 alguns autores sugeriram criar

entao uma camada de linhas de campo cadticas na borda do tokamak, que servisse como
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de linhas de campo magnético cadticas desejada na borda do tokamak[40].

6.3 O modelo de Martin-Taylor

O modelo de Martin-Taylor foi um dos primeiros modelos para descrever a evolugao das li-
nhas de campo magnético em um tokamak perturbado por limitadores ergédicos magnéticos[17,
21, 41]. Ele nao é derivado diretamente das equagdes de evolucao do campo magnético, mas
em vez disso propoe uma descricao mais qualitativa dos fenémenos envolvidos. O mapea-
mento de Martin-Taylor foi desenvolvido em coordenadas retangulares e é composto por dois
mapas sucessivos: o primeiro descreve a evolugao do campo magnético de equilibrio ao longo
do vaso, e o segundo descreve a perturbagao sobre as linhas na regiao do anel do limitador.

A parte do mapeamento que descreve a evolugao das linhas de campo magnético de

equilibrio é dada por:

XY o i Bl (6.10)
V=t (6.11)

onde 7, = (z,, ya) é a posicao inicial da linha de campo, logo apés sair da regiao de influéncia
do limitador, e 7, = (2, ys) é a posicao da linha de campo apds dar a volta no vaso, logo
antes de entrar novamente na regiao do limitador. O parametro s (do inglés “shear” -
deslocamento) é a intensidade de deslocamento poloidal da linha causado pela corrente de
plasma (nas coordenadas retangulares de Martin-Taylor, z corresponde & direcao poloidal e
y a direcao radial). Em termo dos parametros do tokamak, s é definido como:

_2_7“5@ (6 12)

q* dy

5

onde b é o raio menor do tokamak e ¢(y) é o perfil radial do fator de seguranca, que é
inversamente proporcional ao perfil de campo poloidal.

A segunda parte do mapeamento, que descreve a evolugao da linha de campo magnético
2mh

na regiao do limitador de comprimento de onda =22, carregando uma corrente Iy, ¢ de largura

g, é dada por:

" g
Ty = &, —pe~"mcoszs (6.13)

Ynt1 = Y5+ In(cos(z] — pe¥ cosx))) — In(cos z*) (6.14)
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onde o parametro p mede a intensidade da perturbagao em relacdo ao campo toroidal de
equilibrio By, definido como sendo:

P ﬂ'nglh

e (6.15)

1,50 - — 1,50 gz

RN O 2

1,25 p—

y 1,00 {58

Figura 6.4: Se¢oes de Poincaré para o mapa de Marti'n—Tayior com (a) p=0,10 e s = 2m;
(b) p=0,30es=2m; (c) p=0,30es=m (d)p=0,75es=m.

Aplicando estes dois mapas sucessivamente a um dado conjunto de condigoes iniciais,
obtemos secoes de Poincaré das linhas de campo magnético no interior do tokamak. Na
maioria dos estudos numéricos apresentados na literatura considerou-se apenas uma faixa
radial para a anlise, e nesta faixa o fator de deslocamento s foi considerado como sendo

constante. Neste caso, temos um mapeamento conservativo! a dois parametros (p e s).

!De fato, este mapeamento é conservativo, pois temos que os jacobianos dos dois mapeamentos parciais

si0 unitarios, e portanto o jacobiano do mapeamento total também o é.
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Na figura 6.4 vemos alguns exemplos de secdes de Poincaré para o mapa de Martin-
Taylor. Na figura 6.4.a temos uma baixa intensidade de perturbagio (equivalente a uma
baixa corrente I, no limitador) e portanto as cadeias de ilhas ainda sdo bastante achatadas
e ndo ha grandes regides de regime caGtico, mesmo em torno da ilha principal em y = 1.
J4 na figura 6.4.b vemos o que acontece para o mesmo deslocamento s quando aumentamos
a corrente nos limitadores: as cadeias de ilhas magnéticas ressonantes ficam mais largas,
acabam se superpondo, e assim dio origem a regides de linhas de campo cadticas. Também
podemos observar um grande nimero de cadeias de ressonancias secunddrias. O mesmo tipo
de fenémeno pode ser observado nas figuras 6.4.c-d, onde alteramos o pardmetro s, obtendo
agora outras cadeias de ilhas em outras posi¢oes ressonantes.

6.4 O modelo de Viana e Caldas

Apesar do modelo de Martin-Taylor oferecer uma boa descri¢do qualitativa do cresci-
mento e da superposicio de cadeias de ilhas magnéticas, levando ao surgimento de regioes
cabticas, ele ndo considera os efeitos toroidais, bastante relevantes em mdquinas cuja razao
de aspecto ndo seja muito grande, e tampouco pode ser associado diretamente as coordena-
das de um tokamak de forma quantitativa, por nao ser derivado diretamente das equagoes
de campo magnético. '

Neste item passamos a apresentar um modelo derivado por Viana e Caldas|16, 22, 42], que
procede diretamente das equagoes do campo magnético (6.1, 6.3, 6.4, e 6.9) e admite corregdes
toroidais. Assim como o modelo de Martin-Taylor, este modelo propée um mapeamento
bidimensional composto por dois mapeamentos sucessivos: o primeiro descreve a evolugao da
linha de campo magnético no equilibrio ao longo do vaso; o segundo descreve a perturbagao
introduzida pelo limitador ergddico.

Comecamos apresentando um mapeamento para a se¢ao de Poincaré do campo magnético
de equilibrio no caso cilindrico. Conforme ja constatamos acima, neste caso as linhas de
campo magnético estdo situadas sobre superficies magnéticas de raio constante, e portanto:

=1, (6.16)

onde r,, é a coordenada radial da linha de campo magnético antes da volta no tokamak, e r),
a mesma coordenada radial ao final da volta. Substituindo a equagéo 6.3 em 6.6 e integrando
ao longo de uma volta na coordenada toroidal ¢, obtemos:

0 =0, + Sy Batmy),
Bu Tn

n

(6.17)
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O conjunto de equagées 6.16-6.17 compde entio um mapeamento que descreve a secao de
Poincaré das linhas de campo magnético de equilfbrio na aproximacao cilindrica.

Para introduzir correcoes toroidais de primeira ordem, este modelo adota um campo
magnético toroidal de equilibrio do tipo:

By
B@(?‘} f)) = W (6, ].8)
que, substituido em 6.6, nos leva a:
dd Bg(r)(14+ £ cos@)R
@0 _ Bo(r)(1 + g; cost) ) (6.19)
d¢‘ ?’Bg
Integrando esta equagdo, obtemos que:
07, = 2arctan [A(r,) tan(Q(r,) + arctan Z(ry, 6,))] + 27 (6.20)
onde definimos as seguintes varidveis auxiliares:
T
elrn) = ~R—’; (6.21)
Arn) = _b—elm) (6.22)
1—€e2(ry)
mRoBy(ra) (1 — €(rn))
n) = 5.
¥(rn) BoruA(7s) (53
i T %) QL (6.24)
—\TnyUn = /\(Tn) Iteh 5 . :

Como continuamos com o campo radial nulo nesta aproximagao, a equacio 6.16 continua
valida para a iteracdo da coordenada radial, e em conjunto com a equacio 6.20 fornece um
mapeamento para a secao de Poincaré das linhas de campo magnético de equilibrio com
corregoes toroidais de primeira ordem.

Para obtermos um mapeamento para a perturbagao introduzida pelos campos magnéticos
do limitador ergédico, vamos supor que este seja suficientemente estreito em relagao a di-
mensao toroidal ( ﬁ%%— < 1) de forma a poder ser considerado como uma perturbacao im-
pulsiva sobre as linhas de campo do equilibrio. Esta suposi¢ao leva a resultados numéricos
validos, conforme foi mostrado através da comparagao com integracoes numéricas dos campos
originais em [43]. Temos entdo que os campos magnéticos perturbativos devido ao limitador
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ergddico podem ser representados, de forma aproximada, por[16]:

00

_ pogmdy

B (r,0,6) = ()™ sin(md) 3 6(p - 2mj) (6.25)
j=—o0

Bél)(r,ﬁ,(ﬁ) = —%(%)m‘lcm(mﬁ} > 6(o — 2mj) (6.26)
j==00

onde d(x) representa a fungao delta de Dirac. Integrando, chegamos ao mapeamento bidi-

mensional:
. logmady . o y
M = 1= SR ()™ sin(mé) (6.27)
¥ Hogmly Ta -2 *
O = gn—mf—b’)m cos(mdy,) (6.28)

que representa a perturbagao introduzida pelo anel do limitador ergédico.

O conjunto de equagbes apresentado nos permite obter uma série de secoes de Poincaré
para as linhas de campo magnético, sendo que os pardmetros a serem variados sao o niimero
m de pares de espiras no anel e a corrente [, do limitador ergédico.

Na figura 6.5 vemos um exemplo de uma se¢ao de Poincaré com os parametros do TBR-1,
incluindo corregoes toroidais de primeira ordem, e utilizando um limitador ergédico com m =
6 pares de espiras e conduzindo uma corrente de I, = 300A4. Para uma melhor visualizacao
da borda do tokamak, que é a nossa regiao de maior interesse neste caso, utilizamos as
coordenadas retangulares definidas por:

i = (b (6.29)
b—r (6.30)

v

para fazermos a se¢ao de Poincaré. Observamos a formacgao de uma série de cadeias de ilhas
magnéticas, sendo que mais na borda do tokamak (préximo a y = 0) j4 houve superposi¢ao
destas cadeias de ilhas, levando a criagao de uma faixa radial percorrida por linhas de campo
cadticas.

Este modelo, deduzido diretamente das equagoes de campo magnético, representa de
forma bastante fiel as posigoes radiais e as larguras das cadeias de ilhas magnéticas criadas
devido as ressonancias provocadas pelo limitador ergédico. Mesmo assim, nio é adequado
para o tipo de andlise dinadmica que pretendemos efetuar (cdlculo de expoentes de Lyapunov,
espectros de Fourier, fatores de seguranga, e assim por diante). Isto se deve ao fato do
mapeamento de Viana e Caldas apresentar pequenos termos dissipativos que provém das
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Figura 6.5: Segdao de Poincaré do mapeamento de Viana-Caldas para m = 6 e I, = 3004
com corregoes toroidais, utilizando os parametros do TBR-1.

aproximacoes efetuadas em sua dedugao. Temos que estes termos contradizem a equagao da
divergéncia nula das linhas de campo magnético (Vﬁ = 0), uma das equagoes fundamentais
da fisica classica, segundo a qual todo mapeamento, para descrever a evolugdo das linhas de
campo magnético, deve ser conservativo.

Apesar do fato dos termos dissipativos no mapeamento de Viana e Caldas serem muito
pequenos, eles acabam se tornando relevantes para um grande nimero de iteragoes, ne-
cessario para o cdlculo preciso de expoentes de Lyapunov, por exemplo, e eles também
geram fendmenos que nao correspondem a realidade, como pode ser observado na figura 6.6,
onde, para altas correntes no limitador ergédico, uma linha de campo comega a se dissipar
para dentro das ilhas magnéticas durante a sua iteracao.

Para contornarmos este tipo de problemas, vamos introduzir, no préximo capitulo, um
mapeamento conservativo, baseado em parte no mapeamento de Viana e Caldas, para des-
crevermos a secao de Poincaré das linhas de campo magnético no interior de um tokamak,

sob influéncia de um limitador ergédico magnético.
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Figura 6.6: O efeito dos termos dissipativos do mapeamento de Viana-Caldas sobre uma
linha de campo magnético das ilhas da cadeia 8/2 param = 8 e I}, = 1000A.




Capitulo 7

O mapeamento bidimensional

conservativo

Neste capitulo é apresentada a dedugao de um mapeamento bidimensional conservativo
que fornece as se¢oes de Poincaré das linhas de campo magnético no vaso de um tokamak,
sob influéncia de limitadores ergédicos. Este novo mapa é desenvolvido retendo as carac-
teristicas relevantes do mapa de Viana e Caldas, como a posigao e largura das cadeias de ilhas
magnéticas, mas eliminando os pequenos termos dissipativos que dao origem aos problemas
na analise dinamica das linhas de campo magnético, conforme visto no capitulo anterior.

Em seguida introduzimos os métodos utilizados na andlise dindmica deste mapeamento,
consistindo nos espectros de. Fourier, expoentes de Lyapunov, fatores 'de seguranga, e no
método dos falsos vizinhos para determinagao da dimensao de mergulho.

7.1 O mapeamento do equill’brio'das linhas de campo

magnético

Para o caso do equilibrio cilindrico, o mapeamento de Viana e Caldas em coordenadas

cilindricas é dado por:

6, = 6,+ ——
‘?(Tn)
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Figura 7.1: Perfis do fator de seguranga para o equilibrio toroidal do mapeamento de Viana-
Caldas (linha pontilhada) e para o mapeamento conservativo com vérios valores de a; (linhas
cheias).

onde ¢(r) € o perfil do fator de seguranga. Temos que a matriz jacobiana deste mapeamento

é dada por:
o o 1
Jeit. = ( 7 I ) (7.3)
B 00 oG L
¢ portanto temos que:
det(Jer) =1 (7.4)

ou seja, o mapeamento € conservativo. Como todo mapeamento conservativo ele pode ser
derivado de uma fungao geratriz, e escolhendo a funcio geratriz nas coordenadas (7}, 6,)

vemos que ela pode ser escrita como sendo:

T df

Goit.(Tns On) = Oty + 27T/ e (7.5

& o (¢ )

O mapeamento do equilibrio cilindrico pode ser derivado desta funcao geratriz através das
relagoes:

G e (7, On)
R T ae 7.6
T a0, (7.6)

G it (T, 0n)

. or;,
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Figura 7.2: Segoes de Poincaré das linhas de campo do equilibrio toroidal (a) em coordenadas

cilindricas e (b) em coordenadas retangulares

Por outro lado, o mapeamento introduzido por Viana e Caldas, para a descricio do
equilibrio com correcdes toroidais, apresenta pequenos termos dissipativos, o que nos obriga
a desenvolver um novo mapeamento conservativo para uma descricio mais acurada. Este

novo mapa deve apresentar as seguintes propriedades:

(a) paranp = 7; — 0 ele deve se reduzir a0 mapeamento do caso cilindrico, que sabemos
ser valido para grandes razoes de aspecto:

(b) Os perfis de campo poloidal, transformada rotacional, e fator de seguranca devem ser
semelhantes ao modelo de Viana e Caldas, pois este descrgve de forma satisfatéria a posicao

e a largura das cadeias de ilhas magnéticas;
(c) ele deve ser derivdvel de uma fungao geratriz, o que nos garante que ele é conservativo.

Propomos entdao uma fungao geratriz genérica que leva a um mapeamento com as pro-

priedades acima:
I

Guor (730 0n) = G (r 60) + a1 (72 ) cost (73)
=1 Fo

onde os coeficientes a; sao coeficientes genéricos a serem ajustados para satisfazermos a

propriedade imposta (b). Numa primeira tentativa retemos apenas o primeiro termo da
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somatoria, impondo a; = 0(1 > 2), e derivando a fungéo geratriz obtemos o mapa:

* Ir‘-"L (7 9)
I :
n 1 —a;sinf,
2
g = Byt e + a; cos @,,. (7.10)
q(ry)

Comparando o perfil do fator de seguranca deste novo mapa, para varios valores de a;, com o
perfil do fator de seguranca do modelo de Viana-Caldas (fig.7.1) vemos que para a; = —0.04
os perfis sao praticamente idénticos. Assim sendo, uma expansao até primeira ordem é
satisfatoria para os nossos propoésitos.

Calculando a se¢do de Poincaré deste mapeamento para o equilibrio (fig.7.2) vemos que
em coordenadas cilindricas o eixo magnético é ligeiramente deslocado do eixo geométrico.
Este deslocamento nao era observado em modelos anteriores, mas existe de fato e pode ser
observado em solugdes numéricas da equagdo de Grad-Shafranov[44, 45]. Na literatura, ele é
conhecido como “shift de Shafranov”. No caso do nosso mapeamento este deslocamento varia
com a; e pode ser tomado como um critério alternativo para o ajuste desta constante. Ja em
coordenadas retangulares (z = b, y = b—r) vemos que as superficies de equilibrio j4 nao sao
mais representados por retas, mas sim por curvas mais complexas, e surge uma pseudo-ilha
préxima do centro, devido ao deslocamento do eixo magnético. Para contornar este problema
poderiamos definir um novo sistema de coordenadas retangulares (z, ') centrado no eixo
magnético, mas nao adotamos esta técnica, uma vez que nos estudos numeéricos subsequentes

estamos interessados na borda do plasma, ¢ nao na regiao central,

7.2 O mapeamento da perturbacgao introduzida pelo

limitador ergoddico

Passamos agora a desenvolver um mapeamento bidimensional conservativo para a per-
turbacao efetuada sobre as linhas de campo magnético pelos anéis do limitador ergédico.
Novamente nos baseamos no mapeamento de Viana e Caldas, onde esta perturbacao é des-

crita pelo par de equagoes:

i = fr;_—-bC(%’l)”‘"ISin(mS;) (7.11)
bpyy = 9;-0(%)”1“%03@9;) (7.12)

onde definimos a constante adimensional C' = %%9.



7.3 Secoes de Poincaré

105

Para as regioes de interesse das coordenadas 7 e f, temos que em geral ”%‘t“:%%} 5 1, on
n T
seja, a perturbagio angular é muito mais relevante do que a perturbagao radial. Na dedugao

de um mapeamento conservativo retemos entdo a equagio angular dentro da qual fazemos a

aproximacio rn,q & r%, e integramos esta para obter a funcao geratriz. Ja que 8,4, = %}%
temos que:
Gpert.(rn+l; 971) = den+10ﬂ+I {Tn+l: 9:3) (?13)
o que nos leva a:
” Cb Tntl o "
Gpert. (Tnt1, 03) = Tna05, — m(%)m Leos(may) (7.14)

e e P I s e "
e utilizando a definicdo adicional r;, = =z5=* obtemos as equagoes para 0 mapeamento

bidimensional conservativo da perturbagao do limitador ergédico magnético:

i mcb Tn+1 FENE e W
Tn = Tn+1+ F(T) 181ﬂ(m€n} (715‘)

Buit = 9;—0(’"%1-)*”“%05(%;) (7.16)

Ressaltamos aqui o fato da equagdo radial ser obtida em forma inversa, e podemos isolar
o valor de r,4, apenas para alguns valores especiais de m de pouco interesse pratico. E,
portanto, necessario utilizarmos um método para determinar os zeros de uma funcao, como
por exemplo o método de Newton, a cada iteragao do mapeamento. Como Ty — 7T K 1
observamos numericamente que, se utilizarmos r;, como estimativa inicial no método de
Newton, temos uma 6tima convergéncia para cerca de 10 iteragoes.

O conjunto das equagdes 7.9, 7.10, 7.15, e 7.16 compde entao um mapeamento bidi-
mensional conservativo que descreve as se¢oes de Poincaré das linhas de campo magnético
dentro de um tokamak sob influéncia de limitadores ergédicos. Nos préximos itens deste
capitulo vamos analisar os resultados numéricos obtidos com este mapeamento utilizando os
parametros do tokamak TBR-1 da Universidade de Sao Paulo.

7.3 Secoes de Poincaré

Passamos agora A andlise das segoes de Poincaré do mapeamento bidimensional conser-
vativo obtido. Para tanto calculamos alguns exemplos numéricos para vérios valores de mn
e Iy, todos incluindo corregdes toroidais (fig.7.3). No cdlculo de cada se¢do de Poincaré
foram utilizadas de 20 a 30 condicoes iniciais, e a partir de cada uma destas condigoes foram
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Figura 7.3: Secoes de Poincaré do mapeamento bidimensional conservativo com corregdes
toroidais para (a) m = 6 e I = 2004, (b) m =7 e I, = 2004, (c) m = 6 e I, = 6004, (d)
m="7Te I, =600A.

calculadas 2000 iteragoes do mapeamento. Para possibilitar uma escolha mais eficiente de
condiges iniciais significativas, foi desenvolvido um programa interativo que permite a es-
colha de condigdes iniciais de forma grafica, & medida que a secdo de Poincaré é gerada. Em
todos os exemplos observamos a formagio de cadeias de ilhas magnéticas e surgimento de
regioes de linhas de campo caéticas (a caoticidade destas linhas irregulares serd verificada
mais adiante) na borda do tokamak (valores baixos de y). J4 o centro do plasma (valores de
y mais elevados) nao é afetado de forma significativa pelas perturbagoes.

Para correntes mais baixas (I, = 2004) e m = 6 (fig.7.3.a) vemos que apenas duas cadeias

de ilhas apresentam largura significativa: a cadeia principal 6 /1!, em torno da qual ja existe

'Esta convencio para definir as cadeias de ilhas magnéticas tem a seguinte interpretacido: o numerador
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uma estreita faixa de regime caético, devido a superposi¢ao de suas cadeias secunddrias mais
externas, e, de forma menos acentuada, a sua cadeia vizinha 7/1. Observamos que para este
valor de corrente estas duas cadeias de ilhas ainda se encontram separadas por superficies
magnéticas regulares fechadas.

Analisando agora o mesmo exemplo para uma corrente mais elevada (I, = 800A -
fig.7.3.c), vemos que as cadeias 6/1 e 7/1 ja estdo bastante destruidas e vérias outras cadeias
de ilhas (5/1, 8/1, 9/1) assumiram larguras significativas. Temos ja uma larga faixa cadtica
no sistema, englobando as cadeias de ilhas 6/1 a 8/1.

Param = 7 (fig.7.3.b e fig.7.3.d), fendmenos semelhantes sao observados, sendo que agora
a cadeia principal de ilhas é a cadeia 7/1, e temos que a superposi¢ao desta com sua vizinha

8/1 j4 acontece a correntes baixas, devido a proximidade destas cadeias.

7.4 Andlise de Fourier do mapeamento bidimensional

conservativo

A primeira ferramenta que nés vamos introduzir para a andlise das linhas de campo
magnético é a analise de Fourier. Como no caso do mapeamento unidimensional dissipativo
utilizamos o algoritmo da FFT (“Fast Fourier Transform”) para o cilculo dos espectros.
Como agora temos duas varidveis, utilizamos uma combinagao das duas para o célculo da
transformada (a combinagdo escolhida foi f(z,y) = zy, mas qualquer outra combinacao
levaria aos mesmos resultados).

Calculando o espectro de Fourier de uma linha magnética regular que se situa sobre uma
superficie magnética que forma um toro fechado (fig.7.4.c), observamos que ocorrem apenas
alguns picos espectrais discretos. O pico principal ocorre na frequéncia com que a linha
magnética se desloca ao longo desta superficie toroidal. Ainda podem ser observados alguns
picos muito pequenos associados a distorcao deste toro, e a combinagao da frequéncia desta
distor¢ao com a frequéncia do pico principal.

O espectro de Fourier de uma trajetéria regular que se situa dentro de nma cadeia de
ilhas magnéticas (fig.7.4.d) também apresenta apenas picos espectrais discretos. Neste caso o
pico principal ocorre na frequéncia associada & cadeia em questdo. Como no nosso exemplo
numérico estamos sobre a cadeia 6/1, temos que a frequéncia do pico principal é igual a

corresponde ao numero de ilhas da cadeia. O denominador corresponde ao mimero de ilhas que a linha
se desloca na diregdo poloidal a cada volta toroidal. De fato, o valor da fragdo corresponde exatamente a
transformada rotacional das linas de campo sobre a cadeia de ilhas.
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Figura 7.4: Trajetérias regulares do mapeamento bidimensional conservativo para I, = 7004
e m = 6 com condigdes iniciais (a) zg = 0 e yo = 0,055m e (b) 2y = 0,05m e yo = 0,018m,
e seus respectivos espectros de Fourier ((c) e (d)).

fp = 1/6. Ocorre ainda um pico secundério bastante acentuado na frequéncia associada a
“rotagao” da linha de campo magnética sobre cada ilha (f.). E finalmente, temos uma série
de picos menores devido a superposi¢ao destas duas frequeéncias principais, apresentando
frequéncias como f, + fr, f, — fr, e assim por diante.

Passando agora ao célculo de espectros de trajetorias cadticas (fig.7.5), obtemos espectros
de fundo continuo que apresentam maior concentragao em torno de algumas frequéncias
especificas, ou mesmo picos discretos se superpondo ao fundo continuo. Observamos que
o fundo continuo é sempre bastante elevado & medida em que nos aproximamos de f = 0
(baixas frequéncias). Para uma trajetéria cadtica que se distribui em torno de varias cadeias
de ilhas, sem ficar mais concentrada em torno de uma em particular (fig.7.5.a) o espectro nao
apresenta picos discretos acentuados, mas apenas uma banda continua mais acentuada em
torno das frequéncias associadas as cadeias de ilhas (no caso f = 1/6 e f = 1/7 - fig.7.5.c).
Jé quando a linha de campo magnético cadtica tende a ficar mais tempo na proximidade de
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Figura 7.5: Trajetorias irregulares do mapeamento bidimensional conservativo para [, =
700A e m = 6 com condigoes iniciais (a) zo =0 e yo = 0,020m e (b) zo = 0 e yo = 0, 005m,
e seus respectivos espectros de Fourier ((c) e (d)).

uma cadeia de ilhas, como acontece no exemplo da figura 7.5.b em torno da cadeia 8/1, pode
ser observado um pico discreto na frequéncia correspondente, no caso f = 1/8 (fig.7.5.d).
Vimos entdo como uma linha de campo magnético pode ser classificada em toro fechado,
cadeia de ilhas, ou regime cadtico, de acordo com o sep espectro de Fourier, e ainda vimos
que no caso caotico é possivel identificar as cadeias de ilhas magnéticas em torno das quais

o regime cadtico se situa.

7.5 Expoentes de Lyapunov do mapeamento bidimen-

sional conservativo

Outro método para distinguir entre linhas de campo regulares e cadticas é o calculo de
expoentes de Lyapunov associadas a estas. Ja vimos no item 5.6 que para um mapeamento



110 O mapeamento bidimensional conservativo

0,30 pes 1 0,30
(@) (b)
0,10 L 1 0,10
A (: x -
-0,10 1-0,10
-0,30 - AP W : S
0 5000 10000 15000 0 5000 N]UOOO 15000
N
0,30 - — 0,30 -
© @

ool PR PRI
A A

0,10 oo SN0 s

-0,30 -0,30

0 5000 NIOOOO 15000 0 5000 N]OOOO 15000

Figura 7.6: Convergéncia dos expoentes de Lyapunov para as trajetérias das figuras (a)
7.4.a, (b) 7.4.b, (c) 7.5.a, e (d) 7.5.b.

bidimensional os expoentes de Lyapunov de uma trajetéria sao definidos por[10]:

T d
A= f\lrfflm}\?]“ Haj(klle]H (7:17)

onde temos que:

Il

Orny1 Ornga
3 @_(_____u:(—* oy ) (7.8

nt1  ny
8(T"’9") 3:,,1 aan]

¢ a matriz jacobiana da k-ésima itera¢io do mapeamento, e a;(M) o j-ésimo autovalor da
matriz M. Sabemos ainda que para um sistema conservativo a soma de todos os expoentes
de Lyapunov de uma dada trajetéria tem que ser nula. Como temos apenas dois expoentes
para um mapeamento bidimensional, temos duas possibilidades: (i) A; = Xs = 0, o que
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corresponde a trajetérias regulares, estejam elas localizadas sobre superficies magnéticas
fechadas, ou cadeias de ilhas magnéticas; (i¢) A\; = —A; com ||A;|| > 0, o que corresponde a
trajetorias cadticas.

Como a matriz jacobiana do nosso mapa. bidimensional conservativo nao é triangular,
como ocorria com o mapa do item 5.6, a principio nés teriamos que calcular a produtéria das
matrizes jacobianas. Acontece porém que para trajetérias cadticas os coeficientes da matriz
produtéria tendem a crescer de forma exponencial, o que impossibilita o calculo numérico
para o numero de iteragoes necessario. Recorremos entdo a um artificio[46]. Reescrevemos
a matriz produtéria dos jacobianos como sendo:

N
L e PR =P @ 0 T el =
= (I.J“.T&T“‘Ul.Tl)...(T[N—”‘l.JN) =Q°.Q..Q"

onde I é a matriz identidade e definimos as matriz unitarias:

cosf, sin b

Tre 7.19
—sinf, cosOy ( )
e as matrizes (Q; que impomos serem triangulares:
. Gy b
i e T el (7.20)
0 e

-

Para impor que as matrizes Q* sejam de fato triangulares impomos as seguintes condigoes:

JEF cos O, — J5H sin 6,
JEF gin 6 — JEH cos 6y
Bl (7.22)

tan O (7.21)

Com o auxilio desta decomposi¢ao podemos escrever os expoentes de Lyapunov como:

A = A}iﬂoﬁ ;‘)ln ||ex ]| (7.24)

onde os coeficientes ay e ¢ sdo, respectivamente, dados por:

ap = (JF cosOp_y + J§ sinf_;)cos O + (J5y cos sy + J5ysin Oy, ) sin by (7.25)
e = (J5cosOp_q — Jhsinby_y) cosby + (J7 sinbp_y — JE cosBp_1)sinB. (7.26)
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Calculamos entao os expoentes de Lyapunov, utilizando este método, para algumas linhas
de campo magnético, tanto regulares como cadticas (fig.7.6). Para as linhas de campo
regulares (fig.7.6.a-b) os expoentes convergem rapidamente a 0, conforme esperado, sendo
que para a linha de campo sobre a superficie toroidal fechada a convergéncia é uniforme,
enquanto que para a linha sobre a cadeia de ilhas ela ocorre de forma oscilatéria. J4 para as
linhas de campo cadticas (fig.7.6.c-d) a convergéncia nao é tao boa, mas os nimeros obtidos
sao distintamente nao nulos. Este problema de convergéncia ocorre devido ao fato das linhas
de campo ficarem presas em proxiﬁlidades de cadeias de ilhas magnéticas devido aos cantori

2 formados pelas cadeias de ilhas secundérias em processo de destruicao.

7.6 Fatores de seguranga do mapeamento bidimensio-

nal conservativo

Outro expoente, bastante utilizado para a classificacao das linhas de campo magnético
do mapa bidimensional conservativo obtido, é o fator de seguranga. O fator de seguranca de

uma linha de campo magnético é definido como sendo[16]:
2mk

g= lim —; 27
k=00 E:;'zu(gj“ = 93') ( )

e descreve o inverso do deslocamento angular médio por iteragao, normalizado por um fator
2m. A linha de campo pode ser classificada como pertencente a uma das trés categorias
seguintes, conforme o seu fator de seguranga: (i) se ¢ converge para um nimero irracional
a linha de campo é regular e situa-se sobre um toro fechado; (74) se ¢ converge para um
nimero racional a linha de campo pode estar sobre um toro ressonante (para I, = 0) ou
sobre uma cadeia de ilhas magnéticas (para I, > 0); (427) se g ndo converge, a linha de campo
em questao é cadtica.

Calculando, numericamente, o fator de segurancga para algumas linhas de campo (fig.7.7),
vemos que, de fato, para a trajetéria sobre um toro fechado, ele converge, de forma prati-
camente imediata, para um nimero irracional (fig.7.7.a). J4 para a trajetéria que se situa

sobre a cadeia de ilhas 6/1, ¢ também converge, muito rapidamente, para ¢ = 6 (fig.7.7.b).

20s cantori sio formados pela ruptura de curvas fechadas nas secoes de Poincaré, que para valores de
corrente Iy, logo acima da sua ruptura constituem cadeias de ilhas secundarias de largura muito fina ¢ com
intervalos cadticos muito estreitos entre as extremidades das ilhas, dificultando assim a difusao das linhas
de campo caéticas em sua vizinhanca.
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Figura 7.7: Convergéncia dos fatores de segurancga para as trajetorias das figuras (a) 7.4.a,
(b) 7.4.b, (c) 7.5.a, e (d) 7.5.b.

De fato, o valor de ¢ estd diretamente associado ao nimero de ilhas da cadeia. Para uma
cadeia m/n temos que ¢ = m/n. Para obtermos esta correspondéncia direta é que o fator

27 foi incluido na definicao.

Ja para as trajetorias cadticas vemos que os fatores de seguranca nao convergem (fig.7.7.c-
d), mas ficam oscilando dentro de uma faixa de valores delimitada pelas cadeias de ilhas
imersas na regiao cadtica percorrida. Se a linha de campo magnético ficar muito tempo
proximo a uma cadeia de ilhas devido aos cantori formados pelas cadeias de ilhas secundarias
rompidas, podemos até obter uma aparente convergéncia durante um grande nimero de
iteracoes, mas esta é rompida assim que a trajetéria se afasta desta cadeia de ilhas.
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7.7 Dimensoes de mergulho das trajetérias das linhas

de campo magnéticas
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Figura 7.8: Porcentagem de falsos vizinhos para dimensdes de 1 a 3 para as trajetorias das
figuras (a) 7.4.a, (b) 7.4.b, (c) 7.5.a, e (d) 7.5.b.

O altimo coeficiente que nés introduzimos para a anilise dinidmica das linhas de cam-
po magnético obtidas com o mapeamento bidimensional conservativo, é a dimensio de
mergulho[33]. A dimensao de mergulho (D,,) de uma linha de campo magnética é definida
como sendo a menor dimensdo inteira na qual esta linha pode ser reconstruida mantendo
as suas propriedades topolégicas originais. No caso do nosso mapeamento bidimensional,
a dimensao de mergulho divide a trajetéria em trés tipos possiveis: o eixo magnético tem
Dy, = 0; as linhas de campo sobre os toros fechados tém Dy, = 1; e as linhas sobre ilhas
magnéticas e linhas caéticas tém D,, = 2. Sendo assim, a dimensao de mergulho representa
uma ferramenta importante para distinguir entre cadeias de ilhas e toros fechados, uma vez
que ambos apresentam expoentes de Lyapunov nulos, espectros discretos, e fatores de segu-
ranga que convergem, se bem que no caso de ilhas magnéticas para nimeros racionais, e no
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caso de toros para niimeros irracionais. Mas numericamente ¢ muito dificil distinguir entre
estes dois casos, ainda mais para cadeias de muitas ilhas.

Para calcularmos a dimensao de mergulho de uma linha de campo magnético utilizamos
um método conhecido na literatura como “método dos falsos vizinhos”. Este método con-
siste em fazer a reconstrucdo do atrator em vdarias dimensoes (1,2,3,...) utilizando uma das
varidveis do atrator (no caso do nosso mapeamento bidimensional conservativo escolhemos a
varidvel 6,). Temos que o atrator reconstruido em uma dimensao consiste em um conjunto
de pontos 8,, em duas dimensdes em um conjunto de pontos (#,,0,+1), e assim por diante.
Pegamos entdo cada conjunto destes e procuramos todos os pares de pontos (4, k) tais que
185,041, .-.) = (Ok,s k41, --.)|| < €, onde € é uma precisao a ser ajustada. Estes pares de pon-
tos sao denominados vizinhos. Em seguida acrescentamos uma dimensao na reconstrugao
do atrator e verificamos quantos dos pares de vizinhos calculados deixaram de ser vizinhos.
Estes pontos sdo denominados “falsos vizinhos”. A dimensao de reconstrugao mais baixa que
apresente uma porcentagem F' praticamente nula de falsos vizinhos é considerada a dimenséo
de mergulho (D,,) do atrator em questdo.

Calculando as porcentagens de falsos vizinhos para dimensées de 1 a 3 para algumas
linhas de campo magnético (fig.7.8), vemos que no caso de uma linha de campo magnético
regular sobre um toro fechado (fig.7.8.a) a porcentagem de falsos vizinhos é nula para todas
as dimensoes. Tomamos entdo a mais baixa destas dimensdes como a dimensao de mergulho
(D = 1). Ja para linhas de campo sobre ilhas magnéticas ou linhas caéticas (fig.7.8.b-

d) vemos que a porcentagem de falsos vizinhos para a dimensao 1 é sempre distintamente

nao-nula, e portanto todos estes exemplos apresentam D,, = 2, conforme esperado.

7.8 Resumo da classificagao das linhas de campo do

mapa bidimensional conservativo

Apresentamos, a seguir, uma tabela com o resumo da classificacdo das linhas de campo

magnético do mapeamento bidimensional conservativo:
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Linha de campo Sobre toro fechado | Sobre cadeia de ilhas Cadtica
Expoentes de Lyapunov()) nulos nulos nao-nulos
Fator de seguranca irracional racional nao converge
Espectro de Fourier discreto discreto continuo
Dimensao de mergulho 1 2 2

Tabela 7.1: Resumo da classificacido das linhas de campo magnético do mapeamento bidi-

mensional conservativo.




Capitulo 8

Analise do mapeamento conservativo

do limitador ergdédico

Neste capitulo passamos a fazer a anilise dindamica do mapeamento bidimensional con-
servativo para a secao de Poincaré das linhas de campo magnético no vaso de um tokamak
sob influéncia de limitadores ergédicos, obtido no capitulo anterior. Calculamos expoentes
de Lyapunov em planos de pardmetros para observar o surgimento e alargamento de bandas
caoticas com o aumento da corrente nas hélices, fazemos cortes nestes planos de parametros
para estudos mais detalhados, e calculamos os planos espectrais do mapeamento.

Também passamos a estudar a difusdo das linhas de campo magnético, introduzindo,
para tanto, os padroes de escape, e fazendo uma anélise dos coeficientes locais de difusio.
Finalmente, fazemos uma analise da robustez do mapeamento frente a pequenas flutuacoes

aleatorias na corrente do limitador ergédico.

8.1 Planos de parametros do mapeamento bidimensio-

nal conservativo

Uma das questdes relevantes na andlise do mapeamento do limitador ergédico é a anélise
do crescimento da largura das bandas cadticas entre as cadeias de ilhas, a medida que
aumentamos a corrente nas hélices (). Existem trabalhos mostrando que, para baixas
correntes, o crescimento da largura das cadeias de ilhas magnéticas tende a ser proporcional
a raiz quadrada da corrente (&7, ~ v/I) e que as faixas cadticas correspondem, a grosso
modo, as regioes em que estas cadeias de ilhas se sobrepéem umas as outras[47].
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Mas ainda existe uma série de questoes importantes em relagao ao processo de crescimento
das cadeias de ilhas magnéticas: o que acontece para correntes mais altas no limitador? Qual
¢ a importancia das cadeias de ilhas secundarias neste processo? Os centros de cadeias de
ilhas principais sdo fixos ou se deslocam com a variagdo da corrente? Para analisarmos
estas questoes mais a fundo vamos observar alguns planos de parametros do mapeamento

bidimensional conservativo.
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Figura 8.1: Planos de parametros com expoentes maximos de Lyapunov para o mapeamento
bidimensional conservativo do limitador ergédico magnético com xp = 0,056m e m = 6 pares

de espiras. Quanto mais escuro o ponto, maior o expoente maximo de Lyapunov.

O mapa bidimensional conservativo a ser analisado tem, a rigor, dois pardmetros: a
corrente do limitador (I,,) e o nimero de pares de espiras (m), sendo que o segundo é um
parametro discreto que assume apenas valores inteiros. Sendo assim, nao parece possivel, a
principio, fazermos anélise deste sistema em um plano de parametros, para o qual necessita-
mos dois parametros continuos. Acontece porém que, ao contrario do mapa unidimensional
dissipativo, no mapa conservativo a evolucao e as caracteristicas dinamicas da trajetéria (no
caso a linha de campo magnético) dependem fortemente da posicao inicial (zg,yg). Pode-
mos considerar entdo estes valores iniciais como “pseudo-parametros” para fins de analise
dinamica.

Calculamos entdo os expoentes maximos de Lyapunov sobre um plano de parametros
Yo X Ip, fixando os valores de xy e m, na borda do tokamak (fig.8.1.a). Observamos que para
valores de corrente muito préximos de zero todos os expoentes de Lyapunov sao pratica-
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mente nulos, o que ja era esperado, pois as cadeias de ilhas magnéticas ainda nao cresceram
suficientemente para ocorrer superposi¢ao. Para 1004 < I, < 2004 comegam a surgir as
primeiras faixas escuras, ainda muito finas, de expoentes de Lyapunov positivos, correspon-
dentes ao surgimento das primeiras faixas ainda muito estreitas de regime cadtico entre as
cadeias de ilhas.

A medida em que a corrente [, vai aumentando mais, estas faixas de regime cadtico
vao alargando e se fundindo formando algumas faixas largas separadas apenas pelas cadeias
de ilhas principais. Estas cadeias principais de ilhas tém a sua largura aproximadamente
estabilizada a partir de um certo valor de corrente em torno de In = 500A. Esta estabilizacio
se deve ao fato de que as ilhas vao se alargando a medida em que a corrente aumenta, mas
as bordas vao sendo destruidas e se tornam caéticas devido A superposi¢ao de cadeias de
ilhas secunddrias. De fato, observamos um grande nimero de “caudas” caéticas que se
fundem com as faixas principais. Estas “caudas” sio geradas devido a superposicio de
cadeias secundérias e a fusdo com a faixa principal ocorre com a destruicao da respectiva
cadeia secundaria. Este fenémeno d4 uma caracterfstica fractal as bordas das faixas caéticas,
conforme pode ser observado em ampliagoes (fig. 8.1.b).

Observamos ainda que as faixas caéticas sio permeadas de pontinhos brancos correspon-
dentes a “mini-ilhas” magnéticas que sio geradas e destruidas logo a seguir, ou que “passam”
pela posigao zg fixa & medida que variamos a corrente, fazendo assim com que a estrutura
interna das faixas cadticas também seja fractal. Observamos assim que as cadeias de ilhas
secunddrias desempenham um papel bastante relevante na formagao das regioes cadticas, e
que a partir de um certo valor de corrente ocorre uma estabilizagao da largura das faixas
cadticas, ou seja, existe um maximo de caos que pode ser induzido na borda do tokamak,

por mais que se aumente a corrente nos limitadores.

8.2 Cortes nos planos de parametros

Passamos agora a utilizar os métodos expostos no capitulo anterior (calculo de expoentes
de Lyapunov, andlise espectral, fatores de seguranc¢a) para analisarmos com mais detalhe
as trajetérias do mapeamento bidimensional conservativo ao longo de segmentos de reta
dentro do espago de parametros. Em primeiro lugar consideramos cortes sobre uma secao
de Poincaré com m e I, fixos (fig.8.2).

Comegamos a anglise ao longo de um segmento de reta de posi¢ao radial inicial fixa
(yo = 0,01m) e variando o angulo inicial em todo o intervalo [0,27). Calculamos entdo os
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Figura 8.2: Secao de Poincaré do mapeamento bidimensional conservativo com m = 6 e
I, = 600A, indicando os cortes vertical e horizontal a serem analisados.

expoentes de Lyapunov, os fatores de seguranga, e o diagrama de bifurcagdo no espago de
frequéncias ao longo deste segmento de reta (fig.8.3). Observamos na se¢ao de Poincaré que
o corte efetuado comega na regiao cadtica, ao sair dela passa pelas cadeias principais de
ilhas 8/1 e 9/1, e acaba voltando & regido de caos. Observando os expoentes de Lyapunov
(fig.8.3.a), vemos que as passagens de regimes regulares para cadticos, e vice-versa, ocorrem
de forma bastante abrupta, ou seja, ha grandes saltos na curva dos expoentes de Lyapunov,
diferentemente dos sistemas dissipativos, que muitas vezes apresentam transigoes com estru-
turas mais suaves. Ja no grafico dos fatores de seguranga (fig.8.3.b) podemos ver de forma
bem definida os patamares correspondentes as passagens pelas cadeias de ilhas principais, e
ainda algumas curvas de passagem por superficies toroidais irracionais ainda nao destruidas
pela perturbagao.

A distingao entre regioes regulares e cadticas também ocorre de forma bem acentuada
no diagrama de bifurcagoes no espago de frequéncias (fig.8.3.c), onde podemos observar
regioes com picos espectrais (linhas pretas) bem definidos e outras com regides continuas de
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Figura 8.3: (a) Expoentes de Lyapunov, (b) transformadas rotacionais, e (c) o diagrama de
bifurcacdo no espaco de frequéncias, para o mapa bidimensional conservativo com m = 6,
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maior intensidade espectral. De qualquer forma, em todo o diagrama as frequéncias mais
acentuadas estdo na mesma regido (em torno de f = 1/8). Isto se deve ao fato de que mesmo
no regime caético as linhas de campo ainda estdo confinadas em torno das cadeias principais

vizinhas e portanto apresentam, de forma mais acentuada, frequéncias proximas a estas.

Passemos agora a analisar o sistema ao longo de um segmento de reta com angulos
iniciais fixos e posicoes radiais iniciais varidveis, utilizando como exemplo o corte vertical
com zo = 0,30m (fig.8.2) e calculando os expoentes de Lyapunov, os fatores de seguranca,
e o diagrama de bifurcacdo no espago de frequéncias (fig.8.4). Este corte come¢a em uma
estreita faixa de regime cadtico na borda do vaso, passa em seguida pelas cadeias principais
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Figura 8.4: (a) Expoentes de Lyapunov, (b) transformadas rotacionais, e (c) o diagrama de
bifurcacao no espago de frequéncias, para o mapa bidimensional conservativo com m = 6,
[h, = GOOA, e Ty = 0, 30m.

de ilhas, pela faixa cadtica mais larga, e finalmente entra na regiao das superficies toroidais
fechadas. No grafico dos expoentes de Lyapunov (fig.8.4.a) vemos as mesmas transicoes
abruptas ja observadas no exemplo anterior. J& no grafico dos fatores de seguranga (fig.8.4.b)
vemos uma espécie de “escada do diabo” descendente, interrompida apenas por intervalos
correspondentes as regioes de regime cadtico. No diagrama de bifurcagao no espaco de
frequéncias (fig.8.4.c) observamos agora que as frequéncias principais percorrem todo o eixo
de frequéncias a medida em que variamos yo, formando curvas continuas com pequenos saltos
ao formarem os patamares correspondentes as cadeias de ilhas magnéticas.

Por 1ltimo, consideramos um exemplo com posi¢ao inicial fixa no cruzamento dos dois



8.2 Cortes nos planos de parametros

123

0,10 —
(a)

0,05

::J
e
o [

=0,05

-0,10

)

T Ry z .

0 aee . 400 600

(k]

03

(o 200 =30 == o]

Figura 8.5: (a) Expoentes de Lyapunov, (b) transformadas rotacionais, e (c) o diagrama de
bifurcagao no espaco de frequéncias, para o mapa bidimensional conservativo com m = 6,

zo = 0,30m e yo = 0,01m.

.
segmentos de reta anteriores (zo = 0,30m, yo = 0,01lm), e variamos a corrente nas hélices
do limitador, calculando os expoentes de Lyapunov, os fatores de seguranca, e o diagrama
de bifurcagao no espaco de frequéncias (fig.8.5). Os expoentes de Lyapunov comecam com
uma larga faixa de valor nulo, uma vez que nao ha caos nesta regiao para baixos valores de
corrente, € uma vez que entramos no regime caotico (em torno de I, = 200A4) o expoente
maximo de Lyapunov comecga a crescer de forma irregular. Este crescimento se deve ao
alargamento continuo da faixa de regime cadtico. O grifico dos fatores de seguranca consiste
em uma curva quase constante para baixas correntes, que ¢ interrompida na regiao inicial do
regime caotico, durante o qual observamos apenas alguns pontos isolados correpondentes a
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mini-ilhas magnéticas dentro do regime caético. O diagrama de bifurcacdo também comeca
apresentando uma estrutura regular de frequéncias bem-definidas, que é destruida de forma
lenta e gradual ao adentrarmos a regiao de regime cadtico.

8.3 Planos espectrais do mapeamento bidimensional
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Figura 8.6: Planos espectrais do mapa bidimensional conservativo para m = 6, I, = 5004,
¢c(a) f=1/5, (b) f=1/6,(c) f=1/T7,(d) f = 1/9. Quanto mais escuro o ponto, maior ¢
a intensidade espectral da frequéncia analisada.

Os planos espectrais ja foram introduzidos na andlise do mapa unidimensional dissi-
pativo, e consistem em uma série de graficos no plano de pardmetros onde escolhemos a
intensidade espectral de certas frequéncias mais relevantes para serem plotadas em funcao
dos parametros. No caso do mapeamento bidimensional dissipativo escolhemos as posicoes
inicials, angular e radial, como parametros.

Fazemos entao uma série de planos espectrais para uma se¢ao de Poincaré com parametros
fixos (fig.8.6) e as frequéncias correspondentes as principais cadeias de ilhas da regiao analisa-
da. No plano correspondente & frequéncia f = 1/5 (fig.8.6.a) vemos que a intensidade desta
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frequéncia é muito intensa apenas sobre a cadeia de ilhas 5/1, conforme era de se esperar, e
de resto observamos apenas um fraco fundo continuo nas regides cadéticas, correspondente a
intensidade do fundo continuo destas.

J4 para o plano correpondente & frequéncia f = 1/6 (fig.8.6.b) vemos que a intensidade
espectral é muito grande sobre a cadeia de ilhas 6/1, conforme esperado, mas também é muito
acentuada na faixa de regime cadtico que envolve esta cadeia de ilhas. O mesmo fenomeno
pode ser observado na figura correspondente & frequéncia f = 1/7 (fig.8.6.c). Observamos
assim que as frequéncias dominantes em uma dada regido cadtica sao as frequéncias das
cadeias de ilhas magnéticas que esta envolve.

Fizemos ainda um gréfico do plano correspondente & frequéncia f = 1/9 (fig.8.6.d), e
neste caso podemos observar que as maiores intensidades espectrais ocorrem nao sobre a
prépria cadeia 9/1, mas sobre a fina faixa de regime cadtico imediatamente em torno desta
cadeia de ilhas.

De forma geral, observamos entdo que uma determinada frequéncia apresenta intensida-
des espectrais acentuadas sobre a sua cadeia de ilhas principal e as regioes cadticas imedia-
tamente adjacentes a esta, intensidades fracas em outras regioes cadticas, e intensidade nula

em todas as outras regioes.

8.4 Padroes de escape

Um outro aspecto de grande relevancia a ser analisado em relagao ao mapeamento do
limitador ergédico é a difusdo das linhas de campo magnético, que influencia de forma direta
na difusao de particulas, confinadas por estas. Para o estudo da difusao costuma-se escolher
uma série de trajetérias com a mesma posi¢ao inicial na diregdo de difusao (no nosso caso a
direcdo radial) e iterd-las, tomando uma média sobre o afastamento quadratico da posigao
inicial na direcio de difusdo ao longo do tempo. Define-se assim o coeficiente de difusao[2]:

.. < (rn(ro,b0) — 10)? >0,
Iy = Alfl—l;noo 2N

onde <>y, representa uma média sobre os angulos iniciais. Porém surge um problema nesta

(8.1)

definicdo: é preciso um nimero grande de iteragoes das trajetorias sobre as quais esta meédia
é efetuada, para que ocorra a convergéncia do limite. Isto ndo apresenta problemas para
alguns mapas como o mapa-padrdo cujo dominio se estende infinitamente na diregao de
1

difusao Mas, no caso do mapa bidimensional conservativo que estamos estudando, a

1De fato, no mapa padrao ocorrem outros problemas de convergéncia, devido aos modos aceleradores (2).

~
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diregao de difusao é limitada pela parede do vaso do tockamak em r = b = 0,11m. Depois
que a linha de campo magnética passa por este limite nao ha sentido em continuar com os
calculos de difusao. Acontece porém que, nas situagoes em que as ilhas magnéticas na borda
do tokamak estao suficientemente destruidas para que haja possibilidade de difusao, esta
ocorre de forma tao rapida que para um grande nimero de linhas de campo bastam apenas
algumas iteracoes para a colisao com a borda.

=)

o

fn

o

000

0,03

Figura 8.7: Diagrama de escape e secao de Poincaré do mapa bidimensional conservativo
com corregdes toroidais para I = 7004 e m = 7. Quanto mais claros os pontos, mais
rapidamente a linha de campo magnético escapa. Pontos pretos representam linhas que néo
escaparam nas primeiras 100 iteragoes.

Para analisar este fendmeno mais detalhadamente, introduzimos aqui o que decidimos
chamar de padroes de escape. Os padroes de escape consistem em planos de condicdes ini-
cials onde a cada posi¢ao inicial associamos um ponto cujo tom de cinza é proporcional ao
nimero de voltas que a linha de campo magnético d4 no tokamak antes de colidir com a

parede, “escapando” assim do dominio do nosso mapeamento. Calculando o diagrama de
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Figura 8.8: Ampliagao de detalhes da figura 8.7.

escape correspondente & borda do tokamak de uma se¢ao de Poincaré com uma grande regiao
cadtica na borda (fig.8.7) podemos observar as vérias regides de comportamentos distintos.
Temos, em primeiro lugar, uma faixa imediatamente acima da borda do tokamak, onde as
linhas colidem imediatamente com a parede (a primeira iteragao ja as tira do vaso). Esta
regiao é continua e o seu limite superior corresponde a uma curva suave, que nada mais é do
que o segmento de reta y = 0 iterado uma vez para trds no mapeamento. Acima desta curva
observamos uma regiio bastante complexa, de carater fractal, dentro da qual observamos
grandes regioes negras (nio ocorre escape, ou este é muito lento) correpondentes as ilhas
magnéticas. Destas regioes saem pequenas “caudas” negras correpondentes as regioes em
que as linhas sdo atraidas para perto das ilhas ficando presas por muito tempo pelos canto-
ri formado por cadeias de ilhas secundérias, e demorando portanto a escapar. Finalmente
temos uma regido superior completamente negra, correspondente a regiao confinada pela
superficie toroidal mais externa que ainda ndo se partiu, e para dentro da qual nao pode
haver, consequentemente, linhas magnéticas que cheguem até a borda. O complexo carater
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fractal da regiao intermediaria, formado por estreitas faixas esticadas, pode ser percebido
em ampliacoes (fig.8.8). De fato este cardter filamentado deve-se ao fendmeno de “stret-
ching and folding” (em portugués “estica e dobra”)[2], um mecanismo comum nos sistemas

conservativos.

8.5 Analise da difusao local
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Figura 8.9: Convergéncia dos coeficientes locais de afastamento (a) linear e (b) quadratico
para ro = 0,10m, m =7, I}, = 5004, em func¢io do nimero N de éngulos.

Outra forma de se estudar a difusdo em sistemas limitados é fazer um estudo local da
difusao. Para tanto calcula-se ndo coeficientes de difusao que prevém o que acontece a longo
prazo, mas coeficientes locais que estudam o deslocamento médio das trajetérias na primeira
iteragdo. Para tanto definimos o coeficiente local de afastamento linear[48]:

DL(TQ) =L '."‘1(’!‘0,90) - Ty > (82)
e o coeficiente local de afastamento quadritico:

Dq(ro) =< (r1(ro,60) — 10)% >0, (8.3)
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onde 1y é uma posicdo radial inicial fixa, <>, € uma média sobre posicoes angulares iniciais,
e r; é a posicao radial das linhas de campo apés a primeira iteracio do mapeamento. O
coeficiente local de afastamento quadratico mede uma tendéncia geral de afastamento, inde-
pendente da direcao, enquanto que o coeficiente linear é positivo para deslocamentos para
fora do vaso do tokamak e negativo para deslocamentos para dentro, que ndo ocorrem no

nosso mapeamento bidimensional conservativo.
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Figura 8.10: Coeficientes locais de afastamento (a) linear e (b) quadratico para o mapeamen-
to conservativo do limitador ergédico com m = 7 e I, = 200A (linhas cheias) e I, = 5004

(linhas pontilhadas).

Fazendo um grafico dos coeficientes de afastamento em funcdo do numero de angulos
iniciais empregados na média (onde sempre empregamos angulos igualmente espagados no
intervalo [0, 27) ), vemos que ambos convergem muito rapidamente, e basta utilizarmos em
torno de 100 angulos iniciais para obter médias confidveis (de fato este é o niimero de angulos
iniciais utilizados nos graficos seguintes).

Passamos agora a calcular os coeficientes locais de afastamento lineares e quadraticos em
funcdo da posigao inicial radial para correntes fixas no limitador (8.10). Observamos que
mesmo para correntes baixas jd hd tendéncias muito fracas de deslocamento radial na borda.
Quando aumentamos a corrente esta tendéncia de deslocamento aumenta e o afastamento se
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Figura 8.11: Coeficientes locais de afastamento (a) linear e (b) quadratico para o mapeamen-
to conservativo do limitador ergédico com m =7 e yy = 0,01m (linhas cheias) e yp = 0,03m
(linhas pontilhadas).

torna nao-nulo mesmo para regiées mais internas. A dependéncia exata da corrente pode ser
observada em detalhes na figura 8.11 onde calculamos os coeficientes locais de afastamento
em fungéo da corrente nos limitadores para uma posigao radial mais externa, onde ele cresce
rapidamente, e para uma posigio radial mais interna, onde ele é muito baixo e sé passa a
ser nao-nulo para correntes mais elevadas.

Os coeficientes locais de afastamento linear podem ser utilizados para estimar a ordem
de grandeza do nimero médio de voltas que as linhas de campo magnético precisam para
chegar de uma determinada posicao radial até a borda do plasma, sendo que este nimero
de voltas é, por sua vez, proporcional ao tempo de difusio das particulas. Sendo N, este
numero médio de voltas, temos que:

b dr 1
Ny &= ~(b-r) < =—— >, 8.4
s (b — o) (8.4)

Dy(r)
onde a média <>, é efetuada sobre a regiao ro < r < b.

Finalmente, fizemos ainda uma anélise da robustez destes coeficientes perante pequenas
flutuagdes aleatorias na corrente do limitador ergodico. A influéncia de pequenas oscilacoes
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Figura 8.12: Coeficientes de afastamento (a) linear e (b) quadritico para o mapeamento
conservativo do limitador ergédico com m = 7, I, = 5004, e yo = 0,01m, variando as
flutuagoes Al na corrente do limitador.

de corrente sobre o sistema serd estudada de forma mais geral no préximo item, sendo
que vamos analisar apenas a sua influéncia sobre o fenémeno da difusdo. Considerando
os coeficientes de afastamento linear em funcao da oscilacdo aleatéria maxima da corrente
no limitador (fig.8.12) vemos que para flutuagdes de até cerca de 10% praticamente nada
acontece. Mesmo para oscilagoes maiores o ruido percebido na difusao é muito pequeno, ou
seja, pequenas flutuagoes experimentais aleatérias no limitador ergédico nao contribuem de
forma significativa para a difusdo, pelo menos no nosso modelo.

8.6 Pequenas flutuagoes na corrente das hélices do li-

mitador

No item anterior estudamos brevemente a influéncia de oscilagdes de corrente no limi-
tador ergédico sobre a difusdo no sistema. Passamos agora a tentar de forma mais geral
a influéncia de flutuagoes experimentais sobre a validade do nosso modelo. Para isto, é



132

Analise do mapeamento conservativo do limitador ergédico

0,050

s ®) G ‘(c)
0,048 b (
0,046

y(m)
0,044 ¢t

0,042 -

0,040 |

1,5

1.0
S(107%)
0.5

K% 3 S l T S

O i il
9 00 02 04 06 08 00 0,2 04 06 0,8 0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0
f f f

4] n

Figura 8.13: Linhas de campo do mapeamento bidimensional dissipativo do limitador
ergodico com m = 7, I, = T00A, o = 0,15m, yo = 0,041m, e flutuagdes na corrente
no limitador da ordem de (a) 0% , (b) 10%, e (c) 20%, e os seus respectivos espectros de
Fourier (d), (e), e (f).

necessario fazermos uma ressalva. As iteragoes no nossso mapeamento para o limitador
ergodico estao relacionadas a uma integracao na varidvel espacial da direcdo toroidal (¢) que
desempenha o papel de um tempo candnico, e ndo a integracdo em um tempo propriamente
dito. Assim sendo, toda a linha de campo existe no mesmo instante de tempo, e como todas
as perturbagoes estao, portanto, sendo aplicadas simultaneamente, nio faz sentido, a rigor,
falar em correntes flutuantes no tempo. O que nds queremos representar com isso é que, se
houver flutuagoes da corrente no tempo, hi flutuagdes de toda a configuragio magnética,
e a trajetoria de uma particula se movendo dentro desta configuragao vai ser influenciada
pelas flutuagoes de corrente. Para simplificar o problema vamos nos permitir entdo, por um
instante, confundir a linha de campo magnético com a trajetéria da particula, para fazermos

uma analise da relevancia de flutuagoes na corrente.



8.6 Pequenas flutuagdes na corrente das hélices do limitador

133

Consideremos, por exemplo, uma trajetoria regular que, a principio, se localiza sobre
uma cadeia de ilhas magnéticas, conforme visto na figura 8.13.a. Aplicando uma flu-
tuacio aleatéria de 10% sobre a corrente e recalculando a mesma linha de campo magnético
(fig.8.13.b) vemos que ela continua confinada sobre a cadeia de ilhas, aparecendo apenas
mais “borrada”. De qualquer forma, o espectro de Fourier da trajetoria praticamente nao
é afetado, como pode ser observado nas figuras 8.13.d-e. Aplicando agora uma flutuacao
méaxima de 20% e recalculando a mesma linha de campo ¢ o seu espectro (fig.8.13.c-) vemos
que a linha de campo acaba escapando para a regiao de regime cadtico e, consequentemente,
0 seu espectro passa a apresentar um fundo continuo em torno dos picos principais.

Este exemplo mostra claramente a diferenga entre perturbactes aleatdrias em sistemas
dissipativos e conservativos. A medida em que para sistemas dissipativos muitas transi¢oes
si0 suaves e o sistema transita entre os atratores, formando assim um atrator “médio” da
regiao de parametros compreendida na oscilagao paramétrica; em sistemas conservativos este
tipo de oscilagao pode levar a mudangas bruscas, levando o sistema de regioes 'regulares a

irregulares e vice-versa, uma vez que a transi¢ao entre eles é muito abrupta.
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Conclusoes

Na primeira parte desta tese, introduzimos um mapeamento unidimensional dissipativo
a dois pardmetros, que representa 0 comportamento de um prot6tipo de oscilador suave
submetido a perturbagdes impulsivas no limite de relaxagao rapida[8, 49]. Mostramos que
as trajetérias deste mapeamento podem ser classificadas em periddicas, quase-periddicas,
e cadticas, utilizando para isto varios algoritmos da anéalise nao-linear, como o célculo de
expoentes de Lyapunov e a anélise de Fourier[10, 18]. Verificamos em seguida que o espago
de parametros [14] deste sistema podia ser dividido em duas regides distintas: a primeira,
caracterizada por baixas intensidades de perturbagao, apresentando apenas trajetorias pe-
riédicas e quase-periédicas, formando uma estrutura conhecida na literatura por “linguas de
Arnold” [32], comuns a todo um grupo de mapas conhecidos como “mapas do circulo”. A
segunda regido do plano de parametros, caracterizada por perturbagoes de maior intensida-
de, apresenta apenas trajetdrias periddicas e cabticas, sendo que a fronteira entre estes dois
tipos de regime apresenta uma intrincada forma fractal.

Passamos entao a analisar os trés tipos de transicdo entre regimes no plano de parametros:
a transico entre regimes periddicos e quasi-periédicos, caracterizada por deslocamento
continuo dos picos espectrais ao longo de eixo de frequéncias nos espectros de poténcia,
por curvas de expoentes de Lyapunov suaves e continuas, e por uma estrutura de nimeros
de rotagdo conhecida como “escada do diabo” [13]; a transigao entre regimes periddicos e
cadticos, caracterizada por picos de frequéncia crescendo e decrescendo em posigoes fixas, por
curvas de expoentes de Lyapunov com transi¢oes abruptas, e por diagramas de bifurcagao
cuja lei de escala é regida pela constante universal de Feigenbaum [10]; e a transi¢ao entre
regimes peri6dicos de periodos incomensuraveis, caracterizada por oscilagoes abruptas entre
diferentes expoentes de Lyapunov e nimeros de rotagao, distribuidas de forma fractal.

Para o mesmo mapa unidimensional dissipativo ainda fizemos uma analise das trajetorias
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periddicas instdveis que coexistem com os atratores caéticos, e mostramos que para um dado
conjunto fixo de parametros o nimero destas tende a crescer de forma exponencial com o
periodo, conforme previsto teoricamente [35]. Verificamos também que as drbitas instdveis de
baixo periodo sdo em geral boas candidatas a 6rbitas optimais, justificando assim a utilizagao
destas em métodos de controle de caos por pequenas perturbagoes[28]. Encerramos o estudo
do mapa unidimensional dissipativo mostrando que o comportamento deste é razoavelmente
robusto frente a pequenas flutuagoes aleatorias nos parametros de controle, devido a forte
dissipatividade do sistema que reforca a estabilidade dos seus atratores.

Na segunda parte da tese foi apresentada a dedugdo de um mapeamento bidimensional
conservativo que descreve as se¢oes de Poincaré das linhas de campo magnético no interior de
um tokamak sob a influéncia de limitadores ergédicos magnéticos [16]. Através da utilizagao
de expoentes de Lyapunov e espectros de Fourier, entre outras ferramentas, foi mostrado que
as linhas de campo mangético podiam ser divididas em trés grupos: linhas regulares confi-
nadas sobre cadeias de ilhas magnéticas, caracterizadas por expoentes de Lyapunov nulos,
fatores de seguranga racionais, espectros discretos, e dimensdo de mergulho igual a D,, = 2;
linhas de campo regulares sobre superficies toroidais fechadas, caracterizadas por expoen-
tes de Lyapunov nulos, fatores de seguranga irracionais, espectros discretos, e dimensédo de
mergulho D,, = 1; e linhas caéticas, caracterizadas por expoentes de Lyapunov nao-nulos,
fatores de seguranga nao convergentes, espectros continuos, e dimensao de mergulho D,, = 2.

Através de uma andlise deste mapeamento bidimensional conservativo no espago dos
parametros, foi analisado o crescimento da largura das cadeias de ilhas magnéticas com a
corrente nas hélices do limitador, e observado o surgimento de regides cadticas devido a
superposi¢ao das cadeias de ilhas magnéticas. Verificou-se também que para correntes mais
elevadas nos limitadores ocorre uma saturac¢io no tamanho das regioes cadticas. Em seguida,
foi analisada um anélise da difusdo das linhas de campo magnéticas, e com o auxilio dos
diagramas de escape, um método grafico introduzido por nés, foi mostrado que devido &
répida colis@o das linhas de campo difusoras com a borda do tokamak nao é possivel usar os
coeficientes de difusdo como sao normalmente definidos, uma vez que estes dependem de um
grande tempo de evolugdo do sistema. Optou-se entdo por uma anélise local da difusao de
linhas de campo magnético [2]. Finalmente, analisou-se a influéncia de pequencas flutuagdes
aleatérias da corrente nas hélices do limitadro e verificou-se que estas nao influem de maneira
significativa sobre a difusdo em nosso modelo, mas podem chegar a afetar de maneira signi-
ficativa a evolugao das linhas de campo magnético individuais, devido as fronteiras abruptas
entre regioes de comportamento regular e irregular em sistemas conservativos.



“ De toute l’histoire vous ne retenez que certains
mots qu’elle a dits dans le sommeil, ces mots qui
disent ce dont vous étes atteint: Maladie de la
mort.” - Marguerite Duras (la maladie de la mort).
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