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Ny rodugdo

Introducao

@ Os bilhares sao sistemas em que uma particula é confinada
a se mover em uma fronteira, sendo essa fixa ou moével [1,2].

@ A particula é langada em uma determinada posicao na regiao
delimitada pela fronteira com uma velocidade definida.

@ A particula viaja ao longo de uma trajetoria, geralmente retili-
nea, até sofrer uma colisdo com a fronteira do bilhar. Essa
colisdo pode ser elasticas ou inelasticas.
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Ny rodugdo

@ Apos a colisao, a particula sofre uma reflexao especular com
a fronteira, ou seja, 0 angulo de incidéncia da colisao com a
fronteira do bilhar é igual ao angulo de reflexdao em relacao
a superficie normal da fronteira, desta forma dando origem a
uma nova dire¢ao por onde a particula deve seguir.

@ A velocidade da particula, apds a colisao se mantém cons-
tante, caso a fronteira seja estatica, porém, se a fronteira
tiver uma dependéncia temporal, € possivel observar o cres-
cimento ou decaimento da velocidade.
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Propriedades dinamicas Mapeamento

Mapeamento

@ Para iniciar a contrugdo do mapeamento que descreve o bilhar ovoide, primeiramente, de-
vemos definir a expressao para o raio da frontera, que € dada por [3]

R(9,¢,p) = 1 + ecos(ph). (1)
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Figura 1: Esbogo de diferente geometrias da fronteira, para as combinagdes de parametros:
(@)e=0ep=0;(b)e=0,07ep=3;(c)e=0,1ep=3;(d)e=0,13e p=3.
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Propriedades dinamicas Mapeamento

@ A dinamica apresentada é descrita por um mapeamento discreto, bidimensional, ndo linear,
em termos de duas variaveis dindmicas, denominadas por 6, e an.

@ 0, representa a posi¢ao angular da particula e an € 0 &ngulo que a trajetéria da particula
faz com o vetor tangente a fronteira na posicao angular 6,.

y

Figura 2: llustragao da descri¢gao dos angulos feitos pela particula e sua trajetéria.

Matheus Hansen Francisco (IFUSP) Controle de Oscilagoes 30/03/2017 5/25



Propriedades dinamicas Mapeamento

@ Com isso podemos escrever o mapeamento que modela a dindmica como sendo

F(0n+1) = R(Ont+1)sin(@nt1) — Y(0n) —tan(an + én) %
P X[R(6n+1) cos(On41) — X(0n)] ; )
(o7 NN = ¢n+1 - (O‘n + ¢n)
com Y'(00)
n = arctan {X’(Gn)} , (3)

onde X’(0n) e Y’(0n) sdo as derivadas de X(0n) e Y(0n) respectivamente em relagéo a 0.

@ Podemos obter 6,1 usando o método da bissecao, fazendo F(6,,1) = 0.
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Propriedades dinamicas Espaco de fases

Espaco de fases

@ Para o mapeamento dada pela Eq.(2), temos o seguinte espago de fases

Curvas invarintes spanning
-—

Curvas invarintes spanning

Figura 3: Espago de fases gerado pela Eq.(2), para os parametros e = 0,1 e p = 2.
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Propriedades dinamicas Espaco de fases

Figura 4: llustragédo de uma 6rbita (a) cadtica; (b) na regido das whispering gallery orbits e
(c) na ilha de estabilidade colidindo com a fronteira do bilhar.
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Propriedades dinamicas Espaco de fases

@ Dado que o raio da fronteira do bilhar é dado por R(6, ¢, p) = 1 + e cos(p9).

@ Ao variarmos o parametro ¢ de maneira que assuma um valor maior ou igual a um ec
acarreta na destruicdo de todas as curvas invariantes spanning do espago de fases [4]. A
expressao para ¢¢ é dada por

1

:W7 p=>1. 4)

€c

@ A explicagéo para essa destruigdo das curvas invariantes pode ser dada pela questio da
curvatura da fronteira do bilhar, podemos ver por exemplo, na Fig.(1), que o parametro ¢ é
responsavel por variar a forma geométrica da fronteira. Desta forma, uma regidao com um
e < €c¢, tem forma concova para a fronteira, enquanto que para valores de ¢ > ¢; implica
em uma curvatura negativa, ou seja, convexa.
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Propriedades dinamicas Espaco de fases

@ Parap = 2temos que ec = 0.2.
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Figura 5: llustragao de uma whispering gallery orbit para ; (a) e < ec € (b) € > ec.
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Propriedades d cas Espaco de fases

Figura 6: Espago de fases gerado pela Eq.(2), para os parametros e = 0,21 e p = 2.
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Propriedades estatisticas Escape de particulas

Escape de particulas

@ Vamos observar a probabilidade das particulas sobrevive-
rem, ou seja, permanecerem no interior do bilhar apos a
introducao de um orificio na fronteira.

@ O orificio nada mais € que um determinado deslocamento
angular medido em relagdo ao angulo 6.

@ A extensao do orificio sera h= 0, 2.
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Propriedades estatisticas Escape de particulas
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Figura 7: llustragao dos orificios hy € (3,04;3,24) e h, € (3,95; 4,15) na (a) fronteira do
bilhar e (b) no espaco de fases. Os parametros utilizados foram ¢ = 0,08 e p = 3.
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Propriedades estatisticas Escape de particulas

@ Um ensemble de 10* particulas nio interagentes ¢ injetado
através do orificio.

@ Cada particula pode colidir até 10° vezes com a fronteira,
caso nao escape antes.

@ A probabilidade de sobrevivéncia é calculada como
P(n) = — Ngur(n) (5)

onde N é o numero condigdes iniciais do ensemble e Ny, (n)
representa o numero de condigoes iniciais que sobreviveram
dentro do bilhar na iterada n.
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Propriedades estatisticas Escape de particulas
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Figura 8: Probabilidade de sobrevivéncia quando (a) As particulas sédo injetadas e escapam
através de hy (curva vermelha) e ho (curva azul); (b) As particulas sao langadas da regiao
de hy e escapam em h, (curva azul) e quando as particulas langadas de h, escapam por
hy (curva vermelha). Os parametros utilizados foram e = 0,08 e p = 3.
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Propriedades estatisticas Bacias de escape

Bacias de escape

@ Dejamos estudar as bacias de escape para h; e hy, para a
configuragao que privilegia o escape [5]. Assim, redefinimos
a posicao do buraco hy, de forma que ele também esteja em
uma regiao que apenas é visitada por orbitas cadticas.

@ As posicoes para os orificios séo hy € (0,1;0,3) e h, €
(3,95;4,15) .

@ S3o injetadas 4 x 108 particulas do mar cadtico evoluindo
a dinamica de cada uma delas até 10° caso ndo escapem
antes.
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Propriedades estatisticas Bacias de escape
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Figura 9: Bacias de escape: (a) para as particulas que escaparam por hy, representada
pela cor vermelha e por hy, representada pela cor azul; (b) para a mesma figura em (a),
mas agora utilizando como escala de cor, o nimero de colisdes que cada particula gastou
até o escape. Os parametros utilizados foram e = 0,08 e p = 3.
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Propriedades estatisticas Bacias de escape
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Figura 10: (a) Ampliagao da cadeia de ilhas encontradas; (b) a representagao da cadeia de
ilhas no espago de fases. Os parametros utilizados foram ¢ = 0,08 e p = 3.
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Propriedades estatisticas Sela Cadtica

Sela Cadtica

Figura 11: (a) A variedade instavel e (b) a variedade estavel, para o ponto hiperbélico
(6* =~ 2,0522,a* =~ 0,9997) (roxo) demonstrado na figura. Os parametros utilizados
forame =0,08e p=3.
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Propriedades estatisticas

Matheus Hansen Francisco (IFUSP)

Figura 12: (a) As particulas que tiveram entre 1 e 200 colisdes com a fronteira até escapar;
(b) Ainfluencia da sela cadtica [6] sobre as condicdes iniciaés.
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Propriedades estatisticas Expoente de incerteza

Expoente de incerteza

@ Devido a complexidade das bacias de escape, € possivel que exista uma incerteza sobre
os pontos das fronteiras das bacias de hy e ho.

@ Para verificar essa incerteza, utilizamos um método chamado uncertain fraction method
[7]. Esse método consiste em seguir uma condigao inicial (6g, ) e verificar por qual
orificio a particula escapa. Apds isso, uma pequena perturbaga ¢ é adicionada na condigao
inicial, tal que (g + ¢, ap) € (6o — ¢, ap). Seguindo essa condigao inicial perturbada,
verificamos que se ela continua a escapar pelo mesmo orificio, essa condigédo € dita certa,
caso contrario, incerta.

@ O processo é repetido para um grande nimero de condigdes iniciais Ny. Definindo que
Ny sdo o nimero de condigoes incertas, podemos escrever a fragao de incerteza como
f(¢) = Nu/Nr.

@ Para diferentes valores de ¢, esperamos que f(¢) ~ ¢, onde u é o expoente de incerteza.

@ Para 0 < p < 1temos que a fronteira é fractal.
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Propriedades estatisticas Expoente de incerteza

@ Sendo f(¢) ~ Nu/Nr.
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Figura 13: O gréfico de f(¢) vs ¢ para (a) iteragao para frente, com expoente de incerteza
© = 0,1203(5); (b) iteragdo para trds, com expoente de incerteza y = 0,1201(5). Os
parametros utilizados foram ¢ = 0,08 e p = 3.
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Propriedades estatisticas Expoente de incerteza

@ O expoente de incerteza u, pode ser relacionado com a di-
mensao fractal da fronteira D, [8], usando a expressao

i = D— Dy, (6)

onde D é a dimensao do espaco de fases, que nesse caso €
D=2

o Através da Eq.(6), podemos encontrar que a dimensao da
fronteira das bacias de escape para iteradas para frente igual
a Dy = 1,8797(5) e para o caso de iteradas para tras, te-
mos Dy = 1,8799(5), o que nos leva a observar que as
fronteiras das bacias de escape tem uma dimensao fractal
Dy = 1,8798(5).
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