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RESUMO

Neste trabalho investigamos, inicialmente, a
distribuic@o de linhas de campo para um plasma em equilibrio MHD
estatico com simetria axial perturbado por correntes helicoidais
ressonantes e confinado num tokamak de grande razio-de-aspecto. Esse
sistema possui simetria helicoidal e é integravel, com invariantes que
descrevem superficies magnéticas cilindricas e ilhas magnéticas. Para
descrever tal configurag&o introduzimos um formalismo Hamiltoniano com
variaveis de angulo-agéo a partir do qual estabelecemos as equagdes de
evolugéo para as trajetérias das linhas de campo. Estas equagdes se
modificam ao considerarmos o efeito toroidal que quebra a simetria do
sistema em quest&o. Afim de descrever o campo ndo-integréavel
utilizamos um método de perturbagio para obter equagdes diferenciais
aproximadas que, quando integradas numericamente, fornecem o mapa de
Poincaré das linhas de campo caracterizando superficies magnéticas,
ilhas magnéticas (principais e secundarias) e regides caéticas. A
partir deste mapeamento analisamos a expansdo das regides cadticas
entre superficies ressonantes devido ao aumento das correntes

helicoidais e a diminuig&o da razio-de-aspecto do tokamak.



ABSTRACT

In this work we initially investigate the distribution
of magnetic field lines for a plasma in MHD static equilibrium in an
axial symmetry perturbed by resonant helical currents and confined in
a tokamak of large aspect-ratio. This system is in a helical symmetry
and it is integrable with invariants describing cilindrical magnetic
surfaces and magnetic 1islands. In order to describe such a
configuration we introduce a Hamiltonian formalism with action-angle
variables from which we establish the evolution equations for the
trajectories of the field lines. These equations are altered when we
consider the toroidal effect that breaks the system symmetry in
question. In order to describe the non-integrable field we use a
perturbation method for obtaining approximate differential equations
which, when nummerically integrated, supply the map of Poincaré of the
field 1lines which characterizes the magnetic surfaces, magnetic
islands (primary and secondary) and chaotic regions. Starting from
this mapping we analyse the expansion of the chaotic regions between
resonant surfaces due to the increase of the helical currents and the

dicrease of the aspect-ratio of the tokamak.
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CAPITULO |

INTRODUGAO

As tentativas para obter a fus&o nuclear controlada tém
levado véarios cientistas a estudar as condigdes de confinamento de
plasmas que propiciem as reagdes de fusdo. Estas condig¢des implicam,
essencialmente, em estabelecer determinados niveis de densidade e
temperatura do plasma em um tempo de confinamento suficiente para que
a quantidade de energia obtida seja maior que a wutilizada no
desencadeamento do processo de fuséo.

O confinamento de plasmas, através de campos magnéticos
em mAquinas toroidais, tem sido um dos principais objetos de estudo
para que a fusido controlada possa ser alcangada.

Uma condigdo necesséria, para que um plasma possa ser
confinado magneticamente, consiste na existéncia de superficies
magnéticas na regido em que o plasma se estabelece
(Morozov e Solov’ev 66). Baseados neste fato consideramos, neste
trabalho, um plasma em equilibrio Magnetohidrodin&mico (MHD) estético
(Freidberg 82), e investigamos as condigdes de confinamento do mesmo
num tokamak, através do estudo destas superficies.

As equacgbes do equilibrio MHD ideal implicam, através

da equagéo:
B. VP=0 (I-1)

que a pressdao ¢é constante ao longo das linhas de forgca do campo
magnético (Greene e Johnson 65). As solugdes da equagdo (I-1) fornecem
as superficies de pressédo constante sobre as quais repousam as linhas
de campo magnético (Freidberg 82). Estas superficies s&o também
denominadas superficies magnéticas. Assim, como o movimento principal
das particulas carregadas ocorre ao longo de uma linha de campo,
concluimes que estas superficies condicionam o comportamento do

plasma.



Conforme ja mencionamos, as superficies magnéticas séo
estabelecidas como solugdes das equagdes MHD referentes ao equilibrio
estatico (onde consideramos as derivadas temporais e a velocidade de
um elemento do fluido nulas). Estas solugdes existem quando uma dada
configuragdo de campos possui simetria translacional, rotacional ou
helicoidal (Grad 85) e, neste caso, dizemos que o sistema é
integravel.

As equagdes das linhas de campo podem ser descritas por
uma formulacdo Hamiltoniana, analogamente ao que se faz no tratamento
de trajetérias de particulas em um sistema dinamico
(Liechtenberg e Liebermann 83). Assim, podemos obter o mapa de
Poincaré, referente as trajetérias das linhas de campo, assinalando as
intersecgdes das mesmas em um plano perpendicular ao eixo magnético,
também denominado plano poloidal do tokamak (Vannucci et. af. 89).

Ao introduzirmos a um sistema MHD em equilibrio, uma
perturbacgao advinda de correntes helicoidais externas
(Karger et. af. 75), de oscilagdes do préprio plasma (Robinson 85) ou
provenientes do efeito toroidal que se considera na geometria do
problema (Fernandes et. al. 83), as superficies ressonantes podem ser
alteradas com a formagdo de ilhas magnéticas e as superficies nao
ressonantes podem ser destruidas, caso o sistema resultante nao seja
simétrico. Quando estas superficies s&o destruidas, as linhas de campo
passam a ter uma distribuigdo cadtica, que pode ser observada através
da anadlise do mapa de Poincaré de uma dada configuragio
(Vannucci et. af. 89).

Nesta dissertagdo, estamos interessados em analisar o
sistema composto pelo tokamak TBR-1, no qual estd enrolado um conjunto
de condutores helicoidais adjacentes. O campo gerado pelas hélices
assume um carater perturbativo em relagdo ao campo de equilibrio MHD e
assim, ocorre quebra de simetria do sistema. Neste trabalho,
analisaremos a destruigido das superficies magnéticas, num tokamak de
grande razéo-de-aspecto, devido as perturbagdes helicoidais externas.
Utilizaremos, para tanto, a teoria de perturbagdes para sistemas
Hamiltonianos, andlogo ao proposto por Filonenko
(Filonenko et. af. 67) ao descrever o comportamento das superficies

magnéticas num stellarator de grande razdo-de-aspecto.



Inicialmente, no capitulo II, exporemos as equagdes que
determinam a configuragdo de campos do sistema em questéo, considerado
na aproximagé@o cilindrica. Esta configuragéo sera analisada em partes,
através do - sistema de equilibrio, do conjunto de hélices e da
superposicéo de ambos. Estabeleceremos as equag¢des dos invariantes que
descrevem as superficies magnéticas associadas a cada um destes
sistemas e obteremos os mapeamentos analiticos dos mesmos. O sistema
dado pela composig@o plasma em equilibrio e hélices é integravel e
sera descrito por wuma formulagdo Hamiltoniana. Nas superficies
magnéticas ressonantes surgem as chamadas ilhas magnéticas devido a
pertubagéo proveniente dos condutores helicoidais. Ao considerarmos a
correcdo tororoidal sobre esta composigdo, veremos que ocorre quebra
de simetria e o sistema deixa de ser integravel. Este efeito de
curvatura do campo gera as 1ilhas satélites em torno das 1ilhas
principais. Apesar da perda de integrabilidade do sistema, ainda
podemos determinar um invariante local aproximado que nos permite
controlar as condigdes para as quais as linhas de campo tém uma
distribuigdo caética no espago de fase. Como em outros sistemas
dinamicos (Chirikov 78), estas condig¢des podem ser obtidas através da
andlise das semi-larguras destas ilhas satélites e da posigédo das
superficies ressonantes (Fernandes e Caldas 85).

Em seguida, no capitulo II1I, apresentaremos a
Hamiltoniana obtida para um sistema com simetria helicoidal,
utilizando um formalismo proposto por Turner (Turner 85). Nesta
formulagdo, Turner representa um campo magnético de simetria
helicoidal através de duas fungdes, e conclui que a Hamiltoniana do
sistema pode ser representada por uma destas fungdes. Esta
Hamiltoniana serd identificada com o invariante estabelecido no
capitulo II.

No capitulo IV, introduziremos uma nova formulagdo
Hamiltoniana, para descrever o mesmo sistema composto pelo plasma em
equilibrio perturbado pelo campo gerado por condutores helicoidais
externos. Para tanto, descreveremos as equagdes das linhas do campo
magnético de um sistema integravel, num tokamak de grande raz&o-de-
aspecto, através das variaveis de &angulo-agdo (9,J). Em seguida,

utilizando a teoria de perturbagdes, veremos como estas equagdes se



modificam quando consideramos o efeito toroidal e, através destas
equacgdes, obteremos o mapa de Poincaré das linhas de campo no plano
(J,®). As analises numéricas, com os respectivos graficos e
mapeamentos s&io apresentados no capitulo V e as conclusdes e sugestdes
no capitulo VI. Foram utilizados os parémetros do TBR-1. O apéndice A

se refere a alguns cédlculos apresentados no decorrer do trabalho.



CAPITULO Il

CAMPOS MAGNETICOS HELICOIDAIS

II.a) - INTRODUGAO

As superficies magnéticas, essenciais ao confinamento
do plasma, existem quando um sistema apresenta simetria translacional,
rotacional ou helicoidal. Isto advém do fato de que as equagdes MHD,
que determinam o comportamento do plasma, tém solugéo apenas quando
tais simetrias existem. Caso contrario, ha evidéncias baseadas na
teoria KAM para sistemas Hamiltonianos (Lichtemberg e Liberman 83), de
que estas solugdes ndo existem e o sistema ndo tem uma distribuicéo de
tais superficies (Grad 85).

Quando h& superficies magnéticas dizemos que o sistema
¢ integravel, pois podemos determinar o comportamento das linhas do
campo magnético B que se distribuem sobre essas superficies. Caso haja
quebra de simetria na configuragdo do sistema devido a presenca de
campos perturbativos, podera haver a destruigé@o de algumas superficies
magnéticas, originando uma distribuigéo caética das linhas de campo,
com a conseqiiente modificag@o no equilibrio ou perda do plasma. Estes
campos perturbativos podem ser causados por oscilagdes esponténeas do
plasma (Robinson 85), por correntes externas (Karger et. al. 75), ou
ainda por corregdes que introduzimos na geometria do problema
(Morozov e Solov’ev 66).

As superficies magnéticas s8o caracterizadas por

valores constantes de uma fungdo ¥ dada por:

(=)

Quando um sistema ndo apresenta simetria, ndo existe

tal fungdo ¥ que satisfaga a equagéo (II-1).



1L, [9) = PLASMA EM EQUILIBRIO NUM TOKAMAK COM GRANDE
RAZAO-DE-ASPECTO.

Consideremos um plasma em equilibrio com segdo circular
de raio a, confinado magneticamente num tokamak de grande razéo-
de-aspecto (R/a >> 1, onde R é o raio maior do tokamak) de tal maneira
que podemos desprezar os efeitos toroidais de curvatura, representando
o tokamak por um cilindro periédico com comprimento 2nR conforme
a fig . II-1.

74
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fig.1I1-1: Sistema de coordenadas e esquema dos campos de equilibrio.



Nessa aproximag&o, para um plasma em equilibrio MHD

estatico o campo magnético é dado por:

B =B e, + Be(r) g (11-2)

onde r, 8 e z sdo as coordenadas cilindricas, B: € um campo uniforme
de origem externa correspondente & componente toroidal, e Bg(r) é o

campo poloidal gerado pelo seguinte perfil de corrente:

r’ v
J = Jo [ 1 - = ] e, (II-3)
a
sendo ¥ um numero positivo e jo igual a:
Ip
S = (y+1) (CISIE1)

ma

onde Ip é a corrente do plasma.

O campo poloidal, obtido através da lei de Ampére é:

y 2

[T Y 2

[Bg(r) TP N N [1—1—] (I11-5)
2(y + 1)r

Tomando a equagdo (II-4) e lembrando que:

0 Ho !
Bit(ia) =L (I11-6)
()
2na



podemos reescrever (II-5) como:

a Bg(a) rf .y + 1
N 1 - [ 1 - ] (11-7)

O —
Be(r) =
que seré, posteriormente, uma forma mais conveniente.

As superficies magnéticas de equilibrio compreendem um
sistema de cilindros concéntricos (fig.II-2), e s&o caracterizadas

pelo fator de seguranga:

G B ——= (I1-8)

As linhas de campo que repousam sobre uma superficie com um dado
g = m/n (sendo m e n numeros inteiros), fecham-se sobre si mesmas apés
terem percorrido m voltas poloidais e n voltas toroidais.

Lembrando que:

r B;
q(0) = 1lim S (I1-9)
I —e 0 R B (r‘)
6
podemos escrever:
q(a) = q(0) (y + 1) (II-10)

Levando-se em conta que as equagdes para as linhas de

campo sao:

- LB .. (I1-11)




podemos determinar as superficies magnéticas do equilibrio através do

invariante:

2 (

k B r .
£ = mJ‘ Bg(r’) dr’ (11-12)

wo(r) -
2

que satisfaz a equagdo (II-1). A fig.II-2 fornece o mapeamento
analitico do invariante wo num plano poloidal. Este mapeamento fornece
as superficies magnéticas correspondentes a configuragéo do plasma em
equilibrio na aproximacgio cilindrica. As superficies, neste caso, sio

circulos concéntricos ao eixo geométrico do sistema.

A
1,0

0,5

Y /a
@

RS

- 1,() I -
~90 =053 O 013 1,0

@ /a

fig II-2: Curvas de wo constante para o sistema de equilibrio na
aproximag&o cilindrica. A figura foi obtida para m = 3,
n=1, g(a) =5, g(0) = 1, I = 10 kA e parametros do TBR-1.
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Podemos determinar o raio ra da superficie racional
caracterizada por um fator de seguranga q = m/n, em torno da qual
poderdo surgir ilhas magnéticas caso o sistema seja perturbado.

Tomando as equag®es (II-7) e (II-8), vem:

— m — -
Q(P ) = “n > (II-13)

Rearranjando a equagdo (II-13) e tomando:

a Bo
gla) = —=— (11-14)
R Be(a)
obtemos finalmente:
m, B - = —
1= 5 ot B q(a) = il 0 (HH=15)
a a
A equagdo (II-15) nos permite determinar r . numericamente.
m,

II.c) - CAMPOS MAGNETICOS COM SIMETRIA HELICOIDAL

Introduziremos agora configuracdes cujos campos
magnéticos apresentam simetria helicoidal, ou seja, campos que
dependem das variaveis r e u = mé - kz, onde k = n/R é o médulo da
componente z do vetor de onda, e m e n s&o numeros inteiros que

determinam a helicidade do campo.

10



As superficies magnéticas, associadas a esta
configuracfo, possuem a mesma simetria e periodicidade que o campo
B(r,u) e sio determinadas por valores constantes da fung@o ¥ = ¥(r,u).

Neste trabalho, o campo magnético helicoidal, que é
superposto ao campo de equilibrio em um tokamak (equagdo II-2), assume
um carater perturbativo. Suas componentes radiais, mesmo as de pequena
intensidade, podem produzir efeitos ressonantes em torno de uma
particular superficie racional com q = m/n , desde que as helicidades
dessas perturbagdes coincidam com as da superficie mencionada. Neste
caso as superficies magnéticas do sistema s8o dadas, aproximadamente,
por uma superposigdo linear das superficies do equilibrio com as

superficies provenientes do campo perturbativo, e podemos escrever:

¥(r,u) =y (r) + ¢ (r,u) CLTS16Y

de maneira a que a equagdo (II-1) é ainda satisfeita.

A funcdo V¥(r,u) pode ser interpretada como sendo o
fluxo magnético através da superficie de um helicéide de raio r e
altura wunitéaria, associado a um valor connstante da variavel
u=m@ -kz = cte. O passo deste helicdide é 2n/a¢ onde «a = k/m. A
perturbagéo descrita por wl(r,u) da origem a m ilhas magnéticas em
torno da superficie magnética ndo perturbada com helicidade

caracterizada pelo fator de seguranca:

i© BO

q= = =
0

R Be(r)

Caso ocorram campos com simetrias helicoidais
diferentes do campo Jja existente, ou seja, descritos pela variavel
u =m’e - k’z ( u’# u ), superpostos ao sistema descrito pela equagéo
(II-16), h&a quebra de simetria e por este motivo passa a existir no

plasma uma regigdo sem superficies magnéticas (Greene 84).

11



As componentes do campo magnético B(r,u) obtidas

introduzimos o potencial vetor A(r,u) através de:

B =

Vx A

e considerando por argumentos de simetria que:

a6

oz

séo dadas por:
B =l
T3 10
Be =
B =L
z Is

[
=)

du

du

quando

(H=37)

(II-18.a)

(II-18.Db)

(II-19.a)

(=118, 19)

(II-18.c)

A partir das equagdes (II-19) e das equagdes para as

linhas de campo definidas por (II-11),

de uma linha de campo que,

para cada valor constante,

obtemos um invariante ao longo

representa uma

12



superficie magnética com a mesma simetria e periodicidade que B(r,u) e

que é dado por:
¥(r,u) =m Az(r,u) +kr Ae(r,u) (11-20)

Podemos verificar que o invariante wo(r) apresentado na

equacdo (II-12) pode ser obtido de (II-20) uma vez que:

av aAz aAe
T T k [ A9 A ] (I11-21)
Utilizando (II-19.b) e (II-18.c), reescrevemos (II-21) como:
ov
e kr Bz(r,u) - m Be(r,u) (I1-22)

Para o equilibrio, a equagdo acima se reduz a:

ay

[0}
or

=k r B -mB%r)
z e

que integrada nos fornece o invariante expresso por (II-12).

13



II.d) - PARES DE CORRENTES HELICOIDAIS DE SENTIDOS OPOSTOS.

Neste trabalho, estaremos interessados no campo externo
gerado por pares de condutores enrolados helicoidalmente, percorridos
por correntes de sentidos opostos Ih. Queremos estudar, em particular,
o caso do tokamak onde se encontra um conjunto de condutores enrolado
helicoidalmente com um passo caracterizado pelos numeros inteiros
m e n.

Experimentos realizados com estes campos helicoidais
(karger 75 e Robinson 85), que assumem um carater perturbativo pois
suas amplitudes s&o bem menores que as do campo de equilibrio, mostram
que as oscilagdes no plasma podem ser controladas e que a atividade
MHD pode ser atenuada para certos valores de corrente I
(Vannucci et. af. 89). Além disso, h& evidéncias experimentais de que
as disrupturas em tokamaks podem ser uma conseqiiéncia da superposicgéo
de ilhas magnéticas que se estabelecem no plasma devido as correntes
helicoidais (Karger 75).

A superposigéo de um plasma em equilibrio com simetria
axial e um campo perturbativo helicoidal, nos fornece um sistema com
simetria helicoidal que é integravel, ou seja, podemos estabelecer as
trajetérias da 1linhas de campo desta configuragdo.

Tomaremos, inicialmente, o0 campo gerado por uma
corrente helicoidal.

O campo magnético Bl(r,u) pode ser descrito por um

potencial escalar ¢(r,u) tal que:
B' =V ¢ =23

pois na auséncia de correntes elétricas temos, a partir das equagdes

de Maxwell:

VxB =0 (I1-24)

14



Levando-se em conta que:

vV.B =0 CRIE25))

concluimos que o potencial ¢(r,u) deve satisfazer a equagdo de

Laplace:

2 2
V2¢=”xl~“—q‘[“ a¢]+[_'ﬂ_+k2] 8¢ -0 (11-26)

onde utilizamos a simetria helicoidal do sistema.
A solugdo geral da equagio (I1-26) é dada

por (Morozov e Solov’ev 66):

[2e]
¢ =B z + z [ AmN KmN(NkP) + BmN ImN(NkP) ] sen Nu (r1-27)

mN=1

sendo ImN e KmN as fungdes modificadas de Bessel de primeira e segunda
espécies, respectivamente, (Butkov 78) e u = m6 - kz. O primeiro termo
representa um campo uniforme na diregado z.

Para termos a convergéncia da solugdo em r = 0, devemos
considerar como nulos os coeficientes AmN da somatéria na equagao
(I1-27). Levando-se em conta as condigdes de contorno para o campo
magnético em r = b, onde b é o raio da hélice pela qual a corrente Ih

é transportada, obtemos que o potencial (II-27) toma a forma:

uy Ik ®
IR L S z K’ (Nkb) I (Nkr) sen Nu CIiZzR)
o mN mN
mN=1
para 0 s £ 19

sendo K;N(Nkr) a derivada em relagio ao argumento (Nkr).
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Consideraremos agora o campo criado pela superposicio
de m pares de fios finos adjacentes, enrolados helicoidalmente numa

superficie ciiindrica de raio b, com correntes de sentidos opostos Ih
(fi1g. I1-3)).

fig II-3: Trés pares de condutores helicoidais adjacentes.

Neste caso, o primeiro termo da equagio (II-28) se anula e o potencial

torna-se, depois de consideragdes em relagéo a geometria do problema:

2 b1 Kk ®
¢ = - z kK’ (Nkb) I_(Nkr) sen Nu (11-29)

p=0

1A
-

IA
o

para 0
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sendo

N=2p+ 1 (II-30)

Estes calculos podem ser vistos em detalhes no apéndice A. Perto do
eixo magnético, o campo pode ser aproximado por um unico harmdénico, de
modo que tomaremos o termo em que p =0 (N =1), na somatéria da
equacgdo (II-29).

Assim, o potencial seré escrito como:

2 p bI k ;
5 o 0 h K" (kb) Im(kr) sen u (11-31)
T
Desde que estamos interessados em regides em que as
condigdes,
k b«l ’ kr«l e P < (9 (1ni=22)

sejam satisfeitas simultaneamente, tomaremos as expansdbes para as
fungdes de Bessel quando os argumentos tendem a zero. Assim, as
fungdes modificadas de Bessel podem ser aproximadas

por (Butkov 78):

I (x) = L x " liiR
m I'(m+1) 2 :
e
_rm (2" B
Km(X) ~ > [ —')'(— ] (II e,

A aproximagdo é razoavel, pois o maior erro que
poderiamos cometer ao considerarmos r = 8cm (raio menor do TBR-1),

seria inferior a 1% .

1y

a)

b)



Substituindo-se as equagdes (II-33) em (II-31) vem:

(I1-34)

<
Q
]
=
(e}
A
B
()
o3
———
=)
()]
(U]
=]
c
(@)
1A
2]
A
og

e as componentes do campo magnético que este potencial gera s&o dadas

por:

p I m m-1
B! = O N Jauh L sen u (II-35.a)
r or
n
u I m md]
1 _ 1 o _ 0 h Iy »
BB = —I'T. W = = COS u (II 35b)
4
p I k m
B LA ' cosu (II-35.c)
z dz o

Utilizando as equagdes (II-22) e (II-35), podemos

estabelecer a equagdo para as superficies magnéticas do campo

perturbativo. Assim temos:

oy u I k m+1 g I m m-1
L OSsh I cos u + cehah rm cos u (I1-38)

IR

(ol (8
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Integrando (II-36) vem:

v Ho Ih = rm+2 Ko Ih moopm (11-37)
1 = cos u + — cos u

n (m+2) b n

O primeiro termo da equagéo (II-37) é menor que o
segundo termo na ordem de (P/R)z. Deste modo, desprezaremos este termo

e consideraremos:

My Ih m - m
l/ll(r,u) ~ [ 5 ] cos u (I1-38)

Podemos observar a forma destas superficies na

fig.11-4 .
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4 /a

=0,5

1,0

0,5

-10 ' J - 5

fig. 11-4:

-1,0 -0,5 0 0,5 1,0

@ /a

Curvas de wl constante para o sistema composto por
trés pares de condutores helicoidais enrolados numa
superficie cilindrica. As superficies foram obtidas para
gla) = 5, q(0) = 1, Ip=10kA. Ih=100Am=3,n=1e
parametros do TBR-1.
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II-e) - ILHAS MAGNETICAS

Vimos que, ao considerarmos a superposigdo de um campo
de simetria helicoidal ao campo de equilibrio, as superficies
magnéticas podem ser descritas pela equagéo (II-16), onde
Ly, 1<ty |

Além disso, a perturbagé@o correspondente a wl(r,u) pode
criar efeitos ressonantes em torno da superficie racional com
g = m/n , desde que a helicidade desta perturbagéo coincida com a da
superficie mencionada. Estes efeitos ressonantes d&o origem as
chamadas ilhas magnéticas. O aparecimento destas 1ilhas pode ser
explicado pela superposigéo da componente helicoidal do campo
magnético de equilibrio com a componente radial do campo criado pelos
condutores helicoidais (Fernandes e Caldas 85), dada pela
equagédo (II-35.a).

Podemos fazer uma estimativa da largura dessas ilhas,
expandindo a equagido (II-16) até segunda ordem, em torno do raio da

superficie racional com g(r ) = m/n . Assim, podemos escrever:
m, n

’

— ’ - 1 tioh) o 2
W(P'U) - lllo(r‘m n) * wo (rm n) (F I‘m n) i __2_— ‘/]0 (Pm n) (e r‘m n) i

> ’ ’ ’ ’

i l'al(rm n ’U)

’

A partir de (II-22) vem:

g (e ) =kr B(r )-m Bg(rm ) (11-40)

O m,n m,n z m, SN
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Tomando a equag&o (II-8) e usando o fato que k = n/R , obtemos:

0
atB lhmn n !
Ple ) = = [ = ] =0 (11-41)
0 m,n R m q(rm,n)

Deste modo, a equagéo (II-39) reduz-se a:

_ 1 _ 200 - - _
¥(r,u) = o (r r n) wo (r'm n) + llll(r'm o u) = cte = C (I1-42)

’ ) ’

Ainda a partir da equagédo (II-22) e da equagdo (II-7)

vem:
B0 m 2 = 2 1 r2 %
w,,(r ) = z a _n_ m,n i~ 1- 1- m,n
0 m,n R r m a q(a) 2
m,n a

Ty 2
[1 +[ “‘;" ] (1 +2y) ]} (11-43)

Tomando a equagéo para as superficies magnéticas devido

a perturbagéo dada por (II-38) obtemos, a partir de (II-42),

(I1-44)

que é a equagdo que descreve as intersecgdes das superficies

magnéticas perturbadas com o plano z = 0. As trajetérias das linhas de
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campo no espago de fase p x u, correspondentes ao sistema composto
pelo plasma em equilibrio cilindrico superposto aos condutores
helicoidais estdo ilustradas na figura II-5. A figura foi obtida a
partir do mapeamento analitico do invariante ¥ definido pelas equagdes
(I1-16), (II-12) e (II-38).

Notamos que a perturbagéo wl(r,u), proveniente das
correntes helicoidais, tem a mesma helicidade que a superficie
racional com q = m/n .

Podemos analisar trés casos a partir de (II-44) que

s@o ilustrados na fig.II-5:

a) C >

de onde concluimos que para qualquer valor de 6 obtemos:

ou

23



b) C =

Neste caso,

1
2 u Ih m i m 2
r-r = + [ 2t ] (1 - cos m8) (I1-45)
m,n T w’;(r ) b
O m,n
sendo r-r_ = 0 para
6 =0, 2 ’ 4 ’ 6 n
m m m
ou
L
4 H, Ih m T m 2
r-r = Ar = [ “"“] (11-46)
m,n m,n 5D b
ny’'(r )
0 m,n
quando
g = T , 3 n , 5n ’
m m m

A equagdo (II-46) representa o valor das semi-larguras
das ilhas magnéticas. Assim, m pares de fios helicoidais com correntes

Ih em sentidos opostos nos condutores adjacentes e enrolados com passo
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|
|
|
|
|

2n/a no tokamak, d&o origem a m 1ilhas magnéticas ao redor da
superficie racional com q(rm n) = m/n. A figura V-1.b fornece o
mapeamento numérico das tajetérias das linhas de campo através do qual

observamos trés ilhas magnéticas em torno da superficie com q = 3.

c) CR<

Analisando a equagdo (II-44), observamos que para obter valores reais

de rr ,a seguinte condigdo deve ser satisfeita:

»

cos mB < < 4l

Isto resulta em um conjunto de linhas fechadas interiores as do caso

b, conforme podemos notar na fig.II-5.
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1.0 e

0.8 —— T

N
Nm
N 00 4
Ny
Q
0.2
0.0 i
0] 3.14 6.28
u
fig.11-5: Trajetérias das linhas de campo no espago de fase p x u. A

figura foi obtida para q(a) =5, q(0) =1, IP= 10 kA,
Ih =100 A m =3, n = 1 e parametros do TBR-1. A variavel p

esta normalizada pelo quadrado do raio da coluna de plasma.

[+ 72)
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I11.f) - CORREGAO TOROIDAL

Veremos, agora, como ficam as equagdes para O campo
magnético quando introduzimos a corregido toroidal ao sistema
descrito pela equagdo (II-16).

Quando esta corregédo ¢ superposta a uma perturbacéo
helicoidal caracterizada pelos numeros m e n, temos que a simetria é
quebrada e, como conseqiiéncia, as superficies magnéticas podem
desaparecer em algumas regides do plasma (Morozov e Solov’ev 66).
Entretanto, =ao considerarmos correntes helicoidais ressonantes de
pequena intensidade para tokamaks de grande razéo-de-aspecto,
observamos, ao invés da destruigdo das superficies, a formagdo de
m+ 1 ilhas satélites, denominadas também secundarias, nas superficies
com g = (m % 1)/n (Fussman et. af. 81); além de outras ilhas de
menores dimensdes. Por outro lado, caso o valor das correntes nos
condutores helicoidais ultrapasse um limite méximo que pode ser
estimado, poderd haver superposicéo das ilhas primarias e secundarias
com o aparecimento de uma regido cadética que pode causar pequenas
disrupturas no tokamak (Vannucci et. al. 89).

Inicialmente consideraremos que o sistema, apbés
efetuada a correcdo toroidal, é descrito por um campo magnético dado

pela seguinte expresséo:
B = B(r) + V¢ (r,u) + £ cosB V¢1(r,u) (I11-47)

onde £ cos6 V¢1 ¢ o termo que introduz o efeito de curvatura ao campo
e € = -r/R .Justificaremos posteriormente o emprego da equagao
QELAT)

O ultimo termo desta equagdo contém o acoplamento de

modos (1,0) com os modos (m,n) e, ao considera-lo,observamos quebra de
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simetria na configuragéo original. O potencial ¢1, na verdade, € o
potencial ¢ dado pela equagdo (II-34). O campo magnético decorrente

desta correcgdo tem as seguintes componentes:

po I m m-1 p I m m
t 0 h 0 h TS ,
B = — — cosé6 = sen u o [ 5 ] sen u
r R n 2nR
(II-48.2a)
t s “o Ih mn rm—l “o Ih n r = .
Be = — — cos6 = - cos u = 5 cos u
R 8 2nR
(II-48.b)
g I k " woT e et
t i® 0 h 0 h ,
B = — — cos6 = Ccos u - = Ccos u
“ R T b 2nR b
(I11-48.c)

Nas equacdes (II-48) foram utilizadas as expressdes (II-35). Além
disso, introduzimos a variavel u = (m % 1)6 - kz, conforme a

superficie racional em que consideramos a ressonéancia.
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As novas equagdes para as linhas de campo, obtidas
quando introduzimos a corregfio toroidal, s&#o determinadas ao

modificarmos o campo gerado pelos condutores helicoidais da seguinte

forma:

_ & _ r a¢ a
5r = Br + Br = [ il = cos6 ] ar (II-49.2)
| t _ I 1 d¢ _
59 = Be + Be = [ 1 — = cosB ] S (II-49.b)
58 =B +B' = | 1 - L cosp | 59 (11-49.c)
z z z R oz

Tomamos em (II-49) as expressdes dadas pelas equagdes (II-35).

As equagdes (II-11) tornam-se, assim:

dr _ T
dz 0

(II-50.a)
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BO - O Cos u RS cos6e
BY + B g n R
de e 6 _
T =3z 0 B
B + B “o Ih k m -
“ = B + Ccos u ( 1 - = cos6 ]
4

(II-50.b)

Considerando r/R « 1, expandimos as expressdes (II-50)
e tomamos apenas termos de ordem zero ou termos helicoidais
ressonantes de ordem menor que (P/R)z. Desta forma, obtivemos as

seguintes expressdes finais:

M I m m
g; = 98 ah = [ g ] sen u’ (I1-51.4a)
2nR B
74
e
0
B u I m m
r g: = g + SEh = [ g ] cos u’ (II-51.b)
Bz 2nR Bz
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As equagodes (II-51) também  podem ser obtidas

considerando B x d¢ = 0 e efetuando-se a corregédo ao campo toroidal

ER conforme explicitado a seguir:
z

(II-52)

e

i o> cos6

Este fato Jjustifica o emprego da equagiio (II-47). Ao efetuarmos a

,.. (0] A :

corregdo em B  consideramos o acoplamento entre o campo da hélice e a
z

corregéo toroidal, uma vez que modificamos o passo das superficies

magnéticas (i.e. o passo das linhas de campo) sobre as quais atua o

campo ressonante das hélices.
Reescreveremos a equagéo (II-51.b) em termos de du’/dz,

notando que:

> = m’e - kz (I1-53)

sendo

P =m %1 (I1-54)

A partir de (II-53) vem:

du” _ , d8 _
S m k QIS5

Sl



Substituindo (II-51.b) em (II-55) obtemos:

m’ B® g I mm m-1
g: = -k + g + Jmh = rm cos u’ (I1-586)
r B 2nR B b
Zz z
Podemos estabelecer um invariante aproximado, x , para
as equacdes (I'1=-51.2a) e (11-586), que satisfaga a

equacdo: (Fernandes et. af. 89)

B. Vx = O (L =45577)
ou seja:
dx _ ~
e 0 (In=53)

onde dz é tomado ao longo de uma linha de campo. Determina-se, assim:

(I1-59)
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Na equagdo (II-538) temos:

0 ara. T I
p & T e g

~ B mE =it n

Podemos calcular a largura das m * 1 ilhas satélites
que surgem nas superficies g = (m * 1)/n, da mesma forma como foi
feito com a fungdo ¥ no item (II.e), através da equagdo (II-46).

Escreveremos a equagdo (II-53) através da superposigio

de dois termos como segue:
x =z, (r) + x (r,u") (1I-80)

As semi-larguras das m * 1 ilhas satélites que surgem
nas superficies g=(m * 1)/n , podem ser obtidas através de
procedimento andlogo ao que haviamos feito para as ilhas primarias,

tomando a fungdo ¥. Assim obtemos:

1

4a e JI<xl “o Ih m ™, m 2
Ar , = [ “"“] [ “""} (I1-61)
)
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A razéo entre as expressdes (II-46) e (II-61) nos

fornece a seguinte relagéo:

L
2

(I11-62)

que depende da razd@o a/R. Portanto, quanto mais préximos estivermos da
aproximagdo cilindrica (R/a » 1), menor serd a dimens8io das ilhas
satélites em relagdo as principais. Podemos, ainda,estimar as
semi-larguras das ilhas primarias e secundarias através das equagdes
(II-46) e (II-61), respectivamente, e encontrar condigdes de
superposicédo das mesmas. Esta superposigdo determina as regides
cadticas no plasma com ocorréncia de disrupturas no tokamak, conforme
Jja foi mencionado.

As semi-larguras das ilhas primarias e secundarias
ainda se relacionam através do parametro de estocasticidade s,

definido por Chirikov (Chirikov 79) através da seguinte expressio:

s = (II-83)

Podemos concluir de (II-63) que as ilhas principais e secundarias
entram em contato quando s = 1. Assim, segundo Chirikov, um sistema
torna-se instéavel quando s = 1, pois nesta faixa de valores passamos a
ter destruicgdo das superficies magnéticas devido a superposigdo de
ilhas.

Em resumo, obtivemos neste capitulo a configuragdo de
campos para um plasma em equilibrio MHD estatico em um tokamak de
grande razado-de aspecto, com m pares de condutores helicoidais
percorridos por correntes de sentidos opostos. Associamos a este
sistema um invariante aproximado, que representa as superficies
magnéticas necessarias ao confinamento do plasma, e estimamos o valor

das semi-larguras das m ilhas magnéticas que surgem em torno da
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superficie racional caracterizada pelo fator de seguranca q = m/n. Em
seguida, introduzindo a correcdo toroidal ao sistema descrito
anteriormente, verificamos como as equagdes das linhas de campo se
modificavam e associamos as mesmas um novo invariante aproximado. Este
invariante nos permite estimar as semi-larguras das ilhas satélites
que surgem em torno das superficies com q = m * 1/n como conseqiiéncia
do efeito de curvatura do campo, e assim, encontrar as condigdes que
levam a uma distribuicdo caética das 1linhas de campo devido a

superposigéo de ilhas primarias e secundéarias.
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CAPITULO Il

FORMULAGAO HAMILTONIANA PARA SUPERFICIES MAGNETICAS

III.a) - INTRODUGAO

Neste capitulo, representaremos um campo de simetria
helicoidal através de duas fungdes e verificaremos, a partir da
definigdo de um momento canonicamente conjugado & coordenada radial,
que uma dessas fungdes serd a Hamiltonina geradora das linhas de campo

magnético (Turner 85).

ITI.b) - REPRESENTAGAO PARA UM CAMPO COM SIMETRIA HELICOIDAL

Um campo de simetria helicoidal pode ser representado

através de duas fungdes conforme estid definido abaixo:

B(r,u) = ¢ (r,u) S vF_(r,u) x A Gititi=i,)
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onde

u=me -kz (III-2.2a)

(LB =23b)

Podemos determinar as duas fungdes ?1 e 92 para um
determinado campo magnético, tomando os produtos escalar e vetorial,

respectivamente, da equag&o (III-1) com o versor 8. Deste modo, temos:

B(r,u).e = 7, ee - (VF, x 8).8 (IBI=3)

Notamos facilmente que o segundo termo do lado direito
na equagdo (III-3) é nulo. Através das equacdes (III-1) e (III-2.b)

podemos escrever (III-3) como:

kr Bm K°rZ + m

Be 5 > + 5 : = = 9 (111‘4)
kr +m kr+m

onde B9 e B s8o as componentes do campo magnético nas diregdes 6 e z,
z

respectivamente. A partir da equacio (III-4) obtemos:

91 = krBe & mBz =)
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Tomando o produto vetorial de (III-1) com o versor e,
poderemos determinar o campo estabelecido por V?Z, conforme mostrado a

seguir:

e - (VF,(r,u) x &) x & (III-6)

55
=
£
X
(1)

"
“Q
o>
X

O primeiro termo do lado direito da equagédo (III-B) é nulo e podemos
notar que o segundo termo pode ser escrito como - V?zez. A equacgédo

(I1I-86) fornece, assim:

m B krB m B kr B
(] z r r
ohe 2 2 2 2 er - 282 S 2 2 2 ez =
kr'+m k'r'+ m Kr+m kK'r'+nm
il
= - vgz -—2 > > (III_7)
kr +m

de onde vem:

= [mBe(r,u) - krB (r,u)] & + [m&é_ -kré ] B (r,u) = V¥ (III-8)
z r (2] z r 2

Verificaremos que ?2 pode ser interpretada como a

Hamiltoniana geradora das linhas do campo B(r,u).
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III.c) - FORMALISMO HAMILTONIANO PARA UM CAMPO MAGNETICO HELICOIDAL

Para verificarmos que 92 rege a evolugdo das linhas de

campo, definiremos um momento p canonicamente conjugado a r, como

segue:
u
p = [ 5 Bz(r,u’) du’ Q0=
Da equag&éo (III-8) podemos notar que:
p = p(r,u) (I1I-10.a)
u = u(r,p) (III-10.b)
e
op(r,u) _ o i, 0] (I11-11)
du z

Queremos determinar uma Hamiltoniana que gere as

seguintes equagdes para as linhas de campo:

dr _ J8H' (r,p) =

e —55— (III-12.b)
dp _ _ 8H(r,p) _
T 3 (III-12.b)
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A coordenada z pode ser interpretada como uma variavel que descreve a

evolucéio com o tempo e a partir das equagdes (II-11) podemos escrever:

dr Br
= - B (II1-13.a)
z
B
e _ e _
T en B (nit=1lE), 1)
iz
Ao examinarmos as equagdes (III-10), definimos:
#(r,ulr,p)) = H (r,p) (II1-14)
e teremos a partir de (III-12.a) e (III-13.a):
B
X (r,u(r,p)) _ 8K (r,u) 8u (r,p) _ r (111-15)
ap du ap Bz
Combinando a equagdo (III-11) com a equagdo (III-15) obtemos:
g% (r,w) _ B (r,u) QEic)
du r
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ou utilizando as equagdes (II-18), escrevemos:

1 EBLGm) L (111-17.a)
r 86 I
=
8# (r,u) = -k r B (r,u) (I1I-17.b)
8z .
Calcularemos, agora, o lado esquerdo da equagdo

(ITI-12.b). A partir de (III-10.a) vem:

dp _ 8p (r,u) du 8p (r,u) dr _
dz ~ au iz T Tar dz (111-18)
mas
du _ du dz + du de R T de
dz 8z dz 86 dz dz (III-19)

Tomando (III-11), (III-13.a) e (III-18) e substituindo

em (III-18), concluimos que:

dp_ . [— k +m

B
] B + 0p(ru) v (111-20)
dz r

z a B

z

de
dz
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Substituindo (III-13.b) em (III-20) obtemos:

B
dp  _ _ r dp (r,u)
B e By B or
Mas segundo (III-12.b),
dp _ _ O8H(r,p)
dz ar

Vamos, entdo, calcular - 8H’/dr .

Levando em consideragéo (III-14) vem:

_ 8H’ (r,p) _ _ d¥#¥ (r,u(r,p)) _
Born ~ dr -

8H (r,u) _ 8¥ (r,u) 8u (r,p)
or du or

Utilizando a relagéo:

du (r,p) _ _ 8p(r,u)/ér
ar dp(r,u)/du

e substituindo em (III-22) temos:

_8¥ (r,p) _ _ 8K (r,u) 8% (r,u) ap(r,u)/ér
ar ar du 8p(r,u)/8u

(D =EL)

(I1=22)

CIT1=23)

] (I11-24)
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De (III-11), (III-16) e (III-22) podemos escrever:

B
H’ (r,p) _ _ 8% (r,u) r 38p (r,u) _
= = o it ——EZ— e CIBI=25))
Considerando (III-12.b), escrevemos a partir de
(III-21) e (III-25):
9% (rvw) _ 1B (r,u) - mB,(r,u) (111-28)
or z (2]

Podemos reunir as equagdes (III-17) e (III-28)

escrevendo:

VH = [krB (r,u) - mB_(r,u)]l e + mB (i, W) & - krB (r,u) A (I11-27)
z 6 r r r z

(¢}

Comparando (III-27) com (III-8) concluimos que:

Hic,u)h= 92(P,u) (II1-28)

e assim escrevemos:

B(r,u) = ¥ (r,u) & - vH(r,u) x & (I11-29)
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Para determinar 92 e portanto H, vamos utilizar um
artificio. Inicialmente calcularemos V?l , a partir de (III-5), de

onde vem:

3(rB.) B B B
V91=[k——~e+m—z]€r+[k O 1 z]é+

8B, 8B R
+ [kr + m £ ] e (II1-30)

A equagéo (III-30) pode ser reescrita como:

a (rBe) BBz .
V?i = [ k + m ] er +
ar ar
A ¢ A ¢ m
+ [ S + ez r — ] [ kB9 + = Bz ] (III-31)
a6 oz
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Levando-se em conta que a densidade de corrente j(r,u) é o rotacional

do campo magnético, vem:

8B 8B
J o= = 20 (I1I-32.a)
r T 59 8z
8B 8B
e (I11-32.b)
oz or

8(rBy) 8B (%2, )

-

ar a6

Tomando (III-32.b) e (III-32.c) podemos escrever o primeiro parénteses

de (III-31) como:

a(rBy) 8B
Kk + m Z=krj - mjy + | k “ 4+ m
ar ar “ 36 8z

QINIE33))

8B 8B ]
r

Ao considerarmos a simetria expressa por (II-18),onde:
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teremos que a equagio (III-33) resulta em:

8(rBy) 3B
K el o Z=%krj -mj (I11-34)
z (]
or or

Por outro lado, a segunda parte da equagdo (III-31) podera ser escrita

como:

A A
(m €y - kr ez) J. (I11-35)

onde utilizamos (III-32.a) e a simetria expressa acima.
Portanto, a partir de (III-31), (III-34) e (III-35)

obtemos:

_ T X A A A . _
V?l = (erz mJe) SN (m €y kr ez) J. (I11-38)

Comparando (II1I1I-36) com (III-8) e notando a

equagdo (III-5), poderemos escrever, finalmente:

F_=H =kr A9 +mA QIINE27/8)

que é Jjustamente o invariante obtido na equagdo (II-20). Usamos o
fato que =V x B e B =V x A.

Obtivemos assim, neste capitulo, segundo um formalismo
proposto por Turner (Turner 85), a Hamiltoniana geradora das linhas de
um campo com simetria helicoidal. A Hamiltoniana obtida pode ser
identificada com o invariante determinado no capitulo anterior

expresso pela equagdo (II-20).
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CAPITULO IV

FORMALISMO HAMILTONIANO PARA O
CAMPO MAGNETICO NO TBR-1

IV.a) - INTRODUGAO

Apresentaremos neste capitulo uma formulagéo
Hamiltoniana para descrever um sistema composto por um tokamak de
grande raz&o-de-aspecto e por m pares de condutores helicoidais
percorridos por correntes de sentidos opostos em condutores
adjacentes. Apesar do formalismo apresentado neste capitulo ser
expresso por variaveis candénicas diferentes daquelas consideradas no
capitulo anterior, podemos identificar a Hamiltoniana aqui introduzida
com o invariante estabelecido através da equagdo (III-37). Concluimos,
assim, que as duas Hamiltonianas s&o numericamente iguais.

O sistema mencionado acima possui simetria helicoidal e
€ integravel, sendo as trajetérias das linhas de campo mapeadas no
espago de fase (p,u), onde p e u representam as variaveis candénicas.
Dada esta integrabilidade, introduziremos as variaveis de angulo-agio
(9,J) para descrever o sistema e, em seguida, consideraremos a
corregdo toroidal, que quebra a simetria e provoca acoplamentos dos
modos (1,0) e (m,n). Este acoplamento é responsavel pela formagédo de
m * 1 ilhas magnéticas em torno das superficies com g=mz 1/n
Estabeleceremos o mapeamento do campo magnético desta configuragdo no
plano (J,®), através das equagdes de evolugiio das linhas de campo. Os
calculos s&@o obtidos com os parametros do TBR-1. Esse método é analogo
ao proposto por Filonenko (Filonenko et. af. 67) para descrever a
estrutura do campo magnético em um stellarator de grande

razao-de-aspecto.
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IV.b) DESCRIGAO HAMILTONIANA PARA AS SUPERFICIES MAGNETICAS

Descreveremos inicialmente o comportamento das linhas
de campo de um sistema composto por um plasma em equilibrio confinado
num tokamak de grande razdo-de-aspecto (R/a » 1) e m pares de
condutores helicoidais de raio b enrolados na cémara do toréide,
percorridos por correntes de sentidos opostos Ih . 0O passo do
enrolamento é 2m/a onde « = k/m. O campo magnético que corresponde a

tal configuragdo é dado por:
0 0 A
B = Bz e By (r) e, * V¢ (1v-19

onde B: é o campo toroidal uniforme na diregéo z que provém de um
solendide, Bg(r) é o campo poloidal gerado pela corrente de plasma Ip
dado por (II-7) e ¢ é o potencial escalar dado pela equacdo L=l )
que corresponde ao campo dos condutores helicoidais.

As equacdes das linhas de campo tém a seguinte forma:

onde (r,0,z) s&o as coordenadas cilindricas e B, Be e B séo
1 74

as respectivas componentes do campo magnético dadas por:
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2p, b1 k

B = O k’(kb) I’(kr) senu (IV-2.2a)
r or = m m
2pu bI knm
_ = il 8¢ _ 0 0 1 5
By BE(LINE = o Bg(r) + . = km(kb) Im(kr) cosu
(IV-2.b)
2
2p bl K
Bl = BD 2% RRON © '®» g (kb) I (kr) cosu (IV-2.c)
z Z 8z Z m m

T

u=me -kz & a variavel helicoidal (onde k = n/r) e Im(x) e Kh(X) sao

as fungdes modificadas de Bessel de primeira e segunda espécies

respectivamente (Butkov 78). O primo corresponde as derivadas das

fungdes em relagdo ao argumento (kr).

Antes de prosseguirmos, vejamos como calcular du/dz:

B
I (1V-3)
dz

rB
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Obtemos entéo:

- B 2u b1 k
B =B L = K’ (kb) I’(kr) senu (IV-4.2a)
z dz z m m
B .8
iz
0
B B
weell S Oy e e
z dz z z
2p, b1 K° 2
SRS B (kD R T8 (kT W cosH [ + 1] (IV-4.Db)
m m 282
(4 Tl

onde utilizamos as equagdes (IV-2).
Para escrevermos as equagdes (IV-4) de uma forma
Hamiltoniana, introduziremos a variavel t através da coordenada z

conforme estabelecemos a seguir:

, 2K DbIL K2
—— =B =B - K;(kb) Im(kr) cosu (IV-5)
n

onde r e u sio expressas em fungdo de z através de (IV-4).

As equagdes (IV-4) podem, assim, ser reescritas como:

2p bl '

dr _ dr dz _ _ B , , .
g - dz at B T - K’ (kb) I’ (kr) senu (IV-6.2)
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du _ du dz:mBe—kB=mBe _kBo+2“obIhk
dt =~ dz dt r z z n
2
m
.K’(kb) I (kr) cosu [ + 1] (IV-6.b)
m m 2 2
kr
Definindo uma nova variavel:
B = —é— r? (IV-7)

e considerando a seguinte relagdo de recorréncia para as fungdes de

Bessel (Morozov e Solov’ev 66):

I’ (kr) 2
T80 () o = () [1 it n ] (I1v-8)
m m w7
kr

KT
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podemos, finalmente, escrever as equacgdes (IV-B) de wuma forma

Hamiltoniana como segue:

xR _ du

v il (IV-9.a)
a¥x _ dp .
— === (IV-8.b)

onde (p,u) s@o as variaveis candnicas e o invariante X dado a

seguir, é a Hamiltoniana que descreve o sistema:

x B r . ZuObIhk2
Je=Re SR, B. (r’) dr’ - Ts K;(kb) I;(kr) cosu
2 T

(IV-10)

Pode-se demonstrar que K satisfaz a equagéo (II-1),

sendo, portanto, invariante em cada superficie magnética do sistema
considerado.

Embora o formalismo Hamiltoniano aqui introduzido seja
diferente do apresentado no capitulo anterior, a Hamiltoniana (IV-10)
pode ser obtida da equagdo (111-37). Para verificarmos esta afirmagéo,
devemos notar primeiramente que o invariante associado a configuragéao
de campos considerada ¢ dado, aproximadamente, segundo a equagao

(1I1-16), pela superposigéo linear das superficies do equilibrio wo(r),
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com as superficies provenientes do campo perturbativo. 1Isso nos

permite escrever:
H(r,u) = Ro(r) + Hl(r,u)

Segundo Turner (Turner 85), conforme foi visto no
capitulo III, o invariante que descreve o comportamento das linhas de

um campo com simetria helicoidal é:

F_=H-= kr‘Ae + mA

2 z

O campo magnético deste sistema é dado por:
B = B%(r) + B'(r,u)
Podemos estender esta relagfo para o potencial vetor tal que:
& =2%r) + al(r,u)
Assim, reescreveremos (III-37) como:
®=kr (Ag + Ag) +m (A + A

A soma correspondente aos termos do equilibrio ja foi estabelecida

pela equacéo (II-12), ou seja:

# = krA® + mA°
0 () z
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onde

ﬂ%(r) RS e j Bg(r’) dr’

Precisamos, portanto, determinar o invariante que corresponde ao campo

proveniente dos condutoreshelicoidais. As componentes do potencial

vetor, calculadas no apéndice A, s&o:

2p, b I m ,
A = - K’(kb) I (kr) senu
) m m

mr

2 “o b Ih k
A = - K’ (kb) 1I’(kr) cosu
e m m
n

A =0

Utilizamos no célculo, o' gauge em que A =0 e V.A = 0.
Z

invariante wl(r,u) é:

wl(r,u) = kPAe

2 b I =
Vil ) = S R T ) BT () I oo
3l - m m

Assim, o
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Obtemos finalmente de (II-186) que:

k B r? ", 2uobIhk2
N e J B (r’) dr’ - r K’ (kb) I’(kr) cosu
> e o m m

que € Jjustamente a Hamiltoniana obtida em (IV-10) como queriamos
mostrar.

Utilizando as formas expandidas das fungdes de Bessel
dadas por (II-33) no limite em que seus argumentos tendem a =zero,

reescrevemos (IV-10) como:

(Iv-11)

A expressdo (IV-11) serd a utilizada para a Hamiltoniana daqui em

diante.

Os pontos de X, que correspondem aos pontos extremos da

separatriz (ultima das superficies que envolvem as ilhas magnéticas),
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e o ponto de O (centro da ilha), s8io os pontos singulares obtidos da

condigéo:

VH = 0
de onde vem:
e 0 ou senu = 0 (Iv-12.
du
e
8H du _ _
—ap— =0 ou ——dt— = 0 (IV 112,
Assim, os pontos de X no mapeamento p x u (fig.II-5) correspondem aos
pontos nos quais u = 0 e u = 2m, enquanto que o ponto O corresponde ao
ponto em que u = m.
As linhas de campo no plano de fase (p,u) sio
trajetérias definidas pela equacéo:
dp/dt - 8H/8u
gﬁ - = (IV-13)
du/dt 8H/8p
onde tomamos a intersecgdo em um plano z constante. Neste trabalho
tomamos o plano z = O.
Notando que:
aH 1 8K
-—ap— = e (IV-14)
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vem de (IV-12) e (IV-13) a seguinte expresséo:

dp
du

uo I B o frardl 2 p I m—2
kBo - m L 8 [1- [ 1- =il ] ] L D L cos mé

(IV-15)

Utilizamos a equagdo (IV-15) para obter a fig.V-1.c.

Dada a integrabilidade do sistema, definiremos
variaveis de angulo-acgio (9,J) através de uma transformagdo candnica
de variaveis (Percival e Richards 82).As variaveis de éangulo-agdo nos
permitem simplificar as equagdes de movimento, além de serem uteis em
estudos que envolvem teoria de perturbagodes.

A cada trajetéria do espaco de fase (p,u) corresponde
um valor da acdo, constante, tal que a Hamiltoniana é independente de

9. Este fato é expresso através da equagdo de Hamilton:

aJ _ . _ _ 8K ~
S =0= - (IV-16)
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Desde que J ¢ constante, 8#/8J, que é uma fungfo apenas de J, também é

constante. Assim, a outra equag&do de movimento é:

i =5 = w(J) (IV-17)

Ao integrarmos a equag@o (IV-17) concluimos que ¥ aumenta 1linearmente

com a variavel t:

9 =wlJ)t+d8 ,

sendo & uma constante arbitréaria.

Ao analisarmos o espago de fase que descreve o0 nosso
sistema (figs.II-5 e V-1.c), podemos identificar dois comportamentos
distintos para as linhas de campo mapeadas. Embora ambos sejam
periédicos, um deles caracteriza a evolugdo das linhas de forga para
pontos externos as ilhas magnéticas. Neste caso dizemos que ocorre uma
rotagcdo e observamos trajetérias abertas. Quando observamos a evolugio
das linhas para regides em que ocorrem as ilhas magnéticas, as
trajetérias no espago de fase tornam-se fechadas e caracterizamos o
movimento de libragéo.

Para definirmos a variavel agdo devemos notar que, ao
fazermos a transformagfo candénica (p,u) > (J,®), as 4areas
compreendidas por uma curva no espago de fase nas duas representagdes
durante um periodo, serdo as mesmas.

Afim de ilustrar o que foi dito, dispomos das figuras
(IV-1) e (IV-2).
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np A}J
fontl — (&)

fig.IV-1: Representagdo da tranformacio canénica das variaveis

(p,u) > (J,¥) para o movimento de libragdo (érbitas
fechadas).

2n u 21

fig.IV-2: Representag8o da transformagio canénica das variaveis

(p,u) » (J,9) para o movimento de rotacdo (érbitas

abertas).
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Ao igualarmos em cada caso as éreas obtidas de ambas as

representacdes, obtemos a definigdo da agéo para:

a)dentro da ilha:

onde, conforme indicado na fig.IV-1, u1 = u S

b)fora da ilha:

(IV-19.a)

V=S, 1)

A relagdo entre a nova fase (9) e a antiga (u) é dada

através da fungdo geratriz S como segue:

_8S (u,J)

[o5)
(&

onde

u

S(u,J) = J p du

u
(0]

sendo uo uma constante.

(IV-20)

(IvV-21)
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Podemos ainda estabelecer uma relagéo aproximada entre
a freqiéncia w(J) e a freqiiéncia de rotagédo de uma linha de forga W,

que pode ser definida como (Filonenko et. al. 67):

oo o B
Y T T8z r B (1v-22)

Ao londo de uma linha de campo, J(p,u) é costante, mas

% e u variam. Assim:

d _ 8% du _ 8% Su dz

dt  du dt Sdu &z dt (Iv-23)

Considerando que 86 é a variagdo no &ngulo poloidal
quando a variavel u sofre uma variacéo de - 2m e que 8% = 2n quando dSu

muda de 2m vem de (IV-23) e (IV-5) que:

e 86 3z _ _ =
D [ m— k = ] Bz = (k W m ) Bz (IvV-24.a)

onde utilizamos u = m@ - kz. Substituindo (IV-22) em (IV-24.a) temos:

w=kB -m-— (IV-24.b)

Notamos que préximo aos pontos singulares da
separatriz, w, — k/m e conseqiientemente w — 0. Este fato pode
ainda ser verificado da equacdo (IV-23) ao notarmos que du/dt=0 perto

dos pontos singulares.
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IV.c) - CORREGAO TOROIDAL.

Ao introduzirmos a corregéo toroidal ao campo gerado
pelos condutores helicoidais, a integrabilidade do sistema é quebrada
e as equagdes (IV-16) e (IV-17) deixam de ser vAlidas. Neste caso
ocorrera a destruigéo das superficies magnéticas em algumas regides do
plasma e teremos uma distribuigfio caética das linhas de campo.

Conforme Jj& mencionado no capitulo II, o campo
magnético do sistema passa a ser descrito pela equagdo (II-47) dada

por:
B = B%(r) + Vg + € cos@ v,

sendo € = - r/R . As componentes do campo s&o, portanto:

29 6¢1 1 1
B = + £ cosé =B + € cos@ B (IV-25.a)
T e ) e
ar ar
a¢ a¢
B6 = Bg + —%— + —g— cos6 L. Bg + Bé + £ cos6e Bé (IV-25.b)
a6 a6
0 2% 6¢1 0 1 1
B =B + + £ cos6O =B + B + £ cosb 3B (IV-25.c)
74 74 Z 74 iz
dz oz
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A variavel t passa a ser definida através

coordenada z pela equagéo:

oA B =B% + B! + ¢ cose B!
dt z z z z

Para facilitar a notag&do, denominaremos

da

(IV=269)

o sistema

composto do plasma em equilibrio mais o conjunto de hélices com o
com o

e os termos provenientes da corregéo introduzida,

indice =zero,
indice 1. Assim, as equagdes (IV-9) podem ser reescritas como

dr 1 o
dt i© du
0
e
du o
0
Po = -
dt ar

onde utilizamos (IV-7).

(1v-27.2a)

(=27, 1)
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As equagdes para as linhas de campo tornam-se,

portanto:
dr 8¢ qu1 dro di
=B = + £ cos6 = + € cosé (IV-28.b)
dt r ar ar dt dt
du B m ¢ ¢
—— =m L. kB = — Bg(r) + i + i cos6 L -
dt r < r 30 80
" a¢ 6¢1 duo du1
-k B + + £ cos6 = + £ cos6 (IV-28.b)
“ 8z 8z dt dt
Comparando com as equagdes (IV-6) vem:
dr ¢
Lot (IV-29.a)
dt Or
e
du, 3¢, m 3¢,
= -k + = (IV-239.b)
dt oz i 8e

A evolugdo com t para as variaveis (J,®), pode ser
determinada levando-se em conta as equagdes (IV-27), (IV-18) e (IV-20)

relacionadas ao sistema sem corregio. Assim, as equagdes (IV-B) e
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(IV-7) se modificam da seguinte forma:

dJ . (8)d) dr " 8J du - dJ oK dr " oX du
dt ér dt du dt d¥ aro dt 6uo dt

ds dﬁo du dﬂb/dt du

dt du dt du /dt dt
(0] 0]

De (IV-27), (IV-17) e (IV-19) vem:

0
+ £ cos6

dJ 1 du dr dr1
[ E
dt dt

dr du du
o 0 il

+ Po [ + £ cos6 ]
dt dt dt

de onde resulta:

dy € cosO r du dr dr du
0 [~ 0 1 0 1

dt dt dt dt

(IV-30.2a)

(IV-30.b)

(IV-31.a)

65



Da mesma forma:

ds w du du
o) 1
= [ + £ cos@ —— ]
dt duo/dt dt dits
ou ainda
ds dul/dt
—_—= 1+ € cosb —— (IV-31.b)
dt duo/dt

Substituindo as equagdes (IV-29) em (IV-31) obtemos:

dJ ENCOSONIE du0 6¢1 dro [ 8¢1 m 6¢1 ]
= - + -k P =
dt w dt ar dt 8z r’ e
(IV-32.2a)
d9 € w cosB 6¢1 m 6¢1
— = w + [— k L ] (IV-32.b)
dt duo/dt 8z r- 36
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Escreveremos as equagdes (IV-32) em termos dos campos

magnéticos que constituem a configuragdo do sistema. Devemos tomar

também a expressdo para € cos@ ¢1 que resulta em - r/R cos@ ¢, sendo
€ = - r/R. Tomando as expressdes para duo/dt € dro/dt a partir de
(IV-28) vem:

dJ € r cos6é

= [k R B°(r)] coon (1v-34
z 13 6 ar

dt w
e

ds

—_— = W + (IV—34.

dit m

onde consideramos termos até primeira ordem e tomamos ¢ dado por
(ni=24)) .

As equagdes (IV-34) nos mostram que a quebra de
integrabilidade do sistema estd relacionada com a amplitude da razio
r/R , através do parametro £, e com a corrente Ih que percorre os
condutores helicoidais. Quando estes parametros tendem a =zero,
simultaneamente ou isoladamente, a simetria ¢é reestabelecida e

recaimos no caso integravel, onde:

dJ ds
dt dt

Estabelecemos, desta forma, um formalismo Hamiltoniano
quase integravel para a configuragdo de campos de um plasma em
equilibrio MHD estatico, num tokamak de grande razdo-de-aspecto com m

pares de condutores helicoidais adjacentes percorridos por correntes
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de sentidos opostos. Introduzimos variaveis de é&ngulo-agdo (%,J) para
a descricgéo das equagdes das linhas de campo no caso integravel e, em
seguida, superpusemos o efeito de curvatura do campo através da
corregdo toroidal considerada sobre a geometria do sistema. As
equagdes, neste caso, adquirem a forma expressa pela relagdes (IV-34)
que serdo utilizadas para o mapeamento do campo no plano (J,d), assim
como para obtermos o comportamento das variaveis J e ¥ em relagdo ao

numero de voltas toroidais efetuadas no tokamak.
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CAPITULO V

RESULTADOS NUMERICOS

V.a) - INTRODUGAO

Este capitulo consistirda da descricdo dos métodos
numéricos utilizados na obtengdo dos graficos e mapeamentos
apresentados neste trabalho. Dividiremos os resultados adquiridos
descrevendo as figuras provenientes do caso integravel (sem efeito
toroidal) e em seguida do nfo-integréavel. Os resultados apresentados
correspondem sempre a situagdes em que consideramos trés pares de
condutores helicoidais adjacentes (m =3, n = 1), percorridos por

correntes de sentidos opostos, e os parametros do TBR-1:

raio menor a =8 cm
raio maior = 30 cm
raio das hélices b =11 cm

V.b) - SISTEMA INTEGRAVEL

1) OS INVARIANTES y

No caso integravel, apresentamos curvas com valores
constantes dos invariantes Y, associados as configuragdes de campo que
descrevem os diversos sistemas apresentados.

Para a —configuragdo de equilibrio, obtivemos o
mapeamento analitico do campo magnético no plano « x ¢ através da

fungao wo , expressa pela equag8o (II-12). Verificamos, neste caso,
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que as superficies magnéticas correspondem a um sistema de cilindros
concéntricos conforme fig.II-2. Cada um dos circulos ¢ obtido
considerando-se um determinado valor constante para a fungao wo
Deve-se notar que as variaveis « e ¢ estf@io normalizadas pelo raio do
plasma. Consideramos, ainda, q(a) = 5, q(0) = 1 e corrente de plasma
I = 10 kA.

: Da mesma forma, considerando o sistema composto apenas
pelos condutores helicoidais dispostos conforme a figura II-3,
obtivemos as linhas correspondentes a valores constantes da fungéo wl.
Neste caso, o invariante é representado, aproximadamente, pela equagéo
(II-38) e ilustrado pela fig.II-4, onde as intersecgdes das
superficies magnéticas no plano poloidal, sfo curvas abertas separadas
assintoticamente por seis (2m) retas (separatrizes). A figura II-4 foi
obtida para g(a) = 5, q(0) = 1, Ip = 10 kA, Ih = 100 A e parametros do
TBR-1.

Para o sistema que consiste do plasma em equilibrio
e do campo gerado pelos condutores helicoidais que perturba este
equilibrio, encontramos um invariante aproximado expresso pela
equag@o (IV-11). Os pontos singulares para esta equagio (pontos de
X e pontos de O, mencionados no capitulo IV) s#o representados

pelas condigdes:

QD
<
]
(©)

o (vVv-1)
e

oy "

e 0 (v-2)

O mapeamento deste invariante esta ilustrado na
figura V-1.a. A figura V-1.b fornece o mapeamento numérico das
trajetérias das linhas de campo para o mesmo sitema. Os pontos desta
figura foram obtidos a partir das equagdes das linhas de campo
(II-11), e colecionados num plano poloidal a cada volta efetuada no
tokamak. Em ambos os casos observamos a presenca de superficies
circulares nas regifes internas da coluna onde o campo proveniente do

sistema de correntes helicoidais nfo se pronuncia fortemente, pois no
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é ressonante. A formagdoc de m ilhas magnéticas ocorre em torno da
superficie q = 3 (m =3 , n = 1), onde o campo passa a ser ressonante.
Os pontos de X estdo localizados em 6 = 0, 2n/3 e 4n/3, o que pode ser
visto, aproximadamente (pois as separatrizes ndo est&o evidentes). As
figuras V-1.a e V-1.b foram obtidas para q(a) =5, q(0) =1,
Ip=10kAe Ih=100A.
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fig.V-1.a: Superficies de ¢y constante para o sistema composto do
plasma em equilibrio num tokamak de grande raz&o-de-aspecto
com trés pares de condutores helicoidais (m =3, n = 1).
Utilizou-se g(a) = 5, gq(0) = 1, Ip = 10 kA e Ih = 100 A e

os comprimentos s&o normalizados pelo raio do plasma.

1.0

fig.V-1.b: Intersecgdo das trajetérias das linhas de campo no plano
z = 0 para o sistema da figura anterior. As variaveis « e ¢

estdo normalizadas pelo raio do plasma.



2) ESPAGCO DE FASE

A figura V-1.c fornece o mapeamento das trajetérias das
linhas de campo no espago de fase p x u, obtido a partir da integracéo
numérica da equagdo (IV-15). Para tanto, tomamos valores iniciais de p
e u, que foram previamente testados para sabermos se o ponto se
encontrava numa regifio interna ou externa as ilhas magnéticas. O teste
é feito mediante o valor assumido pela fungéo Y (que é também a
Hamiltoniana do sistema) quando substituimos em sua expresséo, o ponto
(p,u). Caso o ponto se encontre fora das ilhas magnéticas, os
incrementos du s3o tomados sempre positivos na expressdo (IV-15). Caso
contrario, du pode ser positivo ou negativo conforme os valores
assumidos pela variavel p, a cada interagéo, sejam menores ou maiores
que p3,1’ respectivamente. O espago de fase para as trajetérias das
linhas de campo foi também obtido através do mapeamento analitico do
invariante Yy = ¥ dado pela equagido (IV-11). As curvas de Y constante
estdo ilustradas na figura II-5. Nota-se razoavel concordéancia entre
os mapeamentos obtidos das duas maneiras distintas. O espago de fase,
jlustrado nas figs.II-5 e V-1.c, apresenta orbitas abertas que
caracterizam o movimento de rotagfo para pontos localizados em regides
em que ndo ocorrem ilhas magnéticas, e oérbitas fechadas e limitadas
entre dois valores de u que caracterizam a libragdo para pontos onde
existem ilhas. O valor das semi-larguras das ilhas magnéticas pode ser
estimado a partir da equagdo (II-46) e comparado com as semi-larguras
obtidas a partir das figuras II-5, V-1.a, V-1.b e V-1l.c. Em todos os
casos, obtivemos, aproximadamente, Ar 2 0,5 cm. As figs.II-5 e

3,
V-1.c foram obtidas para Ih = 100 A, qg(a) 5, q(0) =1 e Ip = 10 KA.

0 =
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fig V-1.c: Trajetérias das linhas de campo obtidas no espago de fase
p x u a partir da integrag@o numérica da equagdo (IV-15). A
figura  foi obtida para, q(a) =5, q(0) = 1, Ip = 10 kA,
Ih = 100 A, m =3, n=1 e parametros do TBR-1.
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3) HAMILTONIANA

A fig.V-2 fornece o comportamento da Hamiltoniana em
fungéio da posicdo radial (p), obtido a partir da equagéo (IV-11) para
u = n/2, no plano z = 0. Os comprimentos em p estéo normalizados pelo
raio da coluna de plasma. Observamos um minimo quando o valor de p
estéa préximo ao valor do raio da superficie racional
pSJ/(az/Z) ~ 0,6. Este fato pode ser explicado porque a componente
helicoidal do campo de equilibrio num tokamak, proporcional a dwo/dr,
muda de sentido nas vizinhangas da superficie racional r31, onde se

»

anula. Assim temos:

B (r. ) « —— =0 (v-3)
hel. 3,1

o que explica o minimo obtido para a Hamiltoniana no raio da
superficie racional PSJ (p3,1) uma vez que ¥H = wo (equacgdo IV-11),
pois |w1|<< Iwo" Devido a esta mudanga de sentido da componente
helicoidal do campo de equilibrio, e a existéncia de uma perturbacgéo
radial agindo no plasma, hd a formag&o de ilhas magnéticas em torno da
superficie ressonante. O grafico ¥ x p foi obtido para q(a) = 5,

q(0) =1, Ip = 10 kA e Ih = 100 A.
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fig.V-2:

(%] T
- 1ET@82 1
g .
* .
s 5
= °
-. 2E102 “. L
~. SE (B2 5
2
p /(a”/ 2)
Grafico da Hamiltoniana em fungdo de p obtido para
m=3, n=1, gla) =5, q(0) =1, Ip=10 KA, Ih=100Ae

parametros do TBR-1. A variavel p estd normalizada pelo

quadrado do raio da coluna de plasma.
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4) AGAO

O célculo da agfio para cada valor inicial Py foi obtido
a partir da integragiio numérica das equacdes (IV-19) onde

consideramos:

J =

fu_ ) op, (V-4)
21 i

para pontos localizados fora da regifo onde ha ilhas magnéticas, sendo
Au > 0 e O = u = 2n. Neste caso, tomamos sempre os mesmos incrementos
positivos (Au), na variavel u para cada passo da integracéo.

Para pontos internos a regido onde ocorrem as

ilhas, tomamos:
J= 1 Z By @, (V-5)
1

onde os incrementos Au s3o positivos ou negativos, conforme os valores
de pi sSejam menores ou maiores que psnf respectivamente.

Os valores de P de cada termo das somatérias que
aparecem nas expressbes (V-4) e (V-5), foram obtidos da equacdo das
trajetérias no espago de fase (p x u) dada por (IV-15) a partir da

qual obtivemos os incrementos dp. Temos, portanto:
p. = p. + dp (v-8)
O comportamento da acio em fungcdo de p, normalizado

pelo quadrado do raio do plasma, estd ilustrado na fig.V-3. Notamos

que a agdo é crescente para as regidées externas a presenca das ilhas
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magnéticas, e apresenta uma variaglio quase linear para pontos mais
internos da coluna de plasma, onde o sistema & aproximadamente
integravel. Para as regides onde ocorrem as ilhas, observamos um
comportamento decrescente & medida que nos aproximamos da regido onde
se localiza a superficie racional com q = 3 (p/a2/2 = 0,6), e
crescente a medida que nos afastamos dela. Isto é esperado se
analisarmos o espago de fase (p x u) e relacionarmos a agdo com a area
compreendida por uma curva neste espago (fig.II-5). Os parametros

q(a), gq(0), Ip e Ih s@o os mesmos utilizados nas figuras anteriores.

. 4E-32 T T T T

p /(a%/ 2)
fig.V-3: Gréafico da agéo (J) em funglio da posigdo radial na coluna de
plasma (p) param =3, n=1, g(a) =5, g(0) = 1, Ip = 10 KA,
Ih = 100 A e parametros do TBR-1. A variavel p esta

normalizada pelo quadrado do raio da coluna de plasma.
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5) FREQUENCIA (w)

A freqiiéncia é definida pela equagéo (IV-17):

Para este céalculo obtivemos, a partir da equagéo
(IV-11), o valor de ¥ para dois valores de p (p e p + dp) com dp
arbitrario, e calculamos em correspondéncia, os valores da agédo J
utilizando (V-4) ou (V-5), conforme a localizagdo do ponto.

Consideramos, assim:

H(p,u) - H(p +dp,u)
w(J) = (v-7)
J - (J + dJ)

A fig.V-4 fornece o comportamento de w em fungdo de p
normalizado ao raio do plasma. Nas regides préximas a superficie
racional (p/a2/2 ~ 0,6) w tende a zero. Para as regides externas as
ilhas magnéticas, w apresenta comportamento crescente.

Na fig.V-5 a freqiiéncia w foi obtida utilizando-se a
expressdo (IV-24.b) onde relacionamos w com a freqiéncia de rotagdo de
uma linha de campo. Podemos notar uma boa concordancia para os valores
da freqliéncia w obtidos das duas maneiras distintas aqui mencionadas,
mostrando-nos que w pode ser estimada satisfatoriamente através da
relagéo (IV-24.b). Novamente utilizamos q(a) =5, q(0) = 1, I = 10 kA
e Ih = 100 A. ’

78



-

= .

W (/m)

-3k
i

— 1 1 1
4 "3 = 5 5

p /(2% 2)

fig.V-4: Grafico da freqiéncia em fungdo de p obtido através da
equagédo (IV-17) para qg(a) =5, g(0) =1, I = 10 KA,

~ P
Ih = 100 A, m = 3, n =1 e parametros do TBR-1. A variavel p

estd normalizada pelo quadrado do raio do plasma.

1 1
) RS
T
g .
=l .
3
-2t )
i
= i
g 5
P Vi(a/a2)

fig.V-5: Gréafico da freqiéncia em func@o de p obtido a partir da

equagéo (IV-24.b). Os parametros utilizados na obtengdo do

grafico sé@o idénticos aos da figura anterior.
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V.c) - SISTEMA NAO - INTEGRAVEL

Conforme j& mencionado, quando introduzimos a corregao
toroidal ao sistema de simetria helicoidal correspondente a
configurag8o de campos associada ao plasma em equilibrio superposto
aos condutores helicoidais, ocorre quebra de simetria e o sistema
deixa de ser integravel. Analisamos como se modificam as equagdes para
dJ/dt e do/dt e obtivemos as equagBes (IV-34), que se reduzem as do
caso integravel quando fazemos € = - r/R = 0 ou Ih = 0, este ultimo
devido a dependéncia do potencial ¢ com a corrente dos condutores

helicoidais.

1) MAPEAMENTO NUMERICO PARA AS LINHAS DE CAMPO

A fig.V-6 ilustra o mapa de Poincaré das linhas de
campo correspondente ao sistema nfo-integravel descrito acima. As
equagdes das linhas de campo s3o corrigidas pelo efeito toroidal e
integradas numericamente. Observamos que nas regides mais internas da
coluna de plasma, as superficies magnéticas, descritas por circulos,
ainda est&@o presentes, pois a ressonancia nio se pronuncia fortemente.
Observamos a formagfio das ilhas satélites em torno da superficie com
q = 4 e uma mudanga na configuracéo das ilhas primarias que se tornam
menores em relacdo ao caso integravel. Notamos também uma distribuicgéo
de linhas de campo mais caética nas proximidades das superficies com
g =3 e q=4. As ilhas secundarias em torno da superficie com q = 2

ndo sé@o observadas devido & amplitude da corrente Ih.
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fig. V-6: Mapa de Poincré das linhas de campo para o sistema composto
pelo plasma em equilibrio e condutores helicoidais ao qual
introduzimos a correg@o toroidal. Utilizamos gq(a) = 5,
q(0) = 1, Ip = 10 kA, Ih =100 A, m =3, n=1 e parametros
do TBR-1.

2) VARIAGAO DE J E ®

Para as figuras V-7, V-8 e V-8, mencionadas a seguir,
utilizamos g(a) = 5, q(0) = 1, Ip = 10kA e Ih = 100 A.

Para obtermos a variacg@o de J com N, onde N é o numero
de voltas toroidais, tomamos um valor inicial para J, determinado de

(V-4) ou (V-5), que foi incrementado pelos fatores dJ, obtidos a

81




partir de (IV-34.a) ao fazermos dt = dz/Bz onde dz = 2nR/M, para M
inteiro. Os pontos s&o colecionados a cada volta toroidal completada.
Os graficos (J x N) foram obtidos em duas situagdes: a fig V-7 mostra
o comportamento da variavel J em relag@o ao numero de voltas toroidais
para uma fase inicial u = 0. Nesta diregéo néo se observa a existéncia
de 1ilhas magnéticas. Assim, podemos notar que para pontos mais
internos da coluna de plasma, J permanece com seu valor inalterado,
pois quase ndo se pronuncia o efeito perturbativo, sendo, portanto, o
sistema quase que integravel. As oscilagdes comegam a surgir quando
nos aproximamos do valor de r3,1 2 6,2cmer , £ 7,1 cm, ou seja,
das superficies q =3 e q = 4, respectivamente, devido ao campo
proveniente das correntes helicoidais, associado ao efeito toroidal
introduzido. A fig.V-8 fornece o grafico (J x N) para u = m/2. Nesta
direcdo, passamos por pontos que podem se localizar dentro de ilhas
magnéticas. Obtivemos o mapeamento para pontos iniciais localizados em
uma regido onde as superficies magnéticas comegcam a ser destruidas
devido ao efeito de curvatura do campo, e notamos que o comportamento
de J, neste caso, passa a ser cadtico. Devemos ressaltar que os
valores da freqiiéncia w(J), utilizados no calculo dos incrementos dJ
fornecidos pela equagdo (IV-34.a), variam a cada volta toroidal
completada, pois a agdo também varia. Entretanto, consideramos sempre
um valor fixo para w, calculado para cada valor de r inicial, e a
partir deste valor, que ¢é mantido durante todas as interagdes,
obtivemos os incrementos dJ. Procedemos desta forma, pois queremos
Jjustamente avaliar o efeito perturbativo sobre as condigdes que nos

forneciam a situagdo integravel.
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fig.Vv-7: Gréafico da variavel J em relagdo ao numero de voltas

toroidais para u = O e véarios raios iniciais. O grafico foi

obtido para g(a) =5, q(0) =1, Ip = 10 KA, Ih = 100 A,

m =3, n=1 e parametros do TBR-1.
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fig V-8: Variagé@o de J em relaciio ao numero de voltas toroidais para
u = m/2, e raios iniciais de 5,8 cm e 6,4 cm. Os parametros

utilizados sdo idénticos aos da figura anterior.
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Para a variag&éio de ® com N, tomamos um valor inicial 00
que fol incrementado através da equagfio (IV-34.b) em processo analogo
ao descrito na variag@o de J. O &ngulo inicial 60 pode ser determinado

utilizando as equagdes (IV-20) e (IV-21) como segue:

S(J,u) - S(J + dJ,u)
J - (J + dJ)

9 =

(v-8)

onde

S(J,u) = X p; (Bu), (V-9)

1

para pontos iniciais localizados fora da ilha, sendo (Au)i > 0 ou

s=) b, (8w, (V-10)
i
para dentro da ilha, com Aui><0, conforme p >< pm . Tomamos como
, n
referéncia para integragio o ponto em que p= pmn(m =3, n=1), com

T R i

A fig.V-8 mostra o comportamento da variavel ¢ em
relagdo ao numero de voltas toroidais (N). Os &ngulos s&o marcados de
maneira que fiquem compreendidos no intervalo O = ¢ = 2n. Observamos
que a variagdo de ¥ com N é quase linear, mostrando-nos que a corregao
toroidal quase n&o influencia no comportamento da variavel em relagéo
ao caso integravel, ou seja, hd um deslocamento minimo em relagdo ao

valor estabelecido pela equacgdo do/dt = w(J).
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3) MAPEAMENTO DAS LINHAS DE CAMPO NO PLANO (J x ®)

Obtivemos o mapeamento do campo magnético no plano
(J x ®) em duas situagdes. A fig.V-10 fornece este mapeamento para
pontos externos as ilhas principais para um valor inicial de u = O.
Neste caso, a variavel J é quase constante para um raio r = 5,8 cm.
Para raios préoximos as superficies com q = 4 e q=2, onde
r4’1 2 7,1 cm e Pz,x = 4,7 cm, temos estruturas assinaladas com
periodicidade quatro e dois. Observamos que o mapeamento destes pontos
¢ bastante sensivel as condigdes iniciais consideradas, pois obtivemos
configuracdes distintas a cada ponto inicial tomado no plano poloidal.
As figuras foram obtidas para Ih = 100 A, qg(a) =5, q(0) =1 e
I. = 10 kA.
P

Na fig.V-11 temos a variag8o da aglo em relagio a o
para pontos em uma regifo em que as ilhas magnéticas estdo presentes
em torno da superficie g = 3. Tomamos raios que correspondem a pontos
onde as superficies magnéticas comegam a ser destruidas e a variagéo
de J, passa a ser cadtica. A semelhanca entre os graficos (J x 9) e

(J x N) se deve a linearidade do grafico (¥ x N) observada na fig.v-9.
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fig.V-10: Mapeamento das linhas de campo no plano J x ¢ para pontos
com u =0. O mapeamento foi obtido para quatro raios
iniciais utilizando q(a) = 5, q(o) =1, I = 10 KA,
Ih = 100 A, m =3, n =1 e parametros do TBR-1. ’
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fig V-11: Mapeamento das linhas de campo no plano J x ® para pontos
com u. = m/2 e raios iniciais de 5,8 cm e 6,4 cm. Os
in

parametros utilizados séo jdénticos aos da figura V-10.
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Os mapeamentos obtidos para as trajetérias das linhas
de campo, mostram que o sistema estudado (composto pelo tokamak TBR-1
e trés pares de fios adjacentes enrolados helicoidalmente na camara
toroidal), corresponde a um sistema quase-integravel. Esta denominacéo
se deve ao fato de que superficies magnéticas, ndo ressonantes com a
perturbagéo helicoidal considerada, nfo s&o destruidas e, portanto,
determinam no plasma uma regido onde as linhas de campo sdo
conhecidas. O que ocorre é que, para esta regido, a simetria
helicoidal n&o ¢é quebrada e assim, as superficies magnéticas sé&o
determinadas como solugdes das equacdes MHD. Este fato pode ser
analisado através do comportamento da variavel J, que permanece
praticamente constante para estas regiodes, caracterizando a
integrabilidade do sistema. Além disso, através do mapeamento numérico
das linhas de campo (fig.V-6), verificamos que para regides internas
da coluna de plasma (longe da regifio ressonante), as superficies
magnéticas, ilustradas por circulos concéntricos, ainda estéo
presentes. Ao analisarmos as regides proéoximas as superficies
ressonantes observamos um comportamento caético da variavel J, assim
como das linhas de campo, indicando quebra de simetria e perda de
integrabilidade do sistema. Assim, caracterizamos o sistema como sendo

do tipo quase-integravel.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES E SUGESTOES

Apresentamos, neste capitulo, algumas andlises e
conclusdes a respeito dos resultados obtidos nesta dissertacéo.

Nosso objetivo, neste trabalho, consistia em investigar
a evolugdo do comportamento das chamadas superficies magnéticas para
um plasma em equilibrio MHD estatico, sujeito a perturbagdes
helicoidais e confinado numa geometria toroidal. Esta analise foi
feita através do mapeamento das trajetérias das linhas de campo no
espago de fase, assinalando as intersecgdes das mesmas num plano
poloidal com z constante, apés cada volta efetuada no tokamak, num
processo andlogo ao utilizado para se obter o mapa de Poincaré das
trajetérias de um sistema dinamico. Através do comportamento destas
linhas de campo sabemos, por extensdo, a evolugdo das superficies
magnéticas do sistema e temos condigdes de analisar as regides onde,
eventualmente, elas podem estar sendo destruidas.

No inicio do nosso trabalho apresentamos, no
capitulo II , as equagdes para um campo magnético com simetria
helicoidal dado pela superposicéo do campo de equilibrio num tokamak
de grande razdo-de-aspecto com um campo perturbativo gerado por m
pares de condutores helicoidais enrolados na céamara do tokamak. Na
aproximagéo cilindrica o campo de equilibrio é dado pela soma do campo
proveniente de um solendéide e o campo poloidal gerado pela corrente de
plasma Ip. Consideramos, entdo, a perturbagdo gerada pelas correntes
helicoidais. Associamos ao sistema plasma em equilibrio mais hélices,
um invariante descrito pela fungédo ¥ & wo(r) > Wl(P:U)» que representa
as superficies magnéticas sobre as quais estdo as linhas de campo e
que s&o necessarias ao confinamento do plasma. A partir deste
invariante, pudemos determinar uma express@o analitica aproximada para
as semi-larguras das 1ilhas magnéticas originadas em torno da
superficie com q = m/n onde a perturbagdo ¢é ressonante. Estas

semi-larguras s&o dadas pela equagiio (II-46). Introduzimos, em
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seguida, a corregéo toroidal ao sistema anterior, considerando o campo
B presente nas equagdes das linhas de campo B x d? = 0, dado,

aproximadamente, por:
0 1
B =B+ B + € cose V¢

conforme a equagdo (II-47). Com esta modificacfio, verificamos a
ocorréncia de m * 1 ilhas satélites em torno das superficies com
q = (m £ 1)/n. Associamos a esta configuracio um novo invariante local
aproximado x, que nos permite estimar as semi-larguras das ilhas
secundarias através da equacio (II-61). As semi-larguras das ilhas
primarias apresentam uma dependéncia com a corrente nos condutores
helicoidais, e com o passo das linhas do campo de equilibrio, pois

Ar = (Ih /w;')l/2 . No caso das ilhas secundarias temos
m

Armfin g [(a Ih) /(R xé’)]l/g Portanto, controlando os parametros de
equilibrio, a corrente helicoidal Ih e a razao a/R, podemos
estabelecer as condigdes para as quais pode haver uma superposigio de
ilhas magnéticas que leva a uma distribuicdo caética das linhas de
campo devido a destruigéo de superficies magnéticas.

No capitulo III, seguimos um formalismo proposto por
Turner (Turner 85) para determinar a Hamiltoniana geradora das linhas
de um campo com simetria helicoidal. Este campo é representado através
de duas fungdes escalares (equagdo III-1),sendo a Hamiltoniana dada
por umaudestas fungdes. Neste formalismo as variaveis candnicas sio r
e p= f T Bz(r,u’) du’ e a Hamiltoniana é escrita como uma soma das
componentes do potencial vetor A. Esta Hamiltoniana é invariante por
uma transformag@o de gauge e pode ser identificada com a funcio ¥
estabelecida pela equacgdo (II-20).

No capitulo IV descrevemos uma outra formulacio
Hamiltoniana para o mesmo sistema descrito anteriormente. Neste
formalismo, as varidveis canénicas s&o p = 1/2 r2 e u =me - kz, sendo
Bz (Filonenko et.al. B67).

Obtivemos a Hamiltoniana dada pela equagéo (IV-10) e verificamos que a

o tempo definido pela equagdo dz/dt

mesma € numericamente igual a Hamiltoniana definida por Turner e,
conseqiientemente, igual a fungdo V¥ expressa por (II-20). Esta
Hamiltoniana satisfaz a equagiio B . V¥ = 0 e portanto caracteriza um

sistema integravel, pois o sistema considerado possui apenas um grau
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de liberdade. Dada esta integrabilidade, pudemos introduzir variaveis
de &angulo-agéo (#¥,J), verificando que, neste caso, a ag&o permanece
constante em relagdo ao tempo, enquanto ¢ é uma fungdo linear de t. Ao
introduzirmos a corregio toroidal através da equagdo (II-47), ocorre
quebra da simetria helicoidal e o sistema deixa de ser integravel.
Para descrever a evolugdo das linhas de campo utilizamos a teoria de
perturbagdes andloga a que foi usada por Filonenko para o estudo do
comportamento de superficies magnéticas no Stellarator. As equagdes

obtidas s@o dadas por:

dJ _ € r cos6 0O _ m o0 a¢
dt w [ E s e Bl ] ar
m a¢
€ W coso e e
ds oo
dt
_ m 0 1 8¢
kB +T[Be(r)+TW]

que nos permitem obter o mapeamento das linhas de campo no plano
(J,8), com os parametros do TBR-1. Pode-se verificar, a partir destas
equagdes que, quando € = -r/R tende a =zero, recaimos no caso
integravel. '
Finalmente, no que diz respeito as aplicagdes
numéricas, utilizamos trés pares de condutores adjacentes helicoidais
(m = 3/ n = 1), percorridos por correntes de sentidos opostos Ih. Os
paréametros utilizados foram os do TBR-1 e as escalas foram
normalizadas pelo raio da coluna do plasma ou pelo quadrado deste
valor. Apresentamos os mapeamentos analiticos dos invariantes Y
associados aos campos gerados:
1) pelo plasma em equilibrio MHD estéatico (wo),
2) pelos condutores helicoidais (wl),
3) pela superposigfo das configuragdes anteriores.
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No primeiro caso as superficies de Y constante sfio representadas por
circulos concéntricos ao eixo geométrico do sistema (fig.II-2). No
segundo, temos wuma configuragdo de hexapolo que fornece seis
estruturas representando superficies abertas que se encontram
assintoticamente na separatriz, conforme a fig.II-4. No terceiro caso,
as superficies de Y constante fornecem circulos nas regides mais
internas da coluna e trés ilhas magnéticas em torno da superficie com
q = 3 (fig.V-1.a). Apresentamos ainda , para o mesmo sistema, o
mapeamento numérico das equagdes das linhas de campo, colecionando
pontos num plano poloidal a cada volta toroidal completada
(fig.V-1.b). Observamos, neste caso, as mesmas caracteristicas do
mapeamento obtido através das curvas de Y constante. Para o sistema
ndo-integravel, o mapeamento numérico do campo ilustra o aparecimento
das ilhas satélites que surgem devido ao efeito toroidal introduzido.
Ainda para o caso integravel fizemos o mapeamento das
linhas de campo no espago de fase (p,u) obtendo 6rbitas fechadas e
abertas conforme estivéssemos em regides onde ocorressem ou nio ilhas
magnéticas. A figura II-5 ilustra as trajetérias das linhas de campo
no plano p x u obtidas através do mapeamento analitico do invariante
Y = K, expresso pela equagdo (IV-11). Essas trajetérias foram também
obtidas a partir da integragdo numérica da equacgiio (IV-15)
(fig.V-1.c). Obtivemos ainda os graficos da freqiiéncia w , da
Hamiltoniana ¥, e da ag&o J em fung&io de p. No primeiro caso, notamos
que, proximo a regifio de ressonéncia, w tende a =zero (fig.v-4).
Observamos, também, uma boa concordidncia com os valores obtidos para
médio, através da equagé@o (IV-24.b), mostrando ser esta expressio, uma
boa estimativa para os valores da freqiiéncia w(J) (fig.V-5). No que se
refere a Hamiltoniana, notamos que seus valores assumem um minimo para
pontos préximos a superficie racional sz/az/Z ~ 0,6 , conforme a
fig. V-2. Isto ocorre porque a derivada de H em relagcdo a r ¢é
proporcional a componente helicoidal do campo de equilibriio, que por
sua vez é nula sobre a superficie ressonante. O comportamento da acgéo
¢ crescente para pontos iniciais que se afastam do centro. Para as
regides internas as ilhas, a agio é decrescente a medida que nos
aproximamos do raio da superficie racional com q = 3 (fig.V-3). Isto
condiz com o fato de que a agio estd relacionada com a &area no espago

de fase (p,u).
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Ao introduzirmos a correcg#io toroidal (e # 0), o sistema
passa a ser ndo-integravel devido a  quebra de simetria
(Lichtenberg e Liebermann 83) e tanto J, como o angulo ¢ variam com o
tempo t. A variavel angulo, entretanto, assume valores que apresentam
uma pequena variagdo em relagdo ao caso integravel, e o seu grafico
continua apresentando comportamento aproximadamente linear em t
(variavel relacionada ao numero de voltas toroidais), conforme a
figura V-9. Dada esta quase linearidade temos que os mapeamentos J x N
e J x ¢, apresentam formas bastante semelhantes. Os mapeamentos J x ¢
em um plano poloidal foram obtidos em duas situagdes: uma delas se
refere aos pontos localizados em uma regido do mapa do campo
integravel, onde as ilhas magnéticas principais est&@o presentes, e a
segunda para pontos em uma regido onde estas ilhas n&o ocorrem. No
primeiro caso, ao tomarmos pontos iniciais préximos a regiéo
ressonante (r = r3,1 % 6,2 cm), obtivemos uma configuragéo aleatéria
de pontos (fig.V-11), pois estamos em regides em que as ilhas se
sobrepdem e as superficies s@o destruidas. No segundo caso, para o
mesmo raio inicial de 5,8 cm, a variagdo dos valores de J é bem menor,
pois as superficies magnéticas ainda estdo presentes assegurando um
comportamento mais previsivel para as linhas de campo (fig.V-10).
Ainda neste segundo caso, notamos a presenga de estruturas assinaladas
com periodicidade quatro e dois na regido onde as ilhas satélites
surgem quando introduzimos a corregédo toroidal. Pudemos observar que o
comportamento destas estruturas é bastante sensivel as condigdes
iniciais consideradas na obtengdo do mapeamento. H& ainda o grafico da
acdo em fungdo do numero de voltas toroidais (J x N), ilustrado na
fig.V-7. Este grafico mostra que para pontos bem internos da coluna,
localizados longe da regido ressonante, a agdo permanece constante,
pois o sistema é aproximadamente integravel. Os valores de J tornam-se
mais variaveis a medida que nos aproximamos da superficie ressonante.
Neste gréafico os pontos foram obtidos para uma regido em que nédo
ocorrem as ilhas primarias. Portanto, as oscilagSes mais evidentes
surgem quando nos aproximamos da regido onde est@o localizadas as
ilhas satélites (rin ~ 0,07m).

Os resultados obtidos s8o compativeis com a previsao

que pode ser feita através do teorema de Nekhoroshev (Nekhoroshev 77).
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Segundo este teorema, ao considerarmos uma pequena regifio no plano do

mapeamento, a variag&o da ag&o & compreendida por:
[J(N) - J(0)] =«

para um numero de voltas toroidais N « exp F(e,r). Quando estamos nas
regides mais internas da coluna, € ~ O e F aumenta. Assim, sera
preciso um maior nuimero de voltas para que possamos observar alguma
variagéo de J. O teorema ainda nos diz que F diminui préximo a regiao
onde ocorrem as ressonancias. Portanto, nesta regido a agdo varia mais
rapidamente.

Este comportamento caracteriza o sistema como sendo do
tipo quase-integravel (Lichtenberg e Liebermann 83), isto &, do tipo
Hamiltoniano com perturbagdes tais que o parametro de estocasticidade
s, definido pela equagdo (II-63), é aproximadamente igual & um. Esta
faixa de valores para s, compreende as transigdes para uma situagdo de
distribuig8io caética das linhas de campo. Os fatores que controlam as
condigdes para as quais esta transicio se estabelece sfo dados, no
nosso caso, pela corrente nos condutores helicoidais Ih 5 pelos
paréametros do equilibrio representados pela corrente de plasma Ip , €
pelos fatores de seguranca medidos na borda e no centro do plasma. A
escolha destes parémetros estd ligada a facilidade em medi-los e a
influéncia de todos eles sobre o sistema pode ser verificada através
dos valores assumidos pelo parametro s.

Podemos verificar a validade do método apresentado
nesta dissertagéo, através da obtengio do mapeamento do campo no plano
J x 9 a partir dos pontos determinados no plano « x ¢, assinalados a
cada volta toroidal completada. Para fazermos a transformagso ponto a
ponto, devemos utilizar as equagdes (V-4), (V-5), (V-8) (V-9) e
(IV-20). Este trabalho ja esta sendo desenvolvido.

O trabalho aqui iniciado pode ter continuidade na
utilizag8o de teorias de sistemas Hamiltonianos quase-integraveis como
proposto por Escande (Escande e Doveil 81). Em seu trabalho, Escande
analisa regides cada vez menores do espago de fase através de um
processo de renormalizagfo, e obtém a condigdo para a destruicio da
altima superficie toroidal localizada entre duas dadas ressonancias.

Esta condig@o é estabelecida a partir da tendéncia apresentada pelas
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amplitudes das ressonéncias a cada passo da renormalizagéo. Caso estas
amplitudes tendam a se anularem, o uUltimo torus ndo desaparece, e o
sistema renormalizado torna-se integravel. Caso contrario, as
superficies magnéticas n3o sfo preservadas e o sistema apresenta uma
distribuigéo caética das linhas de campo. Portanto, pode-se mostrar
que a instabilidade de um sistema estd relacionada com a destruicgéo
das superficies toroidais existentes entre duas ressonincias e Escande
procura relacionar este fato com o que é estabelecido pelo teorema
KAM, segundo o qual uma pequena perturbagéo que destréi a
integrabilidade de um sistema, destréi todas as superficies racionais
presentes no espago de fase deste sistema e varias irracionais. A
extens@o da destruicdo destas ultimas, depende da amplitude da
perturbagdo (Lichtenberg e Liebermann 83). O critério de Escande é
mais preciso que o proposto por Chirikov (Chirikov 79) pois, muitas
vezes, algumas superficies irracionais permanecem entre duas
ressonancias para parametros de estocasticidade préximos, mas maiores
que um.

Além disso, podemos aplicar o formalismo desenvolvido
neste trabalho para o caso de um Stellarator afim de estudar o
comportamento das superficies magnéticas, necessarias ao confinamento

de plasmas.
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APENDICE

A.1) - SOLUGAO DA EQUAGAO DE LAPLACE PARA O POTENCIAL ¢

A equagdo (II-26),

2 2
O [r‘ 08 ]+[i+k2] - (A-1)

pode ser resolvida utilizando o método de separagao de

varidveis (Butkov 78). A solugdo pode ser escrita na forma:
¢ = R(r) U(u) (A-2)

Substituindo (A-2) em (A-1) e dividindo por RU vem:

2 2
Lo d (r‘ dR]+—1 [—“‘2+k2] = o-n (A-3)
RIS dr dr U I du
Fazemos:
a%u
- AU (A-4)
du

Considerando que u é uma variavel peridédica que nos

permite fazer:

, N inteiro
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temos como solugBo de (A-4):

U= A cos Nu + B sen Nu (A-5)

Substituindo em (A-3) e rearranjando a equacéo obtemos:

&)
—d—[r dR]-[—"‘ +k2r]N2R=0 (A-8)
I

Fazendo a seguinte mudanga de variaveis:
x = Nkr e y(x) = R(x) (A-7)

reescrevemos (A-6) como:

dy 1 dy N m
+ — —[1+ ]y=0 (A-8)

Esta equacgéo difere da equagiio de Bessel somente pelo
sinal de um termo, e suas solugdes s&o as fungdes modificadas de
Bessel de 12 e 22 espécies, respectivamente, ImN e KmN

Assim, a solugdo de (a-8) é (Butkov 78):

y = AmN ImN(x) + BlnN KmN(x)

ou

RmN(r) = AmN ImN(Nkr) + BmN KmN(Nkr) (A-9)
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Escrevemos finalmente a solug&o (A-2) como:

o)

#=B,z+L [ AT (Nkr) + B K_(Nkr) ] sen Nu (A-10)
mN=

O primeiro termo da equagdo (A-10) representa um campo
uniforme na diregéo z. Para que tenhamos convergéncia da solugdo para

r = 0, devemos fazer BmN=0 obtendo, assim:

[+4]
¢ =B z +m§=1 [ AT (Nkr) ] sen Nu (A-11)

Para calcularmos o coeficiente AmN da equagdo (A-11), vamos considerar

uma densidade superficial de corrente (Fernandes e Caldas 85):
T=1T_+1 (A-12)

que percorre uma hélice descrita pelas equagdes:
r=>ob e u=me -kz (A-13)

sendo 2n/a o passo desta hélice. Se ¥ é o angulo formado pela hélice e

o0 eixo z no seu sentido positivo, temos que:

Sy = :1 b (A-14)
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Para um fio fino que conduz uma corrente Ih segundo a

hélice (A-13), podemos escrever:

I 1 I y
Li= e iS(u)= o) -5~ cos Nu (A-15.a)
mN=1
e
=
Le =tg 7 Lz ol = +mEL1 = cos Nu (A-15.Db)

onde 8(u) foi expandida em série de Fourier.

As equagdes (A-15) s8o uma superposigio de correntes

uniformes e harménicas que tém a forma:

I
A = L cos Nu (A-16.2a)
zmN
m b
I
e N (A-16.Db)
OmN 4 m

que criam potenciais finitos segundo a equagdo (A-10) dados por:

i i
¢Nm = AmN ImN(Nkr) sen Nu 0O=r=5>» (A-17.2)
¢S =B K (Nkr) sen Nu r=b (A-17.D)
mN mN mN :

98



As constantes Am; e Bm: sédo determinadas pelas

condigdes de contorno em r = b através de:

B' -BF° (A-18.a)
rmN rmN
J1 (2 .
BBmN - BGmN i “0 Lsz (A-18.b)
JL (2
Bsz - Bsz - “0 LQmN ledgee)

Sabendo que B = V¢, vem das equacdes (A-18), (A-17) e (A-1B6), as

seguintes relagdes:

ImN(Nkb)

B : = B ; —_—— (A-18.a)
" " K’ (Nkb)
mN
il e “o Ih
Nm [ A I (Nkb) - B K (Nkb) ] = - — (A-19.b)
mN mN mN mN T
Substituindo (A-18.a) em (A-19.b) vem:
a1 “o Ih
Am [ Kmn(Nkb) ImN(Nkb) = ImN(Nkb) KhN(Nkb) ] ke Kmu(Nkb)
(A-20)
Usando a propriedade:
! (a=21)

I'(x) K (x) -1 (x) K(x)=
N N B 1 X

SERVICO DE
BISLIOTECA E
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Temos, a partir de (A-20):

p, I K (Nkb) b

Al = - L (A-22)
mN m m
e escrevemos, entdo, o potencial (A-11) como:
M, Ih k ®
ST e [ z+2b3 K (Nkb) I_(Nkr) sen Nu ] (A-23)

Nm=1

one o primeiro termo corresponde & corrente uniforme (A-15.b)

associada ao potencial escalar:

(A-24)

A
=)

A
o

¢ = ——— Z para 0]

A.2) - CAMPO MAGNETICO DE PARES DE CORRENTES HELICOIDAIS

Consideremos 1 pares de fios finos enrolados
helicoidalmente numa superficie cilindrica de raio b com correntes de
sentidos opostos. A separagfio angular entre dois fios vizinhos num
plano normal & superficie cilindrica serd A6 = m/l. Assim, o j-ésimo

condutor é descrito por:

r=>b e m [ e -J ] - k z = cte. (A-24)
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e o potencial escalar interno criado pelos 1 pares de fios pode ser

escrito como a soma:

21 -1 3 p Ik ©
¢ = E (-1) O h ’
I —2h fzeay K (NG®) I (Nkr)

.senN[m[e-j%]-kz]} (A-25)

onde tomamos a equacgdo (A-23)
Concluimos facilmente que a somatédria do primeiro termo

é nula. Usando a expresséo para a soma dos senos, vem:

21-1
wo = 1)3  sen N [ m [ e -J —%~ ] -k z ] =

j=0

21 sen N (m6 - kz) para Nm = (2p + 1)1 , p =0, 1, 2.

0 para outros valores de Nm
Podemos, portanto, reescrever (A-25) como:

2p b1 1 k w
¢ = Y KmN (Nkb) ImN (Nkr) sen Nu ,
T m p=0

©
IA
-

1A
lor

(A-26)

sendo Nm = (2p + 1)1.
A equacdo (A-26) ¢é, assim, o potencial gerado por I
pares de fios enrolados helicoidalmente percorridos por correntes de

sentidos opostos em condutores adjacentes.
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A.3) - DETERMINAGAO DO POTENCIAL VETOR A CORRESPONDENTE AO CAMPO
GERADO PELOS CONDUTORES HELICOIDAIS

Para determinar o potencial vetor associado ao campo
proveniente dos condutores helicoidais, partiremos das seguintes

equagdes para o campo magnético:

B=VxA (A-27)

B = V¢ (A-28)

sendo A o potencial vetor.
Tomaremos o potencial escalar ¢ dado pela equagéo

(Tit=&1 ) ¢

2 TR b Ih k
¢ = K;(kb) Im(kr) sen u (I1-31)
T

onde b € o raio dos condutores helicoidais, Ih é a corrente helicoidal
e u=me -kz. Ie Km sédo as fungdes modificadas de Bessel de 1L 2
m

espécies, respectivamente.
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De (A-27) temos:

A dA
B = -%— - (A-28.a)
r ae oz
JA A
B, = - z , (A-29.b)
oz or
A
B =+ 2 (ray - L T (A-29.c)
“ ar 36
Adotaremos o calibre de Coulomb:
V. A=0 (A-30)

e escolheremos a componente Az = 0. Utilizando ainda argumentos de

simetria, onde:

104



podemos escrever , a partir das equacdes (A-28) e (A-29):

A, 8¢ 2 u b1 K2
B =k = = K’ (kb) I’ (kr) sen u (A-31.a)
r m m
du Ehe n
8A 1 a¢ 2 Ky b Ih km
B, = -k e = K’(kb) I (kr) cos u (A-31.b)
() e m m
ou 86 TN
1 a - 6Ar 8¢
B 82 e — (r‘Ae) - -r_ ECES T S
* ar au 8z
2 u b1 K2
= - K’ (kb) I (kr) cos u (A-31.c)
T m m
onde a ultima 1igualdade de cada uma das expressdes acima foil

estabelecida a partir de (A-28).

Para obtermos A6 , integramos (A-31.a) de onde vem:

2p b1 Kk
A = - K’ (kb) I’ (kr) cos u + g(r) (A-32.2)
6 - m m
Analogamente para Ar , a partir e (A-31.b) obtemos:
2 M, b Ih m
Ar = - K;(kb) Im(kr) sen u + h(r) (A-32.b)
mor

onde g(r) e h(r) sfo fungdes a serem determinadas:
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Substituindo as equagdes (A-32) em (A-31.c) vem:

1 3 2 B, b Ih kr
=== - Km(kb) Im(kr) cos u + r g(r) -
- 2 K, b Ih m
== || = K’ (kb) I (kr) cos u | =
I m m
m r
ZuobIhkz
= - K’ (kb) I (kr) cos u (A-33)
P m m
Rearranjando a equagéo (A-33) e agrupando alguns termos vem:
2w bl k° I’ (kr)
- 2 = I () @3 W || = & 17 ° (5p) 45 glr) + o8 +
m IR P m e or
n
2u0b1m2 Zuoblkz
+ K’ (kb) I (kr) cos u = - K’ (kb) I (kr) cos u
- P2 m m — m m

(A-34)
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Substituindo em (A-34) a relagdo de recorréncia para as fungbes

modificadas de Bessel (Morozov e Solov’'ev B66),dada abaixo:

I:n(kr') m2
Im (kr) + S Im(kr) 1 + =
QTS
obtemos:
2p bl k° 2
- © b gr(kb) I (kr) |1+ —DB Son ) e () o
m m 2 2 I ar
m k r
2p, b1 n 2 b1 K
+ K’ (kb) I (kr) cos u = - K’ (kb) I (kr) cos u
n or’ . " o m m

de onde concluimos, apdés identificacgdo dos termos

glr) | %8 _,
e OE

cuja solugdo podfe ser tomada como:

g(r) =0 (A-34)

Utilizando ainda o Calibre de Coulomb:
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onde substituimos as equagdes (A-32), obtendo:

2 Ko b 1h m
- K’ (kb) I (kr) sen u + h(r) +
T r m m
2“oblhm I'(kr) sen u + &h
B - m +
or
mr
2 K, b Ih m 2 K, b Ih k
- K’(kb) I (kr) senu | + m K’ (kb)
2 m m m
M I T
I;(kr) senu | =0
Temos, assim:
hir) + 0 2B =g
ar
cuja solucado é:
h(r) =0 (A-36)
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As componentes do potencial vetor s&o, portanto:

2 M, b Ih m
An="— K’'(kb) I (kr) sen u
m m
mr
2m b1 k
A= - K’ (kb) I’(kr) cos u
(¢} m m
T
A =0
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