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RESUMO

Nesta tese é analisada a dinamica de uma particula relativistica se movendo sob a influéncia
de um campo magnético uniforme e uma onda eletrostatica e estacionaria dada na forma de
pulsos periddicos. O mapa que descreve a evolugao temporal do sistema é explicito e pode ser
considerado como uma versdo relativistica e magnetizada do mapa padréo classico. A posicao
aproximada dos pontos periédicos € calculada analiticamente e com essa informacdo €
possivel estudar as ressonancias primarias. Para o sistema em estudo, observa-se que a maior
parte das ressonancias possui mais de uma cadeia de ilhas. Isso ocorre pois 0 sistema
apresenta um numero infinito de termos ressonantes com o mesmo nimero de rotacao e que
podem gerar ilhas na mesma posicao do espaco de fases. Verifica-se que essa superposicao de
termos ressonantes faz com que o nimero de cadeias varie em funcdo dos parametros da
onda. Para valores de periodo ou nimero de onda suficientemente elevados, todas as
ressonancias primarias apresentam duas ou mais cadeias de ilhas no espaco de fases. As ilhas
de ressonancia primaria sao utilizadas nesta tese para acelerar particulas de forma regular. Em
particular, considera-se a ressonancia principal do sistema, para a qual a energia inicial da
particula pode estar muito proxima de sua energia de repouso se 0s parametros da onda forem
adequados. Além disso, aplica-se um método de controle do caos para Hamiltonianas quase
integraveis que consiste na adi¢cdo de um termo de controle simples e com baixa amplitude ao
sistema. Esse termo de controle cria toros invariantes em todo o espaco de fases que confinam
as trajetorias cadticas em pequenas regides, tornando a dinamica controlada mais regular.
Verifica-se numericamente que o termo de controle reduz drasticamente as regides caoticas.
Além disso, observa-se que o controle do caos e a consequente recuperacdo de trajetorias
periddicas e quase periddicas no espaco de fases podem ser utilizados para melhorar o

processo de aceleracdo regular de particulas.

Palavras-chave: interacdo onda-particula, ressonancias primarias, multiplas cadeias isécronas,

aceleracdo regular de particulas, controle de caos.






ABSTRACT

In this thesis, we analyze the dynamics of a relativistic particle moving under the influence of
a uniform magnetic field and a stationary electrostatic wave given as a series of periodic
pulses. The map that describes the time evolution of the system is explicit, and it can be
considered as a magnetized relativistic version of the classical standard map. We calculate
analytically the approximate position of the periodic points and we use this information to
study the primary resonances. For the system under study, we observe that most of its
resonances exhibit more than one island chain. It occurs because the system presents an
infinite number of resonant terms with the same winding number that may generate islands in
the same position of phase space. We verify that this superposition of resonant terms makes
the number of chains vary as a function of the parameters of the wave. For sufficiently large
values of the wave period or wave number, all the primary resonances present two or more
island chains in phase space. We use the islands of primary resonances in this thesis to
regularly accelerate particles. In particular, we consider the main resonance of the system, for
which the initial energy of the particle can be very close to its rest energy if the parameters of
the wave are adequate. Furthermore, we apply a method of control of chaos for near-
integrable Hamiltonians that consists in the addition of a simple control term with low
amplitude to the system. This control term creates invariant tori in the whole phase space that
confine the chaotic trajectories to small regions, making the controlled dynamics more
regular. We verify numerically that the control term drastically reduces the chaotic regions.
Moreover, we observe that the control of chaos and the consequent recovery of periodic and
quasiperiodic trajectories in phase space can be used to improve the process of regular particle

acceleration.

Keywords: wave-particle interaction, primary resonances, multiple isochronous chains,

regular particle acceleration, control of chaos.
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1 INTRODUCAO

Sistemas de interacdo onda-particula sempre despertaram muita atencdo por
estarem presentes em diversas areas, como por exemplo, em aceleradores de particulas [1-3],
lasers de elétrons livres [3], na autorressonancia ciclotrénica [3], em sistemas astrofisicos [3],
na descricdo da dindmica microscopica do plasma [3], e na transmissdo de correntes em
dispositivos de fusdo [4, 5]. Além disso, esse tipo de interacdo € utilizado em muitas
aplicacdes como uma forma eficiente de aquecimento [3, 6-8] e aceleracdo de particulas [2, 3,
7,9, 10].

Feixes de particulas aceleradas por ondas e confinadas por campos magneticos
sdo utilizados principalmente em aceleradores de particulas. Os progressos cientificos e o
rapido desenvolvimento do campo de aceleradores nas Ultimas décadas tornam cada vez mais
importante o estudo da dindmica de feixes e de mecanismos que contribuam para a aceleracao
regular de particulas, como realizado nesta tese.

Aceleradores de particulas possuem diversas aplicacbes na industria, na
medicina, em assuntos de seguranca nacional, na geracdo de conhecimento sobre a estrutura
da matéria, etc., como descrito com mais detalhes nas Refs. [2, 11, 12]. Entre as aplicacGes
apresentadas nessas referéncias pode-se citar o uso de aceleradores em estudos que tentam
compreender a massa, a matéria escura e a energia escura que formam o universo, em fisica
nuclear e fisica de particulas, no tratamento de superficies de materiais, na implantacdo de
fons em semicondutores, na deteccdo de petrdleo, no diagnostico e tratamento de doencas
(especialmente o cancer), na producdo de radiois6topos para farmacoterapia, na datacdo e
identificacdo de materiais arqueoldgicos, na inspecao de cargas em portos e aeroportos, etc.

A interacdo entre ondas e particulas, como observado, por exemplo, nos
aceleradores de particulas, € basicamente um processo nao linear [3, 13] que pode apresentar
trajetdrias regulares e cadticas em seu espaco de fases [14]. Trajetorias periddicas ou quase
periddicas sdo Uteis para aceleracdo coerente de particulas [15-17], enquanto trajetorias
calticas sdo responsaveis pelo aquecimento de particulas [6]. O tipo de trajetoria que
prevalece no espaco de fases depende principalmente da amplitude da perturbacdo aplicada ao
sistema. De forma geral, o sistema se torna cada vez mais cadtico a medida que a amplitude
da perturbacdo aumenta. Mas para esse tipo de interacdo, o comportamento das particulas
pode se tornar cadtico mesmo quando a amplitude da onda é baixa. Essa caracteristica faz

com que seja importante controlar o caos no sistema, de forma que sua dinamica seja regular



para valores mais elevados da amplitude da onda.

Controle de caos ¢ um desafio chave em muitas areas da fisica [18-27] e
diversos métodos foram desenvolvidos com o objetivo de controlar algumas trajetorias
especificas no espaco de fases [20, 28-32]. Entretanto, esses métodos ndo sdo vidveis para
sistemas de interagdo onda-particula por causa do grande nUumero de trajetorias a serem
controladas simultaneamente. Ha alguns anos, um método de controle baseado em teoria de
perturbacdo e algebra de Lie foi desenvolvido na Ref. [33] para sistemas conservativos que
podem ser descritos por uma Hamiltoniana integravel perturbada por um termo de baixa
amplitude. Esse método ndo busca controlar trajetdrias especificas. Ele cria toros invariantes
em todo o espaco de fases que previnem o surgimento de caos.

Contudo, o termo de controle utilizado para criar 0s toros invariantes no espaco
de fases deve preencher algumas condicGes. Por questdes energéticas, o termo de controle
deve ser muito menor do que a perturbacdo originalmente aplicada ao sistema, isto €, o termo
de controle deve modificar muito pouco o sistema, mas ser capaz de reduzir as regides
cadticas no espaco de fases. O termo de controle também deve ser o mais simples possivel
para que ele possa ser implementado em experimentos como na Ref. [34] em que um termo de
controle foi utilizado para aumentar a coeréncia cinética de um feixe de elétrons se
propagando em uma valvula de ondas progressivas [35, 36], ou TWT (do inglés, traveling
wave tube).

Além desse experimento, o0 método de controle desenvolvido na Ref. [33] tem
sido utilizado principalmente em estudos teoricos sobre o controle de transporte cadtico em
sistemas Hamiltonianos, como, por exemplo, em plasmas confinados por campos magnéticos
[25, 37, 38], dispositivos de fusdo [25] e campos elétricos turbulentos [39]. Realmente, para
controlar o caos no sistema, esse método cria toros invariantes em todo o espaco de fases que
dificultam o transporte cadtico. Entretanto, a adi¢do de toros invariantes ao sistema também
restaura muitas de suas trajetorias regulares originais, que de outra forma teriam sido
destruidas pelo caos. Em sistemas de interacdo onda-particula, trajetorias periddicas e quase
periddicas sdo responsaveis pela aceleracdo regular das particulas. Logo, a recuperacdo dessas
trajetdrias no espaco de fases é muito importante para o processo de aceleracdo regular.

Se a onda que perturba 0 movimento das particulas for dada na forma de pulsos
periddicos, é possivel construir um mapa a partir da Hamiltoniana que descreve o sistema. O
mapa obtido € chamado de mapa simplético, pois ele mantém a forma candnica das equagdes
de Hamilton, preservando a &rea no espaco de fases [14]. Mapas sdo muito Uteis no estudo de

sistemas conservativos, pois eles mantém as caracteristicas do sistema e sdo mais simples do



que as equagdes diferenciais de movimento. Gragas a essa simplicidade, os mapas permitem
que uma série de calculos analiticos sejam feitos com grande precisdo, mesmo quando a
dindmica é ndo linear [14, 40, 41]. Além disso, a analise numérica é bem mais simples do que
a feita para equac0es diferenciais.

Entre todos os mapas simpléticos, 0 mais estudado na literatura € o mapa
padrdo com um grau de liberdade e algumas de suas variagdes [42, 43]. O mapa padrdo é um
mapa ndo linear que possui apenas um parametro de controle. Variando esse parametro,
observa-se a transi¢cdo do sistema para o caos global. O mapa padréo descreve a dinamica de
Vvarios sistemas, além de ser utilizado como uma aproximacéo local para a regido da separatriz
das ilhas de ressonancia [14, 40].

Entre os sistemas que podem ser descritos através do mapa padrédo, encontram-
se sistemas de interagdo onda-particula nos quais as particulas se movem sob a acéo de
campos eletrostaticos' dados na forma de pulsos periddicos [3, 13]. Nesse caso, uma das
variaveis canonicas aparece apenas no termo perturbativo da Hamiltoniana e a outra variavel
aparece apenas no termo de energia cinética das particulas. Portanto, uma das variaveis
permanece constante entre dois pulsos consecutivos do campo eletrostatico, enquanto a outra
variavel nao sofre alteracdes durante um pulso. Essa caracteristica simplifica os calculos e faz
com que 0 mapa padrao seja linear com relacdo a amplitude da onda.

Por outro lado, se as particulas também estiverem sob a acdo de um campo
magnético uniforme, sua energia cinética sera funcdo das duas variaveis candnicas. Nesse
caso, apenas 0 momento das particulas sofre uma mudanca abrupta durante os pulsos do
campo eletrostatico. Mas entre dois pulsos consecutivos, nenhuma das varidveis sera
conservada. Embora os calculos se tornem mais complicados nesse caso, ainda € possivel
obter um mapa exato utilizando transformac6es candnicas adequadas, como pode ser visto ao
longo desta tese e nas Refs. [16, 17].

No caso de interacdes onda-particula como as descritas nos paragrafos
anteriores, observa-se a partir do mapa do sistema que condi¢cdes de ressonancia apropriadas
criam mecanismos eficientes para a aceleracdo [16, 17] e o0 aquecimento de particulas [44].
Nesta tese, serd analisada a aceleracdo regular de particulas que ocorre quando as ondas
eletrostaticas se propagam na direcdo perpendicular ao campo magnético uniforme, assim

como descrito na Ref. [16]. Esses modos estdo presentes em diversos sistemas e podem

! Campos eletrostaticos sdo campos elétricos dependentes do tempo cujo rotacional é nulo. Nesse caso, apesar da
dependéncia temporal, o campo elétrico pode ser obtido a partir de um potencial elétrico e 0 campo magnético
associado ndo varia no tempo.



fornecer uma grande quantidade de energia para as particulas.

Em sistemas abertos, ondas eletrostaticas progressivas sdo responsaveis pela
aceleracdo coerente [6, 7, 10], assim como pelo aquecimento incoerente de particulas [8]. Em
sistemas fechados, esses processos sdo gerados por modos estacionarios compostos por ondas
de mesma amplitude e mesma frequéncia que se propagam em sentidos opostos. Sistemas
fechados incluem, por exemplo, feixes de particulas e colunas de plasma confinados
magneticamente e a frequéncia da onda pode estar proxima da frequéncia ciclotronica [45,
46]. Se as particulas do feixe ou do plasma forem relativisticas, seu movimento transversal ao
campo magnético serd ndo linear. Isso cria grandes ilhas de ressonancia no espago de fases
[47, 48] através das quais é possivel acelerar as particulas de forma regular.

Ao longo desta tese, serd analisada a dindmica de um feixe de particulas
relativisticas se movendo sob a acdo combinada de um campo magnético uniforme e uma
onda eletrostatica e estacionaria que se propaga na direcdo perpendicular ao campo
magneético. No caso em que a densidade do feixe € baixa, € possivel afirmar que o feixe ndo
altera a propagacao da onda e suas particulas podem ser consideradas como particulas de teste
gue ndo interagem umas com as outras. Logo, o principal efeito é a interacdo individual de
cada particula do feixe com o campo magnético e a onda eletrostatica, como € considerado
nesta tese.

Em um trabalho anterior [49], 0 comportamento do sistema descrito acima foi
analisado considerando particulas ndo relativisticas. O caso relativistico também foi abordado
na Ref. [49], mas as aproximaces utilizadas sdo validas apenas para baixas amplitudes de
onda. Nesta tese, a evolugdo temporal do sistema relativistico é resolvida de forma exata e
pode ser analisada para qualquer valor da amplitude da onda eletrostatica. Além disso, a
utilizacdo de expressdes exatas para descrever o sistema permite a obtencdo de uma série de
novos resultados. Grande parte dos resultados descritos nesta tese foram publicados em
periddicos internacionais e podem ser encontrados nas Refs. [16, 17, 50, 51]. A Ref. [44]
contém resultados que ndo sdo apresentados nesta tese e que foram obtidos para o caso em
que onda eletrostatica se propaga em uma direcdo arbitraria com relacdo ao campo magnético.
Além disso, foi realizado um trabalho experimental a partir de uma valvula de ondas
progressivas [35, 36], ou TWT (do inglés, traveling wave tube), que simula a interacdo onda-
particula. A parte experimental do trabalho realizado nesta tese foi apresentada em
conferéncias e publicada nos anais dos eventos, como pode ser visto nas Refs. [52, 53].

No modelo desenvolvido nesta tese, considera-se uma onda eletrostatica dada

na forma de pulsos que perturbam o sistema em intervalos de tempo periodicos. Perturbagdes



impulsivas permitem a integragdo analitica da Hamiltoniana entre pulsos consecutivos e é
possivel obter um mapa de Poincaré, ou mapa estroboscopico, exato e completamente
explicito que descreve a evolucdo temporal do sistema. A partir do mapa de Poincaré, €
possivel construir o espaco de fases do sistema para diversos valores dos parametros da onda
eletrostética. Dessa forma, observa-se para quais parametros o comportamento do sistema é
regular e como ocorre a transi¢do para o caos a medida que 0s parametros da onda aumentam.

O mapa obtido pode ser considerado como uma versdo relativistica e
magnetizada do mapa padrdo classico. Embora relacionados, sera visto que o mapa
magnetizado é ndo linear com relagdo a amplitude da onda. Isso faz com que os pontos
periddicos das ressonancias sejam deslocados pelo aumento da amplitude da onda,
modificando a estrutura do espaco de fases.

Em geral, encontra-se na literatura sistemas que apresentam apenas uma cadeia
de ilhas nas regides de ressonancia [14, 54]. Entretanto, sera visto que a maior parte das
ressonancias do sistema em estudo apresenta mais de uma cadeia de ilhas no espago de fases
[50, 51]. Observa-se também que o nimero de cadeias aumenta com 0 nimero de onda e com
0 periodo da onda eletrostatica. Para valores suficientemente elevados do periodo e/ou do
namero de onda, todas as ressonancias do sistema possuem mais de uma cadeia de ilhas. Esse
fendmeno ocorre pois a onda que perturba o sistema apresenta um numero infinito de termos
ressonantes com o mesmo numero de rotacdo e que podem gerar ilhas de ressonancia na
mesma regido do espaco de fases [50, 51]. A superposicdo de termos ressonantes com o
mesmo numero de rotacdo faz com que o nimero de cadeias de ilhas varie em funcdo dos
parametros do sistema.

Outra caracteristica importante do modelo desenvolvido € que todas as
ressonancias apresentam um namero par de ilhas no espaco de fases [50]. Devido a essa
propriedade de simetria, todas as cadeias que possuem um nimero impar de ilhas ocorrem aos
pares no espaco de fases. Para as ressonancias que possuem um namero par de ilhas em cada
cadeia, 0 nimero de cadeias no espaco de fases pode ser tanto par quanto impar.

O estudo das ressonancias primarias do sistema é de extrema importancia, pois
nas ilhas de ressonancia, a onda eletrostatica transfere uma grande quantidade de energia para
as particulas e elas podem ser aceleradas de forma regular [15-17]. As Refs. [15, 16]
determinam os valores dos parametros da onda para os quais a aceleracdo pode ser maxima.
Entretanto, o processo de aceleracdo regular também depende da trajetdria seguida pelas
particulas. Para atingir a condicdo de médxima aceleracdo, € necessario conhecer a posi¢do das

ressonancias e o numero de cadeias de ilhas no espaco de fases em funcdo dos parametros do



sistema. Dessa forma, é possivel ajustar as condi¢Ges iniciais das particulas e fazer com elas
sigam a melhor trajetdria no espaco de fases.

Nesta tese sera dada atencdo especial a ressonancia principal do sistema, para a
qual a energia inicial das particulas pode estar proxima de sua energia de repouso quando o
periodo da onda é ligeiramente maior do que o periodo ciclotronico [16]. Este valor de
periodo é escolhido pois diversos sistemas possuem essa caracteristica, como pode ser visto
nas Refs. [45, 46]. Quando o periodo da onda é préximo do periodo cliclotrénico, o aumento
da amplitude da onda provoca o deslocamento dos pontos hiperbdlicos da ressonancia
principal, fazendo com que eles atinjam o nivel de energia minima que corresponde a energia
de repouso das particulas [16]. Por causa do deslocamento dos pontos hiperbélicos, as ilhas da
ressonancia principal passam a apresentar uma forma triangular, melhorando o processo de
aceleracdo regular.

Entretanto, existe um limite para esse processo. Quando os parametros da onda
eletrostatica sdo elevados o suficiente, os pontos elipticos da ressonancia principal perdem
estabilidade e se tornam hiperbdlicos. As ilhas de ressonéncia deixam de existir e ndo é mais
possivel acelerar as particulas de forma regular. Comparando os parametros da onda que
provocam a bifurcacdo dos pontos elipticos e 0s pardmetros que deslocam os pontos
hiperbdlicos até o nivel de energia minima, obtém-se um intervalo de parametros da onda
eletrostatica para os quais é possivel acelerar as particulas de forma regular nas ilhas da
ressonancia principal [16].

Além disso, sera utilizado o método de controle desenvolvido na Ref. [33] e
apresentado nas Refs. [34, 37, 38] para controlar o caos no sistema. Esse método de controle
consiste na adicdo de uma perturbacdo com baixa amplitude a Hamiltoniana. Para o sistema
em estudo, verifica-se que essa perturbacdo é simplesmente uma segunda onda eletrostéatica e
estacionaria com amplitude muito menor do que a amplitude da onda original [17]. A adicdo
dessa segunda onda ao sistema nao altera as suas estruturas principais, mas torna a dindmica
regular para valores mais elevados da amplitude da onda original.

Ao regularizar o sistema, o controle do caos restaura diversas Orbitas periddicas
e quase periddicas no espaco de fases, melhorando a aceleracdo regular que as particulas
experimentam nessas trajetdrias [17]. 1sso significa que a energia inicial das particulas pode
ser menor na dindmica controlada do que ela deve ser no sistema sem controle e ainda assim,
sua energia final sera maior do que no sistema original.

No Capitulo 2 desta tese, sdo obtidos a Hamiltoniana e 0 mapa que descrevem

0 sistema em estudo [16, 17]. Verificam-se os diferentes tipos de comportamento



apresentados pelo sistema e como ocorre a transicdo para o caos a medida que a amplitude da
perturbacdo aumenta. No Capitulo 3, calcula-se analiticamente a posicdo dos pontos
perioddicos das ressonancias primarias. A partir das expressdes obtidas, observa-se que a maior
parte das ressonancias apresenta mais de uma cadeia de ilhas no espaco de fases [50, 51].
Além disso, 0 nimero de cadeias aumenta sem limites com o periodo e o nimero de onda
para todas as ressonancias primarias.

No Capitulo 4, ¢ realizado um estudo sobre a aceleracdo regular de particulas a
partir de baixas energias iniciais [16]. Verifica-se que a ressonancia principal do sistema
apresenta uma forma triangular, o que melhora o processo de aceleracdo e permite que a
energia inicial da particula esteja proxima de sua energia de repouso. No Capitulo 5, aplica-se
ao sistema em estudo o metodo de controle do caos desenvolvido na Ref. [33]. Verifica-se
numericamente que a adi¢cdo de um termo de controle com baixa amplitude ao sistema reduz
drasticamente as regides de comportamento caético, além de contribuir para a aceleracédo
regular de particulas [17]. Neste capitulo tambem é apresentada uma montagem experimental
capaz de simular a interacdo onda-particula. O equipamento foi utilizado para verificar
experimentalmente a possibilidade de controlar o caos nesse tipo de interacdo [34]. No

Capitulo 6, séo apresentadas as conclusdes e perspectivas de continuacao deste trabalho.






2 DESCRICAO DO SISTEMA

Ao longo desta tese, serd analisado o comportamento de um feixe de particulas
carregadas interagindo com um campo magnético e uma onda eletrostatica, assim como
descrito nas Refs. [16, 17]. Campos magnéticos externos sdo encontrados em diversos
sistemas de interacdo onda-particula, como por exemplo em sistemas astrofisicos. Além disso,
campos magnéticos sdo Uteis em experimentos, pois eles restringem o movimento das
particulas, confinando-as em uma regido limitada do espaco.

No caso em que a densidade do feixe é muito baixa, € possivel afirmar que o
feixe ndo altera a propagacdo da onda. Além disso, as particulas em um feixe de baixa
densidade podem ser consideradas como particulas de teste que ndo interagem umas com as
outras. Isso equivale a dizer que em um feixe de baixa densidade, os campos elétrico e
magneético produzidos pelo movimento das particulas do feixe podem ser desprezados pois
suas intensidades sdo muito menores do que a intensidade do campo elétrico associado a onda
eletrostatica e a intensidade do campo magnético externo. Logo, o principal efeito é a
interacdo individual de cada particula do feixe com o campo magnetico externo e a onda
eletrostatica que perturba o feixe, como é considerado a seguir para a deducdo da
Hamiltoniana do sistema.

Quando a onda eletrostéatica é dada na forma de pulsos periodicos, é obtido um
mapa exato que descreve a evolucdo temporal do sistema [16, 17]. A partir do mapa séo
construidos espacos de fases para diversos valores dos parametros da onda. Os espacos de
fases nos permitem analisar o comportamento do sistema, os diferentes tipos de trajetorias e
como Orbitas regulares se tornam cadticas a medida que a perturbacdo aplicada ao sistema
aumenta.

Orbitas cadticas estdo fortemente relacionadas & presenca de ressonancias nao
lineares no espaco de fases. Essas ressonancias surgem devido a interacdo da particula com a
onda eletrostatica. Como sera discutido a seguir, quanto maior a perturbacdo provocada pela
onda, maior é a largura das ilhas de ressonancia, o que provoca alteracbes drasticas na

estrutura do espaco de fases e contribui para o surgimento de trajetorias cadticas.
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2.1 CONSTRUCAO DA HAMILTONIANA

Seja uma particula relativistica com carga g e massa de repouso m se
movendo sob a agdo de um campo magnético externo e uniforme B = B,Z cujo potencial

vetor é A= B,xy . A Hamiltoniana que descreve esse sistema equivale & energia relativistica

da particula

H, = \/mzc“ + cz‘ﬁ - qAr , (1)

onde ¢ ¢ a velocidade da luz no vacuo. Além disso, 0 momento candnico de uma particula

relativistica se movendo em um campo magnético é dado por

P=mnV + gA, ()

-1/2

com y=(1-v?/c®)™ e V é a velocidade da particula. Considerando apenas a dinamica

transversal a B, a Hamiltoniana (1) torna-se

H, = \/mzc“ + ¢*p; + c’(p, —ByX)* . (3)

Suponha que a particula também interage com um pacote de ondas planas,

eletrostticas® e estacionéarias que se propagam em uma direcdo perpendicular ao campo

magnético B . Essas ondas possuem vetor de onda k =kx, periodo T e amplitude £/2. A
energia potencial devido as ondas eletrostaticas e estacionarias é dada por

U=¢gV = q?gcos(kx)i ot—nT), 4)

N=—o0

onde V é o potencial elétrico e a dependéncia temporal das ondas foi dada na forma de pulsos
periddicos representados pela soma periddica de funcdes delta.
Dessa forma, a Hamiltoniana que descreve todas as interacbes do sistema é

obtida através da soma das expressdes (3) e (4) [16, 17]

2 Ondas eletrostaticas sdo ondas que apresentam uma dependéncia temporal de tal forma que VxE(t) =0, onde
E(t) é0 campo elétrico associado & onda. Como VxE(t)=0, oB/ot=0 eo campo elétrico pode ser obtido a

partir de um potencial elétrico V (t) na forma E(t)=-VV(t).
% A expressdo (4) para a energia potencial ndo apresenta condicBes de contorno pois as ondas sdo planas.
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H=H, +& = \/mzc“ +¢?p; + c*(p, —qB,X)* + q—Z‘S‘cos(kx)i5(t—nT). (5)

Como a Hamiltoniana (5) ndo é funcdo da variavel y, tem-se que p, = —oH/dy = 0.
Portanto, p, € uma constante de movimento e por simplicidade sera considerado, sem perda
de generalidade, p, =0. Entretanto, € importante ressaltar que essa condi¢do ndo € uma
restricdo fisica real, pois embora p, seja conservado e considerado igual a zero, dy/dt nao é

nulo e a particula descreve um movimento bidimensional no plano xOy .

Trabalhando com as quantidades adimensionais p,/mc — p,, gB,x/mc — X,
mck/qB, >k, gBt/m—t, @BT/m—T e (¢°B,/m’c®)e—>¢, a Hamiltoniana

adimensional H/mc? — H que descreve o sistema é dada por [16, 17]

H(X, pot) = Hy(x, p,) + &V (x,1) = 1+ p2 + x° + gcos(kx)ia(t—nT). (6)

A partir da Hamiltoniana (6), observa-se que a cada vez que t=nT, a
perturbacdo provocada pela onda se ativa por um instante infinitesimal. Entretanto, entre dois
pulsos de onda consecutivos a particula s6 estd sujeita a acdo do campo magnético e a
Hamiltoniana que descreve o sistema torna-se integravel e independe do tempo. Logo, €

possivel escrevé-la em termos de suas variaveis de angulo-acdo através da mudanca de
coordenadas x=+21send e p, =+/21 cosd. Em termos das varidveis (I, 8), a Hamiltoniana
(6) € reescrita como [16, 17]

H(,6,t) = H, (1) + &V(l,6,t) = J1+21 + gcos(k\/ﬁsene)ii&(t—nT). (7)

n=—o0

2.2 MAPA DO SISTEMA

A partir da Hamiltoniana (7), é possivel obter um mapa que descreve a
evolucdo temporal do sistema. Para obtengdo desse mapa serd utilizado o esquema

apresentado na Figura 1. Nessa figura, 1, e 6, sdo os valores de | e @ a esquerda, ou seja,

n

imediatamente antes da funcéo delta centrada em t =nT . Na travessia dessa funcéo delta, as
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grandezas | e @ sofrem uma variacdo representada por A,I e A8, atingindo assim 0s

valores |~ e O’ a direta, ou seja, imediatamente ap0s a funcéo delta centrada em t=nT .

Entre a direita da funcdo delta centrada em t=nT e a esquerda da funcdo delta centrada em

t=(n+1)T, ndo existem pulsos de onda e as grandezas | e @ sofrem uma variacdo dada

por A,l e A,@, atingindo dessa forma os valores | ,, e 6,,, imediatamente antes da funcéo
delta centradaem t=(n+1)T .
I, +Al =1 I'+AI=1,
(In’ 9.'1) ;
6n + Ale = 91? 91:- + AZG = GJHI
t =nT t = (n+1)T tempo

Figura 1: Representacdo esquematica da variagdo das grandezas | e @ entre os instantes t=nT e t=(N+1T .

Antes de calcular as variagfes sofridas pelas grandezas | e @ entre dois
pulsos de onda consecutivos, € conveniente observar que o segundo termo da Hamiltoniana
(7) depende das duas varidveis do sistema | e ¢. Entretanto, o segundo termo da
Hamiltoniana (6) depende apenas da variavel x e, portanto, apenas 0 momento p, sofre uma
mudanca abrupta quando t=nT . Por esse motivo, € mais simples utilizar a Hamiltoniana (6)

para calcular as variagfes sofridas por X e p, na travessia da funcdo delta centrada em

t=nT,
o dx o oH o P,
Ax = J.ano Edt N J-ano a_pxdt - J.ano /1+ pz X2 dt,
p nT+0
AX = —2—— dt - 0,
1 /1+ pxz X2 -[nT—O
N0 dpX 3 nm+0 OH
AP, = J‘ano Edt N _J.ano &dt !
nT+0 X Sk
Ap, = _Inm m - 7sen(kx)5(t—nT) dt
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Ap, = X gt + [ 2K sen(log St —nT)dt
W Jipo @t [y 75 senCo9ae-nTet
Ap, =0+ J'nfjoo %sen(kx) o(t—nT)dt ,

onde foram utilizadas as equacOes de Hamilton na segunda passagem de cada expressao e as
integrais J'n:; f(x, p,)dt foram aproximadas por <f(x, px)”n:oo dt, sendo <f(x, px)> 0
valor médio de f(x, p,) ao longo do intervalo de integracéo.

Como A,x — 0 na travessia da n-ésima funcdo delta, x permanece constante

e igual a x, nesse intervalo de tempo e, portanto, tem-se
ck nT+0 ck
Ap, = 7sen(kxn)J'np0 §(t-nT)dt = =~sen(k,) .

Dessa forma, tem-se que os valores de x e p, imediatamente apds a passagem da fungéo
delta centrada em t =nT sdo dados por

+
n

X, =X, + AX =X, ,

p:(r,n = px,n + A1px = px,n + %Sen(kxn) .

Utilizando a transformagdo candnica entre as variaveis (x, p,) e (I,0),

também sdo obtidos os valores de | e & imediatamente apos a fungdo delta centrada em

t=nT

S+

1 +32 + \2 _1 2 ﬂ ’
= E[(Xn) + (px,n) ] - z{xn + |:px,n + 2 Sen(kxn):| } )

+

2
F = %{Zlnsenzan +[ 21, cosf, + %sen(kJZlnsenen)} } :

. X' 2X
6, = arctg| —— | = arctg . ,
X*J |:2pxyn + gksen(kxn)}
o = arctg 2,21, send,
" | 2,21, cosd, + cksen(kyf21, send,) |

Entre dois pulsos de onda consecutivos, o termo &V correspondente a onda
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eletrostética se anula e as Hamiltonianas (6) e (7) tornam-se integraveis e independentes do
tempo. Contudo, o primeiro termo da Hamiltoniana (6) depende das variaveis x e p,,
enquanto o primeiro termo da Hamiltoniana (7) é funcdo apenas da variavel de acdo | . Essa
propriedade da Hamiltoniana (7) permite o calculo exato das variacbes sofridas pelas
grandezas | e @ entre a direita da n-ésima fungdo delta e a esquerda da fungédo delta centrada
emt=(n+1T,

Al = J-(n+l)T d_l dt — _J~(n+1)T aHO dt = 0
2 nT dt H=H, nT 06 '
AZH _ J-(n+1)T d_H dt — J-(n+l)T aHO dt — J-(n+1)T 1 at
oty ool o 1+ 21

Como | ndo sofre alteragcdes entre as funcOes delta centradas em t=nT e
t=(n+1T, | éconstante e iguala I nesse intervalo de tempo. Portanto, a variagdo sofrida

pela variavel 6 é dada por

1 J- (n+)T T

J1+21F =

A0 =

o NI

Dessa forma, os valores de | e ¢ imediatamente antes da funcdo delta centrada em

t=(n+1)T sdo dados por

I I
=1 Al =1

=6 + A0,

I n+1

0

n+1

e a partir dessas expressdes obtém-se 0 mapa (8) que descreve a evolucdo temporal do sistema

nas variaveis | e @ [16, 17]

2
I = %{Zlnsenzen + [ 21 cosé, + %gksen(k,/Zlnsenen)} } ,
(8)

2./21 send
K K } - T (mod 27).

6,,, = arct —_—
e g{z,/zln cosd, + sksen(ky21 send,) | +2I_,

O determinante jacobiano
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aIn+l aIn+l

3] - ol, 00,
106, 96,
ol 086,

do mapa (8) € unitario e por esse motivo, 0 mapa é dito simplético. Isso significa que o mapa
(8) é conservativo, preservando a area do espaco de fases e a energia total do sistema [14, 40].
Além disso, 0 mapa obtido nesta secdo é exato e possui a importante caracteristica de ser

totalmente explicito (o termo 1, na expresséo para 6,,, pode ser escrito explicitamente em

n+1
funcéo de I, e @, utilizando-se a primeira equagéo do mapa).

Observa-se ainda que 0 mapa (8) poderia ter sido escrito com 0 mesmo grau de
complexidade nas variaveis (X, p,), entretanto o uso de variaveis de angulo-acdo ¢ mais

conveniente uma vez gque a acao é conservada na auséncia de perturbacao. Isso pode ser visto

facilmente na Figura 2 que mostra o espaco de fases* do sistema para & =0.

2,0

L5

0,5

0’0 L1

Figura 2: Espago de fases do sistema para £=0.

O mapa padrdo classico mencionado na Introducdo desta tese é dado por [14,
40]

|
0n+l = gn + In+1'

=1, + esend,,

n+l n

* Nesta tese, os espacos de fases analisados correspondem a mapas estroboscopicos que apresentam os valores de
| e @ apenas nos instantes de tempo imediatamente anteriores aos pulsos de onda centrados em t =nT .
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Diferente do que ocorre com o mapa padrdo classico, o mapa (8) apresenta uma forte ndo

linearidade em sua dependéncia com a amplitude & da onda eletrostatica. Isso se deve a
presenca do campo magnético B = B,Z que altera a energia cinética da particula. Na presenca

de um campo magnético, a energia cinética é funcdo do momento e da posicdo da particula,

como mostra a Hamiltoniana (6). Para essa Hamiltoniana, ambas as variaveis x e p, sofrem

alteracdes entre dois pulsos de onda consecutivos, o que torna o mapa (8) nao linear com
relacdo a amplitude ¢ da onda eletrostética.

Por outro lado, o mapa padrdo descreve a interacdo entre uma particula e uma
onda eletrostatica na auséncia de campos magnéticos externos. Nesse caso, cada termo da
Hamiltoniana s6 depende de uma das variaveis do sistema. O termo correspondente a energia
cinética da particula é funcdo apenas do momento. Enquanto o termo de energia potencial
associado a onda eletrostatica so depende da coordenada x. Isso faz com que uma das
variaveis permaneca constante no intervalo de duracéo de um pulso de onda, enquanto a outra
variavel ndo varia entre dois pulsos de onda consecutivos. Essa caracteristica do sistema
simplifica os calculos e como resultado o mapa padréo € linear em ¢.

Logo, o mapa (8) pode ser interpretado como uma versdo relativistica e
magnetizada do mapa padrdo classico. Entretanto, apesar de estarem relacionados, os dois
mapas apresentam estruturas bastante diferentes. Duas dessas diferencas serdo discutidas no
Capitulo 4 e se referem a alteracdo na posicdo dos pontos peridédicos e as mudancas que
ocorrem no processo de aceleracdo regular da particula devido a ndo linearidade do mapa (8)
comrelacdo a ¢ [16].

Embora o mapa exato (8) seja ndo linear em ¢, é possivel obter uma versdo
linearizada, valida somente para & < 1. Essa versdo linearizada € obtida quando se utiliza

apenas a Hamiltoniana (7) escrita como funcdo das variaveis (I, ). Considerando que na

travessia da fungéo delta centradaem t=nT, | > 1, e 8 > 6., 0 mapa linearizado em ¢

n+l

pode ser escrito em uma forma candnica dada por

l,=1, + %gk,/Zln+l cosd, sen(k4/21, ., send) ,
()

=6 - wsen(kﬁlm1 sené)) +

T
" " 2|n+1 \/1+2|n+1

A consideracéo de que | —> 1, e & — 6, na travessia da funcdo delta é feita para garantir

(mod 27).



17

que o mapa linearizado preserve o carater simplético das equacdes de Hamilton. Dessa forma,
0 mapa (9) conserva a area no espaco de fases e a energia total do sistema. Se o mapa (8)

fosse linearizado em ¢ diretamente, sem a consideracdo de que | —>1. ., e 6 >0, na

n+l
travessia da funcdo delta, o0 mapa obtido ndo seria simplético e ndo preservaria a area no
espaco de fases, nem a energia total do sistema.

Além disso, é importante ressaltar que a Hamiltoniana (7) e o mapa (8) ndo
incluem nenhum efeito relativo a emissdo de radiacdo por uma particula carregada e
acelerada. Tipicamente, aceleradores de particulas apresentam campos magnéticos da ordem
de 1 Tesla. Por exemplo, considerando um elétron que se move com velocidade

v, =0,9999¢ perpendicular ao campo magnético, a energia emitida pelo elétron em um

periodo ciclotronico é aproximadamente 4,87x107° K [50, 55, 56], onde K denota a
energia cinética do elétron. Por outro lado, a energia maxima emitida pelo elétron devido a

um pulso de onda é estimada como 2,21x10°® K [50, 55, 56], para um pulso ultracurto com

duragdo na ordem de 10™° segundos [57], e parametros adimensionais k =10 e ¢=1. Para
valores mais elevados de k e ¢, a dindmica do sistema se torna extremamente caotica. A
partir dessas estimativas, verifica-se que mesmo para velocidades proximas a velocidade da
luz, a energia emitida pelo elétron é muito menor do que sua energia cinética, e 0 processo de

emissao de radiacdo, para 0s propositos desta tese, pode ser desconsiderado.

2.3 ESPACO DE FASES E TRANSICAO PARA O CAOS

Como visto na Figura 2, o espacgo de fases nas variaveis de angulo-agdo | x&
apresenta apenas curvas estendidas na auséncia de perturbagéo. Para ¢ = 0, 0 espago de fases
passa a apresentar curvas fechadas, conhecidas como ilhas de ressonancia. Nas ilhas de
ressonancia, a razao entre a frequéncia de rotacdo da particula no plano xOy e a frequéncia
da onda eletrostatica € um numero racional [14, 40, 58-63]. Essa razao entre as frequéncias do
sistema é chamada de nimero de rotacdo e representada pela letra Q2. Logo, para Q=s/r,
com r e s dois nimeros inteiros, positivos, ndo nulos e primos entre si, observa-se no espago

de fases a formacdo de ilhas da ressonancia (r,s) na posigéo I, . As ressonancias primarias

do sistema sdo discutidas com mais detalhes no Capitulo 3.
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A ressonancia principal do sistema € aquela para a qual cada ciclo da onda
eletrostatica corresponde a um giro completo da particula, que se move sob a a¢do do campo
magnético, no plano xOy [16]. Isso significa que a frequéncia da onda é igual & frequéncia do
movimento ndo perturbado. Para a ressonancia principal, a razdo entre essas frequéncias €

Q=1/1 e entre dois pulsos de onda consecutivos a particula descreve um angulo Af =
0., —6, = 2z no plano xOy, de tal forma que 1, =1, =1 . Substituindo esses resultados

na primeira equacao do mapa (8), tem-se

L, =1, sen (k«/ZIllsene) + — / 21,, cos @, sen(k,/21,, send,) ,

de onde segue que
ek
sen(k,/21,,sen8)) = 0 ou Tsen(kJle’l send,) + 21, cos6, =0, (10)

pois £#0 e k=0. Utilizando a primeira solu¢do (10) na segunda equagdo do mapa (8),

obtém-se o valor de 1,, para a ressonancia principal do sistema

_T? - 4x?

ly, = 872 (11)

Como a acdo é uma grandeza positiva por definicdo, a expressdo (11) indica
que a ressonancia principal s6 estd presente no espago de fases do sistema para T >2r.
Lembrando que a frequéncia adimensional @ da onda eletrostatica € medida em unidades da
frequéncia ciclotronica @, =qB,/m, tem-se que w=1 e, portanto, T =27z/w =2z quando a

frequéncia da onda eletrostatica coincide com a frequéncia ciclotronica. Logo, para que a
ressonancia principal esteja presente no espaco de fases, é preciso que o periodo da onda
eletrostatica seja maior do que o periodo ciclotronico. Além disso, quanto maior o valor do
periodo T , mais a ressonancia principal é deslocada para valores elevados da acdo | .

A partir do mapa (8) obtém-se os valores de | e & em qualquer instante de
tempo desde que sejam conhecidos seus valores no instante inicial. Dessa forma, é possivel
construir varias simulacdes numéricas para diferentes valores dos parametros de controle do
sistema. Entretanto, ao longo desta tese serdo considerados em geral casos em que a onda
eletrostatica possui um periodo préximo ao periodo ciclotrénico, uma vez que diversos
sistemas possuem essa caracteristica (como, por exemplo, plasmas aquecidos em tokamaks,

assim como outros sistemas discutidos nas Refs. [45, 46]).



19

A Figura 3 mostra o espaco de fases do sistema construido a partir do mapa (8)

para T =27(1+1/15), k =2 e diversos valores da amplitude de perturbacdo &. Para geragdo
dessa figura foi escolhido o periodo T =27(1+1/15), que é ligeiramente maior do que o
periodo ciclotronico T, =27z, para que a ressonancia principal esteja presente no espaco de

fases do sistema de acordo com a condicdo (11). Além disso, considera-se que k=2 € um
namero de onda representativo dos modos que serdo analisados ao longo dessa tese.

O espaco de fases do sistema é construido iterando-se algumas condicdes
iniciais e todas as iteracfes sdo plotadas em um grafico | x@. As condigdes iniciais sdo
escolhidas de tal forma que seja possivel visualizar as principais estruturas do sistema. 1sso
inclui as ilhas de ressonancia, as curvas invariantes, as regides de comportamento caotico e
como esses diferentes tipos de trajetdria se intercalam e estdo distribuidos no espaco de fases.
Sendo assim, o espaco de fases fornece uma visdo geral do comportamento do sistema e a
partir dele € possivel visualizar quais regides e, portanto, quais condi¢des iniciais fornecem o
comportamento desejado para o sistema.

Para facilitar a identificacdo dos diferentes tipos de trajetdria, todos 0s espacos
de fases desta tese foram construidos utilizando o mesmo esquema de cores. Nas figuras, as
curvas invariantes sdo representadas pela cor roxa e as trajetdrias caoticas sao representadas
em azul. As sepatrizes das ilhas de ressonancia foram construidas em cinza. Ja as ilhas de
ressonancia estdo representadas em verde, vermelho, amarelo e ciano. No caso das
ressonancias, foram utilizadas cores diferentes para distinguir as ilhas de cadeias
independentes, mas que pertencem a uma mesma ressonancia. Isto €, uma condicdo inicial

verde da ressonancia (r,s) so6 gera as ilhas representadas em verde. Uma condicdo inicial
vermelha gera apenas as ilhas representadas em vermelho da ressonancia (r,s), e assim
sucessivamente. Lembrando que cada ressonancia (r,s) esta localizada em uma posicdo

diferente com relacdo a variavel de acdo | e uma condicdo inicial que pertence a uma dada

ressonancia (r,s) s6 pode gerar ilhas dessa ressonancia.
Para £ =0 como na Figura 2, o sistema € integravel, ou seja, H=H,(l) e a

variavel de acdo | é conservada. Nessa situacdo, o espaco de fases apresenta apenas curvas

estendidas chamadas de curvas ou toros invariantes. Quando ¢ =0, a perturbacdo provocada
pela onda eletrostatica altera a estrutura do espaco de fases. Mesmo para &=2,5x10™ como

na Figura 3(a), é possivel ver a formagdo de ilhas de ressonancia nas posicdes I,, =0,069 e

l,, =1,776. Entretanto, como o valor de ¢ € muito baixo nessa figura, a largura das ilhas de
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(a) e=2,5x10"* (b) &=2,5x10"7

Figura 3: Espaco de fases do sistema para T =27(1+1/15), k=2 e a) £=2,5x10"; b) £=2,5x107;

¢) £=0,125;d) £=0,200;¢€) £=0,250; f) &£=0,375.
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Figura 3: Continuacéo.

ressonancia também é reduzida e a estrutura do espaco de fases & praticamente a mesma da
Figura 2, isto €, a Figura 3(a) tambem é preenchida em quase toda sua extensdo por toros
invariantes. A resolucdo utilizada para construcdo da Figura 3(a) ndo permite a visualizacéo

de detalhes das ilhas localizadas em 1, =0,069 e 1,, =1,776, assim como ndo € possivel
visualizar as inumeras ilhas de ressonancias primarias localizadas nas posicdes I, . Embora

essas ressonancias estejam presentes no espaco de fases, elas sdo extremamente pequenas para
a resolucao utilizada na Figura 3(a).

A Figura 4 mostra uma ampliacdo da Figura 3(a) nas regides das ressonancias
(1,1) e (2,1). Nessa figura, é possivel ver com mais detalhes a estrutura das ilhas de
ressonancia do sistema e as distorcdes que elas provocam nos toros invariantes ao seu redor.
Na Figura 4(a), por exemplo, observa-se os pontos periédicos® da ressonancia (1,1), que é a
ressonancia principal do sistema. Os pontos elipticos® estdo localizados em 6 = 0; 7 e ao
redor deles sdo formadas as ilhas de ressonancia. Os pontos hiperbdlicos por sua vez estdo

localizados em 6 = 7/2; 37/2 e eles separam as ilhas da ressonancia (1,1). No interior da

® Pontos periddicos sio pontos que se repetem apds um ndmero determinado de iteragdes do mapa.
® Pontos elipticos (hiperbolicos) sdo pontos periddicos centralmente estaveis (instaveis) do mapa

In+1 = In+1(|n' gn)! 9n+1 :9n+1(|n’ en) .
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separatriz, representada em cinza, as trajetorias sdo curvas fechadas no espaco de fases e
centradas ao redor dos pontos elipticos. Na regido exterior a separatriz, as trajetorias sao
curvas invariantes e abertas no espaco de fases.

Aumentando o valor de ¢ como na Figura 3(b), o espaco de fases ainda
apresenta inimeros toros invariantes. Entretanto, esses toros ndo sdo mais linhas retas como
na Figura 2, pois eles sdo deformados pelas ressonancias. Para &=2,5x107, a largura das
ilhas de ressondncia aumenta e elas se tornam mais evidentes no espaco de fases. Na Figura
3(b), é possivel visualizar com clareza as ressonancias (1,1), (4,3), (3,2) e (2,1), localizadas

respectivamente em |I,, =0,069, 1,,=0,511, 1,,=0,780 e |,, =1,776. Em geral, observa-

se que as maiores ilhas no espaco de fases sdo aquelas para as quais s=1.

(a) Ressonéncia (1,1) (b) Ressoniincia (2,1)
'_____________________________
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~ F —~
- —— 1,76
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Figura 4: Ampliacgéo das ilhas das ressonéncias a) (1,1) e b) (2,1) identificadas na Figura 3(a).

Para algumas ressonancias (r,s), o sistema apresenta apenas uma cadeia com
r ilhas. Esse é o caso, por exemplo, da ressonancia (4,3) representada pelas trajetorias em
vermelho na posicdo 1,,=0,511 da Figura 3(b). Os pontos elipticos centrais de cada ilha
correspondem a uma Unica Orbita periodica. A trajetoria se move de um ponto periddico para
o outro e entre dois pulsos de onda consecutivos, tem-se AG@=6,,,—6, =2xzs/r=3xr/2
(mod 27). Dessa forma, ap0s 4 iteragdes do mapa (8) o ponto eliptico inicial se repete. Algo

semelhante ocorre com as Orbitas centradas ao redor dos pontos elipticos da ressonancia (4,3).
As trajetdrias se movem de uma ilha para a outra, de tal forma que uma Unica trajetoria forma

as quatro ilhas da cadeia, cada ilha centrada ao redor de um ponto eliptico. Entretanto, para
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essas Orbitas o nimero de rotacdo Q € irracional e 0s pontos nunca se repetem. Por esse
motivo, uma Unica trajetdria preenche densamente as quatro ilhas da cadeia no espaco de
fases.

Por outro lado, algumas ressonancias (r,s) apresentam ndo uma, mas duas
cadeias com r ilhas cada. Isso acontece com as ressonancias (1,1), (2,1) e (3,2) identificadas
na Figura 3(b). Nessa figura, as cadeias de uma mesma ressonancia estdo distinguidas pelas

cores verde e vermelho. Por exemplo, a ressonancia (2,1) localizada ao redor de 1,, =1,776

apresenta duas cadeias com duas ilhas cada. Os pontos elipticos centrais em 6 = 0; 7 e
0 = r/2; 3x/2 formam duas Orbitas periddicas distintas. Em cada cadeia, a trajetoria da

particula se move de um ponto eliptico para o outro repetidamente, de tal forma que entre dois

pulsos de onda consecutivos tem-se A@=6,.,—6, =2zxs/r=xz (mod 27x). As ressonancias

primarias e o numero de cadeias de ilhas que elas apresentam sdo discutidos em detalhes no
Capitulo 3.

Na resolucdo utilizada para construcdo da Figura 3(b), todas as trajetorias do
sistema parecem regulares. Entretanto, ampliando a regido préxima a um ponto hiperbdlico
como na Figura 5, observa-se que mesmo para valores muito baixos de ¢ o sistema possui
trajetdrias caoticas. Na verdade, as trajetdrias nas vizinhancas dos pontos hiperbdlicos sempre
séo caoticas, por menor que seja 0 valor de ¢ desde que ¢ =0 [14, 40]. Isso ocorre devido a
grande complexidade da dinamica ao redor dos pontos hiperbdlicos. Lichtenberg e Lieberman
apresentam na pagina 185 da Ref. [14] uma explicacdo bastante detalhada sobre o
comportamento das trajetdrias nas vizinhancas de pontos hiperbdlicos e como a complexidade

desse comportamento da origem ao caos.

1,777

1,776

1,775

774l L L L
0983 0984 0985 098 0,987

a

Figura 5: Ampliacdo da regido préxima ao ponto hiperbdlico indicado por uma cruz preta na Figura 3(b).



24

Para £=0,125 como na Figura 3(c), as ilhas de ressonancia aumentam
consideravelmente de tamanho, deformando ainda mais os toros invariantes. Além disso, o
aumento da largura das ressonancias faz com que seja possivel visualizar cada vez mais
cadeias de ilhas no espaco de fases do sistema. Observa-se ainda que além dos toros
invariantes, as cadeias de ilhas menores também sdo deformadas pelas ilhas maiores do
sistema (ressonancias (1,1) e (2,1)). Isso faz com que os pontos elipticos e hiperbélicos das
cadeias de ilhas menores sejam deslocados com relagdo as varidveis | e @. Esse
deslocamento é evidente se compararmos, por exemplo, a posicdo dos pontos periddicos das
ressonancias (3,2) e (4,3) nas Figuras 3(b) e 3(c). Na Figura 3(c), essas cadeias de ilhas
sofrem uma ondulagéo devido, principalmente, ao aumento da largura da ressonancia (2,1).

Na Figura 3(b), o caos estava localizado apenas ao redor dos pontos
hiperbdlicos e ndo era possivel visualizad-lo na resolucdo utilizada. Ja& na Figura 3(c), as
trajetdrias caoticas se tornam mais evidentes, pois elas ndo estdo mais localizadas apenas nas
vizinhangas dos pontos hiperbdlicos. Nessa figura, o caos pode ser visto com nitidez nas
separatrizes das ilhas de ressonancia e a partir das separatrizes, ele comeca a se espalhar pelo
espaco de fases. Entretanto, para &=0,125 ainda existem diversos toros invariantes
separando as ressonancias do sistema. Esses toros invariantes atuam como barreiras,
confinando as trajetorias caoticas nas regides proximas as separatrizes das ilhas e impedindo
que o caos se espalhe por todo o espaco de fases. A Figura 6 mostra uma ampliacédo da regido
0,2<1<0,9 para 0s mesmos parametros utilizados na Figura 3(c). Na Figura 6, observa-se
com mais clareza a separatriz cadtica das ressonancias do sistema e 0s toros invariantes que
separam as cadeias de ilhas e confinam as trajetdrias caoticas.

Como visto na transicdo da Figura 3(a) para 3(c), quanto maior a amplitude da
perturbacdo, maiores sdo as ilhas de ressonancia do sistema. Para valores suficientemente
elevados de ¢, as ilhas de duas ressonancias préximas crescem até se sobreporem, destruindo
todos os toros invariantes que as separavam. Com a destruicdo dos toros invariantes, as
trajetérias cadticas podem se mover livremente em toda a regido ao redor das duas
ressonancias que se sobrepuseram. Na Figura 3(d), construida para ¢ =0,200, grande parte
dos toros invariantes do sistema ja foram destruidos e as trajetorias cadticas preenchem quase
todo o espaco de fases, com excecdo das ilhas de ressonancia e da regido | <0,2 que ainda
possui toros invariantes. Essa situacdo é conhecida como caos global, pois ndo existem mais
toros invariantes limitando as trajetdrias caoticas na regido | >0,3. Também é dito que as

trajetdrias cadticas na regido 1 > 0,3 formam um mar de caos.
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Figura 6: Ampliacdo de algumas cadeias de ilhas da Figura 3(c).

Na Figura 3(d), observa-se o surgimento de ressonancias de ordens mais
elevadas imersas no mar de caos. Essas ressonancias ndo podem ser estimadas a partir de
expansdes de primeira ordem da Hamiltoniana (7) e do mapa (8), e elas sdo formadas pelo
acoplamento de ressondncias primarias que ocorre quando a amplitude da perturbacédo
aplicada ao sistema torna-se elevada. Além disso, ressonancias de ordens mais elevadas
também séo formadas ao redor ou no interior das cadeias de ilhas das ressonancias primarias.

Ao redor das ilhas centradas em 1,, =1,776 e 6 = 0; z, por exemplo, surge uma cadeia

secundaria formada por nove ilhas menores.

Também ¢é importante ressaltar que o comportamento da particula ndo é
uniforme em toda a regido cadtica do espago de fases. Observa-se que as trajetorias caoticas
sdo mais densas ao redor das cadeias de ilhas presentes na regido 0,3< I <1,3. Isso significa
que uma particula com condicdo inicial proxima a uma dessas ilhas fica presa ao redor da
cadeia de ilhas correspondente durante um grande niumero de iteracdes. Apesar de a trajetoria
ser caotica, ela demora muitas iteraces para conseguir escapar e se afastar da cadeia de ilhas.
Além disso, caso a trajetdria caotica volte para a regido 0,3<1<1,3, ela ficara presa
novamente ao redor das cadeias de ilhas por um grande numero de iteracGes. Essa
caracteristica é conhecida como aprisionamento e ela ocorre para valores de ¢ ligeiramente
maiores do que o valor necessario para a sobreposicdo de duas ressonancias. Como dito
anteriormente, quando duas ressonancias se sobrepdem, 0s toros invariantes que separam as
cadeias de ilhas sdo quebrados. Entretanto, esses toros ndo sdo completamente destruidos.

Eles sdo divididos em varias partes separadas por lacunas, formando uma estrutura conhecida
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como conjunto de Cantor e por esse motivo, esses toros passam a ser chamados de cantoros
[40].

Os cantoros ainda atuam como barreiras no espaco de fases, confinando as
trajetorias caoticas durante algum tempo e formando regides de aprisionamento. Entretanto,
devido as lacunas que existem nos cantoros, as trajetdrias cadticas conseguem escapar depois
um namero suficientemente grande de iteracdes e a partir de entdo, elas podem se mover
livremente pelo mar de caos. A situacdo inversa também é possivel, ou seja, uma trajetéria
que se move pelo mar de caos pode entrar em uma regido de aprisionamento através das
lacunas nos cantoros. Uma vez dentro da regido de aprisionamento, a trajetoria precisara de
um namero suficientemente grande de iteracbes do mapa para conseguir escapar.

Para | >1,3 na Figura 3(d), ndo existem mais cantoros e, portanto, as
trajetérias ndo sdo aprisionadas nessa regido. Isso pode ser visto a partir da densidade de
pontos que é bem menor para | >1,3 do que na regido 0,3<1<1,3. Logo, uma trajetoria
cadtica preenche quase todo o espaco de fases, podendo assumir valores de acdo |
arbitrariamente elevados.

Aumentando o valor de ¢ como nas Figuras 3(e) e 3(f), os cantoros presentes
na regido 0,3< 1 <1,3 vao sendo destruidos. Até que para valores suficientemente elevados
de ¢, todos os cantoros sdo destruidos e ndo existem mais regibes de aprisionamento no
espaco de fases, como pode ser visto na Figura 3(f). Além disso, a densidade de pontos no
mar de caos da Figura 3(f) diminui com relacdo as Figuras 3(d) e 3(e). Isso significa que para
valores elevados de ¢, a onda eletrostatica transfere, em media, mais energia para a particula
e ela atinge valores de acdo | > 2,8 apds um nimero menor de iteracoes.

Nas Figuras 3(e) e 3(f), também observa-se a destruicdo das ilhas de
ressonancias primarias imersas no mar de caos. Essas figuras mostram como as trajetérias

mais externas das ilhas centradas em 1,,=1,776 e € = 0; 7, por exemplo, vdo sendo

deformadas e destruidas pelo aumento da perturbacdo. Ao redor dessas ilhas, também é
possivel ver na Figura 3(f) o surgimento de uma ressonancia secundaria com cinco ilhas.

Por outro lado, as ilhas da ressonancia (2,1) localizadas em 6 = /2; 3x/2
continuam a crescer apesar do aumento da perturbacdo aplicada ao sistema. Essas ilhas sO
serdo destruidas pelo caos para valores muito mais elevados de ¢ do que o observado para a
destruicdo das ilhas da ressonancia (2,1) centradas em & = 0; . Outra caracteristica
importante das Figuras 3(e) e 3(f) é o deslocamento dos pontos elipticos da ressonancia (2,1)

localizados em @ = z/2; 3x/2. Enquanto os pontos elipticos dessa ressonancia localizados
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em 6 = 0, 7 permanecem na posi¢éo 1,, =1,776, os pontos elipticos em 6 = 7/2; 37/2

sdo deslocados para valores mais elevados de acdo, e quanto maior é a amplitude & da

perturbacdo, maior é o valor de | para esses pontos elipticos.

2.4 CONCLUSAO

Neste capitulo, foi analisada a interacdo de uma particula relativistica com um
campo magnético uniforme e uma onda eletrostatica e estacionéria dada na forma de pulsos
periodicos. A partir da Hamiltoniana do sistema, foi obtido um mapa exato e completamente
explicito que descreve a evolucdo temporal do sistema. Esse mapa pode ser considerado como
uma versao relativistica e magnetizada do mapa padréo classico. Entretanto, 0 mapa obtido
neste capitulo € ndo linear com relagcdo a amplitude da onda eletrostatica. Por esse motivo, 0s
dois mapas apresentam caracteristicas distintas, como sera discutido no Capitulo 4.

A partir do mapa do sistema, foram construidos alguns espacos de fases para
diferentes valores dos parametros da onda eletrostatica. Isso possibilitou a analise do
comportamento do sistema e das alteragdes provocadas pela presenca de ressonancias nao
lineares no espaco de fases. Tambem foi possivel analisar como o sistema se torna caotico a
medida que a perturbacdo provocada pela onda aumenta e como as ressonancias contribuem

para o surgimento de trajetdrias cadticas.
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3 RESSONANCIAS PRIMARIAS E MULTIPLAS CADEIAS ISOCRONAS

Ressonancias primarias sdo aquelas que podem ser obtidas a partir de
expansdes de primeira ordem da Hamiltoniana e do mapa que descrevem o sistema.
Expandindo os pulsos de onda em série de Fourier-Bessel, verifica-se que eles apresentam um
namero infinito de termos perturbativos. Além disso, existem grupos de termos ressonantes
com o0 mesmo numero de rotacdo que podem gerar ilhas diferentes na mesma regido do
espaco de fases. A superposicdo de um namero infinito de termos ressonantes agindo na
mesma superficie racional altera o nimero de cadeias de ilhas em funcdo dos parametros da
onda, como pode ser visto nas Refs. [50, 51]. Para cada ressonancia, 0 nimero de cadeias
aumenta com o periodo e o nimero de onda. Para valores suficientemente elevados desses
parametros, todas as ressonancias apresentam mais de uma cadeia no espaco de fases, um
fendmeno que ndo é comumente observado em sistemas twist quase integraveis. Em geral,
encontra-se na literatura ressonancias que possuem apenas uma cadeia de ilhas [14, 54].

A Hamiltoniana do sistema tambem revela que os termos perturbativos sdo
simetricos e, como consequéncia, o numero total de ilhas é par para todas as ressonancias
[50]. Portanto, o numero de cadeias no espago de fases é sempre par quando o numero de
ilhas em cada cadeia é impar. Por outro lado, quando o numero de ilhas em cada cadeia é par,
0 numero de cadeias pode ser par ou impar.

Construindo o espaco de parametros do sistema, é possivel verificar como o
namero de cadeias de ilhas varia com o periodo e o nimero de onda. Observa-se que as
fronteiras da regido correspondente a um dado nimero de cadeias obedecem a mesma lei de
poténcia para todas as ressonancias [50]. Essa lei de poténcia esta relacionada com as
amplitudes dos termos ressonantes que geram as cadeias de ilhas no espaco de fases.

A partir da Hamiltoniana e do mapa do sistema, €& possivel estimar
analiticamente a posicdo dos pontos periddicos no espaco de fases e as equacbes das
fronteiras que separam duas regides com um numero diferente de cadeias de ilhas no espaco
de parametros [50]. Conhecer essas informacdes é importante para a aceleracdo regular de
particulas que ocorre nas ilhas de ressonancia [15-17], pois elas permitem que as condi¢cdes
iniciais das particulas sejam ajustadas de modo que elas atinjam a aceleragdo méxima. O
processo de aceleracdo regular de particulas seré discutido no Capitulo 4.

Os resultados descritos neste capitulo sobre as ressonancias primarias do

sistema e o fenbmeno de maltiplas cadeias is6cronas foram publicados nas Refs. [50, 51] e
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apresentados em conferéncias internacionais.

3.1 TEOREMA DO PONTO FIXO DE POINCARE-BIRKHOFF

Como mencionado na Secdo 2.3, Orbitas periddicas sdo caracterizadas por
nameros de rotacdo racionais [14, 40, 58-63]. O nimero de rotacdo determina o nimero de
pontos periddicos e a distancia entre duas iteracBes sucessivas da trajetoria. Em sistemas
integraveis, as Orbitas periddicas sdo degeneradas, pois existe um nimero infinito de oOrbitas
com 0 mesmo numero de rotacéo racional [14, 40, 58, 64]. Essas Orbitas estdo localizadas na
mesma superficie racional, que se reduz a uma linha na secdo de Poincaré. Quando uma
perturbacdo pequena € adicionada ao sistema de tal forma que ele se torna quase integravel, a
degenerescéncia é quebrada e apenas algumas trajetorias periddicas continuam no espaco de
fases [14, 40, 58, 64].

De acordo com o Teorema do Ponto Fixo de Poincaré-Birkhoff, sistemas
dindmicos quase integraveis apresentam um numero par de orbitas periodicas com 0 mesmo
namero de rotagdo [14, 40, 54, 58, 59, 63-65], sendo metade dessas Orbitas estavel e metade
instavel. Ilhas de ressonancia sdo formadas ao redor dos pontos periddicos estaveis e 0
conjunto de ilhas que circundam os pontos de uma Orbita estavel é conhecido como cadeia de
ilhas [14, 40, 58-60, 63, 65]. Quando as ilhas de duas ou mais cadeias circundam trajetorias
periddicas com 0 mesmo de numero de rotagdo, as cadeias sdo chamadas de isdcronas [64,
66]. Entretanto, o Teorema do Ponto Fixo de Poincaré-Birkhoff ndo determina o nimero de
cadeias isdcronas para cada numero de rotacao racional [14, 40, 58, 65].

Em sistemas ndo twist, 0 nimero de rotacdo ndo € uma fungdo monotdnica das
varidveis [62-64]. Logo, neste caso, as se¢Oes de Poincaré podem apresentar trajetorias
periddicas com o mesmo numero de rotacdo para valores diferentes da variavel de acdo. As
Refs. [60-63, 66, 67] mostram alguns exemplos de sistemas ndo twist que apresentam um par
de cadeias is6cronas em regides distintas das secdes de Poincaré.

Por outro lado, o nimero de rotacdo é uma funcdo monotdnica para sistemas
twist [62-64], o que torna impossivel a presenca de cadeias isécronas em regides diferentes
das secdes de Poincaré. Contudo, € possivel observar mais de uma cadeia isécrona localizada
na mesma posi¢cdo com respeito a varidvel de acdo. Embora alguns sistemas apresentem mais

de uma cadeia [50, 51, 68, 69], em geral, encontra-se na literatura apenas uma cadeia de ilhas
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nas seces de Poincaré de sistemas twist [14, 54]. Nas proximas sec¢Oes, sdo analisadas as

condi¢des que dao origem a presenca de mualtiplas cadeias isbcronas em sistemas twist.

3.2 POSICAO DAS RESSONANCIAS PRIMARIAS COM RELACAO A VARIAVEL DE
ACAO

A soma periodica de fungdes delta presente na Hamiltoniana (7) pode ser

escrita como uma série de Fourier

io ot—nT) = io cos(znltj (12)

h——w

Substituindo a relagdo (12) na Hamiltoniana (7) tem-se

H=J1+21 + %cos(k\/ﬁsene)z cos(zizl_llt],

hsz

H=J1+21 + o Zcos(k\/_sen 2:_”) (13)

hsz

Para calcular as ressonancias primarias do sistema, é necessario expandir a
Hamiltoniana (13) em primeira ordem. Isso é feito a partir da expansdo da funcdo cosseno em

série de Fourier-Bessel através da seguinte relacédo

COos (

onde J, (k\/ﬁ) séo funcdes de Bessel de ordem |, dadas por

- ( 1)|3 X I,+2l3
J'Z(X)_Zl I, +|)|( j '

;=0

27z'|tj Z 3, (k\/—)cos( 27_Iz:ltj’ (14)

ly=—c0

Substituindo a relacdo (14) na expressdo (13), a Hamiltoniana expandida é dada por

H= T2+ 5 5 30, (anoos{ Lo - 22| (15)

l_gqﬂz—fw

O sistema descrito pela Hamiltoniana (15) encontra-se em ressonancia quando
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0 argumento da funcdo cosseno ndo varia no tempo. Isso indica que a perturbagdo causada
pela onda ndo oscila no tempo e seu efeito médio sobre o sistema € ndo nulo. Dessa forma, a

condicdo aproximada de ressonancia primaria do sistema é dada por

g(lze_Zﬂlltj:()’ Izd_HZ 272'|1,

dt T dt T

Lo, = Lo, mro, = Msw, rw, = s (16)
onde I /I, = ms/mr = s/r, com m, r e s inteiros ndo nulos, sendo r e s dois nimeros

positivos e primos entre si. Além disso, @ =27/T é a frequéncia da onda eletrostéatica e foi

feita a aproximagdo d@/dt = w,, com «,, a frequéncia natural do sistema, dada por

_dg|  _dH, _ 1 an

Codtl,  dl (fie2r

De acordo com a condigédo (16), a perturbacéo devido a onda eletrostatica atua

23

de forma ressonante sobre o sistema sempre que a razdo entre as frequéncias do movimento

ndo perturbado e da onda for um nimero racional, ou seja, Q=aw,/@w=s/r, onde Q é o
nimero de rotacdo que caracteriza a ressonancia (r,s)’ [14, 40, 58-63]. Como o e @, Sao
ambas positivas, a expressao (16) e satisfeita apenas quando |, e |, possuem o mesmo sinal.
Essa conclusdo também pode ser obtida a partir da Hamiltoniana (15). Uma analise dos
termos perturbativos dessa Hamiltoniana mostra que apenas 0s termos para os quais |, e I,
possuem o mesmo sinal (com I, =0 e |, = 0) estdo associados com ressonancias no espago

de fases.
Substituindo (17) em (16) é possivel estimar os valores da acdo | ao redor dos

quais estdo localizadas as regides de ressonancia

S (LA B (4 R Y G 18
T 2lsw) 2 8\sz) 2 8lor) 2°
Logo, a posicdo das ressonancias primarias no espaco de fases depende do periodo da onda

eletrostatica e do nimero de rotacdo da ressonancia. A partir da expressao (18), verifica-se

que o numero de rotacdo Q2 é uma funcdo monotonica. Isso significa que o sistema em estudo

" Nmeros de rotagio racionais estéo associados as ressonancias do sistema e correspondem a 6rbitas periddicas.
Entretanto, também existem nimeros de rotagdo irracionais que correspondem a Orbitas quase periodicas no
espaco de fases [13, 37].



33

é twist [62-64] e ndo pode, portanto, apresentar cadeias de ilhas isdcronas em posicdes
diferentes com relacéo a variavel de agédo 1 .

Para a ressonancia (r,s), verifica-se que r corresponde ao nimero de ilhas
presentes em cada cadeia localizada na posi¢do I [50, 51]. Enquanto s € proporcional a

variacdo sofrida pela particula na varidvel @ entre dois pulsos de onda consecutivos, isto &,

AO=0. -6 =2zs/r=2zQ (mod 27) no intervalo de tempo entre dois pulsos de onda

consecutivos [40]. Isso significa que a cada r pulsos da onda eletrostatica, a particula

descreve s voltas completas no plano xOy . Portanto, quanto maior o valor de s, maior sera a
velocidade angular da particula no plano xOy .

E importante ressaltar que quando a amplitude & da perturbacdo aplicada ao
sistema € elevada o suficiente, observa-se no espaco de fases outras ressonancias além das
ressonancias primarias calculadas a partir da formula (18), como pode ser visto nas Figuras
3(d) e 3(f). Essas ressonancias sdo de ordens mais elevadas e sdo geradas pelo acoplamento de
ressonancias que ocorre devido ao aumento da amplitude de perturbacdo [14, 40]. As
ressonancias de ordens mais elevadas ndo sao obtidas a partir da expansdo de primeira ordem
realizada através da relacdo (14) e a analise de tais ressonancias ndo faz parte dos objetivos

desta tese.

3.3 POSICAO DAS RESSONANCIAS PRIMARIAS COM RELACAO A VARIAVEL
ANGULAR

Ressonancias primarias surgem devido a interacdo da particula com a onda
eletrostatica. Mesmo quando a amplitude & da onda € muito baixa, é possivel observar a
presenca de ilhas de ressonancia no espaco de fases. Para valores de ¢ proximos de zero, a

primeira equacao do mapa (8) pode ser aproximada por
loy =1, + %JZIn cos @, sen(ky/21, send,) , (19)

uma vez que o termo proporcional a &* é muito menor do que o termo de primeira ordem em

& . Seguindo essa aproximagdo de primeira ordem em ¢ nas sucessivas iteragdes do mapa,

todos os termos de ordem O(s®) devem ser desprezados. Portanto, tem-se que
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K 0
n2 In+1 + % 2In-¢-1 Cosgm—lsen(k 2In+1 sen 9n+1)’

., =1, + %«/ZIn cosd, sen(k\/21_send,) + 5—2k4/2ln cosé, ., sen(ky/21 send, ,),

r-1
R gzg 21, cosd,,; sen(kyj21, send,, ), (20)
=0

de tal forma que a somatdria na expressao (20) s6 contenha termos de ordem zero em ¢ .

Nos pontos de periodo r da ressonancia (r,s)® tem-se que I, =1 =I

n rs’?

onde I, € dado pela expressdo (18). Como esse resultado deve ser valido para k#0, I, #0
e ¢ pequeno e finito, a partir da expressdo (20) verifica-se que os pontos periodicos das

ressonancias (r,s) sdo caracterizados pela condicédo

r-1

G,, = ».cosd,, sen(k 21, send,,,) = 0. (21)

j=0
Para 0s pontos periodicos ndo perturbados, 6,,, =0 +27zQ =6, +2zs/r, de tal forma que
6., =6,+2xs=6, (mod 27). Substituindo essas expressdes em (21) tem-se (novamente,
em primeira ordemem ¢)

G, (0) = i{cos(%r?j}sen{k 21, sen(6+%jﬂ} =0. (22)

=0 r

Logo, a condicdo (22) fornece uma estimativa para os valores de @ nos pontos
periddicos do mapa (8). Essa mesma condicdo também ¢é utilizada na determinacdo do nimero

de cadeias de ilhas para cada ressonancia (r,s). A Figura 7 foi construida para T =27(1+
1/15) e k=2, e ela mostra os graficos de G, (#) x € para as ressonancias (4,3) e (2,1). Os
pontos de interseccdo do grafico com o eixo & correspondem as solugdes da equacao (22).

A Figura 7(a) mostra a oscilagdo de G,,(¢) em funcdo de 6. Nessa figura,
observa-se que a ressonancia (4,3) possui 8 pontos periddicos localizados em 6 = 0; z/4;
w12, 3n14; 7, 57 14; 3x12;, Tx/4. Como cada cadeia de ilhas dessa ressonéncia deve

possuir r =4 pontos elipticos e r =4 pontos hiperbdlicos, conclui-se que a ressonancia (4,3)

possui uma Unica cadeia com quatro ilhas cada. A Figura 7(b) por sua vez, corresponde a

& Pontos periddicos de periodo r sdo pontos que se repetem a cada r iteragBes do mapa. Isso significa que eles
sdo pontos fixosdomapa I, =1,,.(1,, 6,); 6..,=6,..(1,, 6,).
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ressonancia (2,1) e também observa-se a presenca de 8 pontos periddicos localizados em
0 =0; 57116; n12; 117 /16; x; 217 /16; 37/2; 2772 /16. Entretanto, cada cadeia de ilhas da
ressonancia (2,1) possui apenas r =2 pontos elipticos e r =2 pontos hiperbolicos. A partir
desses resultados conclui-se que a ressonéancia (2,1) possui ndo uma, mas duas cadeias com

duas ilhas cada.

(a) Ressondncia (4,3) (b) Ressonéncia (2,1)
Giy5(0) G2.1(0)

0.6 2

AL

-0,3

—
—

-0,6] —2t

Figura 7: Graficos de G, (#) x @ para as ressonancias a) (4,3) e b) (2,1). Parametros utilizados: k=2 e
T =27(1+1/15).

Assim como a posicdo |, dada pela formula (18) varia de acordo com o

periodo T da onda eletrostatica, a posicdo em ¢ obtida a partir da expressdo (22) também
depende do periodo T e do nimero de onda k. Variando os pardmetros da onda eletrostética,

a posicdo (I, ., ) dos pontos periodicos também muda, assim como 0 nimero de pontos

rs?
periddicos presentes na resonancia (r,s). Além disso, as formulas (18) e (22) sdo estimativas
que ndo consideram a amplitude ¢ da onda eletrostatica. Quando &—0, os resultados
obtidos com essas expressdes coincidem com os resultados obtidos numericamente a partir do
mapa exato (8). Aumentando a amplitude da onda, os pontos periddicos sdo deslocados e 0s
resultados obtidos a partir das formulas (18) e (22) perdem precisdo, como pode ser visto
comparando-se, por exemplo, a posi¢do dos pontos periddicos das ressonancias (3,2) e (4,3)
nas Figuras 3(b) e 3(c). Entretanto, as formulas (18) e (22) ainda podem ser utilizadas como
uma estimativa inicial para a obtencéo de resultados mais precisos a partir do mapa (8).

Os Unicos pontos periddicos que ndo sdo deslocados pelo aumento da
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amplitude & da onda eletrostética sdo aqueles localizados em € = 0; = . A partir do mapa (8)

verifica-se analiticamente que para 6 = 0; =, I, =1, e 6,,, =6, + T/Jl+ 21, . Logo, na

n+1

posicdo |, daressonancia (r,s) tem-se que 6,,, = 6, + 2zs/r para qualquer valor de ¢.

3.4 NUMERO DE CADEIAS ISOCRONAS PRESENTES NAS REGIOES DE
RESSONANCIAS PRIMARIAS

Como mencionado na Secdo 3.1, o Teorema do Ponto Fixo de Poincaré-
Birkhoff estabelece que qualquer ressonéancia primaria (r,s) apresenta Mr (sendo M um
namero inteiro e positivo) ilhas de ressonancia ao redor dos pontos periodicos estaveis [14,
40, 58-60, 63, 65]. O numero M indica 0 nimero de cadeias e r representa 0 nimero de
ilhas em cada cadeia [50, 51]. O objetivo desta secdo é determinar o valor de M, que
permanece em aberto no Teorema [14, 40, 58, 65].

A maior parte dos sistemas twist quase integraveis apresentados na literatura
possui uma unica cadeia de ilhas em suas secdes de Poincaré [14, 54]. No sistema em estudo,
diversas ressonancias primarias apresentam mais de uma cadeia no espaco de fases [50, 51],
como pode ser visto na Figura 8. Essa figura mostra o espaco de fases do sistema obtido a

partir do mapa (8) para T =2,57, k=5 e £=0,006. Nessa figura, sdo apresentadas as
ressonancias (1,1), (6,5), (4,3) e (3,2), localizadas respectivamente em 1,, =0,28, I, =0,62,
l,,=0,89 e |, =126, de acordo com a estimativa (18).

Na posicdo I, =0,62, observa-se 6 ilhas da ressonancia (6,5). Todas essas

ilhas formam uma Unica cadeia, pois é necessaria apenas uma condicao inicial para formar as

6 ilhas. Por outro lado, a ressonancia (4,3) localizada em 1,,=0,89 possui 8 ilhas, mas sdo

necessarias duas condigdes iniciais para gerar todas as ilhas. Isso indica que a ressonancia
(4,3) apresenta 2 cadeias com 4 ilhas cada. As ilhas de ambas as cadeias estdo intercaladas no
espaco de fases. As cadeias estdo representadas em vermelho e verde na Figura 8 e elas
também podem ser distinguidas pela forma e pelo tamanho das ilhas. As ilhas da cadeia

vermelha estdo centradas em 6 = 0, 7 /2, x, 3z /2, enquanto as ilhas da cadeia verde estdo

centradasem @ = /4, 3x/4, 5714, Tx/4.
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0,0 P
0 z /4 3 2
2 2

Figura 8: Espaco de fases do sistema para T =2,57, k=5 e £=0,006 . Nesta figura, sdo apresentadas as
ressonancias (1,1), (6,5), (4,3) e (3,2), localizadas respectivamente em 1, =0,28, I;,=0,62, 1,,=0,89 e
l,,=2126.

Fonte: Referéncia [50].

A ressonancia (3,2) localizada ao redor de 1,, =1,26 apresenta 2 cadeias com

3 ilhas cada. As ilhas da cadeia vermelha estdo centradasem & = 0, 27 /3, 4 /3. Ja as ilhas
da cadeia verde estdo centradasem 6 = x /3, z, 5z /3. Finalmente, a ressonancia (1,1), para

aqual 1, =0,28, apresenta 4 cadeias com apenas 1 ilha cada, isto €, cada ilha da ressonancia

(1,1) presente na Figura 8 forma uma cadeia diferente.

No sistema em estudo, condicdes de ressonancia apropriadas sdo Uteis no
processo de aceleracdo regular de particulas [16, 17]. Para atingir a aceleracdo maxima, é
necessario ajustar os parametros da onda eletrostatica de tal forma que a particula receba uma
grande quantidade de energia da onda [16]. Além disso, as condicdes iniciais da particula
devem ser escolhidas de acordo com a ressonancia que apresenta as melhores condic6es para
aceleracdo. Por esse motivo, é importante conhecer a posicdo e o numero de cadeias das
ressonancias (r,s) e como esse nimero varia de acordo com os parametros do sistema. A
Figura 9 mostra como exemplo o nimero de cadeias e a posicao das ilhas da ressonancia (1,1)
no espaco de fases para dois conjuntos de pardmetros da onda eletrostatica.

Cada ressonancia primaria (r,s) esta localizada em uma superficie racional
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(ou linha na segdo de Poincaré) Q=s/r [14, 40, 58-63]. Entretanto, a Hamiltoniana (15)
apresenta um namero infinito de termos perturbativos com 0 mesmo nimero de rotacdo. Por
exemplo, as perturbagdes (2,1), (-2,-1), (4,2), (-4,-2), etc. sdo todas caracterizadas pelo
nimero de rotacdo Q=1/2. Dessa forma, observa-se que todas as perturbagdes (mr, ms)
estdo localizadas na mesma superficie racional Q=s/r. Portanto, cada uma dessas

perturbacdes pode gerar ilhas isdcronas na mesma regido do espaco de fases.

Para uma ressonancia (mr, ms) isolada, | m| representa o nimero de cadeias e
r é o nimero de ilhas em cada cadeia. Logo, um sistema twist que possui apenas um termo
ressonante (mr, ms) apresenta |m| cadeias com r ilhas cada na superficie racional Q=s/r.

Nesse caso, 0 nimero de cadeias é constante, ndo dependendo dos parametros do sistema.

(@) k=2 (b) k=5

0.4

0.3

0,2

Figura 9: Espaco de fases na regido da ressonancia (1,1) para T =2,57, ¢ =0,006 ea) k=2;b) k=5.

Para o sistema em estudo, existem infinitas perturbacdes (mr,ms) com o
mesmo numero de rotacdo e essa superposicdo altera o nUmero de cadeias no espaco de fases
de acordo com os parametros da onda. Analisando as expressdes de (16) a (22), verifica-se
que elas ndo sdo fungdes dos nimeros individuais r e s. Essas expressdes sdo na verdade
funcBes da razdo Q =s/r. Portanto, ao escolher o valor de Q nessas expressdes, estdo sendo
considerados todos os termos ressonantes (mr,ms) localizados na superficie racional

Q =s/r e é impossivel distinguir cada termo individual.

Entretanto, apenas algumas das perturbacdes (mr, ms) geram ilhas no espago
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de fases. O numero M de cadeias varia de acordo com parametros da onda e, em muitos
casos, as M cadeias sdo formadas pela superposicdo das perturba¢Ges (mr, ms) para as quais
|m| < M [50, 51]. Embora existam excecOes, a amplitude dos termos ressonantes para 0s
quais |[m| > M é em geral muito menor e esses termos nao contribuem para o surgimento de
ilhas no espaco de fases, como sera discutido adiante.

A Figura 10 mostra 0 nimero de cadeias em funcdo do periodo T da onda
eletrostatica e do nimero de onda k para as ressonancias (1,1), (1,2), (2,1) e (4,3). A figura
foi gerada a partir das estimativas (18) e (22). Cada cor representa um nimero diferente de
cadeias de ilhas, como indicado na figura. Em todos os painéis, 0 nimero de cadeias cresce
comT ek.

Para gerar a Figura 10(c), foi substituido Q=s/r=1/2 nas expressdes (18) e
(22), onde Q=1/2 representa todos os termos ressonantes (2m, m) da Hamiltoniana (15).
Considerando uma regido do espaco de fases proxima a ressonancia (2,1), é possivel reduzir a
Hamiltoniana (15) a uma Hamiltoniana local que apresenta apenas a ressonancia (2,1) e,

portanto, € valida apenas nessa regiao

H,.(1,6,t) = Hy(1) + &V

nres

(1,6,1) + &V, (1,6,1),
H,, (1, 6,1) = Ho(1) + &V, (1,6, 1) + % f sz(kdﬁ)cos[zme—@j, (23)

m=0

onde &V, representa os termos perturbativos ndo ressonantes, &V, S30 0s termos
perturbativos associados a ressonancia (2,1), e o valor de | deve ser proximo de 1, ,.

A partir da Hamiltoniana (23), observa-se que a amplitude dos termos
perturbativos que geram a ressonancia (2,1) depende de m. Para m = £1, a amplitude dos
termos ressonantes em (23) € proporcional a funcdo de Bessel J,(k,/21,,) = J,(ky(T [ 7)* -1).

Para m=%2, a amplitude dos termos ressonantes e proporcional a J,(k,2l,,) =

J,(ky(T/7)*~1), e assim por diante. Para T — 7 ou k—0, o argumento das funcdes de

Bessel J,,, tende a zero. Como para x—0 tem-se

2m

X

JZm(X) ~ 22m (2m)| )

(24)

a amplitude de J, é muito maior do que a amplitude das funcbes J,, paraas quais |m|>1.
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(a) Ressonincia (1,1) (b) Ressonincia (1,2)

(c) Ressoniincia (2,1) (d) Ressoniincia (4,3)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Figura 10: Ndmero de cadeias isocronas em funcdo de T e k para as ressonancias a) (1,1), b) (1,2), ¢) (2,1) e
d) (4,3). Cada cor representa um numero diferente de cadeias, como indicado pela escala de cores. Como a
variavel de acéo é positivo definida, a expressdo (18) determina os valores de T a partir dos quais cada
ressonancia esta presente no espaco de fases.

Painéis (a) e (c) alterados de: Referéncia [50].

Nesse caso, apenas 0S termos ressonantes m = 1 sdo relevantes e a ressonancia (2,1)
apresenta uma cadeia de ilhas, como mostra a Figura 10(c).

Quando os valores de T ou k aumentam, a amplitude da fungdo J, também

aumenta e ela ndo pode mais ser desprezada. Nesse caso, existem quatro termos ressonantes
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(m=+1e m=12) com amplitudes consideraveis e o0 espaco de fases apresenta duas cadeias
de ilhas. Conforme os valores de T ou k s&o elevados, mais termos ressonantes passam a ter
amplitudes consideraveis e 0 numero de cadeias aumenta como mostra a Figura 10(c).

A partir desses resultados verifica-se que embora a Hamiltoniana (23) possua

um namero infinito de perturbacbes (2m, m), existe um numero finito M de cadeias no

espaco de fases para cada valor de periodo e de nimero de onda. Essas cadeias de ilhas sdo
geradas pelas perturbaces (2m, m) para as quais |[m| < M, uma vez que as amplitudes dos
termos ressonantes com |m| > M s8o muito menores em comparag&o.

Uma andlise similar pode ser feita para as demais ressonancias exibidas na
Figura 10, para as quais o numero de cadeias aumenta com T e k. Entretanto, para as

ressonancias (r,s) com r > 4, a superposicdo de termos ressonantes se torna mais complexa e

0 nuimero de cadeias ndo aumenta monotonicamente com T e k, como pode ser visto na
Figura 11 para as ressonancias (5,2) e (8,15). Na Figura 10, existe apenas uma regido
correspondente a cada numero de cadeias de ilhas. A Figura 11 por sua vez apresenta no
minimo duas regifes para 0 mesmo ndmero de cadeias. As regides que correspondem a
diferentes numeros de cadeias estdo intercaladas na Figura 11 e o padrdo se torna mais
complicado com o aumento do nimero r de ilhas por cadeia e dos parametros T e k. Para
r =8 como na Figura 11(b), observa-se que algumas das fronteiras que separam duas regides
com um numero diferente de cadeias ndo sdo curvas lisas como nas Figuras 10 e 11(a). A
Figura 11(c) mostra uma ampliacdo do espaco de parametros para a ressonancia (8,15),
evidenciando esse comportamento.

Para r > 4, ndo é mais possivel afirmar que as M cadeias presentes no espacgo
de fases sdo geradas apenas pelos termos ressonantes (mr, ms) para os quais |m| < M.
Embora |m| possa ser maior do que M, o nimero de termos ressonantes (mr, ms) que
geram as cadeias de ilhas continua sendo finito. Por exemplo, as ilhas da ressonancia (5,2)
correspondem os termos ressonantes (5m, 2m). Na Figura 11(a), tem-se que as ilhas da
primeira regido correspondente a M =2 cadeias sdo geradas pelos termos ressonantes para 0s
quais m = +2. Por outro lado, as ilhas da primeira regido correspondente a M =4 cadeias
sdo geradas pelos termos ressonantes com m = +2 e m = £4. O mesmo acontece com as
ilhas da segunda regido correspondente a M =2 cadeias e com as ilhas da segunda regido
correspondente a M =4 cadeias. As ilhas dessas duas regides também sdo geradas pelos

termos ressonantescom m = t2 e m = t4.
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(a) Ressonincia (5.2) (b) Ressondncia (8,15)

g
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(c) Ressondncia (8,15): Ampliagio
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Figura 11: Namero de cadeias isocronas em fungdo de T e k para as ressonéncias a) (5,2) e b), c) (8,15). Cada
cor representa um numero diferente de cadeias como indicado pela escala de cores.
Painel (a) alterado de: Referéncia [51].

O argumento das fungBes de Bessel J,,(ky/2l, ) determina quais termos

ressonantes (mr, ms) atuam no sistema e qual o nimero M de cadeias presentes no espaco
de fases. Além dos pardmetros T e k, o argumento das funcGes de Bessel também é funcéo
dos nimeros r e S que caracterizam a ressonancia. Por esse motivo, o0 nimero de cadeias
varia com os parametros de forma distinta para cada ressonancia, como pode ser visto nas
Figuras 10 e 11.

A partir das Figuras 10 e 11, observa-se que o nimero de cadeias isocronas
para as ressonancias (2,1), (4,3) e (8,15) pode ser tanto par quanto impar, mas o nimero de
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cadeias para as ressonancias (1,1), (1,2) e (5,2) é sempre par. Considerando apenas 0s termos
ressonantes da Hamiltoniana (15), verifica-se que eles sdo simétricos e todos os termos para
os quais |, =mr ¢é impar sdo cancelados aos pares [50] (veja o Apéndice A para a
demonstracéo). Apenas os termos com |, =mr par atuam no sistema e eles geram um
ndmero par de ilhas para todas as ressonancias primarias (r,s). Portanto, o nimero de
cadeias é sempre par para as ressonancias que apresentam um numero impar de ilhas em cada
cadeia (r impar). Por outro lado, quando o nimero de ilhas em cada cadeia € par (r par), 0
namero de cadeias pode ser par ou impar. Além disso, a partir da expressdo (22) também é
possivel demonstrar que 6 =0, #/2, n, 3x/2 sdo pontos periddicos para todas as
ressonancias primarias (r,s) (veja o Apéndice B).

As Figuras 10 e 11 mostram que as ressonancias (r,S) com r impar nunca
apresentam uma unica cadeia de ilhas. Mesmo para os valores minimos dos pardmetros da
onda, essas ressonancias exibem maultiplas cadeias isocronas no espaco de fases. Como r e S
sdo dois numeros primos entre si, 0 sistema em estudo possui um ndmero muito maior de
ressonancias caracterizadas por r impar do que por r par €, COmo consequéncia, a maior
parte de suas ressonancias primarias apresenta mais de uma cadeia. Além disso, o namero de
cadeias aumenta com o periodo T e com o nimero de onda k. Para valores suficientemente
elevados de T e k, espera-se que todas as ressonancias primarias do sistema apresentem mais
de uma cadeia de ilhas no espaco de fases.

A partir da condicdo (22), é possivel calcular analiticamente o intervalo de

parametros para um determinado nimero de cadeias nas ressonancias (1,s) e (2,5) (vejao
Apéndice C com a demonstracdo). Substituindo r =1 (ou r = 2) na condicdo (22), obtém-se
0 numero total de pontos periédicos em funcéo de k e 1, (ou I,,). Como as ressonancias
apresentam Mr ilhas ao redor dos pontos periodicos estaveis [14, 58], o intervalo de
parametros para 0s quais as ressonancias (1,s) apresentam M cadeias de ilhas é dado por

[50]

M-2)z <k < Mz (25)

2,21, 2,21,

enquanto para r = 2, o intervalo de parametros é dado por [50]

M -Dr Mz

<k < (26)
21 21

2,8 2,8
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Os extremos das expressdes (25) e (26) para s =1 correspondem as curvas pretas nas Figuras
10(a) e 10(c). Para s =2, 0s extremos da expressao (25) correspondem as curvas pretas na
Figura 10(b). Cada curva preta separa duas regides caracterizadas por um nimero diferente de
cadeias. As estimativas analiticas (25) e (26) concordam muito bem com os resultados obtidos
numericamente.

Para as ressonancias (r,s) com r>2, a condicdo (22) apresenta diversos
termos na somatéria e ndo é possivel calcular analiticamente as curvas que separam duas
regides de pardmetros com um numero diferente de cadeias. Entretanto, fazendo um ajuste

numeérico dessas curvas, verifica-se que todas elas obedecem ao mesmo tipo de lei de poténcia

rT 1

) 1 T 2_ -1/2 1
F(T) = 4(57[) 1 o (27)

A expressdo (27) é valida para todas as ressonancias (r,s), incluindo as ressonancias que
apresentam um comportamento mais complicado, como por exemplo a ressonancia (5,2)

exibida na Figura 11(a). Portanto, o decaimento das curvas mencionadas anteriormente é

inversamente proporcional ao argumento das funcdes de Bessel le(kJZI,]S) que determinam

a amplitude dos termos ressonantes na Hamiltoniana (15). Para T >> 2sz/r , a expressdo (27)

se reduz a uma forma mais simples dada por

F(T) ~ ZrS_T” (28)

3.5 CONCLUSAO

Expandindo a Hamiltoniana e o mapa do sistema em primeira ordem, foi
possivel analisar as ressonancias primarias e determinar sua localizacdo no espaco de fases,
assim como o nimero de cadeias que elas apresentam. Para o sistema em estudo, observa-se
gue a maior parte das ressonancias primarias possui mais de uma cadeia de ilhas, um
fendmeno que ndo é comumente apresentado na literatura [14, 54]. Além disso, 0 nimero de
cadeias aumenta sem limites em funcdo do nimero de onda e do periodo da onda que perturba

o sistema. Para valores suficientemente elevados desses parametros, todas as regifes de
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ressonancia apresentam mais de uma cadeia de ilhas no espago de fases.

Para cada ressonancia, o nimero de cadeias varia em funcdo dos parametros,
pois 0s pulsos de onda que perturbam o sistema apresentam um namero infinito de termos
ressonantes com o numero de rotacdo que caracteriza a ressonancia. Os termos ressonantes
que possuem o mesmo nimero de rotagdo atuam na mesma regido do espaco de fases. E a
superposicao de termos ressonantes que determina o nimero de cadeias e como esse nimero
varia de acordo com 0s parametros.

Os resultados descritos neste capitulo ndo sdo uma caracteristica particular do
sistema em estudo. Os resultados sdo validos para sistemas twist quase integraveis que
apresentam um numero infinito de termos ressonantes com o mesmo numero de rotagao.
Quando o sistema apresenta um numero finito de termos ressonantes com 0 mesmo numero
de rotagdo, o nimero de cadeias também varia com os parametros. Entretanto, o niamero de
cadeias ndo aumenta sem limites e existe um conjunto finito para os possiveis nameros de
cadeia permitidos para cada ressonancia. No caso em que o0 sistema apresenta um unico termo
ressonante com o mesmo numero de rotacdo, observa-se que 0 numero de cadeias é
completamente determinado por esse termo ressonante e ele é constante para o sistema, como
pode ser observado na Ref. [51].

Para sistemas de interacdo onda-particula como o analisado nesta tese, o estudo
das ressonancias primarias é importante para o processo de aceleracdo regular de particulas
[15-17]. Para acelerar as particulas de forma regular, € preciso conhecer a posi¢do e o nimero
de ilhas no espaco de fases. Dessa forma, & possivel ajustar as condi¢Ges iniciais das
particulas e fazer com que elas sigam a melhor trajetdria. A aceleracao regular de particulas €

discutida em detalhes no proximo capitulo.



46



47

4 ACELERACAO REGULAR DE PARTICULAS A PARTIR DE BAIXAS ENERGIAS
INICIAIS

Nas ilhas de ressonancia presentes na Figura 3, observa-se que o valor da agéo
aumenta quando a onda eletrostética transfere energia para a particula. Por esse motivo, é
possivel utilizar as ilhas de ressonancia para fornecer energia e acelerar a particula de forma
regular. Neste capitulo, é considerada a ressonancia principal do sistema. Quando o periodo
da onda é ligeiramente maior do que periodo ciclotrnico, a ressonancia principal esta
localizada no menor valor possivel da acdo e consequentemente no menor valor possivel de
energia do sistema [16]. Dessa forma, uma particula que se move em uma das ilhas da
ressonancia principal pode ter uma energia inicial baixa e ser acelerada, atingindo valores
mais elevados de energia. Além disso, o formato da ressonancia principal difere do formato
das outras ressonancias do sistema. Sua forma triangular e o deslocamento de seus pontos
hiperbdlicos favorecem a aceleragédo da particula [16].

Outro fator que influencia o processo de aceleracéo regular é o tamanho das
ilhas de ressonancia. O tamanho das ilhas varia de acordo com o0s pardmetros da onda
eletrostatica e, portanto, a aceleracdo da particula também depende desses parametros. Para
valores baixos dos parametros, a energia da particula varia muito pouco. Elevando os
parametros da onda, a energia maxima da particula aumenta. Entretanto, existe um limite para
0 tamanho das ilhas e para o processo de aceleracdo regular. Quando os parametros da onda
eletrostatica se tornam elevados o suficiente, os pontos elipticos centrais das ilhas de
ressonancia perdem estabilidade e tornam-se hiperbdlicos [16]. Quando isso acontece, as ilhas
da ressonancia principal sdo destruidas e ndo é mais possivel acelerar a particula de forma
regular nessa regido de ressonancia.

Ao longo deste capitulo, sdo analisadas as caracteristicas da ressonancia
principal que contribuem para a aceleracdo regular de particulas a partir de energias iniciais
proximas a energia de repouso das particulas. Além disso, sdo obtidas expressdes analiticas
que determinam o intervalo de pardmetros da onda para 0s quais a aceleracdo regular é

possivel nas ilhas da ressonancia principal, assim como publicado na Ref. [16].
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4.1 POSICAO DOS PONTOS FIXOS DA RESSONANCIA PRINCIPAL DO SISTEMA

A Figura 12 mostra uma ampliacdo do espaco de fases das Figuras 3(b) e 3(d)
na regido onde estd localizada a ressonancia (1,1). Como discutido na Secdo 2.3, a
ressonancia (1,1) € a ressonancia principal do sistema e, de acordo com a expressao (18), ela
estd localizada no menor valor possivel de acdo quando o periodo da onda eletrostética é

ligeiramente maior do que o periodo ciclotronico T, =27 .

(a) &=2,5x1072 (b) &=0,200

0,20 0,20

0.15F 015
~ 0.10F
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Figura 12: Ampliacdo do espago de fases das Figuras 3(b) e 3(d) na regido da ressonéncia (1,1). Pardmetros
utilizados: T =27(1+1/15), k =2 ea) £=2,5x107; h) £=0,200.

Na Figura 12(a), a amplitude da onda eletrostatica é & =2,5x107 e observa-se
que as ilhas da ressonancia (1,1) possuem a forma usual das ressonancias do péndulo, com os
pontos elipticos e hiperbdlicos localizados aproximadamente no mesmo nivel de acdo | .

Devido a posicéo da ressonancia no espago de fases, a acéo inicial 1, de uma particula que se

move nessas ilhas deve ser superior a 0,036. Além disso, a acdo, e consequentemente a

energia da particula, ndo variam muito com o tempo pois a largura das ilhas é pequena.
Aumentando a amplitude & como na Figura 12(b), os pontos hiperbélicos sdo

deslocados para valores menores de acgdo, enquanto 0s pontos elipticos permanecem no

mesmo local. I1sso faz com que a ressonancia passe a apresentar uma forma triangular, com os

pontos hiperbdlicos muito proximos do eixo | =0. Essa caracteristica da ressonancia (1,1) é
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extremamente importante pois contribui para a aceleragcdo regular de particulas a partir de
baixas energias [16]. Para &£ =0,200, a energia inicial da particula pode ser préxima de sua
energia de repouso e ainda assim a particula sera acelerada, atingindo energias mais elevadas
do que no caso & =2,5x107.

Além do deslocamento em |, o aumento da amplitude da onda eletrostatica
também provoca o deslocamento dos pontos hiperbdlicos da ressonancia (1,1) com relacdo a
variavel §. Para ¢ =2,5x107> como na Figura 12(a), os pontos hiperbélicos estdo localizados
em (I, 8) = (0,061; z/2) e (I, #) = (0,061; 37/2), isto é, os pontos hiperbdlicos estdo
proximos do valor aproximado 1, =0,069 dado pela equagéo (18) e @ = 7/2; 37/2 dado
pela expressdo (22). Entretanto, para ¢ =0,200 como na Figura 12(b), os pontos hiperbdlicos
estdo localizados em (I, ) = (0,004; 9z/16) e (I, 8) = (0,004; 25x/16) . Para valores
elevados da amplitude ¢, observa-se que os pontos hiperbdlicos se afastam muito do valor

aproximado 1, =0,069 e estdo localizados préximos ao eixo | =0. Além disso, os pontos

hiperb6licos se encontram a direita dos valores aproximados 6 = z/2; 3z/2, embora o

deslocamento com relagdo a variavel @ ndo seja tdo expressivo quanto o deslocamento com
relagéo a variavel de agdo | .

A Figura 13 mostra em detalhes a posi¢do dos pontos hiperbolicos indicados
por uma cruz preta na Figura 12 para os dois valores de ¢ analisados (observe a diferenga na
escala dos eixos nos dois quadros). Conhecer a posicdo exata dos pontos fixos da ressonancia
(1,1) é importante para que as condic¢des iniciais da particula sejam ajustadas de modo que sua
aceleracdo seja maxima. Observa-se que o mapa aproximado (9) e a expanséo (22) fornecem a
posicdo dos pontos hiperbélicos como @ = z/2; 3z/2 para qualquer valor de & . Entretanto, a
forte ndo linearidade do mapa exato (8) com relacdo a amplitude ¢ desloca esses pontos fixos
e, portanto, sua posicdo sé pode ser determinada com precisdo através do mapa exato (8).

Nota-se que embora os pontos hiperbdlicos da ressonancia (1,1) sejam
deslocados pelo aumento da amplitude da onda, os pontos elipticos permanecem na mesma

posicdo independente do valor de &¢. Analisando o mapa (8), € possivel determinar

analiticamente que 6, =0; 7 sdo pontos periodicos do mapa para qualquer valor de ¢ . Para a

ressonancia (1,1) e 6, =0; =, tem-seque I, =1 ~1,,onde I, € dado pela equacdo (18), e

0., ~ 6, + T/ Ji+2l,, . Portanto, 6,,, ~ 6, + 22T/T = 0,.

Além disso, observa-se que atopologia da Figura 12 é similar em contextos
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Figura 13: Posicdo dos pontos hiperbdlicos da ressonancia (1,1) indicados por uma cruz preta na Figura 12. O
ponto hiperbodlico esta representado por um x vermelho nos dois quadros. Pardmetros utilizados: T =27(1+

1/15), k=2 ea) £ =2,5x107; b) £=0,200.

relacionados e que envolvem perturbagdes dependentes do tempo e uniformes no espaco [70],

embora 0 mapa exato (8) mostre que 0s pontos hiperbdlicos ndo coincidem nos dois casos.

4.2 PONTOS HIPERBOLICOS DA RESSONANCIA PRINCIPAL LOCALIZADOS
SOBRE O EIXO | =0

Numericamente € possivel calcular a largura maxima das ilhas da ressonancia
(1,1) presentes na Figura 12. A partir dessa informacéo determina-se a energia, 0 momento e a
velocidade adimensionais minimos e maximos da particula nas ilhas de ressonancia, como
mostra a Tabela 1. A energia da particula é calculada a partir da Hamiltoniana (7),
E~1+21,e0 momento a partir da transformagdo candnica, p, =+/21 cos@. Utilizando a
expressdo (2) e a definicdo de momento adimensional p, /mc — p, apresentada na Secéo 2.1,
é possivel calcular a velocidade adimensional v, /c — v, da particula como v, = p (1+ p?)™*
[16].

Quando a particula estd em repouso, sua energia adimensional € igual a um. A

partir dos dados da Tabela 1, observa-se que a energia minima da particula para £ =0,200 ¢
proxima de sua energia de repouso. Além disso, a energia maxima da particula é maior para

£=0,200 do que para &=2,5x107. Isso significa que o processo de aceleracdo regular
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melhora quando os pontos hiperbolicos da ressonancia (1,1) estdo mais proximos do eixo
| =0. Dessa forma, a aceleracdo méxima da particula serd obtida quando os pontos
hiperbdlicos estiverem localizados exatamente sobre o eixo | =0 [16].

Para a ressonancia (1,1), os pontos hiperbélicos sdo pontos fixos do mapa (8),

isto e, para os pontos hiperbdlicos tem-se |, =1, e 6,,=6, (mod 27), que também pode

ser escrito como 6,,,=6,+2jx, com j um numero inteiro. Utilizando essa condicéo,

n

determinam-se os parametros da onda eletrostatica para os quais 0s pontos hiperbélicos da

ressonancia principal tocamo eixo | =0.

Tabela 1 — Energia, modulo do momento e médulo da velocidade adimensionais minimos e

maximos da particula nas ilhas da ressonancia (1,1) presentes na Figura 12.

Figura 12(a) Figura 12(b)
Amplitude ¢ da Onda Eletrostatica 2,5x107 0,200
Energia Adimensional Minima 1,035 1,001
Energia Adimensional Maxima 1,098 1,134
Ganho de Energia Adimensional 0,063 0,133
Momento Adimensional Minimo 0,267 0,043
Momento Adimensional Maximo 0,452 0,526
Ganho de Momento Adimensional 0,186 0,483
Velocidade Adimensional Minima 0,258 0,043
Velocidade Adimensional Maxima 0,412 0,466
Ganho de Velocidade Adimensional 0,154 0,423

Calculando o limite de 1, — 0 na segunda equacéo do mapa (8) tem-se [16]

0., = lim<arctg 221, senb, A—
"0 2,21 cosd, + eksen(k\2I_send) | Ji+2I |

0 +2jr = Iim{arctg{ 2sen b, } + T }

I >0 2c0s6, + sk’sen@, cos(k21 send,) | 1+2I

6, + 2jr = arctg 2sen 0”2 +T,
| 2cosd, + gk“send,

. i tg o
6 + 2z = arct n +T. 29
A g_1+0,55k2tgﬁj ()
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Utilizando algumas relag6es trigonométricas, a expressdo (29) torna-se [16]

sen(d, - T) tg b,
cos(d, —T) 1+ 0,5¢k’*tgl,’

send, cosT —senTcosd, tg o,
cos@, cosT + send,senT 1+ 0,5¢k’tgd,

tgo, — tgT tg o,
1+tg6,tgT 1+ 0,5¢k’*tgl,

2 2
tgzen(% - thj —~ %tg@n tgT — tgT =0,

g - EKOT Jek QP T + 8ek?tgT — 16tg°T
96 = 2(ek? - 2tgT) '

(30)
A expressdo (30) s possui solugdes reais para
e’k tg°T + 8sk’tgT — 16tg*T > 0,
ou seja,
g’k tgT + 8sk® — 16tgT >0 e tgT > 0,
ou

g’k tgT + 8gk® — 16tgT <0 e tgT < 0.

Logo, o menor valor de ¢k para o qual os pontos hiperbélicos tocam o eixo | =0 é dado por

[16]

(ek?)_, = 2t +t;gTT -9 (com tgT >0), (3L.a)

ou

_ 2
(ek?),, = +tgt$ T+ comtgT <0), (31.b)

lembrando que os parametros da onda eletrostatica (£k*),_, ndo podem ser negativos.
Para T =27(1+1/15) como nas figuras dos Capitulos 2 e 4, (gk*),_, =0,850.

Por esse motivo, na Figura 12(b) foram escolhidos os parametros k=2 e ¢=0,200 que
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correspondem a gk®=0,800. Esses parametros estdo proximos do limite para o qual os
pontos hiperbolicos da ressonancia (1,1) tocamo eixo | =0.

Para um dado valor do periodo T e do nimero de onda k, 0s pontos
hiperbdlicos da ressonancia (1,1) estdo localizados sobre o eixo |1 =0 para valores da
amplitude ¢ iguais ou superiores ao valor dado pelas expressdes (31). Como visto na Secao
2.3 e na Figura 3, o aumento da amplitude ¢ da onda eletrostatica provoca o aumento das
regides de comportamento cadtico e a consequente destruicdo de trajetorias regulares no
espaco de fases. Por esse motivo, para T e k fixos, deve ser escolhido o menor valor possivel
de ¢ que satisfaca a formula (31) para que a particula seja acelerada de forma regular nas

ilhas da ressonancia (1,1).

4.3 BIFURCACAO DOS PONTOS ELIPTICOS DA RESSONANCIA PRINCIPAL

Quando os pontos hiperbolicos da ressonancia (1,1) estdo localizados sobre o
eixo | =0, o valor maximo da acdo nas ilhas de ressonancia é aproximadamente o dobro do
valor de I nos pontos elipticos [16], como pode ser visto na Figura 12(b). A topologia dessa
figura sugere que uma das formas de melhorar a aceleracdo regular da particula seria
aumentar o periodo T da onda eletrostatica, uma vez que a posicdo dos pontos elipticos

localizados em 6 = 0; = aumenta com T conforme a equacdo (18). Mesmo para valores

elevados do periodo é possivel utilizar a expressdo (31) e ajustar os valores de k e ¢ de tal
forma que os pontos hiperbolicos estejam localizados sobre o eixo | =0.

Entretanto, existe um limite para esse procedimento, pois quando a amplitude
da onda eletrostatica atinge valores elevados o suficiente, os pontos elipticos centrais da
ressonancia principal perdem estabilidade [16]. Os pontos elipticos (estaveis) localizados em

0 = 0; © tornam-se pontos hiperbdlicos (instaveis) e as duas cadeias de ilhas deixam de
existir. Logo, o processo de aceleracdo regular sé é possivel quando os pontos hiperbdlicos da
ressonancia (1,1) atingem o eixo | =0 antes dos pontos elipticos em € = 0; 7 perderem
estabilidade.

Quando os pontos fixos localizados em 6 = 0; 7 tornam-se hiperbolicos, uma

ressonancia de ordem mais elevada surge no lugar da ressonancia primaria (1,1), sendo que a

nova ressonancia possui duas cadeias com duas ilhas cada. Esse processo € conhecido como
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bifurcacdo com dobramento de periodo, pois uma ressonancia de periodo r deixa de existir e
surge uma ressonancia de periodo 2r em seu lugar no espaco de fases [14, 40]. A bifurcacdo
dos pontos elipticos da ressonancia (1,1) pode ser vista na Figura 14 construida para
T=27(1+115) e k=2. Na Figura 14(a), £ =2,500 e a ressonancia principal ainda esta
presente no espaco de fases. Contudo, as ilhas dessa ressonancia estdo muito pequenas (veja a
escala dos eixos, principalmente do eixo @), alongadas em uma diregdo e estreitas na outra
direcdo. Isso acontece porque 0s parametros utilizados estdo proximos dos valores necessarios
para que o ponto eliptico sofra uma bifurcacdo. Quanto mais préximo dos parametros de
bifurcacdo, mais as ilhas da ressonancia (1,1) serdo alongadas em uma direcdo e comprimidas

na direcdo oposta.

(@) &=2.500 (b) &=2.750
TSN -
0,08 - . 0,08 3
~ B ~ B ,
0,06 - 0,06F g
004 . 004 T R
3la m EEE Ala bis ELE:
32 32 32 32
0 0

Figura 14: Bifurcacdo com dobramento de periodo dos pontos elipticos da ressonancia principal do sistema.
Parametros utilizados: T =27(1+1/15), k=2 e a) £=2,500 (antes da bifurcagdo); b) £=2,750 (depois da
bifurcagdo).

Aumentando o valor de ¢ para 2,750 como na Figura 14(b), a ressonancia
(1,1) ndo esta mais presente no espaco de fases. Os pontos fixos (I, 8) = (l;; 0) =
(0.069; 0) e (I, 8 = (I,,; x) = (0.069; =) tornaram-se hiperbodlicos e quatro novas ilhas

de ressonancia surgiram no espaco de fases, sendo uma cadeia com duas ilhas ao redor de
cada ponto fixo que se bifurcou. Observa-se que essas ilhas de ressondncia secundaria sao
muito menores do que as ilhas de ressonancia primaria, e elas estdo localizadas na regido que
correspondia as extremidades das ilhas da antiga ressonancia (1,1). As novas ilhas de
ressonancia da Figura 14(b) estdo imersas no mar de caos. Entretanto, as trajetdrias caoticas

sdo mais densas ao redor das ilhas, indicando que as Orbitas cadticas ficam presas ao redor da
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ressonancia durante um grande numero de iteracfes do mapa antes de escaparem e atingirem

valores elevados de acéo | .
E possivel calcular analiticamente os parametros da onda eletrostatica para os

quais os pontos elipticos da ressonancia (1,1) localizados em & = 0; 7 sofrem uma

bifurcacdo com dobramento de periodo. Primeiramente, considera-se que |, e 6, estdo muito
préximos de um dos pontos elipticos I"=1,, e & = 0; 7. Nesse caso, é possivel escrever
I =1"+51 e 0 =6 +56,, com 51, —0 e 56, —»0. Além disso, muito préximo dos

pontos fixos 0 mapa do sistema pode ser considerado linear e, portanto, tem-se

| |
n+1 — J n '
)]
1" +61_, _ 1"+ 61,
0" +50,., 0 +6806, )
- S - Sl
I* + n+l — J I* + J n ,
g 66,4 g 6,

onde J é o mapa linearizado ao redor de um dos pontos elipticos e J ¢ funcdo apenas dos

parametros do sistema, n3o dependendo das variaveis 1 e . Como 1™ e 6" sdo pontos fixos

do mapa, tem-se J(I")=1"e J(8")=6". Logo, ao redor dos pontos fixos 0 mapa do sistema

é‘In-f-l —J é‘In 32
(59,”1}_ (MJ' (32)

Analisando a estabilidade do mapa linearizado (32) ao redor dos pontos

é aproximadamente dado por

elipticos 1" = I, e 0" = 0; ~ da ressonancia (1,1), determinam-se os parametros da onda

eletrostatica para os quais ocorre a bifurcacdo com dobramento de periodo. O mapa

linearizado J corresponde & matriz Jacobiana do mapa (8) calculada nos pontos elipticos

"'=1,e6 =0; «

aln+1 aln+1
;. ol o6,
oo o0 ’

n+1 n+l

o, o6,

n

(1", 6"



56

1 ek?ly,
J = T ek’Tl, | (33)
L+21,,)% 1- L+21,,)%
11 11

De acordo com a equagdo (18), I, = T?/8z° — 0,5 e, portanto, a expressio (33) pode ser

reescrita como

1 ek?T? B 5_k2
J = 82" 2 (34)
8z° ,  Arlek?
_T_2 1- 7Z'€k + TZ

A estabilidade dos pontos fixos é determinada a partir dos autovalores A da
matriz Jacobina (34)

S

2T 2 2
1-2 S L
8r 2 -0
3 3 1,2 !
—STLZ 1- 7k + 4”Tfk -2
3 2
A2 +(7zgk2 -2 - 47[Tfk )i +1=0,
27%ek? rek? wek? 27%ek? ?
21’2: = +1 - > i\/( > -1- = -1. (35)

Se 4,, forem complexos conjugados, ent&o ‘AH‘ =1 e os pontos fixos 1" = I,, = T?/8z° -
0,5 e 8 =0; = serdo elipticos, ou seja, os pontos fixos serdo estaveis. Por outro lado, se
A, forem reais, entdo |4 <1 e |[4,] =1 e os pontos fixos serdo hiperbélicos, isto é, os

pontos fixos serdo instaveis. No caso especial em que A4, = A4, = £1, 0s pontos fixos seréo

parabdlicos e pontos fixos parabdlicos geralmente sdo instaveis [40].

Logo, a estabilidade dos pontos fixos € alterada quando os autovalores A4,

passam de imaginario para real. A partir da equacdo (35) observa-se que essa transi¢do
acontece para
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2 3012 2
(n(ek oo _ 27 (oK )bdpJ 10

2 T?
7z(€k2)bdp 1 27z3(gk2)bdp iy
2 T?
T 27
(5|<2)bdp (E - T ] =2 ou O, (36)

onde (gkz)bdp indica os parametros da onda eletrostatica para os quais a ressonancia (1,1)

sofre uma bifurcacdo com dobramento de periodo. Como & e k sdo parametros da onda, eles

ndo podem ser nulos. Portanto, a expressao (36) torna-se [16]

4772

AT -4 o

(gkz)bdp =

Para (ek?),, < 4T’[z(T? - 4z%)]", os pontos fixos I" =1, =T?/8z> - 05¢e & =0; =
sdo elipticos. Para (gk®),, > 4T°[z(T? — 47°)]™, esses pontos fixos sdo hiperbélicos.

Portanto, a expressao (37) fornece os parametros da onda eletrostatica para 0s quais 0s pontos
elipticos da ressonancia (1,1) perdem estabilidade, tornando-se hiperbdlicos.

Os célculos feitos nesta secdo se referem aos pontos fixos da ressonancia (1,1)

localizados em 1" =1,, =T?/82z° - 0,5 e " =0; . Como discutido na Secdo 2.3, a
ressonancia principal sé estd presente no espaco de fases quando T > 2z . Isso indica que
(gkz)bdp > 0 naequacao (37) e, portanto, essa expressado € valida sempre.

Para T = 2z(1 + 1/15) como nas figuras dos Capitulos 2 e 4, (gkz)bdp e
10,514. Alem disso, essas figuras foram geradas para k = 2 e, portanto, ¢, = 2,629. Por

esse motivo, na Figura 14 foram escolhidos os parametros £ = 2,500 (antes da bifurcacédo) e
g = 2,750 (depois da bifurcacao).

As equacbes (31) e (37) estdo representadas na Figura 15. A curva tracejada
corresponde aos parametros da onda eletrostatica para os quais 0s pontos fixos da ressonancia
(1,1) localizados em @ = 0; z sofrem uma bifurcacdo com dobramento de periodo (equacao
(37)). Para valores abaixo da curva, os pontos fixos sdo elipticos (estaveis) e para valores
acima da curva, os pontos fixos sdo hiperbdlicos (instaveis). A curva solida da Figura 15
representa os valores minimos dos parametros da onda para 0s quais 0s pontos hiperbélicos da

ressonancia (1,1) estdo localizados sobre o eixo | = 0 (equagéo (31)). Para valores abaixo da
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curva, os pontos hiperbdlicos estdo acima do eixo | = 0 e para valores acima da curva, 0s
pontos hiperbolicos estdo localizados sobre o eixo | = 0.

No ponto de encontro das duas curvas da Figura 15, T = 2,474r, ¢k® =
3,678 e os pontos hiperbdlicos da ressonancia (1,1) atingem o eixo | = 0 simultaneamente

com a perda de estabilidade dos pontos elipticos. Logo, s6 é possivel acelerar a particula de
forma regular nas ilhas da ressonancia (1,1) quando o periodo da onda eletrostatica for menor

do que 2,474z . Além disso, o valor de gk® deve estar na regido sombreada da Figura 15.

Para T > 2,474, os pontos elipticos em & = 0; # perdem estabilidade antes dos pontos

hiperbolicos atingirem o eixo | = 0 e a aceleragdo da particula ndo serd maxima.

10 T

ek?

0 l 1 I 1 1 L I Il 1 L I 1 1 1 I 1 Il 1 I 1 1 'l
2,0 2,1 2,2 23 2,4 2,5 2,6

T/n

Figura 15: A curva tracejada corresponde aos parametros da onda para os quais os pontos elipticos da
ressonancia (1,1) localizados em @ = 0; ~ sofrem uma bifurcacdo com dobramento de periodo. A curva sélida

representa os valores minimos dos parametros da onda para 0s quais os pontos hiperbdlicos da ressonancia (1,1)
estdo localizados sobre o eixo |1 =0. A regido sombreada indica o intervalo de pardmetros para os quais €é
possivel acelerar a particula de forma regular nas ilhas da ressonancia (1,1).

Fonte: Referéncia [16].

4.4 CONCLUSAO

Ao longo deste capitulo foram analisadas as principais caracteristicas da
ressonancia (1,1) do sistema. Entre essas caracteristicas pode-se citar o deslocamento dos
pontos hiperbolicos provocado pelo aumento dos parametros da onda eletrostatica. Quando 0s

parametros da onda atingem valores adequados, os pontos hiperbélicos sdo deslocados para o



59

eixo da variavel de acdo | = 0, contribuindo para a aceleragdo regular de particulas a partir
de baixas energias iniciais [16].

Entretanto, existe um limite natural para o processo de aceleracdo regular que
ocorre quando os pontos elipticos da ressonancia principal perdem estabilidade e
consequentemente as ilhas de ressonéncia sdo destruidas. Analisando a estabilidade dos
pontos fixos foi possivel determinar uma expressdo analitica que fornece os parametros da
onda para os quais os pontos elipticos perdem estabilidade.

Comparando a expressdo que determina o deslocamento dos pontos
hiperbdlicos para o eixo da variavel de acdo | = 0 e a expressao que determina a bifurcacdo
dos pontos elipticos, encontra-se o intervalo de parametros da onda eletrostatica para os quais
é possivel acelerar a particula de forma regular nas ilhas da ressonancia (1,1).

E importante ressaltar que as ilhas regulares da ressonancia principal e o
fendmeno de bifurcacdo dos pontos elipticos sO estdo presentes no sistema quando a massa da
particula é corrigida atraves da expressao relativistica [16]. Se os efeitos relativisticos néo

forem considerados, as ilhas de ressonédncia sdo substituidas por toros invariantes [70].
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5 CONTROLE GLOBAL DO CAOS

A Ref. [33] apresenta um método de controle do caos para sistemas
Hamiltonianos quase integraveis. O objetivo desse método é determinar um termo de controle
de baixa amplitude que seja capaz de tornar o sistema controlado mais regular do que o
sistema original. Neste capitulo, o método de controle desenvolvido na Ref.[33] é descrito de
forma resumida e ele é aplicado ao sistema em estudo. Os espacos de fases do sistema original
e do sistema controlado sdo comparados e observa-se que o termo de controle restaura
diversos toros invariantes no sistema controlado [17]. Esses toros confinam as trajetorias
cadticas e impedem que elas ocupem grandes areas no espaco de fases.

Por ser mais regular, verifica-se que no sistema controlado ocorre uma melhora
do processo de aceleracdo regular de particulas nas ilhas de ressonancia [17]. Além disso, 0
sistema controlado apresenta a mesma estrutura de ilhas primarias do sistema original. Essa €
uma das caracteristicas mais importantes do método de controle utilizado: ele controla o caos
no sistema sem alterar suas estruturas principais.

Os resultados apresentados neste capitulo sobre o controle do caos no sistema

em estudo foram publicados na Ref. [17] e apresentados em conferéncias internacionais.

5.1 METODO DE CONTROLE

Nesta secdo, € apresentado de forma resumida o método de controle do caos
proposto na Ref. [33]. Esse método é baseado em teoria de perturbacéo e algebra de Lie e ele
se destina a sistemas conservativos que podem ser descritos por uma Hamiltoniana quase

integravel na forma H=H,+¢&V, onde H, é integravel e &V é uma perturbacéo pequena
comparada a H, com &<<1. Para £=0, a dindmica € integravel e o espago de fases

apresenta apenas toros invariantes. A medida que ¢ aumenta, as trajetorias sdo alteradas e o
sistema se torna cada vez mais caotico.
O objetivo do método apresentado na Ref. [33] é determinar um termo de

controle f(&V), de tal forma que a Hamiltoniana controlada H, =H, + &V + f(gV) seja

integravel ou apresente um comportamento mais regular do que o sistema original. Nesse
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caso, f =—&V seria uma possivel solucdo, pois com esse termo de controle, a nova
Hamiltoniana seria integravel. Entretanto, f =—&V € da mesma ordem da perturbacdo
originalmente aplicada ao sistema. Por razdes energéticas, o termo de controle deve ser muito
menor do que £V, por exemplo, se ¢V é de ordem ¢, entdo f(gV) deve ser de ordem &2.
Dessa forma, 0 método em estudo procura encontrar um termo de controle de baixa amplitude
que modifique muito pouco o sistema, mas seja capaz de reduzir as regides de comportamento
caotico no espaco de fases.

O termo de controle pode ser global e agir em todo o espaco de fases [34, 37,

38], como é o caso de f(&V), ou ele pode ser um termo de controle local que atua em uma

regido especifica do espaco de fases [25, 39, 71]. Neste capitulo sera descrito apenas o
procedimento para determinacdo de termos de controle globais, uma vez que esse
procedimento também é utilizado na deducdo de termos de controle locais, como pode ser
visto nas Refs. [39, 71].

Seja A a algebra de Lie de fungdes reais de classe C* definidas no espaco de
fases. Considere um elemento H € A, onde H ¢é uma funcdo Hamiltoniana. O operador

linear associado a H é escrito como {H} e ele atuaem A de tal forma que
{H}H" ={H,HT},

para qualquer H' € A, onde { , } é o parénteses de Poisson. Seja H, € A uma Hamiltoniana

integravel escrita em termos das variaveis de angulo e acdo (I,68) € BxT", onde B é um

dominio de R", T" é um toro n-dimensional e n é o nimero de graus de liberdade. Usando

variaveis de angulo e acao, o parénteses de Poisson de duas Hamiltonianas € dado por

- [ aH aH aH:
’ al; 00, 06, al; )

j=1
Considere uma fungdo V (I, ) e A expandida em série de Fourier como

V(I,8) = Y v (e,

kez"

e a acéo do operador {H,} em V como

Sia,(1)-kV (1) e,

kezZ"

{HV (I, 0)
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onde c?)o(f) = 0H, /af é a frequéncia ndo perturbada associada ao sistema descrito pela
Hamiltoniana integravel H,.
Como o operador {H,} ndo possui um inverso estrito [33], defini-se um

pseudoinverso de {H,} como um operador linear I" que atuaem A

{Ho}Zr ={H,}-

O operador T" ¢ escolhido de tal forma que ele comute com {H,} e sua acdo em V seja dada

por
- Vo)
v(,e)= >, _f#e'”.
kez". Ia)O(I)k
@y (1)-k=0

Além dos operadores {H,} e I', outros dois operadores séo construidos, N e R. RV e

definido como a parte ressonante de V e NV é sua parte ndo ressonante, como segue

RV(I,6) = > V. (I)e*
a0

NV(T,0) = > V.(I)e"’.
E)Ok(er?-rllZiO

Finalmente, a funcdo f (V) que torna o sistema controlado mais regular do
que o sistema original é definida como

FV) = g%{ww(m Y, (38)

e é possivel provar gque a expressao (38) é de fato um termo de controle, como pode ser visto

na Ref. [33]. A partir da expressdo (38) observa-se que se V ¢é de ordem ¢, entdo f(V)
possui um termo dominante de ordem &*. Logo, f(V) é muito menor do que V , uma vez

que &<<1.
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5.2 APLICACAO DO METODO DE CONTROLE

A partir da expressdo (38), calcula-se o termo de controle para o sistema
descrito pela Hamiltoniana (7). Entretanto, essa Hamiltoniana possui 1,5 graus de liberdade,
pois ela € funcdo das coordenadas (I,8) e do tempo t. Por esse motivo, é necessario
reescrever a Hamiltoniana (7) como uma Hamiltoniana autbnoma com 2 graus de liberdade.
Isso € feito considerando o tempo como uma variavel de angulo adicional e a energia E sera

a acdo conjugada a t. A nova Hamiltoniana com 2 graus de liberdade é dada por [17]
H(l, E, 6,t) = H,(I, E) + &V(l, 6, 1),

H(l, E, 6,t) = E + J1+2I + —cos(kJ_sene)25(t—nT) (39)

N=—o0

Para que os parénteses de Poisson presentes na teoria de controle possam ser
calculados corretamente, a soma periddica de funcbes delta na Hamiltoniana (39) sera

reescrita como uma série de Fourier utilizando a expresséo (12)

H(I, E, 6,t) = E + 1+ 21 + Ecos(kfsene)zcos(%;ntj (40)

N=—o0

Os operadores {H,}, I', R e N atuam sobre a perturbagdo &V dada em (40) como segue

[17]
{(H3(eV) = 27[5 (27rnt)
ng_cose 2znt
~rdar (kJ_sen 0) Z cos( ) (41)
(V) = - —cos(k\/_sen 6’)2 —se [27_|z_nt}
&1+ 21 2znt
2T|<\/_msen(k\/_ sen o) Z cos( )
(1 #0e & # /2, 3x/2 para 0 < 6 < 2r), (42)

N(gV) = —cos(k\/_ I sen 6) Z cos(zflz_ntj (43)
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R(¢V) = 0. (44)

Como a Hamiltoniana (40) é dada na forma H=H;,+&V, onde H, €
integravel e &V € uma perturbacéo pequena em comparagdo a H,, € possivel obter um termo
de controle f(&V) que torne o sistema mais regular. A partir da expressdo (38), observa-se
que f é dado por uma soma infinita de termos. Entretanto, a literatura mostra que é possivel
obter bons resultados mantendo apenas um ou dois termos em f [34, 37, 38], 0 que prova o
carater robusto da teoria de controle. Além disso, truncar a funcdo f é conveniente, e muitas

vezes necessario, pois o termo de controle deve ser o mais simples possivel para que seja
vidvel implementé-lo experimentalmente.
Utilizando as expressoes (41) — (44) e mantendo apenas 0s termos até m=1 na

equacdo (38), o termo de controle para a Hamiltoniana (40) é dado por [17]
1
f(eV) = —E{F(gV)}(gV),
2 +00 2
f(sV) = ;r—zsenz(k\/ﬁsene){\/lJrzl + Ji+2l tg? 0 — ! MZ cos(@ﬂ ,

21 21 V1+21 || =
f(eV) = 5_2[1 - cos(ZkJﬁsenQ)} Vi+2l + Vi+2l tg” 6 — _ 1 i S(t—nT)
"~ 16 21 2 Jie2l | & ’
(1 #0e & # /2, 3x/2 para 0 < 6 < 2r), (45)

onde foi utilizada a expresséo (12) na Gltima passagem. A partir da expressao (45), observa-se

que os termos proporcionais a (6H,/JE)(6V/ot) se cancelam. Entretanto, essa é uma

caracteristica particular da Hamiltoniana (40). O cancelamento dos termos proporcionais a
(6H,/E)(6V /ot) ndo ocorre em todos os sistemas, como pode ser visto, por exemplo, nas
Refs. [38, 71], onde esses termos nao se cancelam aos pares.

Para evitar indeterminacfes e um crescimento ilimitado da funcdo f(&V) em
regides especificas do espaco de fases, o termo de controle (45) serad truncado e apenas 0

Gltimo termo dessa expressdo sera mantido. Além disso, o termo (1+21)¥? ser& expandido

em série de Taylor ao redor de 1, como

A T b +3(|—|0)2
JLe2r o L2 @+21)7 0 2+ 21)%

—...=C +0(l), (46)

onde C representa todos os termos constantes da expansdo e O(1) representa todos os termos



66

proporcionaisa 1’ com j =1, 2, 3, ....

Truncando a expressdo (45) como mencionado anteriormente e substituindo a

expansao (46), o termo de controle resultante é dado por
2 +00
f(eV) = f—6{c cos(2k+/21 sen @) + O(1)| cos(2k~21 sen ) — 1] - c} > st-nT). (47)

O primeiro termo da equacgdo (47) é semelhante ao termo perturbativo da Hamiltoniana (7),
tendo a mesma interpretacdo fisica, isto €, o primeiro termo da equacgdo (47) também é uma

onda eletrostatica e estacionaria. Por esse motivo, o termo de controle f(gV) seréd truncado

mais uma vez e apenas o primeiro termo da expressao (47) serd mantido [17]

f(eV) = g2acos(2k~/21 sen @ + y) i ot—nT). (48)

N=—o0

Como o termo de controle (48) ndo possui todos os termos da série infinita
dada pela expressao (38), a amplitude e a fase da onda eletrostatica serdo consideradas como
dois pardmetros que podem variar livremente. Simulagdes numéricas mostram que a

eficiéncia do termo de controle é maxima para a =1/8 e y = = [17]. Logo, o termo de

controle final que sera adicionado a Hamiltoniana (7) é dado por

f(eV) = %Zcos(Zk\/ﬁsenH + ﬁ)i ot-nT), (49)

=—0

e observa-se que f corresponde simplesmente a uma onda eletrostatica e estacionaria dada na

forma de pulsos periddicos com vetor de onda 2k , periodo T , amplitude £2/8 e fase 7 se

propagando ao longo do eixo X.
5.3 SISTEMA CONTROLADO

A Hamiltoniana do sistema descrito na Se¢do 2.1 com a adi¢do do termo de

controle (49) é dada por

H(l,6,t) = V1+21 + [%cos(k\/ﬁsen 0) + %Zcos(Zk\/ﬁsene + n)} i o(t—nT). (50)
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Seguindo novamente o procedimento desenvolvido na Secdo 2.2, obtém-se um mapa exato e

explicito que relaciona as variaveis | e @ nos instantes de tempo t=nT e t=(n+1T [17]
|, = %{Zlnsenzen + [JZIn cosd, + %sen(kJZln send.)
&k ’
+ Tsen(ka/Zln send, + 7[):| ,

(51)
4,/21, send,
6,,, = arctg >
4,21 cos@, + 2cksen(ky/21, send,) + e’ksen(2k/21, send, + )
+ B (mod 27).
1+2

n+1

A Figura 16 contem os espacos de fases construidos a partir dos mapas (8) e

(51) para T =27(1+1/15), k=2 e £€=0,2. A Figura 16(a) mostra o sistema sem o termo de

controle e observa-se que as regides de comportamento caotico preenchem grande parte do
espaco de fases. Apenas a regido de baixa acdo | e algumas ilhas de ressonancia permanecem
regulares. A Figura 16(b) mostra o sistema com a adicdo do termo de controle (49). Ao
contrario da Figura 16(a), o espaco de fases da Figura 16(b) apresenta Orbitas regulares em
quase toda sua extensdo. Regides de comportamento cadtico podem ser vistas apenas ao redor
das ilhas de ressonancia por causa dos pontos hiperbdlicos que separam as ilhas.

Na Figura 16(a), as trajetorias cadticas sdo mais densas na regido 0,3< 1 <1,3,
indicando um aprisionamento das trajetdrias ao redor das ilhas de ressonancia, como discutido
na Secdo 2.3. Contudo, ap6s um numero suficiente de iteracbes, as trajetorias caoticas
escapam dessa regido, atingindo valores de acdo arbitrariamente elevados. Por esse motivo,
pode-se dizer que para |>0,3 o0 caos € global e restam apenas algumas ilhas de
comportamento regular imersas no mar de caos.

Por outro lado, na Figura 16(b) as trajetorias cadticas estdo confinadas em
pequenas regides ao redor dos pontos hiperbdlicos das ressonancias e na separatriz das ilhas.
A adicdo do termo de controle ao sistema cria diversos toros invariantes que separam as
regibes de ressonancia e confinam as trajetérias caoticas no espaco de fases. A Figura 17
mostra uma ampliacdo da Figura 16(b) na regido 0,18 <1 < 0,90 e é possivel observar com
clareza os toros invariantes presentes entre as cadeias de ilhas no espaco de fases.

Para £ =0,2 como na Figura 16, a amplitude do termo de controle f é apenas
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5% da amplitude de &£V, isto é, para gerar a onda eletrostatica descrita por f, gasta-se
apenas 5% da energia utilizada para produzir a onda eletrostatica &V . Esta é uma das

caracteristicas mais importantes do procedimento utilizado na determinacdo do termo de

controle: a funcdo f(&V) é capaz de controlar o caos no sistema com um baixo custo
energético. Essa caracteristica e a forma simples da funcdo f tornam possivel a utilizagéo do

termo de controle em experimentos, como realizado na Ref. [34] e discutido na Secdo 5.5.

(a) Sem controle do caos (b) Com controle do caos

3n

2

Figura 16: Espago de fases do sistema a) sem o termo de controle e b) com a adi¢do do termo de controle.
Parametros utilizados: T =27(1+1/15), k=2 e £=0,200.
Fonte: Referéncia [17].

Além disso, o sistema controlado possui as mesmas ressonancias primarias do
sistema original [17], como, por exemplo, as ressonancias (1,1), (4,3), (3,2) e (2,1) localizadas

respectivamente ao redor de I,,=0,069; 1,,=0511; 1,,=0,780 e I,,=1776. Isso

significa que a adicdo de um termo de controle adequado e com baixa amplitude ndo altera as
estruturas principais do sistema, embora ele reduza drasticamente as regides de
comportamento caotico no espaco de fases.

Seguindo o procedimento descrito na Secdo 3.2, verifica-se que as ressonancias

primarias da Hamiltoniana (50) também sdo dadas pela expressdo (18). Além disso,
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expandindo o mapa controlado (51) em série de Taylor até primeira ordem em ¢, obtém-se 0s
mesmos resultados da Secéo 3.3. Portanto, até primeira ordem em ¢, 0s pontos periédicos do
mapa (8) que descreve o sistema original e do mapa (51) que descreve o sistema controlado

estdo localizados na mesma posicdo (l,8) no espaco de fases, como pode ser visto

comparando os dois quadros da Figura 16.

\J \
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Figura 17: Toros invariantes separando as regides de ressonancia no espago de fases do sistema controlado.
Parametros utilizados: T =27(1+1/15), k=2 e £=0,200.

Para tentar entender como acontece o acoplamento das duas ondas

eletrostaticas e o papel desempenhado por f(&V) no espaco de fases da Figura 16(b), sera

estudada a seguir uma Hamiltoniana perturbada apenas pelo termo de controle. A Figura 18
mostra o espaco de fases do sistema descrito pela Hamiltoniana (52) para 0S mesmos

parametros utilizados na Figura 16:

2 +00
H=H, +f=+v1+2l + %cos(Zk\/ﬁsene + ﬂ)z ot—nT). (52)

N=—oc0

Quase todas as trajetorias presentes na Figura 18 sdo regulares. Apenas a separatriz das ilhas e
Orbitas muito proximas dos pontos hiperbdlicos sdo catticas. Além disso, a regido ocupada
pelas trajetorias cadticas no espaco de fases € muito pequena.

Mais uma vez observa-se que a Hamiltoniana (52) apresenta as mesmas
ressonancias primarias do sistema original. Por exemplo, as ressonancias (1,1), (2,1), (3,2) e
(4,3) estdo localizadas na mesma posicdo em | nas Figuras 16(a) e 18. Essa é uma

caracteristica extremamente importante do método de controle utilizado. Seguindo o
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procedimento descrito na Secdo 3.2, observa-se que a posicdo em | das ressonancias
primarias da Hamiltoniana (52) também é dada pela expressao (18). Entretanto, a posi¢do das
ilhas de ressonancia com relagdo a variavel ¢ ndo é a mesma nas Figuras 16(a) e 18, assim
como a estabilidade de alguns pontos periddicos e o nimero de cadeias de ilhas presentes nas

regides de ressonancia do sistema.
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Figura 18: Espaco de fases do sistema perturbado apenas pelo termo de controle. Pardmetros utilizados:
T=27(1+1/15), k=2 e £=0,200 .
Fonte: Referéncia [17].

A partir dos procedimentos descritos nas Secdes 3.3 e 3.4, € possivel
determinar o valor de € nos pontos periddicos e 0 nimero de cadeias presentes em cada
ressonancia. Entretanto, € preciso notar que a Hamiltoniana (52) ndo possui termos lineares
em ¢. Por esse motivo, o sistema perturbado apenas pelo termo de controle deve ser
expandido até segunda ordem em ¢ para que sejam obtidos os resultados desejados.

Comparando os espacos de fases das Figuras 16 e 18, observa-se que o sistema

perturbado pelas duas ondas eletrostaticas &V + f apresenta um comportamento que é uma

mistura dos comportamentos individuais dos sistemas descritos pelas Hamiltonianas (7) e

(52). A amplitude de f é muito menor do que a amplitude de &V , assim como o tamanho das

ilhas criadas por f no espaco de fases. Portanto, a estrutura de ilhas da Figura 16(b) € a
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mesma da Figura 16(a) que corresponde ao sistema sem o termo de controle.

Na Figura 16(a), quase toda a regido externa as principais ilhas do sistema é
preenchida por trajetdrias cadticas, enquanto na Figura 18 todas as trajetorias sdo regulares
nessa regido. Na Figura 16(b), a regido exterior as ilhas é regularizada e apresenta diversos
toros invariantes. A partir desses resultados conclui-se que embora o termo de controle seja
muito menor do que &V, 0 comportamento associado a f é predominante na regido
considerada [17]. A adi¢do do termo de controle ao sistema cria toros invariantes em todo o
espaco de fases que previnem o surgimento de trajetérias cadticas e tornam o sistema

controlado mais regular do que o sistema original.

5.4 ACELERACAO REGULAR DE PARTICULAS NO SISTEMA CONTROLADO

No Capitulo 4 e na Ref. [16] foi analisada a aceleracdo regular de particulas na
ressonancia principal do sistema que esta localizada na regido de baixa acdo 1 <0,20.
Entretanto, também é possivel acelerar particulas de forma regular em regides de acdo mais
elevada, como pode ser visto na Figura 16 para 1,00< | <2,70. Considerando as ilhas
centradas em @ = O; 7, observa-se que o valor da acdo aumenta quando a onda eletrostatica
transfere energia para a particula. Na Figura 16(a), as trajetorias mais externas das ilhas

centradas em 1,, =1,776 e & = 0; = foram destruidas pelo caos e apenas as trajetorias mais

internas sobrevivem. Na Figura 16(b), a adicdo do termo de controle ao sistema recupera as
trajetdrias mais externas dessas ilhas, melhorando o processo de aceleracéo regular.
Numericamente é possivel determinar a largura maxima das ilhas de

ressonancia centradas em 1,, =1,776 e 6 = 0; 7z, assim como a energia, 0 momento e a
velocidade adimensionais minimos e maximos da particula nas ilhas, como mostra a Tabela 2.

A energia adimensional da particula é dada pela expressdo E ~./1+ 21 , 0 momento é obtido a

partir da transformacéo candnica p, = V21 cos@, e a velocidade é dada por v, =p (L+p2) ™"

como visto na Secédo 4.2 e na Ref. [16].
A partir dos dados da Tabela 2, verifica-se que para o sistema sem o termo de
controle, a energia adimensional minima da particula ¢ E_. =1,872 e sua energia maxima é

min =

E. . =2,398 [17]. Com a adicdo do termo de controle, a energia minima da particular nas

max —
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ilhas de ressonancia € E,, =1,766 e sua energia maxima ¢ E_, =2,505. Portanto, com a
adicdo do termo de controle ao sistema, a energia minima da particula é 5,35% menor do que
sua energia minima no sistema original. Por outro lado, a energia maxima da particula é
4,17% maior no sistema controlado. Isso significa que, no sistema controlado, a energia
inicial da particula pode ser menor do que no sistema original e ainda assim a particula é mais

acelerada pela onda eletrostatica, pois sua energia final € maior.

Tabela 2 — Energia, médulo do momento e modulo da velocidade adimensionais minimos e

maximos da particula nas ilhas da ressonancia (2,1) presentes na Figura 16.

Sistema sem controle Sistema controlado
(Figura 16(a)) (Figura 16(b))
Energia Adimensional Minima 1,872 1,766
Energia Adimensional Maxima 2,398 2,505
Ganho de Energia Adimensional 0,527 0,739
Momento Adimensional Minimo 1,531 1,380
Momento Adimensional Maximo 2,147 2,235
Ganho de Momento Adimensional 0,616 0,855
Velocidade Adimensional Minima 0,837 0,810
Velocidade Adimensional Maxima 0,907 0,913
Ganho de Velocidade Adimensional 0,069 0,103

55 COMPROVACAO EXPERIMENTAL EM UMA VALVULA DE ONDAS
PROGRESSIVAS (TWT)

A validade do método de controle do caos proposto na Ref. [33] e discutido
neste capitulo foi comprovada na Ref. [34] através de experimentos realizados em uma
valvula de ondas progressivas [35, 36], mais conhecida como TWT (do inglés, traveling wave
tube). No TWT, um feixe de elétrons é confinado por um campo magnético axial e ele se
propaga sob a acdo de ondas eletrostéticas. O equipamento utilizado é longo o suficiente para
permitir o surgimento de processos nao lineares [34]. Além disso, as caracteristicas do

equipamento permitem o controle dos parametros do feixe de elétrons e das ondas
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eletrostaticas, o que torna o TWT um dispositivo ideal para o estudo da interagdo-particula.

No experimento descrito na Ref. [34], um feixe de elétrons interage com duas
ondas eletrostaticas de 30 MHz e velocidades de fase diferentes. O termo de controle, nesse
caso, € uma terceira onda eletrostatica de baixa amplitude e frequéncia igual a 60 MHz. Os
pardmetros da onda de controle foram obtidos teoricamente a partir do método proposto na
Ref. [33]. Os resultados experimentais descritos na Ref. [34] concordaram com as simulacgdes
numeéricas apresentadas nessa mesma referéncia e mostram um aumento da coeréncia cinética
do feixe apos a adicdo da onda de controle.

Os resultados experimentais descritos na Ref. [34] também sdo comparaveis
aos resultados teodricos apresentados neste capitulo. O experimento foi realizado no TWT do
Laboratorio de Fisica das Interacbes lonicas e Moleculares (Laboratorio PIIM) da
Universidade de Aix-Marseille na Franca. No periodo de marco de 2014 a fevereiro de 2015,
a autora realizou um estagio de pesquisa no Laboratério PI1M, sob a supervisao do Prof. Dr.
Fabrice Doveil, pesquisador responsavel pelo TWT e pelo experimento apresentado na Ref.
[34]. O TWT do Laboratorio PIIM passou por algumas modificacbes para aumentar o
desempenho do equipamento e permitir a realizacdo de novos experimentos. Durante o
estdgio, a autora realizou um trabalho experimental e teve a oportunidade de unir
conhecimentos teoricos e experimentais. Ela participou diretamente da montagem e da
caracterizacdo do novo TWT, realizou célculos analiticos, simula¢fes numéricas e coleta de
dados experimentais para andlise, como descrito na Ref. [72]. O trabalho experimental
realizado durante o estagio foi apresentado em conferéncias e publicado nos anais dos

eventos, como pode ser visto nas Refs. [52, 53].

5.5.1 Montagem experimental e caracterizacdo de uma valvula de ondas progressivas
(TWT)

Vélvulas de ondas progressivas ou TWTs (do inglés, traveling wave tubes) [35,
36] sdo equipamentos idealmente concebidos para o estudo da interacdo onda-particula, pois
eles permitem que diversos parametros do sistema sejam controlados. Em um TWT, utiliza-se
um gerador de formas de ondas arbitrarias que permite o controle do nimero de modos, da
frequéncia, da amplitude e da fase de cada modo individual. No TWT, o feixe de elétrons

também é produzido com controle da energia, da intensidade e da temperatura. Além disso, ao
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final do equipamento é utilizado um detector de energia [73] que fornece a distribuicdo de
energia axial média do feixe com uma resolugdo menor do que 0,5 eV.

Os principais componentes de um TWT sdo um canhdo de elétrons, um
detector de velocidade dos elétrons, uma espira magnética, e uma estrutura de ondas lentas
formada por uma hélice, onde as ondas eletrostaticas se propagam, com quatro antenas que
podem se mover axialmente ao longo da valvula [34, 36]. A Figura 19 mostra uma
representacdo esquematica de um TWT.

‘ {

Figura 19: Estrutura de uma valvula de ondas progressivas (TWT): (1) hélice; (2) canhdo de elétrons;
(3) detector de velocidade dos elétrons; (4) antena mével; (5) tubo de vacuo; (6) cilindro para aterramento de RF;
(7) espira magnética.

Fonte: Referéncia [34].

Recentemente, o TWT do Laboratério de Fisica das Interacbes l6nicas e
Moleculares (Laboratério PIIM) passou por uma seérie de modificacdes e sua hélice foi
completamente substituida por um novo modelo. Apdés a montagem do equipamento, é
necessario caracteriza-lo, o que inclui a determinacdo da relacdo de dispersdo para a nova
estrutura de ondas lentas, a amplitude dos campos elétrico e magnético através dessa
estrutura, as velocidades de fase e de grupo das ondas, entre outras coisas. O Apéndice D
mostra 0s principais resultados referentes a caracteriza¢do do novo TWT do Laboratério P1IM
[72]. Esses resultados experimentais foram obtidos pela autora durante o estagio que ela

realizou no laboratoério.



75

5.6 CONCLUSAO

Nesta se¢do, foi apresentado um método de controle do caos desenvolvido na
Ref. [33] para sistemas Hamiltonianos quase integraveis. A validade do método foi
comprovada experimentalmente na Ref. [34] para um feixe de elétrons se movendo sob a acao
de ondas eletrostaticas, um sistema semelhante ao analisado nesta tese.

O método de controle foi aplicado de forma tedrica ao sistema em estudo e
verificou-se que a amplitude do termo de controle é muito menor do que a amplitude da
perturbacdo originalmente aplicada ao sistema. Um termo de controle com baixa amplitude
ndo altera a estrutura de ilhas primarias no espaco de fases, mas torna o sistema controlado
muito mais regular.

A partir dos resultados obtidos, foi possivel apresentar uma anélise qualitativa
sobre a acdo do termo de controle e como ele contribui para as caracteristicas observadas no
sistema controlado. Além de regularizar o sistema, o controle do caos também pode ser
utilizado para melhorar o processo de aceleracéo regular de particulas. No sistema controlado,
verificou-se que uma particula com energia inicial menor do que no sistema original pode ser
mais acelerada e atingir uma energia final maior do que ela atingiria no sistema sem o
controle do caos.

Os resultados teoricos apresentados neste capitulo sobre controle de caos
concordam com os resultados experimentais descritos na Ref. [34]. A experiéncia foi
realizada em uma valvula de ondas progressivas [35, 36], mais conhecida como TWT (do
inglés, traveling wave tube), do Laboratério de Fisica das InteracBGes Idnicas e Moleculares
(Laboratorio PIIM) da Universidade de Aix-Marseille, Franca. Durante o desenvolvimento
desta tese, a autora realizou um estagio de pesquisa de um ano no TWT do Laboratorio PIIM
para conhecer o equipamento e verificar como ele é utilizado em investigacdes experimentais

sobre a interacdo onda-particula.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta tese, foi analisada a interacdo entre uma particula relativistica se
movendo em um campo magnético uniforme e uma onda eletrostética e estacionaria dada na
forma de pulsos periddicos infinitesimais. A partir da Hamiltoniana do sistema, foi obtido um
mapa exato e completamente explicito que descreve a evolugdo temporal da particula [16, 17].
Utilizando o mapa do sistema também foi possivel construir o espaco de fases e analisar
quando o comportamento do sistema é regular ou cadtico e como ocorre a transi¢cdo para o
caos a medida que os parametros da onda aumentam.

O mapa obtido pode ser considerado como uma versdo relativistica e
magnetizada do mapa padrdo classico, embora a posi¢do das ressonancias seja diferente nos
dois mapas [16]. A partir da Hamiltoniana e do mapa que descrevem o sistema em estudo,
obtém-se a posicao aproximada das ressonancias primarias no espaco de fases [50]. Quando a
amplitude da onda eletrostatica é pequena, as formulas obtidas fornecem a posicéo exata dos
pontos periodicos de cada ressonancia. Entretanto, 0 mapa do sistema apresenta uma forte néo
linearidade com relacdo a amplitude da onda e, portanto, 0 aumento desse parametro provoca
0 deslocamento dos pontos periddicos e das ilhas de ressonancia. 1sso ndo acontece com o
mapa padréo classico, para o qual os pontos periddicos estdo localizados na mesma posi¢édo
para qualquer valor da amplitude da onda.

Expandindo a Hamiltoniana do sistema em primeira ordem, mostrou-se que ela
é perturbada por um nimero infinito de termos com o mesmo nimero de rotacdo [50, 51].
Todos esses termos atuam na mesma superficie racional e podem gerar ilhas na mesma regido
do espaco de fases. A superposicdo de termos ressonantes com o mesmo ndmero de rotacdo
altera o numero de cadeias de ilhas em funcédo dos parametros da onda. Quando o periodo ou
0 numero de onda sdo proximos de seus valores minimos, o nimero de cadeias no espaco de
fases também é minimo. Aumentando o periodo ou o nimero de onda, o0 nimero de cadeias
de ilhas também aumenta, até que para valores suficientemente elevados desses parametros,
todas as ressonancias apresentam mais de uma cadeia no espaco de fases, o que ndo é
comumente observado na literatura [14, 54].

Utilizando o mapa do sistema, construiu-se o espaco de parametros que
representa 0 numero de cadeias de ilhas em funcdo do periodo e do nimero de onda.
Verificou-se que para todas as ressonancias, as fronteiras que separam duas regidées com um

namero diferente de cadeias respeitam a mesma lei de poténcia [50]. Essa lei de poténcia esta
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relacionada a amplitude dos varios termos ressonantes que possuem 0 mesmo ndmero de
rotagdo. Além dos espagos de pardmetros obtidos numericamente para todas as ressonancias,
também foi possivel obter analiticamente o intervalo de parametros da onda eletrostética que
correspondem a um dado nimero de cadeias de ilhas para as principais ressonancias do
sistema [50]. E importante notar que, em todos os casos, a expansio em primeira ordem
determina corretamente o numero de cadeias de ilhas mesmo para valores de parametros para
0S quais a aproximacao para a posicao dos pontos periddicos perde precisao.

Verificou-se também que 0s termos ressonantes que atuam no sistema sdo
simétricos e, como consequéncia, todas as ressonancias primarias possuem um nimero par de
ilhas que estdo agrupadas em cadeias no espaco de fases [50]. As cadeias por sua vez podem
conter um numero par ou impar de ilhas. Isso significa que as cadeias que possuem um
namero impar de ilhas sempre ocorrem aos pares no espaco de fases, pois 0 numero total de
ilhas da ressonédncia € sempre par. Portanto, conclui-se que de acordo com a simetria dos
termos ressonantes, a dindmica de um sistema twist quase integravel pode ser dominada por
multiplas cadeias isocronas, ao contrario do cenario usual de cadeias Unicas.

Para o sistema em estudo, o niamero de cadeias de ilhas cresce sem limites com
os parametros do sistema [50, 51]. Observa-se, entretanto, que esse resultado ndo é particular.
O mesmo fendmeno pode ocorrer em sistemas twist quase integraveis que apresentam um
namero infinito de termos ressonantes atuando na mesma superficie racional. Por outro lado,
quando o numero de termos ressonantes com 0 mesmo nimero de rotacao é finito, o nimero
de cadeias também varia com os parametros, mas ele ndo aumenta sem limites. Nesse caso,
existe um conjunto finito para os possiveis numeros de cadeias que € determinado pelos
termos ressonantes que possuem 0 mesmo nUmero de rotagcdo e por sua superposicdo. Para
sistemas twist quase integraveis que apresentam apenas um termo ressonante, o nimero de
cadeias is6cronas ndo varia com os parametros. O termo ressonante determina completamente
0 numero de cadeias no espaco de fases e o numero de ilhas em cada cadeia, como pode ser
visto na Ref. [51].

A variacdo no numero de cadeias em funcdo dos parametros do sistema é um
fendmeno importante, pois nas ilhas de ressonancia a particula recebe energia da onda e pode
ser acelerada de forma regular [15-17]. Para acelerar a particula nas ilhas de uma dada
ressonancia, é necessario conhecer a posicdo dos pontos periddicos e 0 nimero de cadeias.
Dessa forma, as condicfes iniciais da particula podem ser ajustadas para que ela atinja a
aceleracdo maxima.

Nesta tese, considerou-se a ressonancia principal do sistema, para a qual cada
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ciclo da onda eletrostatica corresponde a um giro completo da particula no plano
perpendicular a dire¢cdo do campo magnético. Quando o periodo da onda eletrostatica é
ligeiramente maior do que o periodo ciclotrnico, a ressonancia principal estd localizada no
nivel mais baixo de energia. Nessa ressondncia, 0 aumento dos pardmetros da onda
eletrostatica provoca o deslocamento dos pontos hiperb6licos e as ilhas de ressonancia passam
a apresentar uma forma triangular que contribui para a aceleracdo de particulas [16].
Utilizando o mapa do sistema, foi possivel calcular os pardmetros da onda para os quais 0s
pontos hiperbolicos sdo deslocados até o nivel minimo de energia. Dessa forma, uma particula
com velocidade inicial proxima a sua velocidade de repouso pode ser acelerada e atingir
velocidades bastante elevadas.

Entretanto, existe um limite para o processo de acelerac@o regular. Quando os
pontos elipticos da ressonancia principal perdem estabilidade, as ilhas de ressonancia primaria
deixam de existir e ndo € mais possivel acelerar a particula de forma regular. Logo, para que a
aceleracdo da particula seja maxima, os pontos hiperbdlicos da ressonancia principal devem
atingir o nivel de energia minima antes dos pontos elipticos perderem estabilidade. Essa
condicdo fornece um intervalo de parametros da onda eletrostatica para 0s quais a particula
pode ser acelerada de forma regular nas ilhas da ressonancia principal [16].

Além disso, € importante destacar que a ressonancia principal e o processo de
aceleracdo regular s6 estdo presentes no espaco de fases do sistema quando os efeitos
relativisticos de correcdo de massa sdo considerados [16]. Se os efeitos relativisticos forem
erroneamente ignorados, as ilhas de ressonancia sdo substituidas por toros invariantes [70].

Nesta tese, tambem foi apresentado um estudo sobre controle de caos em
sistemas descritos por Hamiltonianas quase integraveis. Para tanto, o método de controle
desenvolvido na Ref. [33] foi aplicado ao sistema em estudo. A partir desse método, calculou-
se um termo de controle que deve ser adicionado a Hamiltoniana do sistema. O termo de
controle obtido foi simplesmente uma segunda onda eletrostatica e estaciondria com
amplitude muito menor do que a amplitude da perturbacdo originalmente aplicada ao sistema
[17]. Um termo de controle tdo pequeno ndo altera a estrutura de ilhas primarias no espaco de
fases, embora a dindmica controlada seja muito mais regular. Enquanto no sistema original as
trajetdrias cadticas preenchem uma grande area do espaco de fases, no sistema controlado as
trajetdrias cadticas sdo confinadas em pequenas regifes e quase todas as érbitas sdo regulares.

Além de regularizar o sistema, verificou-se que o controle do caos pode ser
utilizado para melhorar o processo de aceleracdo regular de particulas [17]. Na dindmica

controlada, a reducdo de regides cadticas no espaco de fases restaura Orbitas periddicas e
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quase periodicas que sdo responsaveis por acelerar as particulas de forma regular. Logo, no
sistema controlado, uma particula com energia inicial menor do que no sistema original pode
ser mais acelerada e atingir uma energia final maior do que ela atingiria no sistema sem
controle.

Também foi construido um espaco de fases considerando apenas a intera¢do da
particula relativistica com o campo magnético e o termo de controle. A partir dos resultados
obtidos, foi possivel analisar de forma qualitativa como o termo de controle atua no sistema e
como ocorre 0 acoplamento das duas ondas eletrostaticas que d& origem as caracteristicas
observadas no sistema controlado.

O método de controle utilizado nesta tese € dito global, pois ele atua em todo o
espaco de fases, criando toros invariantes e reduzindo as regifes de comportamento caotico.
Nas proximas etapas deste trabalho, serdo analisados novos métodos de controle do caos,
incluindo métodos que atuam localmente em uma regido pré-determinada do espaco de fases,
assim como a criagdo de um unico toro robusto no espaco de fases. O objetivo é controlar o
caos no sistema com um custo energético menor do que o observado na Ref. [17] e no
Capitulo 5 e melhorar o processo de aceleracdo regular de particulas a partir de baixas
energias iniciais como descrito no Capitulo 4 e na Ref. [16].

No Capitulo 3 e nas Refs. [50, 51], foram apresentados os resultados obtidos
sobre as ressonancias primarias do sistema. Nas proximas etapas, sera feito um estudo mais
detalhado sobre as bifurcacdes sofridas pelos pontos periddicos e sobre os mecanismos que
levam ao surgimento de novas cadeias de ilhas a medida que os parametros da onda
aumentam. O estudo das ressonancias primarias trard& uma melhor compreensdo sobre a
dinamica do sistema, a transicdo para o caos global e a possibilidade de controle do caos no
espaco de fases.

Além disso, sera desenvolvido um estudo sobre o nimero de cadeias e como
esse numero varia de acordo com o0s parametros para sistemas twist quase integraveis que sdo
perturbados por um nimero finito de termos ressonantes com 0 mesmo ndmero de rotacdo.
Através desse estudo, sera possivel generalizar os resultados obtidos até o momento e
desenvolver uma teoria capaz de identificar o nimero de cadeias de ilhas isdcronas presentes
nas secOes de Poincaré de sistemas twist quase integraveis, um problema que permanece em
aberto no Teorema do Ponto Fixo de Poincaré-Birkhoff [14, 40, 58, 65].

Como mencionado no Capitulo 5, valvulas de ondas progressivas [35, 36], ou
TWTs (do inglés, traveling wave tubes), sdo equipamentos idealmente concebidos para a

analise da interagdo onda-particula. Durante o doutorado, a autora realizou um estagio de um
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ano no TWT do Laboratério de Fisica das Interacfes ldnicas e Moleculares (Laboratorio
P1IM) da Universidade de Aix-Marseille, Franga. O estagio foi realizado sob a supervisdo do
Prof. Dr. Fabrice Doveil. Em seu doutorado na Universidade de S&o Paulo, a autora
investigou a interacdo onda-particula de forma tedrica. No Laboratério PIIM, ela teve a
oportunidade de estudar experimentalmente esse tipo de interacdo através de um TWT.
Durante o estégio, ela participou diretamente da montagem e da caracterizagdo do novo TWT
do laboratério. Ela realizou célculos analiticos, simulacfes numéricas e coleta de dados
experimentais para analise, como descrito em detalhes na Ref. [72]. Através do estagio, foi
possivel unir conhecimentos tedricos e experimentais, o que contribuiu de forma significativa
para o desenvolvimento desta tese. O trabalho realizado durante o estagio foi apresentado em
conferéncias e publicado nos anais dos eventos, como pode ser visto nas Refs. [52, 53].

A realizacdo do estagio no Laboratorio PIIM trouxe a possibilidade de futuras
colaboracgdes nas areas de interacdo onda-particula e controle do caos. Apos a conclusdo das
modificagfes realizadas no TWT do Laboratorio PIIM, o dispositivo serd utilizado na
investigacdo do comportamento de feixes de baixa densidade [74-79] e na possibilidade de
controle de sua dindmica [17, 34, 80]. No TWT, também serdo realizados experimentos com
feixes de alta densidade. O objetivo € analisar a influéncia da dindmica cadtica dos elétrons
nos efeitos autoconsistentes [81] responsaveis pelo crescimento da onda [82] quando a
intensidade do feixe aumenta.

Além disso, 0s experimentos realizados no TWT serdo utilizados para verificar
a validade de cddigos numéricos [83], analisar o comportamento de pacotes de elétrons
emitidos com uma fase controlada em relagdo as ondas [84], e investigar a interacdo entre
particulas répidas (essencialmente particulas alfa)® e ondas de Alfvén em um reator de fuséo
[5], o que é um problema fundamental para o ITER (International Thermonuclear
Experimental Reactor).

Os experimentos mencionados acima serdo realizados no TWT do Laboratorio
PIIM da Universidade de Aix-Marseille, e a andlise teorica sera feita em conjunto pelo

Laboratorio P1IM e pelo Grupo de Controle de Oscila¢bes da Universidade de Séo Paulo.

° Em um reator de fusdo, a relacdo E/m entre a energia e a massa de particulas rapidas é comparéavel a relacéo
E/m para elétrons. Por esse motivo, os resultados obtidos com elétrons no TWT podem ser utilizados em
estimativas para particulas rapidas em reatores de fusao.
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APENDICE A - Propriedades de simetria da onda eletrostatica e estacionaria dada na

forma de pulsos periddicos

Considere a onda eletrostéatica e estacionaria dada pela Hamiltoniana expandida
(15)

Z ZJ (k\/_)cos( 27;'5). (A1)

2T ly=—c0 l,=—00

Como visto na Se¢éo 3.2, apenas 0s termos em (Al) para os quais |, e I, possuem o mesmo
sinal (com |, #0 e 1, = 0) séo ressonantes e podem gerar ilhas no espago de fases. Portanto,

a parte ressonante de (A1) é definida como

&N, =2 Zl i J, (k\/_)cos(l

|17—oo ly=—0

) B mede- )

=1 1,-1

j+ 33, (k\/_)cos(le 2””]

1,=1 =1

400  +00

A i 2.2 (=D, (kx/_)COSK—

2T | i=L1,=1

+00  +00

_£ Z >, (k\/_)cos£ 2:”} (A2)

,=2 1,=1
I2 even

Devido a simetria da parte ressonante da onda, todos os termos para 0s quais r
é impar sdo cancelados aos pares. Apenas 0s termos com r par atuam no sistema e eles
geram um namero par de ilhas para todas as ressonancias primarias (r,s). Logo, quando o
namero de ilhas em cada cadeia é impar, o numero de cadeias deve ser par. Por outro lado,

guando a ressonancia apresenta um numero par de ilhas em cada uma de suas cadeias, 0

namero de cadeias pode ser tanto par quanto impar.
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APENDICE B — Pontos periddicos presentes em todas as ressonancias primarias

A condi¢do (22) para pontos periddicos determina os valores da variavel @ nas
ressonancias primarias (r,s). Entretanto, é possivel demonstrar que alguns valores de 6 sdo

pontos periddicos para quaisquer valores de r e S, ou seja, eles sdo pontos periddicos de
todas as ressonancias primarias do sistema.
Utilizando relagbes de soma e subtracdo entre fungdes trigonométricas, a

expressao (22) pode ser reescrita como

r-1
G, (6) = Z{[cos@cos(@ jj — sen@sen (@ Jﬂ
, r :

j=0

X {sen{k 21, sen ecos(¢ jﬂco{k 21, , cos@sen (@ jﬂ
27S . 27S .
+ sen{k 21, , cos@sen (T Jﬂcos[k 21, sen GCOS(TJH}} =0. (Bl

O segundo termo da equacdo (B1), parao qual j=1, é dado por

{cosﬁcos(%j — sendsen (%ﬂ
r r
X {sen{k 21, . sen ecos(%ﬂcos{k 21, . cos@sen [@ﬂ
’ r ' r
27s 27s
+ sen| k,/2l, . cos@sen| — | |cos| k,/2I, , sen@cos| — ||, (B2)
' r ‘ r

enquanto o Gltimo termo, parao qual j=r—1, é dado por

{cos@cos(@j + sené@sen (@H
X {sen{k 21, senecos(@ﬂcos{k 21, . cosHsen(%ﬂ
, , , .
27S 27S
— sen| k,/2l, , cos@sen| — | |cos| k,/21, . sendcos| — ||, (B3)
’ r ‘ r

onde foram utilizadas as relagtes
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cos[—zﬂS (r- 1)) = cos(—zﬂsj,

r r

sen (—2”5 (r— 1)) = —sen (—Zﬂsj.
r r

Somando as expressoes (B2) e (B3) tem-se

Zcosecos(2 Sjsen{k 2Irssen6’cos(@ﬂcos{k 21, cos@sen(znsﬂ
r ' r r
27s 27S 27s
— 2sen@sen| — |sen| k,/21, cos@sen| — | |cos| k,/2I,  senfcos| — ||. (B4)
r ' r r

De forma analoga, observa-se que todos os termos em (B1) se somam e se cancelam aos
pares. Logo, a equacao (B1) pode ser reescrita como

r/2 .
G, (0) = ZZ{COSQCOS(Z Sjjsen{k 21, . sen Qcos(@ﬂ
r ' r
X cos{k 21, cos@sen (@ﬂ — sené@sen (2ﬂ—rsjj
X sen{k 21, (:osé?sen(2 Sjﬂcos{k . sen Hcos( rsjﬂ} =0, (BY)
r

para r par, e

Q2 27S] 27S]
G, (0) = cosesen(kJZI send) + 2 Z cosé’cos( jsen k21, sen Hcos(—]
r ' r

i=

X cos{k 21, ; cos@sen (@ﬂ — sené@sen (Zﬂ—rsjj

X Sen {k 21, . cosfsen (@Hco{k 21, sen HCOS(@H} =0, (B6)
, r ,

para r impar.
A partir das expressdes (B5) e (B6), observa-se que G, (¢) = 0 para 6 = 0;
7/2; =; 3x/2, independente dos valores de r e s. Logo, esses valores de 6 sdo pontos

periddicos para todas as ressonancias primarias do sistema.
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APENDICE C - Intervalo de parametros para um dado nimero de cadeias de ilhas nas

ressonancias (1,s) e (2,9)

Utilizando a expressdo (B6), é possivel determinar o intervalo de pardmetros

para 0s quais as ressonancias (1,S) apresentam M cadeias de ilhas. Substituindo r=1 na

expressdo (B6), tem-se

G,,(0) = cosOsen(k,/21, send) = 0, (C1)
cujas solucdes séo
coséd =0 = 0=nxnl2;,3n/2, (C2)
send =0 = 0=0 r, (C3)
e
nz
ky2l,,senfd = nr = @& = arcsen : (C4)
’ k21,
onde n éinteiro, n=0 e
-1< nz <1 (CH)

k21,

Em (C4), ndo sdo consideradas as solucbes send = 0; +1, pois elas ja foram computadas nas
expressoes (C2) e (C3).
A condicdo (C5) impde a existéncia de um valor minimo e um valor maximo

para n, com |n.. | =|n,, |. Por exemplo, se n_, = 3, (C4) apresenta 4n,, =12 solugdes

que correspondem a n = £1, +2, +3 (lembrando que cada valor de n produz duas respostas
diferentes para a funcdo arcsen em (C4)).

De acordo com as expressbes de (C2) a (C5), o numero total de pontos
periodicos nas ressonancias (1,s) é iguala 4(1+n,,). Como foi visto na Sec¢éo 3.4, 0 nimero
total de pontos periddicos também é dado por 2Mr, onde M é o nimero de cadeias de ilhas e

para as ressonancias (L,s) tem-se r=1. A partir das condi¢Bes 4(1+n.,) =2M e

7znmaxk’1(2Ilys)’1’2 <1, obtém-se o valor minimo de k para o qual as ressonancias (1)



94

apresentam M cadeias de ilhas no espago de fases

k> Mmooy >—(M_2)7Z

J2, 2,21,

O valor maximo de k que corresponde a M cadeias de ilhas é igual ao valor

(C6)

minimo de k para M +2 cadeias de ilhas (como visto na Secdo 3.4, 0 niUmero de cadeias é

sempre par para as ressonancias (1,s)). Logo, € possivel definir as fronteiras do intervalo de
parametros para os quais as ressonancias (1,s) apresentam M cadeias de ilhas no espaco de

fases

(M -2)z <k < M 7

2,21, 221,

A partir da expressao (B5), demonstra-se de forma anédloga que o intervalo de

(C7)

parametros para 0s quais as ressonancias (2,S) apresentam M cadeias no espago de fases é

dado por

(M -z <k < M7z
21 21

(C8)

2,8 2,8

As expressdes (C7) e (C8) sdo validas para todas as ressonancias (1,s) e (2,3),
independente do valor de s. Essas estimativas analiticas concordam bem com os resultados

numéricos obtidos a partir do mapa (8).
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APENDICE D - Relac&o de dispersdo e velocidades de fase e de grupo para a nova
valvula de ondas progressivas (TWT) do Laboratorio de Fisica das Interagdes I6nicas e
Moleculares (Laboratério P11IM)

Em uma vélvula de ondas progressivas [35, 36], mais conhecida como TWT
(do inglés, traveling wave tube), um feixe de elétrons é confinado por um campo magnético
axial e ele se propaga sob a acdo de ondas eletrostaticas. TWTs sdo equipamentos ideais para
0 estudo da interacdo onda-particula, pois eles permitem um grande controle dos parametros
do feixe de elétrons e das ondas eletrostaticas. Um exemplo de aplicacdo do TWT é o
experimento descrito na Ref. [34] que comprovou a eficadcia do método de controle do caos
desenvolvido na Ref. [33] e discutido no Capitulo 5 desta tese.

O experimento descrito na Ref. [34] foi realizado no TWT do Laboratdrio de
Fisica das Interacbes I6nicas e Moleculares (Laboratorio PIIM) da Universidade de Aix-
Marseille, Franca. Recentemente, o TWT do Laboratério PIIM passou por uma série de
modificacdes para aumentar o desempenho do equipamento, melhorar a precisdo das medidas
experimentais e permitir a realizacdo de novos experimentos. Apds a conclusdo das
modificacdes, 0 TWT sera utilizado para investigar experimentalmente diversos aspectos da
interacdo-onda particula. A anéalise tedrica sera feita em conjunto pelo Laboratorio PIIM e
pelo Grupo de Controle de Oscilagdes da Universidade de Sao Paulo.

No periodo de marco de 2014 a fevereiro de 2015, a autora realizou um estagio
de pesquisa no TWT do Laboratério PIIM, sob a supervisdo do Prof. Dr. Fabrice Doveil,
pesquisador responsavel pela experiéncia de controle do caos apresentada na Ref. [34].
Durante o estagio, a autora realizou um trabalho experimental, diferente do trabalho tedrico
realizado na Universidade de Sdo Paulo. No Laboratorio PIIM, ela participou diretamente da
montagem e da caracterizacdo do novo TWT, o que incluiu calculos tedricos, simulacdes
numéricas, coleta e analise de dados experimentais. O trabalho de montagem e caracterizacéo
do novo TWT foi apresentado em conferéncias e publicado nos anais dos eventos, como pode
ser visto nas Ref. [52, 53]. Os principais resultados referentes a caracterizacdo do TWT séo a
relacdo de dispersao tedrica e a comparacdo com os dados experimentais, a velocidade de fase
e a velocidade de grupo tedricas. Tanto o calculo das informagdes teodricas quanto a coleta de
dados experimentais para analise foram realizados pela autora durante seu estadgio no
Laboratorio P1IM, como descrito a seguir e na Ref. [72].

Os campos elétricos e magnéticos que se propagam através da estrutura de
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ondas lentas do TWT podem ser calculados a partir das equagdes de Maxwell [72, 85]. A
relacdo de dispersdo fria, isto é, sem a presenca do feixe de elétrons, é obtida a partir das
equacdes do campo eletromagnético, mais especificamente a partir da equagdo que determina
a continuidade do campo magnético no interior do fio da hélice. No caso em que a velocidade
de fase da onda é muito menor do que a velocidade da luz, a relagdo de dispersdo tedrica é

dada aproximadamente por [72]

U, I, (ak)
I, (ak
27t = w = cktgy | —2 1I(?az) = cktgy R, (D1)
1

74
“2u, 1, (ak)

onde k, @ e f sdo o nimero de onda, a frequéncia angular e a frequéncia em Hz da onda
que se propaga através da hélice do TWT; ¢ e a velocidade da luz no vacuo; ¢, é a constante
dielétrica da fita isolante em poliimida que envolve a hélice, mantendo-a rigida; tgy =

p/2za, com p o passo e a o raio da hélice; I, sdo fungBes de Bessel modificadas; e U,

i
sdo coeficientes obtidos a partir das condi¢cdes de contorno do campo eletromagnético, como
descrito em detalhes na Ref. [72].

A Figura 20 mostra a relacdo de dispersdo teorica (curva azul) dada pela
expressdo (D1) e alguns pontos experimentais (em vermelho) obtidos pela autora durante seu
estdgio no Laboratorio PIIM. A curva tedrica concorda muito bem com os dados
experimentais. Para todos os pontos experimentais, a diferenca em relacdo a curva tedrica é
menor do que 1% [72]. Na Figura 20, também sdo exibidos 0s pontos experimentais obtidos
para a versdao anterior do TWT (em verde). Comparando as barras de erro para os dois
conjuntos de pontos experimentais, observa-se que a nova hélice e o novo sistema de medida
s80 muito mais precisos que 0s anteriores, 0 que permite a obtencdo de dados experimentais
mais precisos, assim como a realizacdo de experimentos que requerem um ajuste fino dos
parametros.

A partir da relacdo de disperséo teorica (D1), sdo obtidas a velocidade de fase

[72]
v, =% = ctgy R, (D2)

e a velocidade de grupo [72]
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—a—w—v + cktgy DR
p 2\/31’

Vv
¢ ok
onde DP, = 0P, /ok. A Figura 21 mostra as velocidades de fase e de grupo em funcéo da

(D3)

frequéncia da onda eletrostatica. Observa-se na Figura 21 que a velocidade de fase decresce
rapidamente para frequéncias entre 0 e 45 MHz. A velocidade de fase apresenta um minimo
em torno de 71 MHz e depois desse ponto, ela se torna uma fungdo ligeiramente crescente,
com valor médio de 2,15x10° m/s no intervalo entre 50 e 120 MHz. A velocidade de grupo
também decresce rapidamente para baixas frequéncias. Entretanto, ela cresce
consideravelmente depois de seu ponto de minimo localizado ao redor de 27 MHz.

100

80

60—

/ (MHz)

40

EOL nova (curva tedrica)
e EOL nova (dados experimentais)

20 EOL antiga (dados experimentais)

0
0,0 0.5 1.0 1,5 2,0 2.5 3.0
k (1/cm)

Figura 20: Relacdo de dispersdo tedrica (curva azul) e dados experimentais (em vermelho) para a nova verséo
da estrutura de ondas lentas (EOL). A figura também mostra uma comparagdo com 0s pontos experimentais (em
verde) obtidos para a versdo anterior do TWT.

Fonte: Referéncia [72].
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(a) Velocidade de fase
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(b) Velocidade de Grupo
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Figura 21: Velocidades de a) fase e de b) grupo em funcdo da frequéncia da onda que se propaga no TWT.

Fonte: Referéncia [72].



