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Resumo

Os principais resultados originais relatados ao longo desse texto provém de observagoes
em experimentos numéricos, entretanto, na maioria dos casos, os resultados sao fundamen-
tados com instrumentos teéricos ou com modelos heuristicos. Inicialmente, introduzimos,
nas equacoes que descrevem osciladores cadticos, uma pequena perturbagao periddica a
fim de observar no espaco de parametros a porcao de parametros cujo comportamento
caotico é extinto. Assim, constatamos que o conjunto de parametros correspondentes as
orbitas cadticas extintas correspondem a replicas de janelas periddicas complexas previa-
mente existentes no sistema nao-perturbado. Posteriormente, utilizando as propriedades
de torsao do espaco de estados dos osciladores cadticos, visualizamos transicoes existen-
tes no interior das janelas periédicas complexas. Quando consideramos sequéncias dessas
janelas sob a dtica da torsao do espaco de estados, observamos a existéncia de regras
que relacionam janelas consecutivas ao longo dessa sequéncia. Adicionalmente, no espago
de parametros de osciladores cadticos e sistemas dinamicos adicionais, fizemos uma es-
timativa da dimensao da fronteira entre o conjunto de parametros que leva as solugoes
periddicas e o conjunto que leva aos atratores cadticos. Para os sistemas investigados, os
valores obtidos para essa dimensao estao no mesmo intervalo de confianca, indicando que

essa dimensao é universal.






Abstract

The main results reported along this text come from observations in numerical experi-
ments, however, in most cases, results are explained by theoretical instruments or heuristic
models. Initially we introduced in the equations that describe chaotic oscillators, a small
periodic perturbation to observe, in the parameter space, the portion of parameters whose
chaotic behavior is extinguished. Thus, we find that the set of parameters corresponding
to the extinct chaotic orbits correspond to replicas of previously complex periodic win-
dows existing in the unperturbed system. Subsequently, using the torsion properties of
state spaces of chaotic oscillators, we visualize transitions within the complex periodic
windows. When we consider sequences of these windows from the perspective of torsion
properties of the state space, we observe the existence of rules that relate consecutive win-
dows along these sequences. Additionally, in the parameter space of chaotic oscillators
and additional dynamical systems, we estimate the dimension of the boundary between
the set of parameters that leads to periodic solutions and the set that leads to chaotic
attractors. For the systems considered here, the values for this dimension are in the same

confidence interval, indicating that this dimension is universal.
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Capitulo 1

Introducao

Durante os séculos 18 e 19, com o advento da mecanica Newtoniana, o determinismo
cresceu no campo das ciéncias exatas e foi estritamente relacionado com a idéia de previ-
sibilidade. Em 1814, o matematico Francés P. S. de Laplace em uma citacao, conhecida
como o manifesto do determinismo cientifico, declara que uma inteligéncia ideal que co-
nheca as leis de evolugao do universo e suas condicoes iniciais, seria capaz de predizer seu
estado dinamico em qualquer instante de tempo [1]. Entretanto, no comego do século 20,
surgiram objecoes quanto a capacidade de previsibilidade do determinismo. H. Poincaré
constatou a existéncia de incertezas instrinsecas na definicao das condigoes iniciais e que
essas incertezas podem ser rapidamente amplificadas pelas leis deterministicas do proprio
sistema, implicando em imprevisibilidade na defini¢ao do seu estado dinamico final [2].
Posteriormente, em 1963, E. N. Lorenz confirmou através de simulagdes computacionais
que as solugoes de um sistema de equacoes nao-lineares de fato exibem sensibilidade as
pequenas variagoes nas condicoes iniciais. Nesse caso, Lorenz constatou que as solugoes
sao irregulares, conferindo um caracter imprevisivel ao comportamento do sistema [3].
Desde entao, a obtengao de comportamento irregular e imprevisivel a partir de processos
deterministicos, i.e., sem a introducao de ruido de qualquer natureza, ampliou-se na fisica
e matematica.

As descobertas de Poincaré e Lorenz se inserem em um novo campo de investigacao
cientifica, em que os processos deterministicos sao tratados como sistemas dinamicos.

Um sistema dinamico é conceitualmente definido pela existéncia de um espago composto

11



12 Introducgao

por todos estados disponiveis ao sistema, além de uma regra de evolucao temporal para
esses estados. Adicionalmente, sistemas dinamicos possuem caracteristicas intrinsecas que
sao usualmente consideradas nas regras de evolucao através de constantes denominadas
parametros. Assim, a solucdo de um sistema dinamico consiste em conhecer seu estado
a cada instante de tempo para um dado conjunto de parametros. Com essa evolucao
natural dos conceitos, as solucoes irregulares e imprevisiveis provenientes da sensibilidade
as pequenas variacgoes nas condigoes iniciais foi associada a formagao, no espago de estados,
de um comportamento assintético denominado atrator cadtico ou estranho [4, 5]. Em
contraste, as solugoes regulares onde a evolugao temporal promove a repeticao sistematica

e assintética de estados foram denominadas orbitas periddicas.

Um mesmo sistema dinamico pode apresentar diferentes tipos de comportamento assin-
tético, incluindo orbitas periddicas e atratores cadticos, dependendo do valores atribuidos
aos seus parametros de controle. Para sistemas dinamicos com dependéncia em mais de
um parametro de controle, o conjunto de parametros correspondente ao comportamento
periddico e cadtico pode ser respectivamente representado em diagramas bidimensionais.
Entretanto, inicialmente, a distin¢ao e a delimitagao dos parametros que fornecem com-
portamento cadtico ou periddico era realizada com auxilio de curvas de bifurcacgao, i.e., a

regiao de transicao entre esses comportamentos.

Em 1982, S. Fraser et al. analisaram uma regiao no espaco de parametros de um
sistema dindmico continuo (fluxo) descrito pelas equagoes de Rossler. Eles comunicaram
a existéncia de uma area continua de parametros correspondente a uma orbita periddica
estavél de periodo trés [6]. Eles verificaram que essa drea estd conectada, por um dos
lados, a uma cascata de bifurcacoes dobramento de periodo levando a formagcao de érbitas
subharmonicas, dando origem a uma estrutura periédica complexa, que chamaremos de
janela periodica complera. Nesse mesmo lado, a janela periddica complexa culmina em
caos via bifurcacoes dobramento de periodo. No lado oposto, eles verificaram a existéncia
de uma regiao de parametros correspondente a caos intermitente repentinamente inter-
rompido por uma bifurcacao do tipo sela-nd, i.e, criacao de duas érbitas peridédicas com
estabilidade contrarias, delimitando o surgimento da érbita de periodo trés. A fim de

simplicar a andlise dessa regiao, Fraser et al. utilizaram uma secao de Poincaré do fluxo
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investigado para associar a dinamica de estados descrita pelas trés equacoes diferenciais
do sistema de Rossler a um sistema dinamico discreto (mapa) unidimensional a dois pa-
rametros descrito por uma equacao cubica. Esse mapa associado possui caracteristicas
topoldgicas similares ao do sistema original e apresenta uma regiao continua de parame-
tros correspondente a uma ébita periddica de periodo trés similar a observada no fluxo.
O interior da estrutura periédica complexa existente no espago de parametros do mapa
associado foi rigorosamente analisado; verificou-se tratar de uma estrutura formada por
parametros que correspondem a fenomenos complexos do ponto de vista dinamico. Por
exemplo, além da existéncia das curvas de bifurcacao dobramento de periodo e sela-no,
no interior dessas regioes de estabilidade foram identificadas curvas de parametros cor-
respondentes as érbitas super-estaveis (convergéncia instantanea para a érbita periddica).
Também foram exploradas as consequéncias de um ponto cispide (cusp) no interior da
regiao de estabilidade; esse ponto é definido como o local de onde duas curvas de bifurca-
¢ao sela-né emergem, definindo nesse ponto uma bifurcacdo cispide (cusp). Esse cendrio
favorece a ocorréncia de bi-estabilidade e histerese [6]. Todas as conclusoes tiradas para a
estrutura periédica complexa do espaco de parametros do mapa cubico foram estendidas

a regiao correspondente no fluxo de Rossler [6].

Assim, o trabalho de Fraser et al., com auxilio de curvas de bifurcacoes, definiram as
janelas periddicas complexas no espaco de parametros de fluxos e mapas. Entretanto, em
1993, as janelas periddicas complexas foram redescobertas por J. A. C. Gallas de um ponto
de vista diferente. Ao invés de curvas de bifurcacao, J. A. C. Gallas utilizou um método de
diagnéstico para qualificar quanto a caos ou periodicidade cada parametro em uma grade
bidimensional formada pelos dois parametros de controle do mapa de Hénon [7]. Essa
técnica parametro-a-parametro forneceu subsidios para uma analise global do espaco de
parametros, possibilitando a investigagao coletiva de varias janelas periddicas complexas e
como elas estao relacionadas entre si. No espaco de parametros do mapa de Hénon, J. A. C.
Gallas confirmou a existéncia de bifurcacoes dobramento de periodo conectadas ao corpo
principal da janela periédica e argumentou que as érbitas subharmonicas provenientes
dessas bifurcacoes formam novas janelas periddicas complexas, que por sua vez sofrem

o mesmo processo, gerando uma infinidade de novas janelas conectadas [7]. J. A. C.
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Gallas também mostrou, para o mesmo sistema, que os conjuntos de janelas periodicas
complexas sao organizados de maneira regular, janelas com o mesmo periodo fundamental
aparecem alinhadas ao longo de uma reta orientada em uma diregao particular [7]. Desde
entao muitos trabalhos foram realizados explorando o espago de parametros de sistemas

dindmicos discretos (mapas) [8-25].

Em 2005, C. Bonatto et al. confirmaram a existéncia de janelas periédicas complexas
no espago de parametros de um sistema dinamico continuo, um sistema de equacoes dife-
renciais que descreve um laser tipo COs com perdas moduladas [26]. Individualmente, as
janelas periddicas numericamente observadas nesse trabalho possuem as mesmas propri-
edades definidas no fluxo de Rossler no trabalho de Fraser et al. Entretanto, utilizando
a técnica de diagndstico parametro-a-parametro, C. Bonatto et al. observaram que as
caracteristicas coletivas de janelas periédicas complexas sao similares as observadas no es-
paco de parametros do mapa de Hénon discutidas no paragrafo anterior. Nesse trabalho,
adicionalmente, os autores argumentam que a distribuicao das janelas peridédicas comple-
xas é auto-similar, i.e., possuem o mesmo aspecto em diferentes escalas de observacao,
essa propriedade sera explorada adiante nessa tese. A partir destes resultados, muitos

trabalhos foram dedicados ao espago de parametros de fluxos [27-49].

Em 2007, a mesma colaboracao, C. Bonatto et al., investigaram a distribuicao de
janelas periédicas complexas no espago de parametros de um laser semicondutor [27].
Nesse trabalho regioes do espago de parametros apresentam janelas periddicas complexas
alinhadas em sequéncias hierarquicas de crescimento do periodo da orbita periédica cor-
respondente. Nessas sequéncias, janelas periddicas estao separadas por comportamento
caotico, o periodo da érbita principal dentro da janela é adicionado sempre por uma cons-
tante em janelas subsequentes ao longo da sequéncia [27]. A medida que o periodo da
orbita principal aumenta ao longo da sequéncia, as janelas ficam com extensoes continuas
menores, a sequéncia acumula em uma regiao periédica do espago de parametros cujo pe-
riodo coincide com a quantia acrescentada em cada janela ao longo da sequéncia [27]. Em
2008, as sequéncias de janelas periddicas complexas foram observadas em uma variedade

de sistemas dinamicos [29].

Com a diversidade de sistemas dinamicos apresentando janelas periddicas complexas
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com mesma forma e padrao similar de distribuicao, esforcos comecaram a ser empreendi-
dos na tentativa de observar essas janelas diretamente a partir de experimentos. Assim,
em 2008, D. M. Maranhao et al. obtiveram séries temporais a partir de um aparato expe-
rimental do circuito de Chua para diferentes valores de duas resisténcias no circuito. Com
auxilio de um método para reconstruir o atrator, eles obtiveram as érbitas periddicas que
compoem uma janela periddica complexa [50]. Em 2010, E. R. Viana et al. utilizaram
uma fonte de voltagem variavel e variaram a resisténcia em um aparato experimental do
circuito de Chua, obtendo um espago de parametros experimental [51]. Nessa realizagao
¢ possivel observar diversas regioes de parametros que correspondem as janelas periddi-
cas complexas, e ainda, no espaco de parametros experimental fica clara a ocorréncia de
sequéncias dessas areas periddicas [51]. Mais tarde em 2010, R. Stoop et al. obtiveram
experimentalmente o espaco de parametros de duas variantes do circuito eletronico de-
nominado Nishio-Inaba [52]. Nesse espaco as regioes de parametros correspondentes a
periodicidade apresentam forma e padrao de organizacao de acordo com as previsoes ted-
ricas da teoria de bifurcagoes [6, 53] e de acordo com as simulagdes em sistemas dinamicos

continuos [31].

Com isso, nos tempos atuais contamos com uma ampla literatura, e esforgos continuam
sendo investidos para maior compreensao do surgimento, da existéncia e da organizacao
das janelas periddicas complexas existentes no espaco de parametros de sistemas dinamicos
continuos e discretos. Essa tese contribui para essa literatura com trés aspectos fenome-
nolégicos originais: A replicacao das janelas periddicas complexas quando as equagoes
do sistema dinamico investigado sao submetidas a uma pequena perturbacao periddica.
A utilizacao de propriedades de convergéncia de érbitas periddicas para revelar uma es-
trutura interna as janelas periddicas complexas e uma nova regra que relaciona janelas
adjacentes de uma sequéncia com seu ponto de acimulo. A associagao de uma dimensao
fractal as regices do espaco de parametros com ocorréncia de janelas periédicas complexas
com distribuigao observada como sendo auto-similar. Essas investigagoes foram realizadas
em experimentos numéricos de equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares que conside-
ram perdas e ganhos energéticos através de mecanismo de dissipacao e forcamento. Essa

classe de equacgoes diferenciais usualmente descreve osciladores nao-lineares dissipativos
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forcados, que chamaremos de osciladores cadticos. Escolhemos essa classe de sistemas
dinamicos especialmente pela possibilidade de implementacao experimental e verificacao
dos principais fenomenos aqui observados, além da existéncia de uma ampla literatura de

apoio a esses sistemas [54-56].

No Capitulo 2, apresentamos uma introducao a classe de sistemas utilizado ao longo
desta tese, bem como, as principais ferramentas necesséarias para a descricao dos nossos re-
sultados. Inicialmente, introduzimos os sistemas dinamicos de um modo geral, bem como
o conceito de periodo, estado periddico, estado cadtico ou irregular, o conceito de atracao
e o atrator estranho. Em seguida, introduzimos a equagao geral dos osciladores caoticos,
os parametros e as variaveis dessas equagoes. Passamos entao a descricao detalhada das
principais técnicas de andlise e diagnéstico aplicada aos osciladores cadticos: planos de
fase, se¢oes de Poincaré, diagramas de bifurcacgoes, expoentes de Lyapunov, nimeros de
rotagao e espaco de parametros. Com isso, ficamos habilitados a descrigao dos fenomenos

no espaco de estados e de parametros que serao discutidos nos capitulos seguintes.

No Capitulo 3, baseados no historico da aplicabilidade de pequenas perturbacoes pe-
riddicas para a supressao de caos em osciladores nao-lineares [57, 58|, analisamos o espago
de parametros desses sistemas quando submetidos a esse tipo de perturbacao. Variando
a amplitude da perturbacao, observamos que conjuntos de parametros sofrem transigoes
entre os comportamentos cadticos e periddicos. Especificamente, observamos que, sob a
perturbacao, as janelas periddicas complexas sofrem replicacoes. A medida que a ampli-
tude da perturbacao é aumentada, a janela original e sua réplica afastam-se no espaco,
gerando a transicao entre comportamentos. Mostramos também que as orbitas periddi-
cas existentes dentro das janelas periddicas replicadas sao similares as érbitas existentes
dentro da janela original. Esse resultado possui consequéncias relevantes para a supressao
da dinamica cadtica, uma vez que fica estabelecido que a supressao de caos por peque-
nas perturbagoes periédicas ocorre para conjuntos de parametros dada uma amplitude de

perturbagao, conferindo robustez a periodicidade obtida por pequenas perturbacoes.

No Capitulo 4, como alternativa ao periodo de oscilacao das dérbitas periddicas, uti-
lizamos, como diagndstico para confeccionar o espaco de parametros, a torsao que essas

orbitas provocam em sua vizinhanca no espaco de estados. Essa estratégia nos proporcio-
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nou a visualiacao de transicoes existentes no interior das janelas periddicas complexas, de
acordo com as regras de convergéncia para pontos fixos de um mapa associado. Quando
consideramos sequéncias de janelas periddicas complexas sob a ética da torsao do espaco
de estados, observamos a existéncia de regras de formagao para a torsao que relacionam
janelas periodicas consecutivas ao longo da sequéncia com o ponto onde a sequéncia cul-
mina. Com isso, obtivemos uma regra para o adicionamento da torsao. Esse resultado
é relevante por relacionar as janelas peridédicas complexas que pertencem a uma mesma
sequéncia com a regiao de acimulo de sua respectiva sequéncia.

No Capitulo 5, discutimos a sensibilidade exibida por sistemas dindmicos a variagoes
em seus parametros de controle. Pequenas flutuagoes ou erros na sintonizacao desses
parametros podem levar a comportamentos dinamicos distintos. Consequentemente, sur-
gem dificuldades no ajuste de parametros para obtencao do comportamento desejado. O
exemplo mais dramatico é a limitacao na predicao do ajuste de parametros que levam ao
comportamentos cadtico ou ao peridédico. Neste capitulo, com auxilio de uma ferramenta
denominada expoente de incerteza [59], quantificamos a incerteza de ajuste entre os para-
metros que levam a periodicidade ou ao caos. O expoente de incerteza é relacionado com
a dimensao da fronteira do conjunto para o qual foi calculado, fornecendo uma estimativa
para a dimensao dessa fronteira. Com isso, mostramos que a dimensao da fronteira entre
o conjunto de parametros que levam ao comportamento periddico e o conjunto de para-
metros que levam ao caos é fractal. Verificamos que a dimensao dessa fronteira é universal
para os sistemas dinamicos investigados nesta tese. Adicionalmente, construimos um mo-
delo heuristico para explicar essa universalidade baseado no decrescimento da largura das
janelas peridédicas complexas ao longo de sequéncias.

No Capitulo 6, apresentamos as conclusoes e as consideragoes finais.
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Capitulo 2

Osciladores Caoticos e Técnicas de

Analise

A existéncia de estados irregulares que dependem sensivelmente de pequenas variagoes
nas condigoes iniciais foi confirmada em osciladores nao-lineares em diversos trabalhos na
década de 1970. O comportamento assintético desses estados é um conjunto atrator com
estrutura extremamente complexa. A dinamica associada com esses conjuntos atratores
¢ denominada cadtica. Dai a denominacao osciladores cadticos. Nesse capitulo, além
de apresentar as equacgoes basicas dos osciladores cadticos, apresentamos as principais
técnicas de deteccao da dinamica cadtica, tais como: planos de fase, secoes de Poincaré,
diagramas de bifurcacao, expoentes de Lyapunov e espago de parametros. Adicionalmente,
apresentamos os nimeros de rotacao e de torsao, que sao medidas da torsao do fluxo local

em torno de estados perioddicos.

2.1 Introducao

Como cenario para nossas investigacoes no espaco de parametros, escolhemos uma
classe de sistema dinamicos a tempo continuo que sao representados por um sistema de
trés equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Devido aos mecanismos de ganho
e dissipagao de energia considerados nessas equacoes, os sistemas por elas descrito recebe

o nome de osciladores nao-lineares amortecidos for¢gados, que chamaramos de osciladores

19
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cadticos.

Sao exemplos desses osciladores, o movimento de uma haste metalica imersa em um
campo magnético e o comportamento dinamico de um circuito eletronico contendo uma
indutancia nao-linear, ambos sao descritos por uma equacao nao-linear denominada equa-
¢ao de Duffing. Diversas realizagoes tedricas, experimentais e numéricas foram propostas
para essa classe de sistemas dinamicos. Inicialmente, em 1945, M. L. Cartwright e J. E.
Littlewood encontraram evidéncias tedricas da ocorréncia de comportamento irregular,
isto é, a existéncia de atratores estranhos na dinamica desses osciladores [54]. Ja em
1978, Y. Ueda verificou em experimentos numéricos a ocorréncia da dinamica irregular.
O aspecto aleatério da solugao obtida levou Ueda a batizar o fendmeno observado de
turbuléncia em circuitos eletronicos [55]. Finalmente, em 1980 F. C. Moon confirmou

experimentalmente a ocorréncia da dinamica irregular nos osciladores nao-lineares [56], ja

conhecida como dinamica cadtica [5].

Subsequentemente a confirmacao da existéncia dos estados cadticos em osciladores nao-
lineares, estudaram-se as rotas para esse comportamento a partir de um estado periédico.
Em 1982, para um circuito eletronico contendo componentes nao-lineares, J. Testa et al.,
variando parametros de controle, verificaram o surgimento da dinamica cadtica através do
dobramento consecutivo do perfodo de uma 6rbita periédica [60]. Adicionalmente, em in-
tervalos de parametros correspondentes a comportamento cadtico, verificaram a existéncia
de subintervalos de parametros correspondentes a estados periédicos, denominados janelas
periddicas [60]. As janelas periédicas frequentemente aparecem alinhadas em extensoes de
parametros, formando estruturas denominados sequéncias de janelas periédicas. Muitos
esforcos foram concentrados na tentativa de estabelecer conexoes entre as janelas perié-
dicas de uma sequéncia. Em 1985, em um circuito contendo uma jungao p-n, J. M. Perez
observou a adicao de incrementos constantes no periodo de estados peridédicos de janelas
periddicas pertencentes a determinada sequéncia [61]. Esse fenomeno é conhecido como
adicionamento de periodo e foi experimentalmente observado em muitos outros sistemas
[62-67].

Muitas técnicas de andlise foram aplicadas aos osciladores cadticos. Comegamos com

os expoentes de Lyapunov. Para sistemas dinamicos em geral, dada a evolucao tempo-
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ral de um sistema dinamico, os expoentes de Lyapunov medem a taxa de separagao ou
aproximacao média de condigoes iniciais vizinhas no espaco de estados. Como a dinamica
cadtica tem como caracteristica basica a separagao exponencial de condigoes iniciais, o
expoente associado com esse comportamento é positivo, enquanto a dinamica periddica
é associada com expoentes de Lyapunov negativos. A obtencao numérica do espectro de
Lyapunov para sistemas dinamicos nao-lineares foi introduzida em 1984 por Wolf et al. O
algoritmo introduzido por eles fornece esse diagnodstico a partir das equacgoes diferenciais

que descrevem um sistema dinamico continuo em questao [68].

Os expoentes de Lyapunov foram calculados para conjuntos de parametros de controle
igualmente distribuidos em grades bidimensionais. O diagrama obtido com esse procedi-
mento foi denominado de espaco de parametros. Conforme introduzimos neste capitulo,
no espaco de parametros, os parametros correspondentes ao comportamento peridédico
aparecem agrupados em areas continuas denominadas janelas peridédicas complexas. Es-
sas janelas periédicas possuem um corpo central denominado esqueleto (skeleton) formado
pela jungao de duas parabolas com as extremidades estendidas em quatro diregoes do es-
paco de parametros. O corpo central dessa janela é envolvido por curvas de bifurcacao que
separam a janela periddica do mar cadtico externo [6, 7]. As janelas peridédicas complexas

também foram observadas no espaco de parametros de osciladores caéticos [30, 69, 70]

Adicionalmente neste capitulo, ressaltamos que para osciladores cadticos, além do pe-
riodo de oscilagao dos estados peridédicos, outras propriedades sao mensuraveis no espaco
de estados. Introduzimos duas propriedades que descrevem a torsao do fluxo local em
torno de orbitas periédicas. Em 1985, U. Parlitz e W. Lauterborn propuseram a existén-
cia do numero de rotacdo para quantificar a torsao provocada por um estado peridédico
em sua vizinhanca no espaco de estados, a cada periodo do forcamento do oscilador. Adi-
cionalmente, o numero de torsao quantifica a torsao no espaco de estados devido a cada
periodo da érbita periédica [71]. Com isso, usando as propriedades de torsao no espago de
estados como diagnéstico para conjuntos de parametros, novas interpretacoes a respeito

de janelas peridédicas complexas e suas sequéncias sao aqui relatadas.
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2.2 Sistemas Dinamicos

A solugao de um sistema dinamico dissipativo de dimensao n consiste em conhecer,
assintoticamente, o estado definido por x(t) = F(x(0),t), sendo F um operador evolugao
temporal definido no espago R", denominado espaco de estados. Assim, a solu¢ao no
instante ¢ é obtida pelo operador evolu¢ao F aplicado sobre a condigao inicial x(0). A

evolugao temporal do estado é explicitada pelas n equagoes diferenciais de primeira ordem:

dx
d_t1 = fi(z1, 22, ...xn, 1),
dx
d_t2 = fa(a1, @2, .., 1),
(2.1)
dx,
ar Ju(@1, 22, .0, 1),

onde f;: R" x Ry — R é o campo de velocidades. Admitindo que F(x(0),t) é a tnica
solugdo da Eq. (2.1), destacam-se diferentes tipos de solugoes assintéticas. Por exemplo,
no caso de f,(z7,z5,...,x%,t) = 0 o estado x*(t) é uma solugao estaciondria denominada
estado de equilibrio. Diferentemente, se existir um 7' > 0 tal que F(x(0),t +7T) =
F(x(0),t) para todo intervalo de tempo t, entao a solu¢ao F(x(0),t) é chamada de drbita
periodica e T é o periodo da orbita periddica. Por outro lado, a nao existéncia de um
periodo T definido, fundamenta a existéncia de drbitas irrequlares e consequentemente a

existéncia, no espaco de estados, de atratores que apresentam sensibilidade as condigoes

iniciais chamados de atratores estranhos.

2.3 Osciladores Nao-Lineares Amortecidos e Forca-
dos

As oscilagoes amortecidas e forcadas aparecem em diferentes campos de estudo da
fisica, por exemplo, em sistemas mecanicos, elétricos e quanticos [72, 73]. Esse tipo de
oscilacao é descrita por uma classe de equagoes diferenciais do tipo:

d*x N de  dV(z)
dt? dt dx

= h(t), (2.2)
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k é o parametro responsavel pelo amortecimento, V(x) é a forma do potencial gerador da
forca restauradora da oscilacao e h(t) ¢ o forcamento do oscilador com h(t) = h(t+7T). A
Eq. (2.2) é de segunda ordem e ndo-auténoma e para o tratamento numérico, essa equagao

pode ser escrita como um sistema de trés equacgoes autonomas de primeira ordem:

d[[‘l -

dt - 29

dzs dV(ZEl)

— = —k h(T 2.3
dt $2+ dxl + ( SC3), ( )
dry 1

d T

onde a equacao de segunda ordem foi convertida em duas de primeira ordem, a equagao
adicional consiste na conversao do tempo, t, em uma dimensao extra, x3. Esse procedi-
mento elimina a dependéncia explicita das equagoes com o tempo. Portanto, os osciladores
nao-lineares sao descrito por trés equacoes diferenciais ordinarias, configurando um espaco
de estados tridimensional.

A Eq. (2.2) é geral para os osciladores, essa equagao pode ser alimentada com diferentes
potenciais geradores V' (z), e com diferentes tipos de forcamento h(t). Entretanto, nesta
tese, restringimos nossas andlises a forcamentos periédicos do tipo h(t) = Acos(wt) e a
dois potenciais geradores bem conhecidos na literatura. O primeiro é o potencial que

resulta em oscilagoes descritas pela equacao de Duffing:

d? d
d_tf + dd—f —az + bx® = Acos(wt), (2.4)

onde d é o parametro que controla a dissipacao, a e b sao parametros provenientes do
potencial e controlam sua forma, enquanto, A e w sdo parametros que controlam o forga-
mento externo.

Adicionalmente, utilizamos um potencial proveniente da atracao molecular cujo a os-

cilacao correspondente ¢é descrita pela Equacao de Morse:

2
C;Tf + dili—f + 8¢ (1 —e*) = Acos(wt). (2.5)

onde o parametro d descreve a dissipacao de energia, A e w sao responsaveis pelo forga-

mento externo.
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Embora utilizemos apenas dois osciladores em nossas andlises, nao existe razao para
que os resultados obtidos nesta tese nao sejam confirmados para demais potenciais pas-
siveis de implementagao na Eq. (2.2). Conforme estudo realizado na Ref. [74] para
varios potenciais, a investigagao de curvas de bifurcagao no espago de parametros desses

osciladores apresentou similaridades.

Os osciladores nao-lineares amortecidos e forcados foram amplamente investigados na
literatura. Por exemplo, assintoticamente no espaco de estados, foi observada a ocorrén-
cia de estados de equilibrio, érbitas periddicas e atratores estranhos [75, 76]. Variando
individualmente cada parametro de controle do sistema foram observados diferentes tipos
de bifurcagoes, intermiténcias e rotas para o caos [77-79]. Adicionalmente, no espago
bidimensional de parametros foi observada a ocorréncia de janelas periddicas complexas,
isto é, estruturas com um corpo central denominado esqueleto (skeleton) [80] formado pela
juncao de duas parabolas com as extremidades estendidas em quatro direcoes do espaco
de parametros. O corpo central é envolvido por curvas de bifurcagao sela-né e dobra-
mento de periodo. Assim, diversas técnicas de analise foram desenvolvidas e aplicadas
aos osciladores nao lineares amortecidos e forgados. Na secao seguinte fornecemos uma
visao geral das técnicas de analise incluindo o nimero de rotagao generalizado, introdu-
zido inicialmente em 1985 por U. Parlitz e W. Lauterborn, porém pouco utilizado desde

entao.

2.4 Técnicas de Analise

2.4.1 Analise no Plano

Os osciladores descritos pela Eq. (2.2) geram um fluxo tridimensional no espaco R? x
S, onde é S' é o espago w-ciclico, isto é, S : (t) — (t + m). Porém, a dinamica do
oscilador pode ser visualizada em R? através de projegoes (planos de estados) e de segoes

transversais a orbita tridimensional (se¢oes de Poincaré).

Para ilustrar a confeccao de planos de estados e secoes de Poincaré, utilizamos a Eq.



Técnicas de Analise 25

(2.5) com a amplitude do forgamento periédico fixa em A = 2,5, assim obtemos:

d? d
d_tf + dd_? + 8¢ (1 —e ™) = 2,5 cos(wt). (2.6)

Através da variacao dos parametros d e w ajustamos esse oscilador para oscilar periddica
ou caoticamente.

A Equagao 2.6 nao ¢ integravel. Para examinarmos suas solugoes é necessario o em-
prego de técnicas numéricas. Nesta tese utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta
ordem com passo fixo em h = 0, 005.

Na Figura 2.1 mostramos um plano de estados com a solugao do oscilador descrito
pela Eq. (2.6). Este plano é obtido graficando a velocidade fl—f em funcao da posicao
x para cada instante de tempo ¢. Na Figura 2.1(a), para os parametros de controle e
as condigoes iniciais inseridas na Eq. (2.6), descontando um tempo inicial transiente na
integracao numérica, a trajetoria tende a um estado final periédico. Por outro lado, na

Fig. 2.1(b), os parametros de controle e as condigoes iniciais utilizadas levam a uma

trajetoria com estado final cadtico.

3,00 , : 3,00
1,60 r /,x’/ /,,/H\\ \\ 1,60
[0 118020
E l\ \\ ‘\ \\T,\/’J/ // ///fw/ y /// E
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Figura 2.1: Plano de fase do oscilador de Morse. (a) Orbita periédica com parametros d = 0,7 e w = 1,04

(b) Orbita cadtica com pardmetros d = 0,7 e w = 1,0.

Na Figura 2.2 mostramos uma segao de Poincaré estroboscopica da Eq. (2.6), onde

a velocidade % e a posicao = sao coletadas no fluxo quando o tempo é um multiplo

inteiro do periodo de forcamento T' = 27 /w. Na Figura 2.2(a), a segao estrosboscépica é

obtida a partir de um estado periédico, cuja trajetoria é obtida descontando-se um tempo
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transiente inicial. Na Figura 2.2(b), a secao estrosboscépica é obtida, também apds um

tempo transiente, a partir de um estado cadtico.
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Figura 2.2: Sec3o de Poincaré estroboscépica do oscilador de Morse. (a) Orbita periédica com pardmetros

d=0,7ew=1,04 (b) Orbita cadtica com pardmetros d = 0,7 e w = 1,0.

2.4.2 Diagramas de Bifurcagao

O comportamento de trajetorias no espaco de estados estd sujeito as perturbagoes nos
parametros de controle do sistema. Sob tais variacoes, a trajetoria em retratos de fa-
ses pode permanecer topologicamente equivalente ou pode ser topologicamente alterada.
Nesse caso, a aparicao de retratos de fases topologicamente nao equivalentes configura
uma bifurcagao. Em geral, sistemas dinamicos podem possuir um niimero indeterminado
de parametros de controle, entretanto, bifurcacoes podem ocorrer sob a variacao de apenas
um deles. O nimero de parametros de controle a serem variados para que uma bifurcacao
ocorra é chamado de codimensao de uma bifurcagao. Neste trabalho discutiremos apenas
bifurcagoes de codimensao 1. Para bifurcagoes de codimensao 1, a andlise é frequen-
temente realizada em diagramas em que os respectivos retratos de fases do parametro
variado sao estratificados em um intervalo fechado desses parametros, esses diagramas
sao denominados diagramas de bifurcacao.

Em sistemas dinamicos nao-lineares de tempo continuo, os diagramas de bifurcacao sao
obtidos mapeando-se as variaveis de estado em mapas de Poincaré. Assim, a coordenada

escolhida é graficada para um conjunto de parametros de controle igualmente espacados.
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No diagrama de bifurcacoes observam-se intervalos de parametros correspondentes a di-
namica irregular interrompida por intervalos de parametros correspondentes a dinamica

regular, chamadas janelas periddicas. A Figura 2.3 mostra um diagrama de bifurcagao

da velocidade Cfl—f em funcao da amplitude do forcamento A. Nessa figura ilustramos a

ocorréncia de uma janela periodica delimitada por regioes de parametros correspondentes

ao comportamento caotico.

dx/dt

"10.86 10.89 10.92 10.95
A

Figura 2.3: Diagrama de bifurcacio da velocidade (‘é—f) em funcdo da amplitude do forcamento A, os demais

pardmetros da Eq. (2.4) s3o fixados em a = 0,0, b=1,0, ¢ = 0,26 e w = 1,0.

As janelas periddicas sao, geralmente, delimitadas por bifurcagoes tipo sela-né e do-
bramento de periodo, conforme Figura 2.3. As bifurcacoes tipo sela-né correspondem ao
mecanismo no qual um de par de pontos de equilibrio com estabilidade contraria é criado
ou destruido. Na Figura 2.3, no sentido de aumento do parametro A, a janela periddica
surge a partir de uma bifurcacao sela-né. Por outro lado, a bifurcacao dobramento de
periodo é o mecanismo no qual o periodo de estados periédicos é dobrado quando um
parametro de controle atinge um valor critico. Na Figura 2.3, uma vez dentro da janela
periodica, o comportamento cadtico a direita é oriundo de uma rota de dobramento de
periodos.

Conforme verificamos nas Figuras 2.1, 2.2 e 2.3, planos de fases, secoes de Poincaré e
diagramas de bifurcacao fornecem uma disting¢ao visual entre o comportamento regular e

o irregular, entretanto, esse diagnéstico é mais precisamente definido pelos expoentes de
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Lyapunov, discutidos a seguir.

2.4.3 Expoentes de Lyapunov

A principal propriedade dos sistemas dinamicos cadticos € a sensibilidade as pequenas
variagoes nas condigoes iniciais. Um sistema dinamico representado por um operador
evolucao F, que atua no espaco R™, apresenta sensibilidade as condicoes iniciais se sua

evolucdo temporal satisfaz a seguinte defini¢ao [81]:

Defini¢ao 2.4.1 Dado € > 0, tal que, para qualquer condi¢ao inicial x(0) e para qualquer

nidmero 6 > 0, existe pelo menos uma condigdo inicial X'(0) com ||x'(0) — x(0)|| < ¢, tal

que ||[FW(2/(0)) — F®(2(0))]] > e.

Entao, a sensibilidade as condigoes iniciais expressa o fato que um sistema dinamico
caotico apresenta divergéncia de trajetéria vizinhas em pelo menos uma das diregoes do
espaco de estados. Essa é uma caracteristica marcante da dinamica cadtica, sendo avaliada
através do calculo dos expoentes de Lyapunov. Com isso, esses expoentes de Lyapunov
quantificam a divergéncia exponencial média da distancia entre condigoes inciais.

Assim, no espaco de estados, o estado x(¢) de um sistema dinadmico representado pelo
operador evolucao F, que atua no espaco R", possui n nimeros de Lyapunov, que medem
a taxa média de separagao de condicoes iniciais tomadas na vizinhanca do estado inicial
x(0). Assim, uma hiper-esfera infinitesimal preenchida com condi¢oes iniciais centrada no
estado inicial x(0) pertencente a solugao x(t), apds a evolugao temporal dada por F, terd
seu volume deformado, tornando-se um hiper-elipséide. A Fig. 2.4 ilustra o caso n = 3,
em que uma esfera transforma-se em um elipsoide.

Supondo uma variagao exponencial na j-ésima dimensao, (j = 1, ....,n), do raio inicial

7;(0) da hiper-esfera, apés um instante ¢ teremos:

entdo a taxa de variacao (nimero de Lyapunov) do raio da hiper-esfera, sera:

7i(t) _
r;(0) ‘

(2.8)
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Figura 2.4: Deformacdo de uma esfera de condi¢des iniciais causada pelo operador evolucdo F. A direcdo
do deslocamento ndo sofre alteragdo, as demais dire¢Ges participam do mecanismo de estica e dobra, ou seja,

contracdo em uma direcdo e expansdo em outra.

Reescrevendo essa relagao teremos:

In|r;(t)/r;(0
A = nr( )t/rj( )}7 (2.9)
onde \; sao os chamados expoentes de Lyapunov.
Sistemas dinamicos dissipativos contraem volume no espago dos estados. Seja V' (t) o

volume do hiper-elipséide, temos:
V(t) o [ ri(t) = V(0)e' =i=%, (2.10)
j=1
assim, a dissipagao V (t) < V(0) implica:
> <o (2.11)
j=1

Entao, em um sistema dinamico dissipativo, notamos que a soma dos expoentes de Lya-
punov, sobre todas as direcoes do espago de estados, é negativa.

O expoente de Lyapunov é nulo na direcao correspondente a trajetoria, ja que dois
pontos nessa direcao, em média, sempre conservam a distancia entre si. Nas diregoes onde
a evolucao temporal estd, em média, aproximando dois pontos inicialmente afastados,
os expoentes de Lyapunov serao sempre negativos. Por outro lado, dada uma direcao

em que dois pontos se afastam, em média, com a evolucao temporal, o expoente de
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Lyapunov correspondente sera positivo, nesse caso a dinamica é denominada cadtica com
a ocorréncia de atratores estranhos. A Tabela 1.1 mostra as diferentes configuracoes de
expoentes Lyapunov para os diversos tipos de atratores existentes em um sistema dinamico

tridimensional.

Atratores Expoentes de Lyapunov

Ponto de Equilibrio AM <0, X<0eN<0

Ciclo Limite )\1 < 0, /\2 <0e )\3 =0

Toro Bidimensional AM<0,X=0eX3=0

Atrator Estranho AM>0,=0e)X<0

Tabela 2.1: Valores assumidos pelos expoentes de Lyapunov em diferentes tipos de figuras atratoras em um

espaco de estados tridimensional.

2.4.4 Calculo Numérico dos Expoentes de Lyapunov

No caso de sistemas dinamicos multidimensionais, a obtencao dos expoentes de Lyapu-
nov apresenta dificuldades praticas. Especialmente na ocorréncia de atratores estranhos,
onde a divergéncia exponencial atrapalha o calculo do afastamento médio de condicoes
iniciais tomadas na sua vizinhanca. Com isso, é necessario a utilizacao de técnicas que
asseguram a existéncia de um valor médio para a separagao (ou aproximagao) das condi-
¢oes iniciais na vizinhanca do atrator do qual desejamos obter o espectro de Lyapunov.
Um algoritmo eficiente foi introduzido por Wolf et al. em 1985, onde a convergéncia das
condigoes iniciais é avaliada através da variagao no comprimento dos eixos principais defi-
nidos por uma linearizagao em torno do atrator em anédlise [68]. Pois, por defini¢ao, eixos
principais definidos pelo sistema linearizado estao sempre infinitesimalmente separados do
atrator.

Inicialmente, para um sistema dinamico de dimensao n, as equagoes nao-lineares que
o descrevem sao, numericamente, integradas a partir de n condigoes iniciais. Depois de
um tempo transiente, resulta a trajetéria-referencial, para a qual obteremos o espectro de
Lyapunov. Adicionalmente, informacoes do espago tangente a essa trajetoria sao obtidas

pela integracao das equacoes linearizadas a partir de condigoes iniciais que definem um
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conjunto ortonormal de n vetores centrados na trajetéria-referencial. Com a evolucao
temporal, a magnitude desses vetores é afetada por mudancas topoldgicas no espago de
estados, registrando as possiveis deformacgoes. Entretanto, os vetores linearizados também
divergem em modulo e alinham-se na dire¢ao de maior rapidez na divergéncia, tornando-se
indistinguiveis. Nesse ponto, a partir do vetor resultante que aponta na direcao de maior
rapidez na divergéncia, um conjunto de vetores ortogonais é reconstruido utilizando-se o
método de Gram-Schmidt, o médulo dos vetores desse conjunto é armazenado para obter
a divergéncia média em todas as diregoes. Entao, o conjunto é renormalizado, o sistema
é evoluido por mais um tempo caracteristico, e esse processo é repetido por ntimero pré-

determinado de vezes para obtencao dos valores médios.

A Figura 2.5 ilustra, graficamente, a implementagao do algoritmo discutido acima para

: oA .- : . 0) . (0) (0
um sistema dinamico tridimensional. O conjunto {vi ), vé ), vé )} representa os vetores or-

tonormais definidos inicialmente, as equagoes nao-lineares e linearizadas sao integradas

por um tempo caracteristico At. Os vetores, inicialmente ortonormais, alinham-se na

. ~ . . . A~ . . ~ 4 .
dire¢do de maior rapidez na divergéncia (nesse caso diregao do vetor vg )), dando ori-

§°'>,v§0'),u§°')} (vetores coloridos na Figura 2.5). Esses vetores sao

entao ortogonalizados a partir da direcao de v§°')

gem ao conjunto {v
, seus médulos (|U§O/)|, |v§0l)|, |v§0,)|) sao
entao armazenados, em seguida esses vetores sao normalizados dando origem a nova base
{v%l), vél),vél)}, o sistema é novamente integrado por um tempo caracteristico At, esse

processo ¢é repetido por j vezes, e a divergéncia média dos médulos desses vetores é ob-

tida.

Na Figura 2.6, mostramos a convergencia dos trés expoentes de Lyapunov obtidos para
o oscilador de Morse descrito pela Eq. (2.5). Na Figura 2.6(a) mostramos a convergéncia
dos expoentes de Lyapunov para uma orbita peridédica, notamos a ocorréncia de dois
expoentes negativos e um expoentes nulo, que correspondente a direcao do movimento no
espago de estados. Por outro lado, na Figura 2.6(b) mostramos a convergéncia para os
parametros ajustados em uma Orbita cadtica, nesse caso, destacamos a ocorréncia de um
expoente positivo referente a direcao do espacgo de estados que afasta condi¢oes iniciais

durante a evolugao temporal do sistema.
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Figura 2.5: Os vetores {v§0)7v£0),v§0)} formam uma base ortonormal, apds um periodo de integracdo At

esses vetores alinham-se na dire¢cdo de maior rapidez na divergéncia indicada pelo conjunto colorido de vetores
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Figura 2.6: Perfil de convergéncia dos trés expoentes de Lyapunov A1, A2, A3 como fun¢do do tempo em

unidades do forcamento T' do oscilador de Morse descrito pela Eq. (2.5). (a) Orbita periédica com pardmetros

de controle fixos em A =25, d =0,771898 e w = 0,593742. (b) Orbita cadtica com pardmetros de controle

fixosem A =25, d=0,777575 e w = 0,593290. A linha vermelha representa o maior expoente A;.
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2.4.5 Numero de Rotacao para Osciladores Forcados

Para sistemas dinamicos conservativos com dois graus de liberdade, dada as constantes
de movimento adequadas, o movimento no espaco de fases é convenientemente represen-
tado em superficies toroidais. Nessas superficies sao definidas duas frequéncias especificas,
a frequéncia poloidal w; na direcao transversal ao torus, e a frequéncia toroidal w, definida
no plano do torus. A razao entre as frequéncias poloidal e toroidal é chamada de nimero
de rotacao,

= —= 2.12
w=2 (212)

onde w fornece um diagndstico do movimento na superficie toroidal. Se w é um nimero
racional, isto é, pode ser escrito por uma razdo w = n/m com n e m inteiros, entao,
a trajetoria contida no toro se fecha apds um numero n de voltas na direcao poloidal e
apés um numero m de voltas na direcao toroidal. Nesse caso, o movimento é chamado
de periédico. Por outro lado, se w é um numero irracional, a trajetéria nao se fecha na
superficie toroidal, nesse caso, para t — 0o a trajetéria cobre toda a superficie do toro, e
o movimento é chamado de quase-periddico [81].

Adicionalmente as superficies toroidais, o conceito de nimero de rotacao pode ser
estendido as solugoes atratoras periddicas caracteristicas de sistemas dinamicos dissipa-
tivos. Isso é realizado relacionando-se o préprio periodo de oscilacao da érbita periddica
atratora, ou periodos intrinsecos do sistema, com o periodo de torsao do fluxo em sua
vizinhanga. Por exemplo, considerando-se a rotacao média de trajetérias vizinhas a uma
determinada orbita periédica, U. Parlitz e W. Lauterborn propuseram uma definicao de
nimero de rotagao generalizado para osciladores nao-lineares [71, 82].

Assim, essa definicao de numero de rotagao é introduzida para a classe de sistemas

dinamicos descritos pela seguinte equacao diferencial,

dPr . dx
Pl +j(z, g) = h(t), (2.13)

onde h(t) = h(t+1T}) é o forcamento periddico do sistema com periodo Ty = 27 /wy. Essa
classe de sistemas dinamicos corresponde aos osciladores cadticos, apenas renomeamos o

periodo do for¢camento como T ao invés T'. Escrevendo a Eq. (2.13) como um conjunto
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de equagoes diferencias de primeira ordem, obtemos,

o _ o,

dr

dx )

d_tQ = —j(z1,22) + W(Tfxs), (2.14)
% = 1/Tf = (,Uf/Qﬂ'.

O sistema dinamico descrito pela Eq. (2.14) gera um fluxo com coordenadas espaciais em
R? e coordenada temporal em S (7-ciclico), fornecendo um espago de estados tridimen-
sional em R? x S'. Adicionalmente, a Eq. (2.14) tem solucao em cada instante, dada por
x(t) = F(x(0),t) = (x1(t), 22(t), x3(t)). Uma possivel secio de Poincaré P = F7|y, para

a solucao F(xg,t) é dada no seguinte plano transversal a trajetoria,
Y = {(z1, 79, 73), € R* x S' : 23 = ¢ = constante} ~ R*. (2.15)

Essa secao reduz a analise do fluxo a um mapa no plano R?, onde uma érbita de pe-
riodo T é representada por m pontos no mapa P, sendo o periodo 7T, escrito como
T = mTy. Por outro lado, considerando o mapa P™, a trajetéria definida pela solu-
cao x(t) = F(x(0),t) secciona P™ em um ponto fixo com coordenadas definidas por
x; = Fy(x(0)) = {17, 22¢} € R

A torsao no espago de fases causada pela solucao F(x(0), t) é obtida através do niimero
de rotagoes média que uma érbita vizinha y(t) = F(y(0),¢), descrita no plano ¥ por
v£(0) = F¢(y(0)), realiza em torno da solucao F(x(0),?) em questdo. A dinamica de uma
solugdo y(t) na vizinhanca de x(t) é obtida aproximando-se a prépria solu¢ao x(t) por

séries de Taylor. Assim, escrevendo a Eq. (2.14) em uma forma genérica, obtemos:

@y = f(w1,22,03) = f(a], 75, constante) +
of ) of .
8_331|Pm(951 — i) + 8—972|Pm($2 — x3),
Ty = g(w1, 19, 73) = g(a7;, T5;, constante) + (2.16)
9y . dg )
a—xlfpm(m — i) + a—xz\pm(m — Thy),
Z"g == U(.’L‘1, x27$3) = Oa

onde P™ é a m-ésima iteracao do mapa P. Como z3 = constante, escolhemos z3 = 0,
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escrevendo y(t) como

yi(t) = () — vy,

ya(t) = xz(t)—yéf.

Em consequéncia obtemos,

Y2 = Zo.

Além disso, na Eq. (2.16), temos:

f('f{f?x;fvo) = 0,
g(:cff,:c;f,()). = 0,

u(zip, 25,0). = 0,
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(2.17)

(2.18)

ja& que (x1f,72f) sao pontos fixos do mapa P™. Substituindo as Egs. (2.17) e (2.18) na

Eq. (2.16), obtemos:

Y2 =

Substituindo na Eq. (2.19) as fungoes f e g de acordo com a Eq. (2.14), obtemos:

yl = Yo,

. - 8j(x17x2) 8j(x17'r2)

Yo = ——F37 VY1 ——F% Y.
81’1 8:52

(2.19)

(2.20)

A solugao da equacao (2.20) descreve o comportamento de uma Orbita y(¢) vizinha a

trajetéria x(t) considerada.

Dado que inicialmente y(¢) estd afastada da trajetéria periddica de uma distancia

y(0), com a evolugao temporal e com as caracteristicas dissipativas do fluxo, y(¢) descreve
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uma trajetéria do tipo espiral em torno da trajetoria periddica. Assim, reescrevendo a
Eq. (2.20) em coordenadas circulares (r, 3), a variacao temporal de [ serd a velocidade

angular com que y(t) gira em torno de x(¢). Fazendo,
yi=rsenf; o =rcosf;  r’=yi +ys, (2.21)

a variacao temporal de 5 é encontrado por

d 4 (senp)
S 2.22
Ssen) = feos = = L0, (2.22)
substituindo a Eq. (2.21) na Eq. (2.22), obtemos:
: Y12 — e
Bty = L2 U192 2.3
W= 223
A velocidade angular média 2 = | < ﬂ(t) > | é obtida por
= hm " dt'| = lim 16) = 50)l _B(O” (2.24)
t—oo ¢ t—00 t

A frequéncia angular média Eq. (2.24) é chamada frequéncia de torsao. A Figura 2.7
ilustra o procedimento de obtencao dessa frequéncia, v e 7' sdo, respectivamente, a érbita
periddica e sua vizinha obtida pela linearizacgao, a partir da diferenca angular 5(t) — 5(0),

mostrada nessa figura, obtivemos a frequéncia de torsao.
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Figura 2.7: A linha azul indica a érbita periddica v de periodo T, enquanto a linha pontilhada representa a
Srbita vizinha 7/ obtida através da linearizac3o. Os planos ¥ reseprentam o mapa de Poincaré estroboscépico

definido através do periodo de forcamento Ty do oscilador.
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Assim, da expresao para a frequéncia de torsao obtemos facilmente o periodo de torsao
dado por:

_27r

To=%- (2.25)

Com isso, o nimero de rotacao w para osciladores forcados é definido pela razao entre

o perfodo do forcamento 7 e o periodo da torsao T, entao:
w=—_—=—w=—. (2.26)

Na Figura 2.8 mostramos a convergéncia do nimero de rotagao, w, em funcao do tempo
de integragao em unidades do periodo de forcamento do oscilador de Morse descrito pela
Eq. (2.5). Destacamos que o método deduzido nessa secao oferece resultados convergentes,

obtivemos w = 3,0 para essa experiéncia teste.

3,00 /Wmﬁ

w 2,98

2,96500 3000 5800 8600 11400 14200

Ty

Figura 2.8: Perfil de convergéncia do niimero de rotacdo w como fun¢ido do tempo em unidades do forcamento
Ty do oscilador de Morse descrito pela Eq. (2.5). Os pardmetros de controle estdo fixos em A = 2,5,

d=0,771898 e wy = 0,593742.

Adicionalmente ao nimero de rotacao w, para dérbitas periddicas, definimos o numero
de torsao n dado pela razao entre o periodo da orbita periédica T" e o periodo de torsao
TQ?

T T
n:T—Q—Hz:mT—Qf—)n:mw. (2.27)

Assim, w e n fornecem informacoes quantitativas das condic¢oes de torsao do fluxo vizinho

as orbitas periddicas no espaco de fases de osciladores nao-lineares forcados.
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2.4.6 Espaco dos Parametros e Janelas Periédicas Complexas

Usualmente, a dependéncia dos sistemas dinamicos em relagao aos parametros também
é explorada em diagramas bidimensionais de parametros, chamados espaco de parametros
[7]. Nestes diagramas, considera-se uma grade bidimensional de parametros de controle
igualmente espagados, para cada elemento na grade avalia-se a dinamica através de uma
ferramenta de diagnéstico, por exemplo, expoentes de Lyapunov, niumeros de rotagao,
contagens de periodo, etc. No espago de parametros, as janelas periddicas sao estruturas
bidimensionais complexas, Fig. 2.9(a). Possuem esqueleto (skeleton) central formado pela
juncao de duas pardbolas com as extremidades estendidas em quatro direg¢oes do espaco
de parametros, representado pelas curvas azuis na Fig. 2.9(b). O esqueleto é envolvido
por curvas de bifurcagao tipo sela-nd, curvas verdes na Fig. 2.9(b), e dobramento de pe-
riodo (flip), curvas vermelhas na Fig. 2.9(b), delimitando quatro areas internas conforme
mostrado na Figura 2.9. Essa estrutura sera aqui denominada corpo principal da janela
periddica, uma vez que a estrutura periddica continua além das curvas de bifurcacoes tipo

dobramento de periodo, representada na Figura 2.9(b) por dp.

Figura 2.9: (a) Espago de pardmetros obtido através do célculo do maior expoente de Lyapunov de uma grade
bidimensional de pardmetros. Os parametros marcados em escala de cinza correspondem a periodicidade, isto
é, maior expoente de Lyapunov menor que zero (janela periédica complexa). Os pardmetros marcados em
azul correspondem ao comportamento cadtico, maior expoente de Lyapunov maior que zero. (b). Esquema
destacando o corpo central de uma janela periédica complexa. As curvas A1 e Ay compdem o esqueleto da
janela. Enquanto sn s3o curvas de bifurcagdes tipo sela-né e dp sdo curvas de bifurcagbes tipo dobramento

de periodo.
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2.5 Conclusao

Neste capitulo, inicialmente, introduzimos alguns conceitos gerais da teoria de sistemas
dinamicos com foco nos osciladores nao-lineares. Em seguida discutimos as caracteristicas
do espaco de estados tridimensional desses osciladores e as principais técnicas para reduzir
a andlise das trajetorias para duas dimensoes. Nesta tese, a identificagdo da dinamica
caotica é realizada com auxilio dos expoentes de Lyapunov, introduzidos conceitualmente
na Subsecao 2.3.3 e numericamente na subsecao 2.3.4. Adicionalmente neste capitulo,
introduzimos o nimero de rotagao, grandeza que contabiliza a torsao média que o fluxo

local realiza na vizinhanca de um estado.
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Capitulo 3

Replicacao de Janelas Periédicas no

Espaco dos Parametros

Sistemas dinamicos nao-lineares sao suscetiveis a mudancas de comportamento quando
submetidos a perturbagoes em seus parametros de controle. Neste capitulo, adicionamos
as equacgoes dos osciladores cadticos uma pequena perturbacao periddica para investigar a
extincao de estados cadticos. Através da confeccao do espaco de parametros, observamos
as consequéncias da aplicacao dessa perturbacao em um conjunto de parametros. As-
sim, constatamos que as pequenas perturbagoes periddicas produzem réplicas das janelas
periddicas complexas existentes no espago de parametros desses osciladores. Com isso,
verificamos que a supressao de caos obtida através de pequenas perturbacoes periddicas

[57, 58] é robusta no espaco de parametros.

3.1 Introducao

Em osciladores cadticos, esforgos foram concentrados na tentativa de controlar e supri-
mir o comportamento cadtico. Destaca-se a utilizagao de técnicas de controle denominadas
de sem-monitoramento (nonfeedback) [83]. Em contraste com métodos de controle com
monitoramento (feedback) [84], essa técnica visa suprimir a dinamica caética sem a ne-
cessidade da identificacao prévia e monitoracao de érbitas periddicas instaveis imersas no

estado cadtico. Por exemplo, em 1991 Y. Braiman e I. Goldhirsch suprimiram a dinamica

41
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cadtica aplicando uma perturbagao periddica de pequena amplitude as equacoes que des-
crevem o oscilador de Josephson [57]. Posteriormente, Z. Qu et al. demonstraram que o
controle de caos em osciladores cadticos pode ser alcancado variando apenas a fase dessa
pequena perturbagao periddica [58]. Contudo, a eficidcia da pequena perturbagao perié-
dica em suprimir a dinamica caotica foi avaliada apenas para alguns intervalos limitados
dos parametros de controle dos osciladores cadticos. Assim, uma avaliacao coletiva da
eficiencia da supressao de caos para um conjunto amplo de parametros de controle do
oscilador permanece em aberto na literatura.

Nesse capitulo, investigamos as alteragoes provocadas por uma pequena perturbagao
periédica em um conjunto de parametros de controle de osciladores cadticos. Inicialmente,
através do céalculo dos expoentes de Lyapunov, obtemos o espago de parametros do oscila-
dor de Duffing nao-perturbado e verificamos a existéncia de janelas periddicas complexas.
Constatamos que a pequena perturbagao periédica suprime a dinamica cadtica para um
conjunto de parametros do oscilador de Duffing. Pela primeira vez na literatura, verifi-
camos que a pequena perturbagao periddica replica as janelas periddicas complexas no

espaco de parametros dos osciladores cadticos.

3.2 Pequena Perturbacao Periédica

A ocorréncia de dinamica irregular ou cadtica é amplamente observada em diversos
sistemas dinamicos. Nas duas tltimas décadas muitos esforcos foram concentrados na ten-
tativa de controlar esse comportamento [83-85]. Nesse cendrio destacam-se dois métodos,
controle com e sem monitoramento (feedback). O controle de caos com monitoramento
estd baseado na existéncia de infinitas érbitas instaveis imersas no atrator cadtico. Uma
orbita instavel com periodo desejado ¢ localizada, a trajetéria ¢ colocada em sua vizi-
nhanca através de uma perturbacao, é entao monitorada e, a medida que ela se afasta da
orbita instavel escolhida, novas perturbagoes sao introduzidas [84]. A principal dificuldade
de implementagao dos métodos com monitoramento consiste em determinar a localizacao
de uma érbita peridédica com o periodo desejado. Por outro lado, os métodos sem mo-

nitoramento consistem em inserir pequenas perturbacoes nos parametros de controle do
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sistema ou o adicionamento de um pequeno for¢amento externo no sistema [83].

Sabemos que os osciladores cadticos sao descritos pela seguinte equacao de movimento:

d*x dx
— + j(z,—) = h(t 3.1
onde h(t) = h(t + T1) é uma funcao periddica com frequéncia angular w = 27/T;. O
controle de caos através do adicionamento de um pequeno forcamento externo foi exten-

sivamente investigado nestes sistemas [57, 58, 83]. Com o adicionamento de um pequeno

forcamento, a equacao que descreve esses osciladores é:

APz dx

E +j($7 _) = h<t) + f(t)a (32)

onde f(t) = f(t+7T3) também é uma funcao periddica com frequéncia angular Q = 27 /7.

Contudo, os estudos realizados, principalmente os numéricos, consideram apenas al-
guns parametros limitados do sistema. Uma andlise do pequeno forcamento externo para
um amplo conjunto de parametros fornecera informagoes, por exemplo, se o periodo da
orbita controlada é proveniente de orbitas periédicas de parametros vizinhos, se o con-
trole é “robusto” nos parametros, ou seja, se a 6rbita controlada continua existindo para

parametros vizinhos, etc.

3.3 Replicacao de Janelas Periddicas Pelas Pequenas
Perturbacoes Periodicas

A andlise do pequeno forcamento externo para um conjunto de parametros pode ser
realizada utilizando diagramas em que dois parametros sao variados, os chamados espa-
¢os de parametros. Conforme discutido no Capitulo 1, o espaco de parametros é obtido
calculando-se o maior expoente de Lyapunov para cada ponto de uma grade bidimensional
de parametros de controle do sistema. No espaco de parametros, os parametros corres-
pondentes as orbitas periddicas estao agrupados em areas continuas denominadas janelas
periodicas.

Como visto no Capitulo 1, frequentemente, as janelas periddicas sao estruturas comple-

xas, com um corpo central denominado esqueleto (skeleton) formado pela juncao de duas
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parabolas com as extremidades estendidas em quatro direcoes do espaco de parametros.
O corpo central é envolvido por curvas de bifurcacao sela-né e dobramento de periodo.
Com a aplicacao do forcamento adicional, os parametros correspondentes as orbitas cao-
ticas serao alcancados por estruturas peridédicas complexas provenientes da replicacao de

janelas periodicas previamente existentes.

3.3.1 Oscilador de Duffing

O oscilador de Duffing é um modelo utilizado na descricao de uma massa sob a influén-
cia de um potencial simétrico de quarta ordem [30]. Conforme discutido no Capitulo 1,
esses sistemas tem um grande nimero de aplicagoes, especialmente por modelar sistemas
fisicos, e foi extensivamente investigado em estudos tedricos, numéricos e experimentais.

A evolucao temporal deste sistema é determinada pela solucao numérica da seguinte

equacao diferencial adimensional:

d? d
d_tf + cd—f + 2% = Acos(wt). (3.3)

O parametro ¢ é a amplitude do amortecimento do sistema, A é a amplitude do forcamento
natural do sistema e w ¢é a frequéncia do forcamento, em todas as simulagoes esta fixada
em w = 1. A equagao de Duffing Eq. (3.3) foi numericamente integrada através do método
de Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo em h = 0,001. Em todas as integracoes
numéricas realizadas nesse capitulo, a solugao da Eq. (3.3) foi considerada apds um tempo
transiente inicial de 200 periodos do forgamento original do sistema dado por T} = 27 /w.

Na Figura 3.1, mostramos o espago de parametros bidimensional (¢ x A) obtido para
o oscilador de Duffing. As caracteristicas de maior expoente de Lyapunov de cada ponto
na grade bidimensional sao representadas através da atribuicao de diferentes cores. Na
Figura 3.1, os parametros correspondentes aos atratores cadticos (expoentes de Lyapunov
positivos) sao representados pela cor azul, enquanto os parametros correspondentes aos
atratores periddicos (expoentes de Lyapunov negativos) sdo representados em escala de
cinza. Em preto estao demarcadas as linhas correspondentes ao esqueleto das janelas
periddicas, parametros em que o maior expoente de Lyapunov diferente de zero passa por

um minimo dentro de uma determinada janela periddica.
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Figura 3.1: (a) Espaco de pardmetros bidimensional (¢ x A) do oscilador de Duffing sem perturbacgo, a
frequéncia do forcamento é w = 1,0. (b) Ampliagdo da drea destacada. O circulo vermelho preenchido indica
0s pardmetros correspondentes a um estado periddico, A = 10,6780 e ¢ = 0,2670, os pardmetros indicados

por uma cruz correspondem ao um estado cadtico, A = 10,7020 e ¢ = 0, 2670.

Na Figura 3.1(b), o ponto vermelho e a cruz branca indicam pares de parametros
correspondentes as Orbitas periddicas e cadticas, respectivamente. Para mostrar o com-
portamento distinto entre os atratores marcados na Figura 3.1(b), obtivemos um mapea-
mento tomando o deslocamento (z) e a velocidade (dz/dt) para cada tempo (¢) multiplo
do periodo de forgamento (27/w). Na Figura 3.2(a), mostramos a drbita periddica cujos
parametros correspondentes estao indicados por um ponto vermelho na Figura 3.1(b). Da
mesma maneira, na Figura 3.2(b) mostramos o atrator cadtico cujos parametros estao
representados por uma cruz branca na Figura 3.1(b).

Introduzimos uma pequena perturbacao peridédica adicionando um segundo termo
harmonico no forcamento original do sistema de Duffing. A amplitude da pequena per-
turbacao é considerada como um novo parametro de controle do sistema, enquanto a
frequéncia da pequena perturbagao é fixada em um razao inteira da frequéncia do forga-
mento original. Assim, a evolucao temporal do sistema perturbado é determinada pela

solugao numérica da seguinte equacao diferencial adimensional:

d? d
d_tf + cd_f + 2% = Acos(wt) + Bsin(Qt). (3.4)

B é a amplitude da pequena perturbacao (B << A) e 2 é a frequéncia da perturbagao,

neste caso fixada em (2 = 2w. Outros multiplos da frequéncia de forcamento w poderiam
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Figura 3.2: Mapa de Poincaré estroboscépico do oscilador de Duffing. (a) Orbita periédica correspondente aos
pardmetros A = 10,6780 e ¢ = 0, 2670 (circulo vermelho na Figura 3.1(b)). (b) Atrator cadtico correspondente
aos pardmetros A = 10,7020 e ¢ = 0,2670 (cruz branca na Figura 3.1(b))

ser utilizados [42].

Na Figura 3.3, mostramos o espaco de parametros do oscilador de Duffing perturbado
para duas amplitudes da perturbacao, B = 0,04 e B = 0,08. Comparando com o espaco
de parametros mostrado na Figura 3.1(b), notamos a existéncia de réplicas das janelas
periddicas previamente existentes. Em particular, a janela peridédica central da Figura

3.1(b) esta duplicada na Figura 3.3.

Adicionalmente, nas Figuras 3.3(a) e 3.3(b), as janelas periddicas apresentam diferentes
distanciamentos. Na Figura 3.3, marcamos os mesmo parametros, ponto vermelho e cruz
branca, indicados na Figura 3.1(b). Notamos que na Figura 3.3(a), para uma amplitude de
perturbagao A = 0, 04, a cruz branca continua representando uma orbita cadtica, enquanto
que na Figura 3.3, para uma amplitude da perturbacao B = 0,08, a cruz branca passa
a representar uma Orbita periddica dentro de uma periédica replicada. Por outro lado,
a antiga oOrbita periddica com parametros representados pelo ponto vermelho continua
periédica na Figura 3.3(a) e passa a ser cadtica na Figura 3.3. Assim, a perturbagao
peridédica modifica o espago de parametros gerando réplicas de janelas peridédicas com
separacoes proporcionais a amplitude da perturbacao. Enfatizamos que um atrator cadtico
no sistema nao perturbado, Figura 3.1, foi transformado em um atrator periddico pela

perturbagao periddica, caracterizando supressao de caos.
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Figura 3.3: Espaco de pardmetros bidimensional do oscilador de Duffing perturbado, w = 1,0 and Q = 2,0.
A amplitude da perturbacio é (a) B =0,04. (b) B =0, 08.

A seguir discutimos as transformacoes causadas pela pequena perturbacao periddica
no atrator caético mostrado na Figura 3.2(b). Para esse proposito, na Figura 3.4(a),
mostramos, no espago de fases estroboscépico, a érbita periddica controlada (cruz preta)
que substitui o atrator cadtico da Figura 3.2(b). Além disso, mostramos que a 6rbita
controlada possui a mesma periodicidade e forma da érbita periddica do sistema nao per-
turbado mostrada na Figura 3.2(a) e reproduzida na Figura 3.4(a) (pontos vermelhos).
Adicionalmente, na Figura 3.4(b) mostramos a convergéncia temporal do maior expo-
ente de Lyapunov das duas drbitas periddicas mostradas na Figura 3.4(a). Essas érbitas
possuem convergeéncia similares dos expoentes de Lyapunov, alcancando valores limites

comparaveis.

3.4 Conclusao

Neste capitulo, implementamos uma técnica de controle de caos amplamente utilizada
na literatura, o controle através de pequenas perturbacoes periddicas. Constatamos a
eficacia na supressao da dinamica cadtica deste método. Para distinguir as regides perié-
dicas e as cadticas no espaco de parametros, calculamos os expoentes de Lyapunov para
os atratores existentes nos intervalos de parametros considerados. Em seguida, realizamos

uma analise coletiva dos efeitos da perturbacao para conjuntos de parametros de controle.
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Figura 3.4: (a) O circulo vermelho representa a érbita periddica existente nos pardmetros A = 10,6780,
c = 0,2670 e B = 0,0, a mesma 6rbita da Figura 3.2. A cruz preta indica a drbita controlada para os
pardmetros A = 10,7020, ¢ = 0,2670, Q = 2,0 e B =0,08. (b) A linha vermelha indica o maior expoente de
Lyapunov da érbita periddica ndo perturbada. A linha preta indica o maior expoente de Lyapunov da érbita

periddica controlada.

Concluimos que as perturbagoes periddicas controlam a dinamica cadtica através de repli-
cacoes de janelas periddicas no espago de parametros. Adicionalmente, constatamos que
as janelas periddicas replicadas possuem estados periédicos com caracteristicas dinamicas
(periodicidade, forma e expoente de Lyapunov) similares aos estados existentes em janelas

previamente existentes [69].



Capitulo 4

Propriedades de Torsao

O periodo de oscilacao de érbitas periddicas é a propriedade mais conhecida do espaco
de estados de sistemas dinamicos. Medidas numéricas e experimentais dessa grandeza
possibilitaram o avango das teorias em sistemas dinamicos [4, 86]. Entretanto, o espago
de estados possui outras propriedades relevantes, por exemplo, a torsao provocada no fluxo
local por estados periédicos. Essa torsao pode ser quantificada pelo nimero de rotagao
e pelo nimero de torsao introduzidos no Capitulo 2. Neste capitulo, para conjuntos
de parametros, analisamos as propriedades de torsao geradas por érbitas periddicas no
espaco de estados dos osciladores cadticos. Baseados nessas propriedades apresentamos a
existéncia de um novo panorama para a existéncia de janelas periédicas complexas, bem

como a ocorréncia de novos fenomenos no espacgo de parametros de osciladores cadticos.

4.1 Introducao

Conforme discutimos no Capitulo 2, os parametros correspondentes a periodicidade
estao agrupados no espago de parametros formando janelas periédicas complexas. Além
disso, essas janelas frequentemente aparecem alinhadas em sequéncias. No interior de
cada janela periddica complexa, ao longo de uma sequéncia, existe um corpo principal
cujos parametros correspondem a Orbitas periddicas de mesmo periodo. O periodo, m,
dessas Orbitas era a unica ferramenta disponivel para classificar as janelas periddicas

complexas ao longo dessas sequéncia. Assim, em 1982 para intervalos de parametros

49
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de um mapa unidimensional, K. Kaneko mostrou que as orbitas periddicas existentes
em uma regiao periodica de parametros sofre um acréscimo constante em seu periodo a
medida que os parametros sao variados. Esse mecanismo é denominado adicionamento
de periodo. Posteriormente, esse mecanismo foi numérica e experimentalmente observado
entre janelas periddicas de diversos sistemas dinamicos tais como, atividades neuronais
[62, 63], circuitos eletronicos [64], formagao de bolhas [65], semicondutores [66] e reagoes
quimicas [67]. Posteriormente, o adicionamento de periodo foi observado entre as janelas
periddicas complexas, separadas por comportamento cadtico, que ocorrem em sequéncias

do espago bidimensional de parametros [27, 38, 46, 52].

Por outro lado, além do periodo de oscilagao, as ébitas periddicas de sistemas di-
namicos dissipativos possuem propriedades de convergéncia ainda pouco exploradas na
literatura. Por exemplo, a existéncia de érbitas periddicas estaveis provoca torsoes no
fluxo local do espaco de estados. Para osciladores cadticos, essa torsao pode ser descrita
pelo nimero de torsao, n, que quantifica a frequéncia média, €2, de rotagao que o fluxo
local realiza em torno de uma orbita periédica durante o periodo de oscilacao m dessa 6r-
bita. Adicionalmente, o nimero de rotagao, w, definido como w = n/m, fornece a mesma
frequéncia média, €2, de rotacao, porém durante o periodo do forcamento do oscilador

cadtico ao invés do periodo da érbita [71, 82, 87-89].

Neste capitulo, investigamos o comportamento do niimero de torsao, n, e do nimero
de rotacao, w, no interior das janelas periddicas complexas e ao longo de suas sequéncias
no espaco de parametros. Inicialmente, obedecendo regras de convergéncia para pontos
fixos de mapas bidimensionais, obtivemos uma estimativa tedrica para comportamento do
nimero de torsao, n, dentro das janelas periédicas complexas. Em seguida, baseados nas
regras de adicionamento de periodo entre janelas peridédicas complexas, conjecturamos a
existéncia de regras para o adicionamento de torsao ao longo das sequéncias de janelas
periddicas complexas. Com isso, obtivemos expressoes para o nimero de rotacao, w, no
interior das janelas peridédicas que compoem uma sequéncia e para o ponto de acimulo
dessas sequéncias. Em seguida, as proposigoes realizadas com base nesses conceitos foram

numeriamente confirmadas com o oscilador de Morse.
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4.2 Esqueleto de Janelas Periédicas Complexas

O objetivo dessa secao é esclarecer como a estrutura bésica existente no interior de
janelas periddicas complexas, o esqueleto, estda definida na literatura. Nesses termos a
documentacao existente é basicamente para sistemas discretos, entretanto, nao perde uti-
lidade uma vez que a andlise de algumas propriedades de fluxos muitas vezes é reduzida ao
estudo de mapas associados. Conforme discutimos na Secao 2.4.5, o fluxo tridimensional
F = F! que descreve os osciladores cadticos pode ser associado ao mapa de Poincaré bidi-
mensional P = F%7 |y definido na Eq. (2.15). Assim, a partir desse mapa, podemos obter
informagoes sobre as propriedades de convergéncia, bifurcagoes e até mesmo do esqueleto
das janelas periddicas formadas pelo fluxo. A estabilidade de um ponto fixo x¢ do mapa
de Poincaré P™ associado a uma orbita v de periodo m é garantida se todos os autovalores
w; (multiplicadores de Floquet) da matriz Jacobiana desse mapa possuem médulo menor

que um, explicitamente:

Teorema 4.2.1 Seja P um mapa em R™. Dado que P(x¢) = X¢ e que p; = {1, fa, ooy fon

sio os autovalores da Jacobiana DP(x¢).
o 1. Se|w| <1, entdo x¢ € assintoticamente estdvel.

o 2. Se|u;| > 1, entdo x¢ € instdvel.

Adicionalmente, as variagoes em parametros de controle do fluxo também geram con-
sequéncias na estabilidade do mapa associado. Essas mudancas na estabilidade sao tra-
tadas pela teoria de bifurcagoes em mapas. Em nosso estudo estamos interessados princi-
palmente em dois tipos especificos de bifurcacao. Se um dos multiplicadores de Floquet
entrar no circulo unitario pela linha dos reais positivos, exatamente sobre o circulo uni-
tario, u; = 1, o sistema perde hiperbolicidade e ocorre uma bifurcacao chamada sela-né.
Nesse caso, imediatamente depois da bifurcagao a convergéncia para o ponto fixo x¢ do
mapa P™, criado na bifurcacao, preserva orientagao. Por outro lado, se um dos multipli-
cadores deixar o circulo unitario pela linha dos reais negativos, sobre o circulo unitario,

1; = —1, o sistema perde hiperbolicidade e ocorre uma bifurcagao chamada dobramento
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de periodo. Nesse caso, imediatamente antes da bifurcagao ocorrer, a convergéncia para
o ponto fixo x¢ do mapa P™, que perdera estabilidade na bifurcacao, nao preserva orien-
tacao. A Figura 4.1 ilustra o valor do multiplicador de Floquet e o tipo de convergéncia
correspondente a cada bifurcagdo. Na Figura 4.1(a), representamos o comportamento de
um dos autovalores na bifurcacao sela-nd, onde a convergéncia para o ponto fixo criado
ocorre com preservacao da orientagao (convergéncia monotonica). Na Figura 4.1(b), repre-
sentamos o comportamento de um dos autovalores na bifurcagao dobramento de periodo,
onde a convergéncia para o ponto fixo que perdera estabilidade ocorre sem preservacao

da orientagao (convergéncia ndo-monotonica).

(a) Im(p)

\ 14 JReln)

(D)
Im(p)

Re(p)

ﬁ:—ﬁ
©

Figura 4.1: (a) Com a variagdo dos pardmetros, o multiplicador de Floquet deixa o circulo unitdrio sobre
o eixo real positivo, para ;o = 1 ocorre a bifurca¢do sela-nd, nesse caso a convergéncia, para um ponto fixo
do mapa P™, preserva orientacdo; (b) Variando os pardmetros, o multiplicador de Floquet deixa o circulo
unitario sobre a linha dos reais negativos, para ;= —1 ocorrem a bifurcagdo dobramento de periodo (flip), a

convergéncia nao preserva orientacdo.

Com isso, e dado que as janelas periddicas complexas sao delimitadas por bifurcagoes
tipo sela-né de um lado e por bifurcagoes tipo dobramento de periodo do outro, verificamos
que ocorrem mudancas na orientacao da convergéncia, da trajetéria para o ponto fixo do
mapa P™, no interior das janelas periddicas. Veremos na se¢ao seguinte que isso implica

em variacoes de m no nimero de rotagao em torno de x¢ durante a convergéncia.
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A mudanca no tipo de convergéncia levanta a duvida sobre o tipo de estrutura in-
terna das janelas periddicas complexas. Para elucidar a questao comegamos com mapas
unidimensionais. Nesses mapas temos a ocorréncia de apenas um multiplicador de Flo-
quet. Assim para um dado parametro tal que o tnico autovalor do mapa unidimensional
seja 1 = 0, ocorrerd uma mudanca no tipo de convergencia. No espaco bidimensional
de parametros desses mapas unidimensionais, os parametros correspondentes a p = 0,
formam as curvas que compoem o esqueleto das janelas periédicas complexas. Além disso,
nesses mapas, i = 0 implica em convergéncia instantanea para o ponto fixo ou érbita
periddica. Essa condicao define a superestabilidade para esses sistemas. Entao, o esque-
leto das janelas periddicas complexas no espago de parametros de mapas unidimensionais
demarca a mudanca no tipo de convergéncia para o ponto fixo e coincide com as curvas
de superestabilidade desses mapas. Adicionalmente, os parametros correspondentes a su-
perestabilidade nos mapas unidimensionais sao ditos como tendo codimensao p = 1 no
espaco bidimensional de parametros, uma consequéncia da necessidade de apenas uma
restricao, u = 0, para definir as curvas superestaveis. Contudo, concluimos que em mapas
unidimensionais, as janelas periddicas complexas estao montadas em torno de curvas no

espaco bidimensional de parametros.

Nosso interesse nesse capitulo é a estrutura interna (esqueleto) de janelas periddicas
complexas de mapas bidimensionais, dado que o fluxo gerado pelos osciladores cadticos é
associado com o mapa P = FT7|y € R% A definicao do esqueleto de janelas periédicas
complexas em mapas bidimensionais exige um tratamento diferente dos mapas unidimen-
sionais. Nesse caso, para definir nesses mapas um conceito andlogo a superstabilidade,
devemos considerar o tempo de convergéncia para um ponto fixo em ambas direcoes de
convergéncia. Nesses mapas, os multiplicadores de Floquet sdo os autovalores (g1, o)
da Jacobiana DP(x¢). Para facilitar o tratamento, as condigoes de estabilidade Teorema
(4.2.1) sao escritas em termos do trago T' = 1 + p2 e do determinante D = puq 19 da Jaco-
biana. Com isso, podemos avaliar a estabilidade de mapas bidimensionais em diagramas
cujo os eixos coordenados sao o determinante D e o traco T' de sua matriz jacobiana, ver
Figura reffig:stabilitytriangle. O mapa é assintoticamente estavel para valores de T e D

que caem dentro do triangulo da Figura 4.2. A parabola desenhada no interior da Figura
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4.2 separa as condicoes de T' e D para ocorréncia de autovalores complexos.

D

—1

Figura 4.2: Tridangulo de estabilidade. O ponto fixo de um mapa bidimensional é estavel se os valores do

traco T' e o determinante D de sua Jacobiana estido dentro desse tridngulo. Mostramos também, no interior

do triangulo, os atratores existentes para respectivas regides de T' e D.

Assim, na literatura, com o objetivo de definir o esqueleto de janelas periddicas com-
plexas em mapas bidimensionais, foi tragcado um paralelo com o caso unidimensional, i.e.,
definindo o equivalente a superestabilidade em mapas bidimensionais como sendo a con-
dicao T'= D = 0. Com isso, as estruturas de parametros formadas por essas restricoes
foram investigadas no espago de parametros [13, 90]. Em uma primeira inspegao nota-
mos que, diferentemente do caso unidimensional, sao necessarias duas restrigoes sobre os
multiplicadores de Floquet para definir o equivalente da superstabilidade (7= D = 0).
Assim, as estruturas formadas no espaco de parametros, de mapas bidimensionais, que
satisfazem a condicao T'= D = 0 sao pontos ao invés de curvas conforme esperado para
mapas unidimensionais [91]. Essas constatagoes indicam que as janelas periédicas comple-
xas em sistemas com dimensoes maiores estao montadas em torno de pontos ao invés de
curvas como no caso unidimensional. Entretanto, em mapas bidimensionais dissipativos,
i.e., que contraem dreas no espacgo de estados, teremos D = |det(DP)| < 1, no interior de

janelas periddicas complexas teremos érbitas periddicas com periodo fundamental m, e
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ao longo dessas érbitas teremos D = [det(DP)|™ ~ 0. Assim, o determinante dos mapas
que estamos interessados ¢ quase nulo no interior de janelas periddicas complexas, uma
particularidade que reduz o equivalente a superestabilidade a apenas uma restricao 7' = 0.
Com isso recuperamos o fato da estrutura correspondente a superestabilidade em mapas
bidimensionais serem curvas no espaco de parametros como no caso de mapas unidimen-
sionais. Concluimos que as janelas periddicas complexas de mapas bidimensionais P™,
associados com o fluxo dos osciladores cadticos, também estao montadas sobre esquele-
tos formados por curvas no espaco de parametros bidimensional. Nas secoes seguintes

chamamos essas curvas de A; e Aq.

4.3 Numero de Rotacao em Janelas Peridodicas Com-

plexas

Uma vez definida a estrutura interna das janelas periédicas complexas, as mudangas
de orientacao na convergéncia para o ponto fixo discutidas na se¢ao anterior devem ser
observadas nas medidas do nimero de rotacao w e, consequentemente, nas medidas no
nimero de torsao n, definidos na secao 2.4.5. Assim, conjecturamos que no interior das
janelas periddicas complexas existentes no espago de parametros dos osciladores cadticos
descritos pela (Eq. 2.13), os valores de w e n sdo distintos em quatro areas diferentes
delimitadas pelo esqueleto e pelas curvas de bifurcacao. Na Figura 4.3 ilustramos o
esqueleto, curvas A; e Ay, as areas A, B, C' e D com diferentes nimeros de torsao n

e as curvas de bifurcagao sn e pd.

Sabemos que a diferenca angular entre a convergéncia monotonica e nao-monotonica
¢ m. Estimamos que a mudanca no tipo de convergéncia quando, variando um parametro,
cruzamos o esqueleto da janela periddica deve alterar o nimero de torsao em 7. Como o
numero de torsao n definido na secao 2.4.5 ¢ medido em unidades de 27, a variacao de m
proveniente do cruzamento do esqueleto da janela deve alterar as medidas de n em 1/2.
Essas conjecturas serao numeriamente verificadas adiante nesse capitulo na secao 4.5, que

trata os resultados numeéricos para a torsao nas janelas peridédicas complexas.
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Figura 4.3: Dada as propriedades de convergéncia na vizinhanca das curvas de bifurca¢do, no corpo principal
das janelas periddicas complexas, identificamos quatro dreas A, B, C' e D com ndmeros rotacdo w e nlimeros

de torsdo n constantes em seu interior.

4.4 Numero de Rotacao em Sequéncias de Janelas

Periédicas Complexas

No espago de parametros, os parametros correspondentes a estados cadticos sao alter-
nados com intervalos de parametros correspondentes a estados periddicos, que constituem
as janelas periddicas complexas. Em diversos sistemas dinamicos (discretos e continuos),
frequentemente, as janelas periddicas aparecem alinhadas em sequéncias que se acumulam
em curvas de parametros correspondentes a estados periddicos, chamadas de horizontes
de acimulo. Cada janela periédica em uma sequéncia pode estar correlacionada com as
janelas vizinhas através do fenomeno de adicionamento de periodo. Assim, a partir do
periodo my do corpo principal da janela inicial da sequéncia, o periodo do corpo principal
da janela subsequente é acrescido de um valor constante. Assim, dado que o incremento

no periodo é p, o periodo m; da i-ésima janela periddica é:
m; =my + (i — 1)p. (4.1)

Com o acréscimo de periodo nas janelas periddicas ao longo da sequéncia, é razoavel

propormos a hipétese de um aumento proporcional no nimero de torsao n, o qual cha-
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maremos de adicionamento de torsdo. Lembrando que o niimero de torsao também muda
com as areas R = A, B,C e D dentro do corpo principal da janela periédica, devemos
definir inicialmente a regiao R a ser considerada. Assim, a partir do nimero de torsao n;

da janela inicial, o nimero de torsao n; no corpo principal da i-ésima janela periddica é:
ng, =ng, + (i — 1) (4.2)

onde 7 ¢é o incremento no ntimero de torsao.
Com as Eqgs. (4.1) e (4.2), a Eq. (2.27) nos fornece o nimero de rotacao w da i-ésima
janela periddica na sequéncia:

y:

7

ngr, + (Z — 1)7’

W, = = : (4.3)
m;  mi+(i—1)p

A maneira com que as janelas peridédicas se acumulam na curva de parametros corres-

pondentes as solugoes periddicas, sugere a possibilidade de existéncia de infinitas janelas

periddicas na sequéncia. Entao, para verificar tal possibilidade, tomamos o limite assin-

tético (wg, — 00) da Eq. (4.3).

lim wp, = —. (4.4)
p

1—00
Com isso, constatamos, teoricamente, que o nimero de rota¢ao assintético da sequéncia
de janelas periddicas é a razao entre o incremento no nimero de torsao 7 e o incremento

no periodo p do corpo principal das janelas periddicas.

4.5 Resultados Numeéricos

Os resultados deduzidos na secao anterior estao apoiados na hipdtese de adicionamento
de torsdao. Assim, realizamos experimentos numéricos com exemplos da Eq. (2.2) para
confirmar a existéncia desse fenomeno. Assim, consideramos o oscilador de Morse descrito

pela equacao:
Z+di+8e (1 —e ) =2,5cos(wt), (4.5)

onde o parametro d controla o amortecimento desse oscilador e w a frequéncia do forga-

mento periddico.
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Inicialmente obtivemos a solu¢ao numérica da Eq. (4.5) através do método de Runge-
Kutta de quarta ordem com passo fixo em 0,001. Com isso, obtivemos a frequéncia de
torsao Q) através da Eq. (2.24), em seguida obtivemos o nimero de rotacao w através da
Eq. (2.26). Assim, para uma grade 600 x 600 dos parametros d X w igualmente espagados,
obtivemos o numero de rotacao w. Na Fig. 4.4 escolhemos regioes dos parametros d e w

nos quais janelas periddicas complexas sao observadas.

0,746 0,780

0,697

0930 10680 05900 0590 1,0050 {074
W m W

Figura 4.4: Numero de rotagdo obtido para uma grade de pardmetros, a area branca indica a pardmetros
correspondentes ao comportamento cadtico, enquanto as janelas periddicas sdo coloridas de acordo com o
nimero de rotacdo. Os nimeros indicados nas areas de diferentes nimeros de rotacdo, A,B, C e D, sio os
correspondentes niimeros de torsdo n. As curvas A indicam o esqueleto da janela periddica e os indices + e —
indicam, respectivamente, crescimento e decrescimento dos ndmeros de tors3o. (a) n4 =np = 5.0, nc = 4.5

enp =5.5. (b) nc =np =14.5, ny, = 14.0 e ng = 15.0. (¢) nc = np =15.5, n4 = 16.0 e np = 15.0.

Na Fig. 4.4 as cores indicam diferentes nimeros de rotagao dentro de cada janela
periédica. Os numeros de rotacao para parametros correspondentes ao comportamento
cadtico em torno das janelas periddicas foram removidos. Conforme a Secao 4.3, verifica-
mos numericamente a existéncia de areas (A, B, C' e D) dentro da janela periédica com
numeros de rotagao constante. Adicionalmente, entre essas areas verificamos a ocorréncia
de uma varia¢do de £1/2 no numero de torsao n devido a variacdo de £7 na diregao de
convergeéncia para o ponto fixo.

Assim, na Fig. 4.4 observamos trés diferentes configuragoes para o nimero de rotagao

dentro de cada janela periédica. Na 4.4(a), o ntimero de torsao decresce de 1/2 da regido
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A para a regiao C', com isso denominaremos a linha entre essas regioes de A;. Por outro
lado, o nimero de torsao cresce de 1/2 da regiao C' para a regiao B, cruzando uma linha
A . O esqueleto da janela periédica mostrada na Figura 4.4(a) é formado por duas linhas
diferentes, A\{ e A\{. Com isso, constatamos que o niimero de torsao entre as regices A e
B é 0 mesmo, isto é, ny = ng. Por outro lado, o esqueleto da janela periédica mostrada
na Figura 4.4(b) é formado por duas linhas iguais, A\]. Nesse caso, constatamos que
nc = np. Finalmente, o esqueleto da Figura 4.4(c) também possui duas linhas iguais, A{,
resultando em ng = np.

Para ilustrar a validade da Eq. (4.3), mostramos, na Fig. 4.5(a), uma sequéncia de
janelas periédicas com esqueletos formados por linhas A\{ e AJ. As janelas periédicas que
compoem a sequéncia apresentam regiao central B com diferentes niimeros de rotacao.
Nessa Figura, para as janelas ao longo da sequéncia, obtemos o incremento no ntmero

de torsao (7 = np,,, — np, = 12) e no periodo (p = m;y; — m; = 4), obtemos ainda o

i1
nimero de rotagao, ws = 3,0, na regiao de acimulo das janelas periddicas. Nesse ponto
temos condigoes de verificar a validade da Eq. (4.3). No entanto, antes devemos escolher
a regiao da janela periédica inicial que servird de alimentagao para a Eq. (4.3). Entao,
escolhendo a regiao A da primeira janela para ser a referéncia. Assim,

w Cna+ (-7 4 (E—1)/2
e my+ (i —1)p

onde wg, é o numero de rotacao da regiao R = (A, B,C e D) de i-ésima janela periédica,

, (4.6)

k.l €{0,1,2} é, respectivamente, o nimero de vezes que as curvas AT e A\~ sao cruzadas
a partir da regiao A para qualquer regiao R, desde que nao cruze a mesma curva duas
vezes. Finalmente, tomando o limite assintético da Eq. (4.6), verificamos que wg, = 3, 0.
Resultado que esta de acordo com as medidas realizadas na Fig. 4.5(a). Adicionalmente,
na Fig 4.5(b), mostramos os numeros de rota¢do w obtidos para parametros ao longo de
uma linha passando pela regiao B das janelas na sequéncia, com isso, notamos que 0s
nimeros de rotagao convergem para w., = 3,0, conforme previsto pela Eq. (4.6).

Na Fig. 4.5(c), mostramos uma sequéncia de janelas periédicas com esqueleto formado
por linhas ] e \j. Nessa sequéncia, medimos 7 = 5, p = 3, o niimero de rotacdo na
regiao central wg = 5/3 e 0 nlimero de rotagao Wyem. = 5/3 na regiao de acimulo. Assim,

a Eq. (4.6) com k =2 el =0, fornece wr,00 = 5/3, resultado em pleno acordo com as
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medidas realizadas na Fig. 4.5(c) e 4.5(d). Adicionalmente pela Eq. (4.6), verificamos
que se uma janela periddica apresenta ntimero de rotacdo wp = 7/p, entao, o nimero de
rotacao da regiao B de qualquer janela periédica na sequéncia é wg, = 7/p. Conforme

verificamos na Fig. 4.5(c) e Fig. 4.5(d).

0,7627 0,6925

0,7567
3,0000 1,6666
w w
2,8700 — 1,5500
0,6013 0,6050 1,0200 1,0295
w w

Figura 4.5: (a) Sequéncias de janelas periddicas obtidas através do nimero de rotacdo. Os pares (ng, mp)
indicados nas janelas periddicas s3o, respectivamente, o nimero de torsdo da drea B e o periodo da janela.
Os incrementos no nimero de torsdo e no periodo sio, respectivamente, 7 = 12,0 e p = 4,0. (b) Ndmero
de rotagdo como fung¢do do pardmetro w calculados ao longo de uma linha que intercepta a drea B das
diferentes janelas periddicas na sequéncia mostrada na parte (a). O ndmero de rota¢do assintdtico para esta
sequéncia é ws, = 3,0, conforme predicdo tedrica 7/p = 3,0. (c) Mesmas definicdes de (a) para outra regido
do espago dos pardmetros (nesse caso 7 = 5,0 and p = 3,0). (d) Mesmas definicdes de (b) (nesse caso

Weo = T/p = 1,6666)

4.6 Conclusao

Nesse capitulo, inicialmente, mostramos as condigoes necessarias para definir o esque-

leto que compoe as janelas peridédicas complexas de interesse nesse trabalho. Formulamos
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teoricamente o comportamento dos nimeros de rotagao e de torsao no interior de janelas
periddicas complexas e em sequéncias dessas janelas. Constatamos que o ntimero de tor-
sao fornece um novo panorama para o tratamento de estruturas periddicas em sistemas
dissipativos, revelando detalhes do interior de janelas peridédicas que sao invisiveis diante
de analises apenas do periodo. Além disso, as sequéncias de janelas peridédicas comple-
xas podem agora ser classificadas de acordo com regras de adicionamento de torsao e de
acordo com propriedades da regiao de aciimulo dessas sequéncias. Esses resultados foram

numericamente confirmados em simulacoes para o oscilador de Morse.



62

Propriedades de Torsao



Capitulo 5

Dimensao Fractal no Espaco de

Parametros

Sistemas dinamicos nao-lineares sao sensiveis as pequenas perturbagoes em seus pa-
rametros de controle, resultando em incertezas na predicao do ajuste de parametros de
controle para obtengao do comportamento peridédico ou cadtico. Através da estimativa
dessas incertezas para osciladores cadticos e sistemas adicionais, mostramos que a dificul-
dade de ajuste nos parametros de controle ocorre pela a dimensao da fronteira, entre o
conjunto de parametros que leva a periodicidade e o conjunto que leva ao caos, ser frac-
tal. Constatamos que o valor estimado para a dimensao de tal fronteira estd no mesmo
intervalo de confianca para todas as classes de sistemas dinamicos investigados nesta tese.
Adicionalmente, formulamos um modelo heuristico onde relacionamos o carater universal
da dimensao da fronteira com o decrescimento das janelas peridédicas complexas ao longo

de sequencias no espaco de parametros.

5.1 Introducao

Conforme discutimos no Capitulo 1, o tipo de comportamento dinamico exibido no
espaco de estados de sistemas dinamicos nao-lineares é sensivel as pequenas perturbagoes
nos parametros de controle do sistema. Essa sensibilidade ocasiona incertezas na predicao

do tipo de comportamento assintotico previsto para um determinado parametro durante

63
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seu ajuste. A dificuldade de ajuste é dramatica entre o conjunto de parametros que leva ao
comportamento periddico e o conjunto que leva ao caético, devido ao fato de que proximo
a fronteira entre esses conjuntos, pequenas alteracoes nos parametros levam a grandes

diferencas topoldgicas no espaco de estados.

Para formular a incerteza existente no ajuste de parametros para um determinado
comportamento, partimos da distribuicao, no espaco de parametros, dos parametros cor-
respondentes a periodicidade. Sabemos que esses parametros estao agrupados em janelas
periddicas complexas, e que essas janelas foram consideradas como sendo auto-similares,
i.e., com mesma forma e padrao de distribuicdo em varias escalas de observacao, em
diversos trabalhos da literatura [7, 16, 43, 44, 48, 92]. Dada a dificuldade de ajuste e a
auto-similaridade observada, nos perguntamos, seria o conjunto de parametros que leva as
solugoes periddicas ou o conjunto que leva as solugoes cadticas objetos fractais? Quando
inspecionamos o espaco de parametros notamos que as janelas periddicas complexas ocu-
pam uma porcao continua da area desses diagramas, isso significa que o conjunto de
parametros que compoem essas estruturas possuem medida de Lebesgue nao-nula. Por
outro lado, os parametros correspondentes as solugao cadticas também foram demons-
trados como possuindo medida de Lebesgue nao-nula, i.e., também ocupam uma area
no espago de parametros [93]. Assim, veremos adiante, nesse capitulo, que o fato desses
conjuntos possuirem medida de Lebesgue nao-nula no espago em que estao inseridos im-
plica na nao-fractalidade de ambos. Assim, em uma andlise da dimensao, por exemplo,
dimensao por contagem de caixas, nesses conjuntos encontrariamos a dimensao d = 2.0,

i.e., a mesma dimensao do espaco Euclidiano que ambos conjuntos estao imersos.

Com isso, a sensibilidade para o ajuste de parametros e a auto-similaridade observada
para as janelas peridédicas complexas nao sao incorporadas na descricao dos conjuntos
através de medidas de dimensao por contagem de caixas. Contudo, na literatura, con-
juntos com similaridades topolégicas aos fractais usuais, por exemplo, auto-similaridade,
mas com medida de Lebesgue nao-nula, foram investigados e sao denominados fractais
gordos [59, 94, 95]. O tratamento mateméatico dos fractais gordos exige algumas defi-
nigoes e extensoes no conceito de dimensao, que serao discutidas em detalhes na Secao

5.3. Entretanto, o tratamento consiste em uma estimativa da dimensdao exterior, d,, do
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conjunto de parametros que leva as solucoes periddicas. Interpretamos essa medida como
a dimensao da fronteira global entre o conjunto de parametros que leva a periodicidade e

o conjunto de parametros que leva ao caos.

Neste capitulo, para estimar a dimensao exterior do conjunto de parametros corres-
pondente as solugoes periddicas no espaco de parametros, utilizamos uma abordagem
proposta por Grebogi et al. em que a dimensao exterior de um conjunto ¢é estimada atra-
vés do calculo dos elementos do conjunto que sao incertos sob uma perturbagao em sua
localizacao [59, 96, 97]. Para obter a fragdo de parametros incertos, selecionamos aleatori-
amente um conjunto de parametros e, com ajuda dos expoentes de Lyapunov, verificamos
as condigbes do comportamento dinamico (periédico ou caético). Em seguida alteramos o
valor desses parametros por uma perturbagao, €, entao, analisando o expoente de Lyapu-
nov do sistema perturbado. Calculamos a fracao de parametros em que o comportamento
periédico foi convertido em caético, com isso obtemos a frag¢do de incertos f(g). Repe-
tindo esse procedimento para diversas ordens de grandeza da perturbacao, e, graficamos
a fracao de incertos, f(¢), como fun¢ao da perturbagao, . Finalmente, ajustamos uma
lei de poténcias nesse comportamento; o expoente desse ajuste é denominado expoente
de incerteza, a. O expoente de incerteza é relacionado com a dimensao exterior, d,, do

conjunto por « = D — d,.

Assim, verificamos que a dimensao exterior, d,, do conjunto de parametros que leva a
periodicidade, no espago de parametros dos osciladores cadticos, é fractal. Estimando a
dimensao exterior para classes de sistemas dinamicos adicionais, verificamos que o valor
obtido para a dimensao exterior para todos sistemas investigados estda no mesmo intervalo
de confianca. Adicionalmente, formulamos um modelo heuristico que relaciona a univer-
salidade observada para a dimensao exterior com a razao de decrescimento da largura
das janelas periddicas complexas ao longo das sequéncias em que aparecem no espaco
de parametros. Finalmente, concluimos que a sensibilidade no ajuste de parametros de
controle observada em sistemas dinamicos pode ser atribuida a fractalidade da fronteira

global dos parametros correspondentes a periodicidade.
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5.2 Fractais

O conceito de fractalidade esta intimamente relacionado com escalas de observacao.
Para objetos fractais, grandezas como comprimento, largura e volume dependem da es-
cala de observagao considerada. Por exemplo, tentativas de medir o comprimento da
costa da Gra-Bretanha em mapas geograficos falham sistematicamente, uma vez que sao
observados comprimentos maiores a medida que foram consideradas escalas menores de
observacao [98]. Adicionalmente, quando inspecionados de diferentes escalas de obser-
vagoes, objetos fractais apresentam auto-similaridade, i.e., sucessivas ampliagoes de suas
partes apresentam caracteristicas similares do objeto como um todo. A auto-similaridade
é frequentemente encontrada em objetos do nosso cotidiano.

Apesar das dificuldades oriundas da dependéncia com a escala de observacao, os ob-
jetos fractais precisam ser classificados e diferenciados. Assim, a seguir introduziremos a

dimensao fractal.

5.2.1 Dimensao Fractal

A dependéncia com a escala de observacao apresentada por objetos fractais pode ser
considerada em sua descri¢ao introduzindo-se o conceito de resolucao no espago Euclidi-
ano em que o objeto esta imerso. Esse espaco tem dimensao representada por D, com
D = 1,2,3. Inicialmente, particionamos esse espaco em elementos de lado [ igualmente
espagados, em seguida definimos N(I) como o nimero desses elementos que sao necessé-
rios para cobrir a extensao do objeto sob investigagao. V(l) serd o volume total desses
elementos, lembrando que esse volume esta definido no espagco D-dimensional, podendo re-
presentar um comprimento ou uma area. A partir desses conceitos obteremos a dimensao
por contagem de caizas, d, de um objeto imerso em um espago Euclidiano, e formularemos
uma definicao para fractalidade.

Consideramos um objeto usual, por exemplo, uma curva (d = 1) de comprimento dado
por L. Para definir uma resolucao no espago em que o objeto estd imerso, particionamos
a curva em elementos de comprimento [. Esses elementos sao unidimensionais devido ao

fato de que a dimensao minima de um espaco Euclidiano para comportar uma curva é
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D = 1.0. Para eliminar as unidades de medida do elemento de comprimento, fazemos:
=_, 5.1
V=7 (5.1)
agora 7y representa o tamanho do elemento definido no espago Euclidiano.
Com isso, o nimero de elementos N (1) de lado [ necessarios para cobrir toda extensao

L da curva sob investigacao sera:

N(l)=7 = N@)=~"" (5.2)

Verificamos que o nimero de elementos N(v) aumenta a medida que o lado do elemento
é reduzido como uma lei de poténcias, cujo expoente é um. O mesmo raciocinio pode ser
generalizado para objetos de dimensées maiores, como um plano (d = 2) onde obteriamos
o expoente da lei de poténcias como sendo dois, ou um cubo (d = 3), e o expoente
seria trés. Entao, realizando a contagem do numero de elementos do espago Euclidiano

necessario para cobrir a extensao do objeto de dimensao d, obteriamos:

N(y) ~y" (5.3)

Assim, verificamos que a dimensao d do objeto é recuperada no ajuste do numero de
elementos N () como fungao do tamanho dos elementos v definidos no espago em que o

objeto esta imerso. Entao, definimos a dimensao por contagens de caixas como:

Definicao 5.2.1 A dimensdo de contagem de caizas, d, de um objeto imerso em um
espago Euclidiano de dimensdo D particionado em N(7) elementos de lado v, é:

d = lim M

=0 In~y

A definicao 5.2.1 continua valida quando d nao é um numero inteiro.

Adicionalmente, vamos definir o volume V() ocupado pelos N () elementos necessario
para cobrir o objeto de estudo. Dado que um dos elementos definidos no espaco Euclidiano
D-dimensional tem volume 7", entdo o volume total ocupado pelos N(v) elementos serd

V(v) = N(y)yP. Substituindo a Eq. (5.3), obtemos:
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V(y) = N(y)r? ~ 777, (5.4)

Como a dimensao do numero de elementos ocupados pode no maximo preencher a di-
mensao D, isso implica d < D. Entretanto, para objetos fractais teremos que d < D,
resultando no fato de que o volume V() dos elementos é nulo no limite 7 — 0 para

fractais. Assim, definimos as condicoes para a fractalidade:

Defini¢ao 5.2.2 Um objeto auto-similar € fractal se o volume V(v) € nulo no limite

v — 0 e a dependéncia de V() com v € uma lei de poténcias com expoentes ndao-triviais.

O fato de V(v) anular-se no limite v — 0 significa que o objeto fractal de dimensao d

possui medida de Lebesgue nula no espago D-dimensional.

5.2.2 Conjunto de Cantor

A definicao 5.2.2 pode ser verificada para o conjunto de Cantor, que constitui um
exemplo tradicionalmente utilizado para exemplificar a fractalidade. Esse conjunto é
construido a partir de um segmento de reta de comprimento unitario L = 1. O terco
central desse segmento é removido, resultando em dois intervalos de comprimento 1/3
cada. Removendo novamente o terco central desses intervalos resultantes, obtém-se quatro
intervalos de comprimento 1/9. Repetindo esse procedimento sistematicamente, apos n
passos obtém-se 2" intervalos de comprimento 1/3". (Veja ilustracao na Figura 5.1.) Os
pontos resultantes apés a aplicagdo de infinitos passos (n — c0) é o conjunto de Cantor
[98].

Para calcular a dimensao fractal desse conjunto, dividimos o segmento de reta unitario
(L = 1) em intervalos de comprimento v = 37". O ndmero N(7) de intervalos de com-
primento [ = 37" necessario para cobrir o conjunto de pontos apés n passos é N(v) = 2",

com isso aplicando a Eq. (5.2.1):

In N In2
d—tim BNO) 2 s (5.5)

=0 Invy In3
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Figura 5.1: Esquema de construgcdo do conjunto de Cantor, o terco central de cada segmento de reta é
removido em cada passo da construgdo. O conjunto de Cantor é o conjunto resultante assintético desse

mecanismo.

Verificamos que o valor do expoente da lei de poténcias (dimensao fractal) é indepen-
dente do passo n, i.e., independente da escala considerada. Esse fato ressalta a invariancia
de escala presente em objetos auto-similares.

A dimensao do conjunto de Cantor é d = 0.631, o espaco Euclidiano que o conjunto
estd imerso possui dimensao D = 1.0. Entao, de acordo com a Eq. (5.4), para d < D
o volume do objeto deve anular-se para v — (0. Para verificar se o conjunto de Cantor
reproduz essa caracteristica, calculamos o comprimento total removido R apds os passos
para construcao do conjunto. Partindo de comprimento inicial unitario L = 1, o processo

consiste na remocao dos tercos centrais, assim R serd dado por:

1 2 4 1
R=-+4+-4+—+.=—"2-=1, (5.6)
37921 12

e o volume do conjunto final ¢ V"= L— R = 0. Portanto o conjunto de Cantor tem medida

de Lebesgue nula e obedece a defini¢ao 5.2.2.

5.3 Fractais Gordos

A defini¢ao 5.2.2 de fractais exige o anulamento do volume V'(v) no limite v — 0, i.e.,
medida de Lebesgue nula. Entretanto, alguns objetos podem exibir estrutura topoldgica
similar aos fractais, mas o volume V() nao é nulo no limite v — 0, consequentemente,
a dimensao de contagem de caixas desses objetos nao é fractal. Esses objetos sao cha-

mados fractais gordos. Adiante daremos uma definicdo mais formal para esses objetos,
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entretanto, para elucidar esse conceito, utilizaremos um objeto fractal usual denominado
tapete de Sierpinski. O tapete de Sierpinski, obtido a partir de uma regra para remoc¢ao
sucessiva e sistematica de pequenos quadrados do interior de um quadrado inicial, é uma
versao para o plano do conjunto de Cantor. O tapete de Sierpinski é auto-similar, possui
dimensao fractal e medida de Lebesgue nula [98]. Para o nosso propésito de exemplificar
conceitualmente um fractal gordo, em um experimento mental, considere que no centro do
tapete de Sierpinski acrescentamos um circulo completamente preenchido. O objeto re-
sultante é a unido de um conjunto fractal com um objeto Euclidiano (ndo-fractal), mas se
considerarmos o pequeno circulo como sendo imperceptivel as inspecgoes visuais, o objeto
resultante possui aspecto estrutural de um fractal convencional. Entretanto, rigorosa-
mente o objeto resultante nao possui volume V() nulo no limite v — 0, essa é a idéia de

um fractal gordo.

Um objeto cujo volume V() néo é nulo no limite v — 0 néo possui dimensao por
contagem de caixas fractal. Assim, para incoporar na classificacao desses objetos as propri-
edades similares aos fractais usuais, serd necessario algumas novas definicoes e conceitos.

A seguir discutiremos as ferramentas utilizadas nesse tratamento.

5.3.1 Dimensao Nao-Fractal e Expoente de Incerteza

Se um objeto imerso em um espago Euclidiano de dimensao D possui medida de Lebes-
gue nao-nula nesse espaco, entao a dimensao do objeto é a mesma do espaco Euclidiano.
Para ilustrar essa afirmacao, consideramos uma construcao semelhante ao conjunto de
Cantor, mas ao invés de removermos o terco central dos segmentos de reta a cada iteragao,
removemos 1/3 do comprimento inicial L = 1,0 e em seguida removemos recursivamente
1/3 da quantidade removida no passo anterior. Assim, na enésima iteracao a quantidade
removida da extensao do segmento resultante é 1/3"™ ao invés de 1/3. Com isso, a extensao

L do conjunto apds n passos sera.

L,= - i). (5.7)
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Tomando o limite assintético n — oo, obtemos:

o

Lo =[] - Bim) = 0.56. (5.8)

m=1
A convergencia dessa produtoria foi verificada numericamente. A medida desse conjunto é
Lo = 0.56. Embora o conjunto resultante desse processo tenha similaridades topologicas
com o conjunto de Cantor, seu comprimento assintotico nao é nulo. Portanto, a dimensao
desse conjunto é d = 1. A dimensao usual obtida por contagem de caixas nao é adequada
para descrever a estrutura encontrada em fractais gordos, pois nao incorpora os aspectos
que sao similares ao conjunto de Cantor, por exemplo, a auto-similaridade.

Para que a propriedade de auto-similaridade seja assimilada na descricao de objetos
cujo volume, V' (), da Eq. (5.4) ndo é nulo, modificaremos o conceito usual de dimensao
para considerar propriedades da borda desses objetos. Na Eq. (5.4), inicialmente, defi-
nimos a codimensao como p = D — d. Conceitualmente, a codimensao de um objeto de
dimensao d em um espaco de dimensao D é a quantidade que falta na dimensao do objeto
para que esse tenha a dimensao do espago. Adicionalmente, na Eq. (5.4), acrescentamos

um sinal de igualdade inserindo uma constante de proporcionalidade. Entao,
V(y) =W, (5.9)

no limite 7 — 0, a codimensao p sera:

1
p = lim nV(”y)‘
=0 In~y

(5.10)
Para fractais usuais tem-se que p > 0. Contudo, para objetos com medida de Lebesgue
nao-nula, temos que lim,_,o V' (7) = V5 > 0, e a condimensao é sempre p = 0, tornando-se
inutil, pois nesse caso a dimensao do objeto é a mesma do espaco d = D.

Entretanto, essa dificuldade pode ser contornada através de uma modificacao concei-
tual na definigdo da codimensao, Eq. (5.10). O volume excedente V4 que o objeto ocupa
no espaco Euclidiano deve ser removido do calculo da codimensao, para que p seja dife-
rente de zero e termos novamente condicoes de extrair informacao dessa medida. Assim,
subtraimos Vj na definicao de codimensao e obtemos:

=0 In~

. (5.11)
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Note que para fractais usuais Vj = 0, a definicao usual de codimensao é recuperada,
caracterizando essa nova defini¢cdo como uma extensao do conceito original de codimensao.

Para que a remogao do volume V} tenha sentido, esse deve ser removido depois que
pontos adicionais sao acrescentados na estrutura do objeto. Na literatura, esse mecanismo
¢ realizados de pelo menos de trés formas diferentes [95]. Entretanto, nesse trabalho
utilizaremos a técnica introduzida por Grebogi et al. [59], onde o volume do objeto de
interesse é completado com um conjunto exterior de pontos até uma distancia v. Na

Figura 5.2 ilustramos esse conceito em um pictograma.

Vo V(v)=Vo+ F(v)

DN

(LT

Figura 5.2: Pictograma ilustrando o artificio realizado para remover o volume V|, que o objeto ocupa na grade

definida no espaco Euclidiano que estd imerso.

Nesse caso, a nova codimensao « refere-se ao volume V() — V4 que no limite v — 0
tende para a fronteira do objeto. Com isso, a codimensao a é relacionada com uma

dimensao que chamaremos de dimensao exterior d,, entao:
a=D—d,, (5.12)

onde D ¢é a dimensao do espaco Euclidiano e d, é a dimensao exterior do conjunto, que
conforme a literatura, é a dimensao da fronteira do objeto. Com isso, N(7) ~ 9= refere-se
ao numero de elementos, definidos no espaco Euclidiano, ocupados pelo volume exterior
V(v) — Vo do conjunto.

A obtencao direta da codimensao a a partir da Eq. (5.11) é invidvel, especialmente
devido a dificuldades de obten¢ao do volume, V(y) — Vi, do conjunto exterior. Para
contornar essa situacgao, utilizamos o fato desse volume tratar-se de uma area de fronteira,

portanto, seus elementos podem sair do conjunto quando perturbados por um erro € em
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sua posigao. Com isso, o volume V(vy) — V serd aproximado pela fragao f(e) de seus
elementos que sao incertos quando perturbados por €. Adicionalmente, fazendo o tamanho

~ do elemento de volume igual a perturbagao ¢ na posicao (y = ¢), teremos:

fle) ~Vi(e) = W. (5.13)
Usando a Eq. (5.4) e N(g) ~ g%:

fe) ~elP™% ~ g™, (5.14)

Assim, identificamos a codimensao a como o expoente da lei de poténcias que governa a
fracao de elementos do conjunto em funcao da perturbagao aplicada, denominado ezpoente

de incerteza. Essa condimensao é definida como:

a = lim m. (5.15)
e—0 Ine

Para definir o intervalo de valores admitidos pelo expoente de incerteza nesse contexto,
basta considerarmos a Eq. (5.12). A dimensao exterior delimita o conjunto fractal gordo.
Para tal, seu valor minimo permitido é d = D —1, implicando a < 1, onde D é a dimensao
do espaco Euclidiano em que o sistema estd imerso. Por outro lado, a dimensao exterior
deve sempre ser menor que a dimensao do espago D, implicando a > 0 [59, 97]. Com isso,

temos uma definicao para os fractais gordos:

Defini¢ao 5.3.1 Um objeto auto-similar é um fractal gordo se o volume V(7) € nao-nulo

no limite v — 0 e o expoente de incerteza, o, esta no intervalo 0 < a < 1

Com auxilio do expoente de incerteza, investigamos as condi¢oes dos conjuntos for-
mados por parametros que correspondem ao comportamento peridédico no espago de pa-

rametros dos osciladores cadticos.

5.4 Expoente de Incerteza e Dimensao Exterior no
Espaco de Parametros

Conforme discutimos na secao 2.4.6, os parametros correspondentes as solugoes perio-
dicas e os correspondentes aos atratores cadticos dividem espaco em diagramas bidimensi-

onais de parametros, denominados espaco de parametros. Adicionalmente, os parametros
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correspondentes as solugoes periddicas estao agrupados em janelas periddicas complexas,
a distribuicao dessas janelas no espago de parametros de diversos sistemas dinamicos
tem sido amplamente observada como sendo auto-similar, i.e., perfil de organizacao dos
parametros nesse espaco é invariante em diversas escalas de observacoes. Entretanto, ne-
nhuma investigacao das condigoes topoldgicas desses conjuntos ou de suas fronteiras foi
realizada. Dado que os parametros correspondentes as solugoes periddicas (janelas perié-
dicas complexas) evidentemente ocupam uma area nao-nula nesses diagramas, o conjunto
de parametros que leva as solugbes periddicas é de medida nao-nula. Adicionalmente,
os parametros correspondentes aos atratores cadticos foram mostrados com também pos-
suindo medida de Lebesgue nao-nula [93]. Assim, descarta-se a possibilidade de ambos
conjuntos serem fractais usuais. Entretanto, a configuracao auto-similar das janelas perié-
dicas complexas levanta a hipdtese de existéncia de fractais gordos e, consequentemente,

a existéncia de fronteiras fractais entre periodicidade e caos no espago de parametros.

Assim, utilizamos os expoentes de incerteza, introduzidos na secao anterior, para ca-
racterizar as condigoes topolégicas das fronteiras entre os parametros correspondentes a
periodicidade e caos no espaco de parametros de osciladores cadticos. Embora esses expo-
entes tenham sido utilizados na literatura para caracterizar as fronteiras entre os conjuntos
bidimensionais de condigdes iniciais que levam a diferentes atratores [96, 97], no contexto

de espaco de parametros esta é a primeira vez que eles sao utilizados.

Para obter o expoente de incerteza e, consequentemente, a dimensao das fronteiras
entre os conjuntos de parametros que levam respectivamente a periodicidade e caos, ini-
cialmente selecionamos aleatoriamente 3,0 x 10* pares (w, d) de parametros. Adicional-
mente, perturbamos esses pares por um erro € em ambas orientagoes ao longo de uma das
componentes, esse procedimento fornece 6,0 x 10% pares (w =+ ¢, d) de parametros adici-
onais. Em seguida utilizamos os expoentes de Lyapunov, A, para decidir se os estados
correspondentes a cada par de parametros é caético (A > 0) ou periédico (A < 0). Entao,
tomamos todos os pares de parametros (w.,d.) ndo-perturbados cujo estado é periddico,
comparamos com os estados dos respectivos parametros perturbados (w. + €,d.). Se pelo
menos um dos dois estados foi convertido para caético devido a perturbagao, entao o para-

metro periddico é computado como incerto. Esse procedimento é repetido para diferentes
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valores da perturbacao ¢ e a fracdo, f(e), dos parametros cadticos que sao incertos é ar-
mazenado. A Figura 5.3 ilustra o procedimento discutido para obtencao dos expoentes

de incerteza no espaco de parametros.

e[t

e incertos

Figura 5.3: llustracdo do método utilizado para quantificar o niimero de pardmetros incertos.

Assim, na Figura 5.4(a) mostramos o espago de parametros (w x d) do oscilador de
Morse descrito pela Eq. (4.5) na Segao 2.3. Em preto indicamos os parametros que cor-
respondem aos atratores cadticos, enquanto em branco indicamos os parametros corres-
pondentes as janelas periddicas complexas. Nessa figura escolhemos uma regiao do espaco
de parametros em que as janelas periddicas complexas estao alinhadas em sequéncias de
adicionamento de periodo e torsao, e se acumulando em regices periddicas do espago de
parametros. Na Figura 5.4(b), para a regiao do espago de parametros mostrada na Figura
5.4(a), mostramos a fragdo de parametros incertos f(e) em funcao da perturbacao . O
intervalo de confianca para a fracdo de incertos f(¢) foi obtido tomando-se /N (g), onde
N(e) é o numero de incertos. A linha preenchida é um ajuste como lei de poténcias,
f(e) = A varepsilon®, que nos fornece o expoente de incerteza o = 0,4040,04. O desvio
padrao do expoente de incerteza, «, foi obtido diretamente do graficados utilizados no
ajuste como lei de poténcias.

Na Figura 5.5(a), mostramos o espago de parametros do oscilador de Duffing descrito
pelo Eq. (2.4) na Segao 2.3, a codificagao de cores ¢ a mesma da Figura 5.4(a). Com

o mesmo critério utilizado na 5.4(b) de escolha para regido do espago de parametros, na
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Figura 5.4: (a) Espaco dos pardmetros (w x d) do oscilador de Morse. Pardmetros representados em preto
correspondem ao comportamento cadtico, enquanto pardmetros representados em branco ao periédico. (b)
Fracdo de pardmetros incertos f(e) dos pardmetros correspondentes ao comportamento ajustados como uma

lei de poténcias com a perturbagdo/erro €.

Figura 5.5(b) obtivemos a fragao de parametros incertos como func¢ao da perturbagao
aplicada e. Realizando o ajuste de uma funcao lei de poténcia, obtivemos o expoente de

incertza, a = 0,38 £ 0,04

0,229 1,000 .
i(e)=15,07¢%%8 .
fe)
T 0,204 0,100
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0,180 i 0,010 & ' ‘ ‘
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Figura 5.5: (a) Espaco dos pardmetros (w x d) do oscilador de Duffing. Pardmetros representados em preto
correspondem ao comportamento cadtico, enquanto pardmetros representados em branco ao periédico. (b)
Fracdo de pardmetros incertos f(e) dos pardmetros correspondentes ao comportamento ajustados como uma

lei de poténcias com a perturbaggo/erro ¢.

Com as Figuras 5.4 e 5.5, notamos que o expoente de incerteza ajustados para am-
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bos osciladores cadticos estao no mesmo intervalo de confianca. Assim, utilizando a Eq.
(5.12), obtemos a dimensao exterior d, do conjunto de parametros que levam aos atratores

caodticos de ambos osciladores, conforme Tabela 5.1:

Sistema Dinamico | « d,

Oscilador de Morse 0,414+0,04 | 1,59+0,04
Oscilador de Duffing 0,38+0,04 | 1,62£0,04

Tabela 5.1: Na primeira coluna mostramos os expoentes de incerteza « ajustados para o oscilador de Morse
(primeira linha) e para o oscilador de Duffing (segunda linha). Na segunda coluna representamos a dimensio

exterior d,, de ambos os osciladores, obtida pela Eq. (5.12).

Os resultados mostrados na Tabela 5.1 sugerem que o expoente de incerteza e con-
sequentemente a dimensao exterior podem ser uma grandeza universal para sistemas di-
namicos. Assim, na secao seguinte analisamos essas grandezas para diversos sistemas

dinamicos em que sequencias de janelas periddicas ocorrem no espaco de parametros.

5.5 Dimensao Exterior Como Universalidade em Sis-
temas Dinamicos

Para investigar a universalidade da dimensao exterior, realizamos o procedimento des-
crito na segao anterior para obter o expoente de incerteza de trés classes adicionais de
sistemas dinamicos. Comecamos com um exemplo bastante popular no estudo de siste-
mas dinamicos continuos, o oscilador de Rossler, que é descrito pelo seguinte sistema de
equacoes:
T=—Yy— 2,
y=x+ay, (5.16)
Z2=(b+z)r —cz.

Conforme Fig. 5.6, nesse sistema investigamos o espago de parametros a X ¢ onde ocorre

uma sequéncia de janelas periddicas complexas. O parametro b é mantido constante em

b=0,3.
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Figura 5.6: (a) Espaco dos pardmetros (a x ¢) do oscilador de Réssler. Pardmetros representados em preto
correspondem ao comportamento cadtico, enquanto pardmetros representados em branco ao periédico. (b)
Fracdo de pardmetros incertos f(e) dos pardmetros correspondentes ao comportamento ajustados como uma

lei de poténcias com a perturbagdo/erro ¢.

Também consideramos sistemas dinamicos descritos por equacoes diferenciais que des-
crevem taxas de povoamento de niveis de energia. Como exemplo, tomamos um laser de
CO5 com perdas moduladas por um parametro depedente do tempo:

o=~ (= — K1),
T (5.17)
2= (20— 2)y — uz,
onde k(t) = ko(1+ Acos 2w ft). Conforme resultados mostrados na Fig. 5.7, investigamos
uma sequéncia de janelas peridédicas complexas no espago f x A dos parametros. Os
outros parametros sao mantidos fixos 7 = 3,5 x 107? 5, v = 1,978 x 10° 571, 2y = 0, 175,
e ko = 0,1731 [26].

Finalmente, na Fig. 5.8, consideramos uma sequéncia de janelas periddicas complexas

no espaco de parametros de um sistema dinamico a tempo discreto, o mapa do circulo:

K
Tpy1 = Tp + Q — o sin(2mxy,), (5.18)
T

obtemos o espago K x  de parametros desse mapa [99].
Na Tabela 5.2 mostramos os valores obtidos para o expoente de incerteza e para a

dimensao exterior para as trés classes de sistemas dinamicos estudadas nessa secao:
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Figura 5.7: (a) Espago dos pardmetros (f x A) do laser CO5. Pardmetros representados em preto corres-
pondem ao comportamento cadtico, enquanto pardmetros representados em branco ao periédico. (b) Fragdo
de pardmetros incertos f(¢) dos pardmetros correspondentes ao comportamento ajustados como uma lei de

poténcias com a perturbacdo/erro .
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Figura 5.8: (a) Espago dos pardmetros (K X ) do mapa do circulo. Pardmetros representados em preto
correspondem ao comportamento cadtico, enquanto pardmetros representados em branco ao periédico. (b)
Fracdo de pardmetros incertos f(e) dos pardmetros correspondentes ao comportamento ajustados como uma

lei de poténcias com a perturbagdo/erro ¢.
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Sistema Dinamico o d,

Oscilador de Rossler | 0,41 +£0,04 | 1,594+0,04
Laser CO, 0,40 +0,04 | 1,60 40,04
Mapa do Circulo 0,4240,04 | 1,58 +0,04

Tabela 5.2: Na primeira coluna mostramos os expoentes de incerteza « ajustados para o oscilador de Rossler
(primeira linha), para o laser CO, (segunda linha) e para o mapa do circulo (terceira linha). Na segunda

coluna representamos a dimens&o exterior d;, dos t¢rés sistemas, obtida pela Eq. (5.12).

Com isso, nessa secao confirmamos que o valor da dimensao exterior obtida para os
osciladores cadticos na secao anterior é reproduzido para sistemas dinamicos de outras
classes. Assim, para os sistemas dinamicos investigados, argumentamos que essa dimenao
¢ universal em regioes do espago de parametros onde sequéncias de janelas periddicas
ocorrem. As sequéncias de janelas periddicas complexas estao alinhadas em sequéncias de
adicionamento de periodo, o tamanho das janelas ¢ reduzido ao longo dessas sequéncias
a medida que o periodo cresce. Baseados nessa propriedade, na secao seguinte, formu-
lamos um modelo heuristico para explicar a universalidade da dimensao exterior como

consequencia da reducao do tamanho das janelas ao longo da sequéncia.

5.6 Modelo Heuristico para Dimensao de Fronteiras
no Espaco de Parametros

As observagoes discutidas nas segoes anteriores sugerem que a dimensao exterior do
conjunto de parametros que correspondem a periodicidade é universal. Suspeitamos que
essa universalidade pode ser entendida a medida que as janelas periddicas complexas
decrescem ao longo das sequéncias. Assim, com a finalidade de modelar esse comporta-
mento universal da dimensao exterior, formulamos um modelo heuristico unidimensional
para descrever o decrescimento dessas janelas ao longo das sequéncias em que ocorrem.
No modelo, as janelas periddicas serao representadas por intervalos removidos sucessi-
vamente de um segmento de reta inicial, no limite assintético do processo de remocao,

o conjunto remanescente representara os parametros correspondentes ao comportamento
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cadtico. Entretanto, antes de realizar as consideragoes do modelo propriamente, investiga-
mos o decrescimento das janelas periddicas ao longo das sequéncias em que sao observadas,
com o objetivo principal de verificar a existéncia de regras para esse decrescimento que
possam ser uteis na alimentacao do modelo. Nessa investigacao consideramos todos os

sistemas discutidos na Secao 5.5 e entre os osciladores da Secao 5.4 escolhemos o oscilador

de Morse.

Na Figura 5.9, de cima para baixo os diagramas correspondem respectivamente aos
sistemas: Oscilador de Rossler, oscilador de Morse, laser CO5 e mapa do circulo. A
esquerda, mostramos o espaco de parametros dos sistemas investigados, destacamos as
sequéncias de janelas periddicas complexas que escolhemos para estudar o comportamento
do decrescimento através de numeracao de cada janela que teve a largura mensurada. Na
Figura 5.9, a direita, mostramos o decrescimento das dez primeiras janelas ao longo da
sequéncia, adicionalmente verificamos que esse comportamento ¢é ajustado por uma lei de

poténcias, W (i) = Ai~!,

Dado que o decrescimento da largura da janela é ajustado por uma lei de poténcia com
expoente [, a partir de uma reta de comprimento inicial Cj, o modelo heuristico consiste
na remocao sucessiva de segmentos cujo comprimento também é reduzido de acordo com
uma lei de poténcias com o mesmo expoente [ obtido para o decrescimento da largura
das janelas. Cada passo ¢ de remocao no modelo corresponde a uma janela periddica
complexas da sequéncia. Na Figura 5.10 mostramos um pictograma do modelo heuristico

e um comparativo com a sequéncia de janelas peridodicas complexas.

Assim, passamos a analise do expoente de incerteza aj; do modelo heuristico. A partir
da Eq. (5.14), sabemos que fy/(i) o< €37'. Entdo, inicialmente obtemos uma expressao
para o nimero de elementos incertos fy/(i) do modelo. Para tal, consideramos como
incertos os elementos que estao na borda dos intervalos removidos, com isso, fa (i) = 2i.
Adicionalmente, de acordo com a Figura 5.9, sabemos que a fragao dos intervalos cadticos
que é removida a cada passo é W (i) ~ A/i', entdo, consideramos o erro £j; do modelo
como sendo inversamente proporcional a esse decrescimento, i.e., e o< i*. O erro aumenta

a medida que as janelas periddicas sao removidas no processo. Assim, temos o expoente
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Figura 5.9: De cima para baixo os diagramas correspondem respectivamente aos sistemas: Oscilador de
Réssler, oscilador de Morse, laser CO, e mapa do circulo. A esquerda estdo sequéncias de janelas periddicas
cujo largura foi mensurada, os nidmeros representam a ordem, ¢, de aparecimento da janela na sequéncia
considerada. A direita est3o as medidas de largura das dez primeiras janelas periddicas, o comportamento da

largura W ao longo da sequéncia foi ajustado como uma lei de poténcias para os sistemas investigados
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Figura 5.10: (a) Sequéncia tipica de janelas periédicas complexas. Os ndmeros representam a ordem de
aparecimento da janela na sequéncia. As letras W; representam a posicdao onde medimos a largura da janela.
(b) Esquema de constru¢do do modelo, a partir de uma reta, os comprimentos W referente a largura de cada
janela sdo removidos a cada passo i do modelo. fy; é o nimero de pardmetros incertos em cada passo do

modelo

de incerteza «j; do modelo heuristico:

. log(2i) 1

Usando Eq. (5.19) na Eq.(5.12), obtemos a dimensao exterior dys,, do modelo heuristico:

dye = ZDT_l, (5.20)
onde [ é o expoente de decrescimento da largura da janela periddica, D é a dimensao do
espaco Euclidiano em que conjunto esta imerso.

Com isso, substituindo na Eq. (5.20) os valores dos expoentes [ obtidos na Figura
5.9, verificamos que a dimensao exterior obtida para o modelo heuristico estd no mesmo
intervalo de confianca dos valores obtidos para a dimensao exterior obtida através dos
expoentes de incerteza das Secoes 5.4 e 5.5.

Na Tabela 5.3 sumarizamos os resultados obtidos para os sistemas analisados. Na
primeira coluna mostramos os valores obtidos para os expoentes, [, de decrescimento da
largura das janelas periddicas. Na segunda coluna mostramos a dimensao exterior d,
obtida através dos expoentes de incerteza a mostrados na quarta coluna e obtidos pelo

calculo da fragao de incertos no espago dos parametros. Na terceira coluna, mostramos a
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dimensao exterior d;, obtida para o modelo heuristico calculada através dos expoentes

oy mostrados na ultima coluna.

Sistema Dinamico |/ de =D —a | dys « an

Oscilador de Rossler 2,7+0,1 1,59+0,04 | 1,63+0,06 |0,41+0,04 | 0,37+0,01
Oscilador de Morse 2,1+0,1 |1,60£0,04 | 1,524+0,07 |0,40£0,04 | 0,484+0,02
Laser de COq 2,7+0,1 |1,60£0,04 |1,63+0,06 |0,40+£0,04 | 0,37=+0,01
Mapa do Circulo 2,1+0,1 1,58 +0,04 | 1,524+0,07 |0,42+0,04 | 0,48 4+0,02

Tabela 5.3: Na primeira coluna mostramos os expoentes, [, de decrescimento da largura das janelas periddicas
obtidos nos ajustes da Figura 5.9. Na segunda coluna mostramos a dimensdo exterior d, calculada através
dos expoentes de incerteza o, mostrados na quarta coluna, obtidos na Secdes 5.4 e 5.5. Na terceira coluna
mostramos a dimens3o exterior d,s, obtida através do expoente de incerteza arp; do modelo mostrados na

ultima coluna.

Assim, de acordo com Tabela 5.3, constatamos que a universalidade observada para
dimensao exterior do conjunto de parametros que levam ao comportamento periddico
¢ bem descrita por um modelo que incorpora o decrescimento da largura das janelas

periddicas complexas.

5.7 Conclusao

Neste capitulo, verificamos a existéncia de incertezas intrinsecas no ajustes dos para-
metros de controle de sistemas dinamicos nao-lineares que exibem caos. Quantificamos
essas incertezas através do ajuste da fracao de parametros incertos como uma lei de po-
téncias em funcao de um erro aplicado. Através do expoente obtido nessa lei de poténcias,
obtivemos a dimensao exterior do conjunto de parametros que leva as solucoes periddicas,
essa dimensao mostrou-se fractal e universal para as classes de sistemas investigados. No
espaco de parametros, interpretamos essa dimensao como sendo a dimensao da fronteira
global entre o conjunto de parametros que leva as solugoes periddicas e o conjunto que leva
as solugoes cadticas. Adicionalmente, analisamos o decrescimento da largura das janelas
periddicas complexas ao longo de sequéncias que existem na regiao de parametros em

que calculamos a dimensao exterior. Verificamos que essa largura também possui o expo-
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ente caracterstico de decrescimento que utilizamos em modelo heuristico para explicar a

universalidade observada para as fronteiras.
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Dimensao Fractal no Espaco de Parametros



Capitulo 6

Conclusoes e Consideracoes Finais

A realizacao dos trabalhos relatados nessa tese foi motivada pelo crescente interesse em
conhecer a dependéncia de sistemas dinamicos com seus parametros de controle. Esse tipo
de investigacao tem sido amplamente realizada com a utilizacao de diagramas bidimen-
sionais denominados espaco de parametros. Esses estudos abrangem sistemas dinamicos
continuos e discretos provenientes de diversos campo da ciéncia, e sao realizados em ca-
rater tedrico, numérico e experimental. Nessa tese, nossas investigagoes concentraram-se
em experimentos numeéricos e, quando possivel, realizamos interpretacoes tedricas e heu-
riticas dos principais resultados obtidos e fenomenos observados. Na escolha dos sistemas
dinamicos a serem investigados consideramos seus respectivos potenciais para posterior
implementacao em aparatos experimentais. Acreditamos que os resultados aqui relatados
sao factiveis de confirmacao em laboratorio. Assim, o cendrio escolhido para nossas anali-
ses foi 0 espaco de parametros dos osciladores cadticos, uma classe de sistemas dinamicos
simples. Porém, nesses sistemas procedemos sem evitar complexidades decorrentes de sua
analise e de seus resultados.

No capitulo 2, inicialmente, discutimos a formalizacao béasica de sistemas dinamicos
a tempo continuo, bem como, os principais estados finais presentes no espaco de estados
desses sistemas. Em seguida, introduzimos a equacao geral dos osciladores cadticos, e a
partir desse ponto restringimos nossa andlise a essa classe de sistemas dinamicos. Apre-
sentamos as principais ferramentas e artificios utilizados no tratamento desses osciladores.

A integragao numérica foi realizada com método de Runge-Kutta de quarta ordem com

87



88 Conclusoes e Consideracoes Finais

passo fixo. A convergéncia do método para essa classe de equagoes, bem como a precisao
na obtencao dos estados finais, foram testadas utilizando-se diferentes parametros de in-
tegracao e comparados com estados finais obtidos na literatura. A dinamica dos estados
desses osciladores esta contida em um espaco tridimensional (z, dz/dt, t). Utilizando pla-
nos de fase e segoes de Poincaré estroboscépicas, reduzimos a anélise ao plano (z, dx/dt).
A sensibilidade estrutural as variagoes dos parametros foi discutida e ilustrada através de

diagramas de bifurcacoes.

Adicionalmente, no Capitulo 2, ressaltamos a importancia da distin¢ao entre o compor-
tamento periddico e cadtico. Para essa finalidade, introduzimos o conceito de expoentes
de Lyapunov. A obtencao desses expoentes para sistemas dinamicos continuos, tipica-
mente, apresenta dificuldades numéricas. Nesse trabalho adotamos o algoritmo de Wolf
et al., na Secao 2.4.3, discutimos os principais passos desse procedimento. Com auxilio
dos expoentes de Lyapunov, confeccionamos espacos bidimensionais de parametros, que
contribuiram na anélise coletiva de um conjunto de parametros de controle dos osciladores

nao lineares.

As propriedades de torsao dos estados periddicos, os calculos do nimero de torsao e
do niimero de rotagao também foram introduzidos no Capitulo 2. Definimos inicialmente
o conceito usual de nimero de rotacao, geralmente associado as superficies toroidais. Em
seguida, introduzimos o nuimero de rotacao e de torsao generalizados propostos por U.
Parlitz e W. Lauterborn para osciladores cadticos, o cédlculo dessas grandezas considera
o numero de voltas que uma trajetéria descreve antes de convergir para um dado estado
periddico. A partir das expressoes obtidas para as grandezas que quantificam a torsao,
mostramos a convergencia do niumero de rotacao, w, para uma razao de nimeros inteiros.
Consequentemente, a convergéncia do nimero de torsao, n, também fica garantida uma

vez que n = wm, onde m é um inteiro correspondente ao periodo da érbita periddica.

No Capitulo 3, investigamos, no espago de parametros de osciladores cadticos, as
consequencias da implementacao de pequenas perturbacoes periédicas nas equagoes que
descrevem esses osciladores. Conforme relatado na literatura [57, 58|, as pequenas per-
turbacoes periddicas podem suprimir a existéncia de estados cadticos, constituindo uma

técnica de controle de caos [83]. Nesta tese, observamos que a supressao de caos de-
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vido a essas perturbacoes ocorre para um conjunto de parametros do sistema com uma
mesma amplitude da perturbacao. Especificamente, as pequenas perturbacoes periddicas
produzem réplicas de janelas periddicas complexas em espacgos de parametros cujo eixos
sao parametros de controle do sistema dindmico independente da perturbagao [69]. Esse
resultado contribui para o entendimento do mecanismo de controle de caos por pequenas

perturbagoes e confere robutez a essa técnica.

No Capitulo 3, restringimos nossa anélise a observagao fenomenolégica da replicagao
de janelas periddicas complexas. Acreditamos que esse estudo tem potencial para esti-
mular novas investigacoes tedricas e experimentais para fundamentar a ocorréncia desse

fendmeno.

No Capitulo 4, investigamos as propriedades de convergéncia, para pontos fixos e
para Orbitas periddicas, de mapas de Poincaré obtidos a partir do fluxo gerado pelas
equacoes que descrevem os osciladores cadticos. Para regioes do espago de parametros
com ocorréncia de janelas periddicas complexas, realizamos uma previsao tedrica para
o comportamento da convergéncia baseados no tipo de convergéncia esperada para as
regioes de parametros com ocorréncia de bifurcagoes sela-né e dobramento de periodo,
que delimitam essas janelas [70]. Com auxilio de medidas obtidas numericamente para
os osciladores cadticos, nimero de rotagao, w, e numero de torsao, n, quantificamos
o comportamento das propriedades de convergéncia no interior das janelas periddicas
complexas. Constatamos a existéncia de quatro areas com ntmeros de rotagao, e torsao,
constantes dentro das janelas periédicas complexas, entre essas areas o nimero de torsao

sofre alteragao de £1/2 devido as mudangas de 7 na orientacao da convergéncia. [70].

Para regioes do espaco de parametros com ocorréncia de sequéncias de janelas perio-
dicas complexas, baseados no fenémeno de adicionamento de periodo conhecido nessas
sequéncias, conjecturamos a existéncia de um mecanismo de adicionamento das propri-
edades de torsao ao longo dessas sequéncias. Com isso, obtivemos uma regra para o
adicionamento da torsao, n, ao longo de uma dada sequéncia. Combinando esse resultado
com as regras previamente existentes para o adicionamento do periodo, m, obtivemos uma
expressao geral para o numero de rotacao, w, ao longo da sequéncia. Tomando o limite

assintotico para essa expressao, obtivemos o nimero de rotacao da regiao de acimulo da
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sequéncia. Em seguida, realizamos experimentos numéricos com o oscilador de Morse e

verificamos esses resultados [70].

No Capitulo 4, combinamos experimentos numéricos e interpretacoes tedricas dos resul-
tados e dos fendomenos observados. Os resultados obtidos nesse capitulo contibuem para o
entendimento da organizacao, no espaco de parametros, dos parametros que correspondem
a solucoes periddicas do osciladores cadticos. Especialmente por explorar propriedades do

espaco de estados pouco utilizadas na literatura.

No Capitulo 5, investigamos a sensibilidade no ajuste dos parametros de controle
dos osciladores caoticos e sistemas dinamicos adicionais. Em um experimento numérico
quantificamos a propor¢ao de parametros correspondentes a solugoes peridédicas que sao
incertos, i.e., a fracao de parametros que quando perturbados por um erro € em sua posi-
¢ao passam a corresponder a uma solucao cadtica. Verficamos que a fracao de parametros
incertos varia com a perturbagao como uma lei de poténcias, assim f(g) ~ % Em uma
aproximacao, o expoente « desse ajuste é relacionado com a dimensao exterior do con-
junto de parametros que leva as solucoes periddicas. Interpretamos dimensao como sendo
uma estimativa para a dimensao da fronteira entre o conjunto de parametros que leva as
solugoes periddicas e o conjunto que leva aos atratores cadticos. Para os experimentos
numéricos realizados nesta tese, para diversos sistemas dinamicos, os valores estimados
para a dimensao exterior estao no mesmo intervalo de confianca. Com isso, conjecturamos
que a dimensao exterior é uma grandeza universal em sistemas dinamicos. Além disso,
formulamos um modelo heuristico para relacionar a universalidade da dimensao exterior
com o decrescimento da largura das janelas periddicas complexas ao longo das sequéncias

que sao observadas.

No capitulo 5, utilizamos os artificios matematicos desenvolvidos para estimar a dimen-
sao da fronteira de bacias de atragao [96, 97]. Os métodos foram adaptados e revelaram
resultados satisfatérios para a analise aqui proposta. Além disso, fundamentamos nossos
resultados com a formulagao de um modelo heuristico que é alimentado com medidas

diretas da largura das janelas periddicas complexas.

Por fim, acreditamos que as analises e suas respectivas exposicoes ao longo da tese

atenderam mnossas expectivas iniciais. Embora tenhamos optado pela confeccao de um
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texto sintético, com exposicao direta das observacoes e respectivas interpretacoes, acredi-
tamos que a descricao dos nossos principais resultados esta acessivel ao publico iniciante

na area.
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