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Resumo

Nesta tese analisamos o comportamento dinamico, no espaco dos parametros,
de duas versoes do circuito eletronico Double Scroll, descritas por sistemas, nao
integraveis, de equagoes diferenciais lineares por partes. A diferenca entre esses cir-
cuitos reside na curva caracteristica da resisténcia negativa, uma continua e a outra
descontinua. O circuito Double Scroll é conhecido por apresentar comportamento
caotico associado a existéncia de érbitas homoclinicas. Desenvolvemos métodos
numéricos para identificar distintos atratores periddicos e cadticos nesses circuitos.
Realizamos um estudo completo das variedades que esses sistemas apresentam, onde
demonstramos que o circuito descontinuo nao pode formar érbitas homoclinicas. De-
senvolvemos um método geral para obter 6rbitas homoclinicas e heteroclinicas em
sistemas lineares por partes. Esse método foi utilizado no circuito continuo para
identificar familias de 6rbitas homoclinicas no espago dos parametros. Fazemos um
estudo tedrico sobre as dérbitas homoclinicas, baseado no teorema de Shilnikov, e
determinamos a lei de escala geral que descreve as acumulagoes das infinitas orbitas
homoclinicas no espaco dos parametros. Utilizando o método de deteccao de orbitas
homoclinicas, comprovamos, em distintos tipos de 6rbitas homoclinicas, a validade
dessa lei para o circuito Double Scroll continuo. Além do mais, através da geometria
apresentada pelas familias de 6rbitas homoclinicas que identificamos e da teoria que
permitiu demonstrar a lei de escala, mostramos a existéncia de estruturas de orbitas
homoclinicas que explicam o cendrio homoclinico do espago dos parametros. Essas
estruturas estao presentes em todos os sistemas para os quais o teorema de Shilnikov
se aplica. Finalmente, sugerimos trés experimentos para verificar a existéncia dessas

orbitas e a relagao delas com a dinamica do sistema.






Abstract

In this thesis we study the dynamic behavior, in the parameter space, of two ver-
sions of the Double Scroll electronic circuit, whose flows are represented by piecewise
non integrable systems. The difference between these circuits is the characteristic
curves of the negative resistance, one continuous and the other discontinuous. The
Double Scroll circuit is known to present chaotic behavior associated to the exis-
tence of homoclinic orbits. We develop numerical methods to identify periodic and
chaotic attractors in these circuits. We present a complete study of these systems
manifolds and demonstrate that the discontinuous circuit can not form homoclinic
orbits. We develop a general method to obtain homoclinic and heteroclinic orbits in
piecewise linear systems. This method was used in the continuous circuit to identify
homoclinic orbit families in the parameter space. We develop a theoretical study
about the homoclinic orbits based on the Shilnikov theorem, determining a general
scaling law that describes the accumulations of the infinity homoclinic orbits in the
parameter space. Using the detecting homoclinic orbits method, we show the vali-
dity of this law for the continuous Double Scroll circuit. Moreover, combining the
geometry of the homoclinic orbit families with the scaling law, we show the existence
of homoclinic orbits structures of the homoclinic orbits that explain the homoclinic
scenario in the parameter space. Theses structures are present in all systems for
wich we can apply the Shilnikov theorem. Finally, we suggest three experiments to

verify the existence of these orbits and their relation with the system dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

Fenomenos nao lineares existem em abundancia na natureza. Na fisica, estao pre-
sentes nos mais diversos campos, desde a mecanica quantica, que estuda problemas
de baixa dimensao [1], a astrofisica, que lida com problemas envolvendo distancias
interestelares, dado que a propria geodésica é descrita por uma equagao nao linear
[2]. Além do mais, modelos de dindmica de populagoes como as equagdes de Volterra
para espécies em competicao [3, 4], geracao de diferentes espécies de planctons [5, 6],
catalisagao de reagdes quimicas [7] e pulsos de neurdnios [8] s@o alguns exemplos,
na natureza, cujo comportamento é modelado em sistemas nao lineares. A maioria
desses sistemas nao pode ser resolvido analiticamente, o que dificulta o seu estudo.
Por isso é necessario analiséd-los através de simulagoes numéricas. Estes modelos
apresentam caracteristicas comuns, decorrentes da nao linearidade, como pontos de

equilibrio instaveis e comportamentos periddicos e cadticos.

A existéncia de comportamento cadtico num sistema dinamico pode ser desejavel,
como em reagoes quimicas, onde a catalisacao das reagoes é acelerada nesse regime,
ou para o favorecimento de coexisténcias de espécies na natureza, e indesejavel em
sistemas onde seja necessaria uma dinamica completamente previsivel, como em
osciladores eletronicos de freqiiéncia. Nesses casos, garantir a estabilidade de com-
portamento desses sistemas é fundamental para que cada um deles desempenhe efici-
entemente o seu papel. Assim, o estudo das transicoes de comportamento, também
chamado de bifurcagoes, de um sistema dinamico é um tema de alta relevancia.

Uma manifestacao decorrente de bifurcagoes, muito comum em sistemas dinami-
cos, é a formacao de 6rbitas homoclinicas no espaco de estado. Orbitas homoclinicas
sao conjuntos invariantes de um sistema que evoluem para um ponto fixo num tempo

t — to00. Essas érbitas estao intimamente associadas a mudangas dindmicas [9] em
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16 Introducgao

sistemas fisicos, sendo resultado das transformacgoes que as variedades sofrem nas
transicoes de comportamento do sistema dinamico.

Estudos de uma classe de sistemas em duas dimensoes, realizados por Andronov,
Leontovich e Gordon [10], mostraram que o surgimento de érbitas homoclinicas im-
plica no surgimento de érbitas periddicas. No sistema de Lorenz elas estao associadas
as bifurcagoes de conjuntos periddicos em conjunto cadticos [11, 12]. No estudo das
equagoes do problema de trés corpos [13], no fim do século XIX, Poincaré mostrou
que a impossibilidade da sua solucao deve-se a presenca de o6rbitas homoclinicas, que
provocam a alta sensibilidade as condicOes iniciais que o problema apresenta. Nos
anos sessenta, Smale mostrou que um sistema caético discreto (mapa) contém infi-
nitas orbitas peridédicas, tendo como consequéncia a alta sensibilidade as condig¢oes
iniciais [14]. Esse conjunto de 6rbitas periédicas forma a ferradura de Smale, que é
um icone de sistemas caoticos.

Posteriormente, Shilnikov mostrou que a existéncia de érbitas homoclinicas de
pontos fixos tipo sela, em uma classe tridimensional de sistemas continuos (fluxo),
implica na existéncia das ferraduras de Smale na vizinhanca dessa orbita e, por-
tanto, em caos [15, 16, 17]. Orbitas homoclinicas que atendem a esse teorema sao
conhecidas como oOrbitas homoclinicas de Shilnikov. No final dos anos setenta, e
comeco dos oitenta, os resultados mateméticos de Shilnikov tornaram-se conhecidos
por trabalhos publicados em revistas de distintas areas da fisica, quimica e biologia
[18, 19, 20, 21, 22].

As érbitas homoclinicas de Shilnikov sao importantes em diferentes areas em que
a dinamica cadtica estd intrinsicamente ligada a elas. FElas governam a dinamica
de: sistemas de descargas incandecentes [23], pulsos de neurdnios [8, 24], inter-
miténcia em artérias de coelhos [25], fenomenos de ruido induzido [26], osciladores
eletroquimicos [27], e de reagdes quimicas [28, 29, 22]. No laser COy, drbitas hete-
roclinicas sdo responséveis pelo tempo de retorno da trajetéria [30], no entanto, as
trajetorias na vizinhancga dessa orbita podem ser analisadas da mesma forma com
que analisamos a érbita homoclinica.

No espago dos parametros, ocorrem acumulacoes de drbitas homoclinicas de
Shilnikov em outras. As drbitas homoclinicas decorrentes de uma outra sao de-
nominadas subsididrias, enquanto que essa outra é denominada priméria. Assim,
a simples existéncia de uma érbita homoclinica primaria, para um dado conjunto
de parametros de controle, implica na existéncia de um ntmero infinito de outras
érbitas homoclinicas subsididrias [31] para outros parametros. A acumulagao das

subsiddrias na primdaria obedece uma lei de escala demonstrada em [32]. A existéncia
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de um nimero arbitrario de distintas subsididrias foi provada em [33] e, em [34], se
demonstrou que, dada a complexidade da distribuicao das o6rbitas homoclinicas no
espaco dos parametros, nao é possivel obter-se uma descricao completa delas nesse
espaco. No entanto, descrigoes parciais de algumas subsididrias foram feitas em [35].

Nesta tese, mostramos que existem muitos tipos de érbitas homoclinicas prima-
rias distintas do tipo descrito na literatura. Além disso, para cada tipo de orbita
primaria encontrada, existem novas sequéncias de bifurcacoes que originam orbitas
homoclinicas subsidiarias. Nesse contexto, incluimos as novas orbitas primarias en-
contradas na teoria de bifurcacoes para demonstrar a existéncia de novas sequéncias
de subsididrias que se acumulam nessas primarias. Além disso, demonstramos que
existem acumulagoes entre subsididrias no espaco dos parametros. Sobre a teoria
de bifurcacoes, demonstramos que a lei de escala, ja conhecida, de acumulacoes de
orbitas subsididrias em uma primaria, vale para as novas primarias e, também, para
as acumulagoes entre subsididrias. Com as previsoes que essa teoria de bifurcagoes
oferece e a andlise de resultados numéricos, chegamos a determinar as estruturas
basicas de érbitas homoclinicas presentes em todo o espaco dos parametros do sis-
tema estudado.

Para o estudo de bifurcagoes escolhemos um sistema que é um paradigma em caos
[36], o circuito Double Scroll. O comportamento desse circuito tem sido objeto de
investigagao por pesquisadores do Instituto de Fisica [37, 38, 39, 40]. Esse circuito
é conhecido por apresentar caos homoclinico e existem estudos em varias versoes
desse circuito na literatura. NGs analisamos a versao mais tradicional [41], que
chamaremos de circuito continuo, e uma versao em que o fluxo apresenta regioes nao
suaves [42], que chamaremos de circuito descontinuo. Virias sdo as vantagens deste
sistema; as equagoes que descrevem o seu fluxo sao lineares por parte. Ele apresenta
caracteristicas dinamicas que sao gerais em sistemas nao lineares como atratores
cadticos (tipo Réssler e Double Scroll), rota para o caos por duplicacdo de periodo e
uma grande variedade de 6rbitas homoclinicas. Do ponto de vista experimental, é de
facil implementacao, demanda um custo baixo e hd um excelente acordo entre teoria
e pratica. Existe uma grande quantidade de trabalhos que mostram as caracteristicas
que citamos, e podem ser encontradas em [36, 43]. Por esses motivos, o circuito
Double Scroll é um excelente sistema fisico, tanto para buscar confirmacoes de teorias
através de simulacoes numéricas, quanto para realizagoes de varios experimentos.

Para estes sistemas, desenvolvemos métodos de identificacao de bifurcacoes de
atratores e de deteccao de orbitas homoclinicas. Fizemos um estudo completo das

variedades desses sistemas revelando que todas as variedades estaveis tém origem



18 Introducgao

em duas regioes do espaco de fase e que, no circuito descontinuo, nao se formam
orbitas homoclinicas porque as variedades estaveis e instaveis nao podem se encon-
trar. Para o circuito continuo, dividimos a variedade estavel, de um ponto fixo, em
dois conjuntos segundo suas regioes de origem. Verificamos que, nas proximidades
do ponto fixo, esses dois conjuntos tornam-se continuos e, toda vez que ocorre uma
orbita homoclinica, ela estd na fronteira desses conjuntos.

Obtivemos as curvas de bifurcagoes homoclinicas, no espaco dos parametros,
identificando as érbitas homoclinicas primarias. Estas curvas estruturam as regioes
em que se formam as érbitas homoclinicas. Mostramos, ainda, que esse cenario
apresenta uma estrutura minima de organizacao presente em todo o espago dos
parametros. Por esta estrutura minima estar prevista pela teoria de codimensao um,
acreditamos que ela é uma caracteristica geral das érbitas homoclinicas consideradas
pelo teorema de Shilnikov [44].

Ainda para o circuito continuo, propomos trés experiéncias. A primeira permite
determinar 6rbitas homoclinicas de codimensao um, a segunda permite determinar
as 6rbitas numa codimensao dois e a terceira associa o atrator cadtico com as érbitas
homoclinicas do sistema.

Nesta tese, apresentamos um estudo de bifurcagoes com trés abordagens distin-
tas: a simulacao numérica, a analise analitica e a parte experimental.

A primeira abordagem, a simula¢gao numérica, corresponde ao desenvolvimento
e aplicacoes de métodos de identificacao de bifurcagoes nas duas versoes do circuito
Double Scroll, e esta desenvolvida do capitulo 2 ao 7. No capitulo 2 apresentamos
as duas versoes do circuito Double Scroll e as dedugoes dos sistemas de equagoes di-
ferenciais que determinam seus comportamentos, no capitulo 3 esta a analise linear
desses sistemas com os calculos dos autovalores, autovetores e subespacos presentes.
No capitulo 4 é feito uma abordagem qualitativa da teoria que permite garantir a
existéncia de atratores no circuito Double Scroll. Também é apresentado um método
de identificacao de atratores distintos, baseado num mapeamento bidimensional do
fluxo, para uma regiao do espaco dos parametros. Em seguida, mostramos, topolo-
gicamente, como sao formados os atratores, situagoes em que ocorrem coexisténcia
de atratores e, por fim, alguns atratores cadticos do sistema Double Scroll. No
capitulo 5 desenvolvemos um método para identificar transi¢coes de comportamentos
caoticos, baseado num mapeamento unidimensional do fluxo. No capitulo 6 apre-
sentamos um estudo completo das variedades dos dois circuitos estudados, através
do qual demonstramos que a versao do circuito descontinuo nao forma érbitas ho-

moclinicas. No capitulo 7 estd desenvolvido um método de obtencao de orbitas
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homoclinicas para sistemas lineares por partes. Estes dois ultimos capitulos sao a
esséncia do artigo publicado em [45].

A segunda abordagem do estudo de bifurcagoes, a andlise analitica, trata de
aspectos gerais em sistemas dinamicos do tipo Shilnikov. Esta parte contém a nossa
contribuicao ao estudo de orbitas homoclinicas e sobre consequéncias do teorema
de Shilnikov, apresentadas no capitulo 8. Nesse capitulo apresentamos uma analise
tedrica completa de codimensao um de sistemas correspondentes ao teorema de
Shilinikov, onde obtivemos como resultado mais importante uma lei de escala das
6rbitas homoclinicas de Shilnikov, que é um coroldrio desse teorema. A verificacao
dessa lei de escala foi exaustivamente confirmada para o circuito Double Scroll [46].
Através do estudo de codimensao um e das observacoes da formacao de oOrbitas
homoclinicas do circuito Double Scroll no espago dos parametros bidimensional,
fizemos uma analise de codimensao dois, que resultou na identificagao de estruturas
de orbitas homoclinicas que descrevem completamente o cenario homoclinico no
espaco dos parametros do circuito Double Scroll continuo.

Como tltimo produto desta tese, no capitulo 9 esta a sugestao de trés experi-
mentos envolvendo orbitas homoclinicas, usando o circuito Double Scroll, factiveis
de serem realizados a baixo custo. A primeira experiéncia visa detectar a presenca
dessas oOrbitas, a segunda é uma extensao da primeira e tem o objetivo de deter-
minar familias de orbitas homcoclinicas. A terceira experiéncia deve resultar na
confirmacao da macica presenca das orbitas homoclinicas na fronteira entre os atra-
tores cadticos tipo Rossler e Double Scroll, tal qual verificado nas simulagoes, e em

acordo com a andlise tedrica de codimensao dois.



20

Introducgao



Capitulo 2

Circuito Double Scroll

Existem varios circuitos eletronicos, que apresentam comportamentos cadticos e
periédicos, extensamente estudados na literatura [47, 48, 43]. Entre eles escolhemos
estudar o circuito Double Scroll pelas razoes que apresentamos a seguir.

O circuito Double Scroll é um circuito eletronico que apresenta varias carac-
teristicas comuns em sistemas nao lineares. O sistema de equagoes diferenciais, que
descreve o funcionamento do circuito (sistema Double Scroll), obtido através da
analise de suas tensoes e correntes, € linear por partes e, por isso, pode, por partes,
ser resolvida analiticamente. Assim, o sistema pode ser simulado numericamente e,
também, ser implementado experimentalmente. Os resultados das simulagoes estao
em completo acordo com a observacao, e a caracteristica do sistema de ser linear
por partes simplifica drasticamente a sua andlise. Por estes motivos, o circuito Dou-
ble Scroll é um excelente sistema para estudar fenomenos nao lineares e por isso é
conhecido como um paradigma do caos [36].

Neste capitulo, apresentamos as duas versoes do circuito Double Scroll que usa-
remos como sistema dinamico nesta tese. Deduzimos as equacoes diferenciais do
sistema, a partir do circuito elétrico, e mudamos o sistema de coordenadas para um

sistema de coordenadas adimensionais.

2.1 O circuito eletronico Double Scroll

O circuito Double Scroll é formado por um resistor R, um indutor L, dois ca-
pacitores C'; e Cy e um circuito eletronico, conhecido como resisténcia negativa nao
linear, representado pelo simbolo Ry na figura 2.1.

Vamos estudar duas variagoes do circuito Double Scroll. Em ambos os casos, o

21
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R ix
AAA
L% V. =C, A O Ry
L
T

Figura 2.1: Esquema elétrico do circuito Double Scroll.

esquema elétrico que representa os circuitos ¢ o mesmo daquele apresentado na figura
2.1. A difereca entre eles é que a resisténcia negativa apresenta curvas caracteristicas
distintas. A figura 2.2(a) mostra uma variagao da curva caracteristica de Ry. Esta
curva apresenta trés regioes lineares: duas externas e de mesmo coeficiente angular

mg, € uma central, passando pela origem, com inclinacao mais acentuada que as

demais e de valor m;. As inclina¢oes mudam de valor para Vo, = |B,|. Note que
iR,\r( VC ;) @) jR.V( Vcl) ®)
m, 1 my 1
N T g
i H’II__ 1
. L By A B
-B.P 1 i VC; 1 VC:
1 : -1,
1 1 m,
H‘Io

Figura 2.2: (a) Curva caracteristica da resisténcia n3o linear continua. (b) Curva caracteristica da
resisténcia ndo linear com descontinuidade.

AVe,
~ Aigy
resisténcia (£2), mas com sinal negativo. Isso significa que o circuito faz o papel

tem dimensao de

m; tem dimensao de admitancia (Q7!). Portanto, m% =

inverso da resisténcia, ou seja, ao invés de dissipar energia, ele da energia para o

sistema. B por isso que o esquema da figura 2.1 nao apresenta nenhuma fonte de



O circuito eletrénico Double Scroll 23

tensao para alimentar o circuito. A mesma analise vale para my. E o valor da
resisténcia negativa é dado por:
1
) |V01’ > BP
m

Ry=1{ (2.1)

1
—, Vo, | < B
m17 | C’1| D

Como esta curva caracteristica é continua, nos referiremos ao circuito com esta curva
como circuito continuo. Na figura 2.2(b) estd apresentada a curva caracteristica de
outra resisténcia negativa que faremos uso neste trabalho. Iy é o valor da corrente
que passa por ele quando Vi, — 0 para valores negativos de V¢, e -1y é o valor da
corrente que passa por ele quando Vi, — 0 para valores positivos de Vi,. mgy é o
valor de todas as inclinacoes que a curva apresenta. O valor da resisténcia negativa
¢ dado por:

Ry = 1 (2.2)

mo

Como esta curva caracteristica é descontinua, nos referiremos ao circuito com essa
curva como circuito descontinuo.

O funcionamento do circuito Double Scroll pode ser entendido melhor se for
dividido em duas partes. A primeira é composta pelo indutor L e o capacitor Cy
que esta numa configuracao de circuito tipo tanque. Supondo esse conjunto isolado
de todo o circuito e C'y carregado, as cargas elétricas, armazenadas em Cy, comecam
a se movimentar gerando uma corrente que passa pelo indutor. Essa corrente cria
uma diferenca de potencial entre os terminais do indutor, opondo-se a corrente
do circuito até anula-la. Entao a corrente inverte de sentido e passa a carregar o
capacitor, e o processo se repete novamente gerando um sinal oscilatério periédico
entre os terminais dos componentes.

A segunda parte do circuito é composto pelo capacitor C; e o resistor negativo
Ry. Supondo que o capacitor esteja com pouquissima carga, de tal forma que Vg,
seja levemente positivo (isso significa que o terminal de C}, que néo esta aterrado, é
positivo). Tanto para Ry continuo quanto para o descontinuo, Ry estard polarizado
com uma tensao positiva. Isso implica que ele responderda com uma corrente ip,
negativa (no sentido contrario ao mostrado na figura 2.1), como pode ser observado
pelas curvas caracteristicas. Essa corrente alimentard o capacitor que, por sua vez,
aumentara sua tensao. Isso implicard numa corrente ¢z, negativa de médulo maior
que a primeira. Caso nao haja um elemento dissipador, o funcionamento do circuito

tende a saturacao. Da mesma forma ocorrerd a saturacao se (' estiver negativamente
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carregado. Porém, se o capacitor estiver completamente descarregado, operando
com Ry continuo, a corrente ig, gerada por Ry serd nula. Assim, o capacitor nao
¢ alimentado e permanecera descarregado indefinidamente num estado de equilibrio
instavel, pois qualquer carga no capacitor fard com que se inicie o processo de
saturacao. Para Ry descontinuo, esse ponto de equilibrio nao existe, pois a sua
curva caracteristica nao passa pela origem.

O resistor R faz um acoplamento entre as duas partes anteriormente discutidas.
Assim, haverda uma interacao entre o circuito tanque e o circuito formado por C}
e Ry, regulado pelo valor de R. A oscilagao do circuito tanque sera dissipada por
R e alimentada pelo outro circuito. Agora o movimento periédico nao depende
mais apenas de L e (s, mas de um equilibrio entre os dois circuitos e o resistor R.
Esse equilibrio pode ser completamente instavel, gerando um funcionamento cadtico.
As instabilidades irao diminuindo a medida que R aumentar, isolando os circuitos.
Assim, a energia que o circuito tanque receber, sera fracamente dissipada em R,
mas ainda estara recebendo energia proveniente do outro circuito, o que podera
lhe permitird realizar comportamentos periédicos. Para valores de R muito altos,
o circuito tanque nao recebe mais energia. Nessa situagao, é como se o circuito
tanque nao existisse, entao podemos considerar que o terminal de R estd aterrado.
Assim, toda a energia fornecida pelo circuito Ry sera dissipada em R, atingindo
um equilibrio estavel de tensao Vi,. Note que o capacitor C; nao participa dessa
estabilidade. Por outro lado, se o resistor R for muito baixo, entao a quantidade de
energia fornecida por Ry serd maior que a quantidade de energia dissipada por R,
e o circuito saturara.

A analise feita aqui é puramente descritiva e esta baseada na fisica que esta por
tras do funcionamento complexo deste circuito. Nas proximas se¢oes apresentaremos
resultados rigorosos dos pontos de equilibrio aqui expostos, e dos comportamentos

cadticos e periddicos que o sistema apresenta.

2.2 Sistema Double Scroll

Para fazer uma anélise rigorosa, de sistemas dinamicos reais, é necessario conse-
guir, pelo menos, um bom modelo que o represente, o que nem sempre é uma tarefa
simples. Considerando o comportamento fisico dos componentes eletronicos (capa-
citores, indutor e resistor) e a curva caracteristica da resisténcia negativa do circuito
Double Scroll, é possivel extrair um conjunto de equacoes diferenciais, onde a sua

solugao descreve o comportamento do circuito. Esse conjunto de equagoes diferen-
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cias serd chamado de sistema do Double Scroll. Os seus parametros e suas variaveis
podem ser representados pelos elementos fisicos envolvidos no circuito (tensoes, cor-
rentes e componentes eletronicos). Nesse caso dizemos que estamos usando as coor-
denadas naturais do sistema. Porém, é possivel fazer uma reorganizacao no sistema,
i. e., mudanca de variaveis, de tal forma que o sistema fique completamente sem
dimensao e, entao, dizemos que o sistema estd representado nas suas coordenadas
adimensionais. Isso causa uma grande simplificacao na analise.

As segoes 2.2.1 e 2.2.2 mostram como obter o sistema descrito nas coordenadas
naturais e adimensionais, a partir do circuito Double Scoll, e fazem uma discussao
das vantagens e desvantagens que elas apresentam. E feita também uma andlise
da estabilidade do sistema e, no final, apresentamos alguns comportamentos ca-
racteristicos do circuito obtidos através da simulacao numérica do sistema Double
Scroll.

2.2.1 Coordenadas Naturais

Para derivar o sistema do Double Scroll vamos utilizar o esquema elétrico apre-
sentado na figura 2.1. Vamos tratar o circuito da resisténcia negativa como um
componente que possui uma curva caracteristica como aquelas apresentadas na fi-
gura 2.2. Outro ponto importante é como funcionam os componentes eletronicos do
circuito quando submetidos a correntes e tensoes sobre seus terminais. E, por fim,
devemos entender como analisar esses componentes quando essas correntes e tensoes
sao compartilhadas entre si.

A seguir, descrevemos, brevemente, as relagoes entre as correntes e tensoes com

os componentes utilizados.

e O resistor é um componente que dissipa energia em forma de calor e obedece

a Lei de Ohm: v
in = ER (2.3)

onde ip e Vg sao as corrente e tensao aplicadas no resistor R.

e A carga num capacitor é dada por ¢ = C'Vg, entao a corrente que passa pelo

capacitor sera dada por:

L "

e O fluxo ¢ que atravessa um indutor é o resultado ¢ = Li. Quando a corrente

varia, o fluxo cria uma diferenca de potencial no indutor, de forma a opor-se
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a essa variacao, assim a tensao no indutor é dado por:

diy
V, = —L—L 2.5
L dt (2:5)

Para analisar o circuito, vamos usar a lei de Kirchoff para a tensao e a corrente:

e Lei da Tensao: A soma das tensoes ao longo de qualquer circuito fechado é
ZEro.

e Lei da Corrente: A soma das correntes em qualquer né é zero.

: Ve .
lL l‘RN
* f\[\[\[\‘ *
e,V R e,
%4 %L C,— VY, L ~C; Ry Vi
T

Figura 2.3: Tensdes e correntes do circuito Double Scroll.

Vamos supor, inicialmente, que existe uma corrente 77, que passa pelo indutor L.
Essa corrente se divide em duas que vao para o resistor R (ig) e para o capacitor Cy
(icy)- iR, por sua vez, divide-se em outras duas ic, € ig, , passando pelo capacitor C
e pela resisténcia negativa Ry, respectivamente. Essas correntes provocam quedas
de tensoes nos componentes eletronicos conforme representados na figura 2.3.

Assim, pela lei da corrente,

Ve, — Ve

icl—iR+iRN:0 = 01‘701— R

+ iRN(Vcl) =0

(2.6)
Ve, — Ve

R

onde a tensao no resistor Vi é a diferenca de potencial das tensoes nos capacitores

iCQ—FiR—iL:O = CQVCQ+ —i, =0

Ve, e Viey, e a variacao temporal da tensao nos capacitores esta representada por

—dc‘lzc = V. As varidveis destas equagoes sao as tensoes Vi,, Vi, € a corrente iy, e

formam o espaco de estado do sistema.
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Para resolver, analitica ou numericamente, um sistema de equacoes diferenciais
com trés variaveis precisamos de trés equacoes diferenciais. Aplicando a lei da tensao

de Kirchoff no circuito fechado composto por L e Vi, obtemos a terceira equagao:

Vi =V, =0 = —Lip— Vg, =0 (2.7)

onde i, = %L Reorganizando as equagoes (2.6) e (2.7) obtemos o sistema de
dt

equagoes naturais do circuito Double Scroll:

VCQ - VCI N iRN(VCI)

V pr—
= RC, Cy
: Ve, — Ve i
v, — Yo~ Ve 2.8
A e (28)
i = - Yo
L L

onde ig,(Ve,) é a corrente da resisténcia nao linear Ry. No circuito continuo,

conforme o seu grafico apresentado na figura 2.2(a), a corrente é dada por:

m()VCl + (m1 — mo)Bp, VC1 Z Bp
/iRN(VCl> = mIVCu |VCl| < BP (29>
m[)VCl — (m1 — mo)Bp, VC1 S —Bp

e no circuito descontinuo (figura 2.2(b)),

mOV(;l — ]0, V01 >0

(2.10)
mOVCI + I(), VC’1 <0

IRy (VC1) = {

O circuito continuo apresenta um sistema com sete parametros de controle: R,
Cy, Cy, L, my, my e By, e o descontinuo, seis: R, Cy, Cy, L, my e Iy, onde con-
sideramos que podemos variar os parametros das curvas caracteristicas de Ry. A
vantagem do sistema em coordenadas naturais é que os resultados das analises sao

as proprias medidas fisicas do circuito, o que é importante do ponto de vista expe-

rimental.

2.2.2 Coordenadas Adimensionais

O sistema de equacoes diferenciais (2.8) pode ser simplificado fazendo o reesca-
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lonamento dos parametros,

a = al b= al e T= L t
Ry,’ Ry, RC5
(2.11)
a:@ 5:RQC’2
Cy’ L

onde Ry, = = e Ry, = =, com a mudanga de varidveis, para o circuito continuo,
mo mi

Voo Ve , . iR

r = B, y B, e z B, (2.12)
e para o circuito descontinuo,
VC1 VCQ 7:L
prm— prm— = — 2-13
. RIy’ Y RIy’ €z Iy ( )

Observe que os novos parametros e variaveis nao possuem unidades. Assim, obtemos

o sistema do Double Scroll em coordenadas adimensionais:

&= aly —z—k(z)]
y=r—y+=z2 (2.14)
z=—Py

onde as derivadas sdo agora em relagdo a 7 e k(z) é equivale a funcao ig, (Ve,),
ap6s as mudangas de varidveis indicadas em (2.11). Dessa forma, as fungoes (2.9) e

(2.10) passam a ser, respectivamente:

br+(a—0b), ©z>1
ke(xz) =< ax, lz] <1 (2.15)
br —(a—0), <1

ka(z) —{ br—1, z>0 (2.16)
bxr+1, <0

onde os indices ¢ e d de k(z) fazem referéncia a curva caracteristica continua e

descontinua, e serao usados sempre que essa diferenciacao se fizer necessaria. As

variaveis do sistema passam a ser x, y e z, e formam o espaco de estado adimensional.

Assim, as curvas caracteristicas do sistema nas coordenadas naturais, apresentadas

na figura 2.2, passam a ser como as curvas mostradas na figura 2.4, no sistema de

coordenadas adimensionais.
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k(x) (@) k(x) (h)
b \
: -1

Figura 2.4: Curvas caracteristicas nas coordenadas adimensionais: (a) Sistema continuo. (b) Sistema

descontinuo.

Observe a simplificacdo do sistema com as mudancgas (2.11), (2.12) e (2.13).
O sistema de coordenadas adimensionais (2.14) apresenta simetria impar f(x) =
—f(—x) e, juntamente com (2.15) ou (2.16), revela que, dos sete parametros de
controle do circuito continuo, existem de fato apenas quatro: «, 3, a e b, e no
circuito descontinuo apenas trés: «, e b. Isso ocorre porque diversas configuragoes
dos parametros de controle sao completamente equivalentes.

As fungoes k.(x) e kq(x) permanecerao sempre as mesmas em todo este trabalho,
com os valores a = —% eb= —%. A razao desses numeros deve-se ao fato de que
eles propiciam componentes eletronicos com valores de facil acesso no mercado. Em
termos praticos, fixar os valores de a e b é equivalente a manter fixo o resistor R e
a resisténcia negativa Ry. Dessa forma simplificamos o circuito Double Scroll para
um sistema de codimensao dois (que possui dois parametros de controle).

As fungbes k() dividem o espago em partes, nas quais o sistema (2.14) é linear.
Cada parte pode ser resolvida, analiticamente, independente das demais, obtendo-se

trés solugoes distintas. O circuito continuo é dividido em trés partes com dominios
Doy ={(z,y,2) eR® |z >1}
Dy ={(z,y,2) eR®|[z[ < 1}
D, ={(z,y,2) eR® |z < -1}
e o circuito descontinuo em duas, com dominios
Dy ={(z,y,2) €R’ |z >0}
Dd— :{(m,y,z)€R3|x<O}
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Os indices ¢ e d usados para diferenciar o circuito continuo do descontinuo serao

usados somente nos casos que se fizer necessario. Caso contrario serao omitidos.

Para o circuito continuo, podemos observar que o seu fluxo, dado pela equacao
(2.14), com k.(z) descrita em (2.15), é continuo e suave. Ou seja, apesar da curva
caracteristica de Ry ser nao diferenciavel, o fluxo esta determinado em todos os
pontos, mesmo quando x = +1. E por isso, que k.(z) estd determinado para
qualquer valor de z. No caso do circuito descontinuo, isso nao é mais verdade.
O fluxo nao é definido em x = 0, ocorrendo, para esse valor, uma trajetoria com
mudanca abrupta de direicao, ou seja, a trajetéria nao apresenta derivada nessa
regiao.

Outra observacao interessante, que este sistema de coordenadas revela, é que ha
uma infinidade de escalas de tempo t associadas ao mesmo par de parametros «
e 0 (verifique as relagoes (2.11). Isso significa que trajetérias idénticas podem ser
reproduzidas em escalas de tempo distintas. Em outras palavras, esse novo sistema
evidencia que podemos controlar a velocidade de uma trajetéria. O controle pode ser
feito da seguinte forma, por exemplo: R controla o tempo enquanto os parametros «
e 3 sao controlados independentemente por C e L, respectivamente. Isso tem uma
utilidade experimental relevante. Como os equipamentos de aquisicao de dados
requerem um tempo minimo para coletar um dado, quando necessario, podemos
impor uma velocidade na trajetoria compativel com o equipamento, sem alterar a
sua trajetoria no espago de estado (Vi,, Vi, € ip). Ou entdo, pode se medir uma

trajetéria com freqiiéncias fundamentais distintas.

2.2.3 Atratores Caracteristicos

Nesta secao, vamos derivar os ponto fixos e apresentar os atratores caracteristicos
do circuito Double Scroll. Um tratamento mais detalhado, sobre a evolucao das
trajetorias no espaco de estado, sera discutido mais adiante na secao 4.2.2 do capitulo
4.

Os pontos fixos sao pontos onde o fluxo é nulo, isto é, onde o sistema nao
apresenta movimento. Portanto, para determind-los, impomos a condi¢ao & =y =
%2 = 0. Para cada dominio do sistema existe um ponto fixo. Assim, para o circuito

continuo os pontos fixos sao dados por

P = (K.,0,—K) Po=(0,0,0) ¢ P = (—k,0,k) (2.17)
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onde k., = er—‘ll = 1,5, e para o circuito descontinuo,
Py = (kéboa _kél) e Py = (_ 21707 kél) (218>
onde k), = bJ%l = 3,5. Os indices +, 0 e — fazem referéncia ao dominio em que estao

localizados os pontos fixos. Cada dominio tem um.

O sistema Double Scroll é um sistema dissipativo e deterministico. A dissipagao
é feita pelo resistor R do circuito e o teorema da existéncia e unicidade garante que
o sistema é deterministico. Esse teorema garante que para cada condi¢ao inicial do
sistema de equagdes diferenciais existe uma tnica solugao [49]. Como conseqiiéncia,
nao pode haver interseccoes entre as trajetérias no espaco de estado. Caso contrario,
uma unica condic¢ao inicial daria origem a diferentes trajetorias. Do ponto de vista
tedrico, essas duas caracteristicas, dissipativa e deterministica, do sistema, associado
ao fato dele ser nao linear (ou linear por partes), dao condigoes para que o sistema
apresente atratores periddicos e cadticos. A trajetéria descrita pela evolucao do
fluxo até que ela atinja seu regime estacionario, ou seja o atrator, chamaremos de
transiente.

Utilizaremos o integrador Runge Kutta de quarta ordem para a solugao numérica
do sistema de equagoes diferenciais (2.14). A trajetéria serd definida pelo conjunto
de pontos gerados pelo integrador. O passo de integragao, que determina o intervalo
de tempo d7 entre dois pontos consecutivos da trajetéria, é responsavel pela precisao
da integracao, e estd relaciona com uma variacao de tempo dt da mesma forma que
7 estéd relacionada com ¢, definido nas equagdes (2.11). Um passo pequeno implica
numa pequena evolucao da trajetoria no espaco de estado, definindo-a bem naquela
regiao. Um passo grande, gera uma grande evolucao da trajetéria, prejudicando a
definicao local. No decorrer do trabalho, este sera um compromisso que devera ser
considerado, ja que passos pequenos geram alta precisao, mas implicam em longos
tempos de integracao. J& passos grandes diminuem o tempo de integracao, mas
perdem precisao, o que pode ser critico em sistemas com sensibilidade as condigoes
iniciais, como veremos mais adiante.

A seguir, apresentamos algumas solugoes estacionarias que decorrem desses siste-
mas. A figura 2.5 apresenta exemplos de algumas solucgoes periddicas e cadticas que
ocorrem nas duas variantes do circuito Double Scroll. Foram utilizados dr = 1073,
um transiente de 10* passos, o que equivale a 7 = 10, e mais 5 x 10* passos, 7 = 50,
para gerar as figuras (a), (c) e (d) do circuito continuo. Para o circuito descontinuo
usamos dr = 5 x 1073, transiente = 10° passos (7=500) e 5 x 10* passos (T = 250)
para gerar a figura 2.4(b).
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Figura 2.5: Circuito continuo: (a) atrator cadtico Double Scroll , (c) atrator cadtico tipo Rdssler
Double e (d) atrator periddico. (b) Atrator cadtico do circuito descontinuo.

A figura 2.5(a) apresenta um atrator cadtico, do circuito continuo, chamado
Double Scroll. Esse atrator visita os trés dominios D.,, D e D._, existentes nesse
sistema. Em (c) estd o atrator cadtico tipo Rossler. Note que ele percorre apenas dois
dominios do sistema; D., e D, no caso da figura. Mas, como a o sistema continuo
apresenta simetria impar, coexiste com ele outro atrator ocupando os dominios D,._
e D, para os mesmos parametros de controle. A convergéncia da trajetoria para
esses atratores depende das condigoes iniciais do sistema. Na figura 2.5(d) estd uma

das inimeras orbitas periddicas estaveis que o sistema continuo pode formar. Como
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se vera mais adiante, nao existem solucoes periddicas para o circuito descontinuo.
Observe na figura 2.5(b) que, como as equagao (2.14) com a (2.16) apontavam, o
atrator cadtico desse circuito nao é suave para x = 0, nao existindo derivada para
esse valor de x. Existem valores de parametros em que os pontos fixos P, e P_, dos
sistemas continuo e descontinuo, ganham estabilidade e passam a atrair a dinamica

do sistema. Nesse caso recebem o nome de sorvedores.
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Capitulo 3

Analise Linear

Em geral, sistemas de equacoes diferenciais nao lineares nao podem ser resolvidos
analiticamente, sendo necessario recorrer a métodos numéricos para determinar suas
solugoes. Porém, se um sistema de equacoes diferenciais for expandido em uma série
de poténcias e os termos que introduzem a nao linearidade do sistema forem despre-
zados, entao podemos ter uma solucao analitica do sistema e, portanto, determinar
a sua solucao. Esse artificio matematico é chamado de linearizacao do sistema, e
o estudo das suas solucgoes, de analise linear. A andlise linear é uma analise local,
valida apenas para uma regiao limitada ao redor do ponto em que a expansao esta
sendo feita. O importante desta discussao é que a topologia do sistema pode ser,

localmente, determinado através da analise linear.

Quando mencionamos a topologia de um sistema dinamico, estamos interessados
em saber como se comporta o fluxo desse sistema. No caso de sistemas Hamilto-
nianos, a topologia é caracterizado pelo surgimento de ilhas e regioes caodticas, no
espaco de estado, e, em sistemas dissipativos, pela formacao de estruturas atrativas
que podem ser regulares ou cadticas. A forma como se apresenta esse conjunto de
caracteristicas do fluxo, Hamiltoniano ou dissipativo, é chamado de topologia do
sistema.

A localizacao e a forma com que o fluxo se desenvolve esta ligado a um conjunto
de invariantes do sistema. Em sistemas dissipativos, os invariantes sao responsaveis
por formagoes de atratores e, também, por comportamentos de divergéncia.

Os atratores podem ser classificados como pontuais ou estruturais. Os pontuais
sao os pontos fixos estaveis, e os estruturais sao as érbitas periddicas estaveis e os
atratores cadticos. Para que exista uma solugao periddica, é necessario pelo menos

um ponto fixo instavel, como é o caso do sistema bésico de Van der Pol [49]. E,
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para que se forme um atrator cadtico, sao necessarios pelo menos dois pontos fixos
instaveis, como é o caso do atrator tipo Rossler apresentado no primeiro capitulo
desta tese (ver figura 2.5(c)). Os atratores periédico e o Double Scroll, apresentados
nas figuras 2.5(a) e (d), sdo formados devido a presenca de trés pontos fixos. Assim,
torna-se importante fazer um estudo da estabilidade dos pontos fixos para se ter
uma melhor compreensao da topologia do sistema.

Linearizando um sistema nas proximidades de um ponto fixo, é possivel determi-
nar sua estabilidade através dos seus autovalores. A cada autovalor estd associado
um auto vetor, que pode ser estavel ou instavel dependendo do sinal do autovalor
associado. O conjunto de auto vetores estaveis forma o subespago estavel do ponto
fixo, e o conjunto instavel, o subespaco instavel. Os subespagos representam os con-
juntos que convergem para o ponto fixo num tempo t — +oo. A denominagao de
subespaco somente é valida nas proximidades do ponto fixo, onde vale a linearizacao.

No circuito Double Scroll existem trés conjuntos de subespacos para o sistema
continuo, e dois para o sistema descontinuo. Como o sistema é linear por partes,
esses conjuntos agem diretamente na dinamica em todo o espaco de estado, portanto,
determina-las é fundamental para entendermos o comportamento das trajetorias
nesse espaco, ou seja, a topologia do sistema. Neste capitulo faremos um estudo
detalhado dos autovalores, dos auto vetores e dos subespacos do circuito continuo e

descontinuo.

3.1 Autovalores e Auto Vetores

A aplicacao de uma matriz T em um vetor ¥ causa uma transformacao nesse
vetor. Por exemplo, pode causar uma rotacao, uma reflexao ou uma inversao de
sentido de v. Mas, podem existir vetores que nao sofrem as transformacoes carac-
teristicas causadas pela aplicacao de T', preservando o seu sentido e direcao com uma
variacao da sua magnitude. Esses vetores sao chamados de auto vetores e o fator de
variagao da sua magnitude, de autovalor. Podemos defini-los assim [50]: Dado uma
transformacao T : V' — V, tal que T seja um operador linear, se existirem v € V,
v #0e € R tais que Tv = AU, entao A é o autovalor de T" e v é o auto vetor de T'
associado a A.

Pela definicao acima, o conjunto de vetores, com direcoes e sentidos iguais ao de
U, é preservado pela transformacao T, com apenas a alteracao do seu médulo pelo
fator A\. Assim, esse conjunto é invariante pela transformacao 7.

As secoes 3.1.1 e 3.1.2 mostram como determinar, respectivamente, os autovalores
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e auto vetores no sistema Double Scroll para os sistemas continuo e descontinuo.

3.1.1 Determinando Autovalores

O sistema Double Scroll (2.14) pode ser reescrito da seguinte forma matricial:

T —a(l+vy) o 0 T p
y | = 1 -1 1 y |+ 0 (3.1)
Z 0 -6 0 z 0
onde, para o circuito continuo, substituimos v e p por
b, |z|>1
Ve =
a, |z|] <1
e
—afa—10b), z>1
Pec = 07 ‘33| S 1
ala—"b), =<1
e, para o descontinuo, por
Ya= b, r€R
e
{ —a, >0
Pd =
a, <0
O sistema (3.1) pode ser escrito da seguinte forma vetorial:
I=AZ+7 (3.2)

onde A é a matriz 3 x 3 do sistema (3.1) e p’ é o vetor formado pelas coordenadas
(p,0,0).

Para estudarmos o comportamento do sistema nas proximidades do ponto fixo,
vamos linearizar o sistema nessa regiao. Para isso, faremos uma expansao do sistema,

numa série de Taylor [51], em relagdo ao ponto fixo:
)
cdf(7) Z O @) s — i) + O+ (3.3)

onde ¥ = (1, g, x3) ¢ um vetor com coordenadas muito préximas das coordenadas
do vetor vy = (1,, T2, T3,), que localiza o ponto fixo no espaco de estado, e O?
representa os termos de segunda ordem.
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No caso do sistema Double Scroll, todas as derivadas parciais de ordem igual ou
superior a 2 sao nulas, como pode ser verificado pela equagao (3.2), portanto, os
termos da equacgao (3.3) com essas ordens sao nulos. Considerando x; =z, 3 =y
e x3 = 2z, o vetor v é formado pelas coordenadas (z,y, z), f;(¥) representa & para
j =1 ypara j = 2 e Z para j = 3, dessa forma, f;(v5) é sempre nulo, ji que

a solucao de f;(7U) é nula para as coordenadas do ponto fixo. A derivada parcial

J

(v9) nao depende de ¥ pois, como pode ser verificado pela equacao (3.1), ela é

7
constante. Assim, definindo z} = (z; — ;,) como sendo a distancia na coordenada

x; do ponto (x,y, z) ao ponto fixo, o que implica que a:; = 2;, obtemos o seguinte

resultado: ‘
o = Ja (3.4)
onde:
ox oy 0z
g9 9 %
| oz dy 0z
0z 0x o
Ox y 0z

A matriz J é a matriz Jacobiana do sistema, e é a analise da transformacao
que ela causa no vetor 7 que vai nos informar sobre a dinamica do sistema nas
proximidades do ponto fixo. A Jacobiana de um sistema nao linear normalmente
depende das varidveis desse sistema. Mas no caso do sistema Double Scroll, que é
um sistema linear por partes, ela é uma constante para cada intervalo do dominio e

é a prépria matriz A da equagao (3.2).

—a(l+vy) o 0
J = 1 11 (3.5)
0 -3 0

onde, para o circuito continuo e descontinuo, substituimos, respectivamente, v por

b lal 21 b, r€R
c = (§] == , T
T e Jel <1 B

A equagao (3.4) é uma equagao linear cuja solugao é dada por [50],

xr = CleAlT?j)l + CQ€A2T?72 + 036)\37—173 (36)
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C1, Cy e (5 sao constantes que dependem das condigoes iniciais do sistema. ¥, U
e U3 sao, respectivamente, os auto vetores associados aos autovalores A1, Ay e A3 da
Jacobiana J.

De acordo com a definigdo de autovalores feita na introdugao desta se¢ao (se¢ao

3.1), devemo encontrar A tal que,
Jr' =\t = (J=X)z' =0

onde [ é a matriz identidade 3 x 3. Como, por definicao, =’ # 0, concluimos que a
transformagao que (J — AI) ocasiona no vetor nao nulo, 2/, deve resultar num vetor

nulo. Assim,

—a(l+7v)—A a 0 x 0
1 1o 1 v =10 (3.7)
0 -6 =X Z 0

Portanto, devemos buscar det(J — A\I) = 0, que resulta em
N4 a1 +7) + 1A+ (ay + B)A + af(1+7) =0 (3-8)

sendo v o mesmo utilizado na equacao (3.5). Note que, no caso do circuito com des-
continuidade, a solucao dessa equagao independe de qual dominio estamos tratando,
o que implica que os autovalores encontrados valem para todo o espago. No caso do
circuito continuo, temos os mesmos autovalores para os dominios Dy e D_, e outros
para Dy. Ou seja, ha dois grupos de autovalores para todo o espaco. A seguir,

apresentamos a solucao da equagao (3.8).

Seja,
N+ dN+VA+ce=0
onde,
ad=al+7)+1 V=ay+08 e c=ab(l+7)
entao,

A+B d A—-B
' 2 3 2 \/3
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onde,
4 = ‘3/_g+\/_, B:f’/—g—\/_, Q=<§)3+(g)2,
2 3 /

a a’
p = —?er' e q:2(§) —— +c

Uma andlise desses autovalores revela que para () < 0, as solucoes sao puramente
reais. Como veremos na sec¢ao 4.1.1 do capitulo 4, pelo teorema de Shilnikov, o sis-
tema pode apresentar comportamento cadtico quando os autovalores apresentarem
solugbes complexas. Assim, estudaremos a situagao em que ) > 0. Para simplificar

nossa notacgao, utilizaremos a seguinte representacao,

)\1’2 = p:l: w (§ )\3 = A (31].)
onde,
_ _A+B d
B 2 3
A—B
w = V3
2

a/

A = A+B-=

* 3

3.1.2 Determinando Auto Vetores

Substituindo o autovalor A = A3, conforme a defini¢ao (3.11), na equacao (3.7)

podemos calcular o seu auto vetor associado v3. Assim, obtemos as solugoes:

y/ _ 04(1 + 7) + )\31:/
a
(3.12)
B
N
z Y
Para A = Ay, conforme definido na (3.11), temos:
Yy =yptiyy e =zptiz
onde,
1
g = al+y)+p
a
(3.13)

CU/
yr = —w
! (0]
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(§
B
Zp = —m(y}zPer'fw)
(3.14)
/ . I / _ /
g = p2+w2(ylp Yrw)

Assim, o auto vetor v, associado ao autovalor A; é complexo e é dado por v =
Ug + iU, onde U = (¥, YR, 2R) € U1 = (27,9}, 27). Da mesma forma, o vetor v,
associado ao autovalor Ay é dado por v, = g — 0. O auto vetor U3 associado a A3
é real.

Escolhendo arbitrariamente ' = 1, os auto vetores ¥ e 7, podem ser calculados
através das equagoes (3.13) e (3.14). E, através da equacao (3.12), obtém-se o auto
vetor v3. O indice 3 do auto vetor v3 e do autovalor A3 nao é mais necessario, por

isso vamos designa-los simplesmente de ¥ e \, assim:

1
. 1/ B 0/ . a(l+v)+A
Tr=| v |, ur=\| v, e v=| T, (3.15)
R 2
g
Sy
/\y

Os vetores U, U7 e U sao linearmente independentes e, portanto, formam uma
base do sistema. Substituindo A, Ay e A3, conforme (3.11), e ¥, ¥ e U3, em funcao
de Ug, ¥ e U, calculados conforme (3.15), na equagao (3.6) e escolhendo C e Cy

complexos conjugados, de forma a tornar real a solucao da equacgao, obtemos
2’ = e’ (Chsenwt + C coswr)ig + e/ (Chcoswr — Cf senwr) vy + Ca3e™ v (3.16)

onde C] e C} sdo novas constantes reais em substitui¢ao as constantes complexas
Cl € 02.

A equagao (3.16) representa a evolugao do sistema em relagao a um dos pontos
fixos. A parte imagindria iw dos autovalores A\; s € responsavel pelo surgimento
das funcgoes seno e cosseno que introduzirao a dinamica um carater oscilatério. A
condicao inicial é dada pelas constantes C, C, e C3. Os sinais de p e \ indicam
se o conjunto de pontos, ao longo das diregoes dos vetores g, U7 e U, converge
assintoticamente para o ponto fixo em ¢t — +00 ou em t — —oo. Se ambos forem

positivos, o conjunto associado a direcao desses vetores se afasta do ponto fixo
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(convergéncia para o ponto fixo em t — —o0), pois cada uma das parcelas da
equagao (3.16) aumentard de valor a medida que o tempo for crescendo. Nessas
condicoes, o ponto fixo é instavel e é chamado de ponto fixo tipo fonte . Se p e A
forem negativos, o conjunto de pontos, ao longo das direcées dos vetores vy, U7 e
U, se aproxima do ponto fixo (convergéncia para o ponto fixo em t — 400), pois
as parcelas tendem a zero para uma evolucao temporal positiva. Esse ponto fixo
¢ chamado de sorvedor e é estavel. Existem casos em que p e A possuem sinais
distintos, fazendo com que o conjunto de pontos, formado pelas dire¢oes dos vetores
Ugr € Ur, evoluam no sentido contrario ao do conjunto de pontos ao longo da direcao

de v. Nesse situacao, o ponto fixo é instavel e é chamado de ponto fixo tipo sela.

Figura 3.1: (a) Parte real do autovalor A\; 2 = ptiw. (b) Autovalor real A3 = A. As curvas continuas

correspondem ao ponto fixo Py e as tracejadas, ao ponto fixo Px.

A figura 3.1 mostra os valores de p e A dos pontos fixos Fy, P, e P_ em funcao
dos parametro a e 3. Cada curva corresponde a um valor de 3. Como P, e
P_ possuem os mesmos autovalores, eles estao representados por Py. As curvas
continuas correspondem ao ponto fixo Fy e, as tracejadas, ao Py. Observe que o
ponto fixo P, apresenta p sempre negativo (figura 3.1(a)) e A positivo (figura 3.1(b))
e, o ponto fixo Py apresenta p positivo, numa larga faixa de parametros, e A negativo,

sempre.
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3.2 Subespacos

Os conjuntos que contém as diregoes dos vetores U e U7 apresentam o mesmo
comportamento porque p é comum para os dois, como pode ser verificado pela
equagao (3.16). Assim, se o conjunto contido na dire¢ao de vUr tende a aumentar
a sua amplitude, o conjunto dado pela direcao de v; também tendera a aumentar.
Além do mais, qualquer vetor composto pela combinacgao linear dos vetores vg e Uy
apresentara a mesma caracteristica que estes apresentam. Portanto, a evolucao do
conjunto, formado pela direcao desse vetor, tendera para o ponto fixo num tempo
t — Fo0.

Os subespagos sao subconjuntos do espaco de estado, formados pela combinagao
linear dos vetores associados aos auto vetores, que evoluem para o ponto fixo num
tempo t — £o00, do sistema linearizado. O subconjunto, formado por esses vetores,
que se aproxima assintoticamente do ponto fixo para t — +oo é chamado de su-
bespaco estavel e, o que se aproxima em t — —oo, de subespago instavel. A soma
do nimero de vetores que compoem o subespago estavel com o niimero de vetores
que compoem o subespaco instavel é igual a dimensao do espaco de estado.

Nesta secao vamos mostrar como determinar e apresentar a topologia mais ca-
racteristica dos subespacos, no espaco de estado, do circuito Double Scroll continuo

e descontinuo.

3.2.1 Sistema Continuo

O Sistema Double Scroll continuo apresenta trés pontos fixos, Py, P_ e P,
conforme a equagao (2.17) do capitulo 2. Cada um desses pontos fixos apresenta
os dois tipos de subespagos, estavel e instavel, para uma larga combinacao dos
parametros « e (3, incluindo as situagoes em que a dinamica apresenta atratores
periodicos e cadticos. Portanto, os pontos fixos sao do tipo sela.

De acordo com a discussao feita no final da secao 3.1.2, pontos ao longo das
direcoes dos vetores Ui e v, do ponto fixo tipo sela, evoluem no sentido contrario ao
dos pontos ao longo da direcao de ¢, numa larga faixa de parametros. Assim, em ge-
ral a combinacao linear de Uz e U7 formara um subespago bidimensional que serd um
plano, e ¥ formara o outro subespaco que sera uma reta, portanto unidimensional. A
estabilidade deles dependera do valor da parte real dos autovalores calculados para
cada ponto fixo. A figura 3.2 mostra que, caracteristicamente, em F, o subespaco
estavel é um plano e o instavel é uma reta e, em P, e P_, o subespago estavel é uma

reta e o instavel é um plano.
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Figura 3.2: Subespacos estdveis (E°) e instaveis (EY) dos pontos fixos P, Py e P_ do sistema
Double Scroll continuo. Os planos U, e U_ sdo as fronteiras entre os dominios Dy e Dy, e Dye D_,
respectivamente. Q+ = E°(Py) (EY(Py) e Lox = ES(Py) (N Ux.

A figura 3.2 mostra a disposicao dos subespagos no espago de estados do sistema
Double Scroll continuo. A vista é tridimensional e corresponde a uma leve rotagao do
espago em torno do eixo y. Os dominios do sistema, discutidos na segao 2.2.2, estao
representados por Dy, Dy e D_. P., Py e P_ sao, respectivamente, os pontos fixos
do sistema. O plano U, = {(x,y,2) € R® | z = 1} é a fronteira entre os dominios
Dy e Dy, eU_={(x,y,2z) € R® |z = —1} é a fronteira entre os dominios D_ e Dy.
O subespaco estavel de Py estd representado pelo plano E°(F) e, o instavel, pela
reta EY(P,). Ambos estdo limitados pelos planos Uy e U_. Observe que EY(P,)
é composto pelas duas retas que apontam para fora de Py. O plano EY(P,) é o
subespaco instavel do ponto fixo P, , e estd limitado somente de um lado por U,.
As retas representadas por E(P,), compoem o subespaco estavel de P,. Ambas

apontam para o ponto fixo e apenas a reta inferior estd limitada entre P, e U,.
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Os subespacos de P_ apresentam a mesma geometria que os de Py, respeitando a

simetria do sistema.

Todas as amplitudes possiveis que o vetor ¥, definido na equacao (3.15), pode
assumir determinam o conjunto de pontos que formam o subespago unidimensional.
Assim, a equagao (3.12) define esse conjunto para os diversos valores de x’. Como
nessa equagao, todas as coordenadas (x}, com i =1, 2 e 3), tém a referéncia localizada
na posicao do ponto fixo, entdo x, = z; — x,y,, onde z,y, sao as coordenadas dos
pontos fixos determinadas em (2.17) do capitulo 2. Assim,

E%a>&a%@eRSMASLy““ﬁ?+“xez@} (3.17)
ES(P,) = {(x,y,z) ER|z>1,y= %(% 1,5) ez = fgyf 1,5} (3.18)

g

W0 1syen= Ly s

E%R»{@%wemﬂszy

Os subespacos bidimensionais sao os planos determinados pela combinacao linear

dos vetores Ui e U7. Isso implica que,

LT —Tpf Y —Ypr = Zpf
TR Yr zz | =0
y Y 2
que resulta em
X(x—2pp) +Y(y — yps) + Z(2 — 2py) =0

onde, X = yp2) — 2Ry;, Y = 2x7) — apzr e Z = ¥py; — yr¥). As coordenadas 'y,
formam o vetor v e, 27 , o vetor v7. Elas estao definidas em (3.13) e (3.14). Assim,

ES(PO):{(Ly,z)ER?’|Xx+Yy+Zz:O, lz| <1} (3.20)
EY(Py)={(2,y,2) ER® | X(z — 1,5) + Yy + Z(2+1,5) =0, = > 1} (3.21)

EY(P.) ={(z,y,2) eR® | X(z+1,5) + Yy + Z(2— 1,5) =0, < -1}  (3.22)

3.2.2 Sistema Descontinuo

A exemplo do sistema continuo, o sistema descontinuo apresenta, na maior parte

das combinagoes de « e 3, pontos fixos do tipo sela. Como determinado no capitulo
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2, nesse sistema existem dois pontos fixos que sao equivalentes aos P, e P_ do cir-
cuito continuo. O dominio Dy deixa de existir devido a auséncia da inclinagao central
na curva caracteristica da resisténcia nao linear do sistema com descontinuidade. E,
como os dois sistema sdo equivalentes para |z| > 1, obteremos o mesmo compor-
tamento dessa regiao, apresentado pelo circuito continuo, estendida a um dominio
maior, no circuito descontinuo, conforme determinado na secao 2.2.2. Assim, neste

caso todos os subespacos estaveis sao unidimensionais e os instaveis, bidimensionais.

Figura 3.3: Subespacos estdveis (E°) e instéveis (EY) dos pontos fixos P, e P_do sistema Double
Scroll descontinuo. O plano Uy é a fronteira entre os dominios Dy e D_.

Na figura 3.3 apresentamos os subespacos do sistema descontinuo. A vista é
tridimensional e corresponde a uma leve rotacao do espaco em torno do eixo y.
Uo = {(z,y,2) € R® | x = 0} é a fronteira entre os dominios D, e D_. P, e P_
sao os pontos fixos do sistema. O subespago instavel de P, esta representado por

EY(P,). Ele é o plano composto pelos vetores Uz e U7, e estd limitado pelo plano
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Up. E%(Py) é o subespago estdvel de P,. E composto pelas duas retas que apontam
para o ponto fixo. A reta inferior esta limitada entre P, e Uy. Da mesma forma que
acontece no sistema continuo, a simetria das equagoes do sistema impoe a mesma

configuragao dos subespacgos no ponto fixo P_.

As mesmas consideracoes feitas, para determinar os subespacos instaveis e esta-
veis dos pontos fixos P, e P_, do sistema continuo, devem ser feitas aqui, levando
em conta os novos dominios e posi¢oes dos pontos fixos. Assim, o subespaco estavel,
de P, e P_ do sistema descontinuo, ¢ dado pelo conjunto

p

1+0b
0‘(+a)+/’(x_3,5)ez——py—3,5} (3.23)

B5(P) = {(0.9) € B 2> 0y =

B

W(x +3,5)ez=-"y+ 3,5} (3.24)

ES(P.) = {(:c,y,z) ER? |z <0,y=

e, o instavel, pelo conjunto
EY(Py) = {(z,y,2) eR® | X(z —3,5) + Yy + Z(2+3,5) =0, = > 0} (3.25)
EY(P.)={(2,y,2) eR® | X(z+3,5) + Yy + Z(2 — 3,5) =0, = < 0} (3.26)

onde, X = ypz; — 2Ry;, Y = 2pa} — ¥p2) € Z = xpy; — ypa}. As coordenadas 'y,

formam o vetor vy e, 27, o vetor v7. Elas estao definidas em (3.13) e (3.14).
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Capitulo 4

Atratores

Atratores sao conjuntos caracteristicos de sistemas dissipativos, compactos no
espaco de fase, e invariantes sob o fluxo e 0 mapeamento, para onde a dinamica do

sistema converge assintoticamente. Os atratores mais comuns sao conhecidos como

(a) Atrator Pontual: A trajetéria do sistema converge para um ponto e 14 per-
manece indefinidamente. Esse tipo de atrator é independente do tempo e tem

dimensao 0.

(b) Ciclo Limite: Neste caso a trajetéria converge para uma curva fechada, no
espaco de fase, percorrendo uma trajetoria caracterizada pela sua amplitude
e periodicidade. Esse atrator é periddico e tem dimensdo 1 (uma freqiiéncia

fundamental).
(c) Estranho: O atrator possui dimensao fraciondria.

(d) Cadtico: E caracterizado por apresentar uma divergéncia média, do tipo expo-
nencial, entre duas trajetérias muito préximas. Os atratores cadticos também

apresentam dimensao fracionaria.

Os atratores (a) e (b), citados anteriormente, e mostrados na figura 4.1, tém for-
mas geométricas simples com dimensao inteira ou nula. As trajetorias apresentadas
na figura indicam que o fluxo converge para o atrator pontual (a) e periddico (b).

Atratores que tem propriedades geométricas complexas sao conhecidos como
atratores estranhos. Para caracteriza-los quantitativamente, medimos a sua di-
mensao. Conjuntos associados a uma dimensao nao inteira sao chamados fractais

[52]. Os atratores estranhos possuem dimensao fractal.

49
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(a) (b)

Figura 4.1: Atratores tipo (a) pontual e (b) ciclo limite.

Outra medida quantitativa de um atrator é o expoente caracteristico de Lyapu-
nov ou numero de Lyapunov [49, 53|. Esta medida estd baseada na sensibilidade
as condicoes iniciais dos sistemas dinamicos. Essa sensibilidade tem conseqiiéncias
praticas, uma vez que pequenos desvios nas condigoes iniciais estao sempre presen-
tes, seja devido a imprecisoes inerentes ou pela existéncia de ruido experimental. Os
expoentes caracteristicos de Lyapunov medem a taxa de divergéncia exponencial de
trajetorias muito préximas e serao melhor discutidos na secao 4.1.2. Um atrator é

considerado cadtico se pelo menos um dos expoentes de Lyapunov for positivo.

Os atratores cadticos possuem dimensao fractal mas existem atratores com di-
mensoes fractais que nao apresentam nenhum expoente de Lyapunov positivo e,
portanto, nao sao cadticos [54]. Dessa forma, o termo caos reflete a sensibilidade as

condicoes iniciais de um sistema, e o termo estranho, a geometria do atrator.

O circuito Double Scroll Scroll nao apresenta atratores estranhos que nao sejam
caoticos. Por outro lado, apresenta conjuntos invariantes chamados orbitas ho-
moclinicas, através dos quais é possivel demonstrar que existe um conjunto cadtico

na sua vizinhanca (teorema de Shilnikov [15, 16, 17]).

Neste capitulo, nao se pretende demonstrar os teoremas, mas apresentamos, na
secao 4.1, seus aspectos mais importantes no intuito de dar sustentagao a existéncia
de conjuntos cadticos no circuito Double Scroll. O teorema de Shilnikov esta tratado
de forma rigorosa no capitulo 8 por fazer parte da demonstragao de bifurcagdes no
sistema desenvolvida neste programa de doutoramento. Para a teoria completa dos
expoentes de Lyapunov sugerimos as referéncias anteriormente citadas. Na secao
4.2 apresentamos uma analise da dinamica através dos subespacos do sistema capaz
de explicar a formacao dos atratores. A coexisténcia de atratores, suas bacias de
atracao e as regioes do espacos dos parametros em que eles ocorrem também estao

discutidas nesta secao.



Existéncia de Conjuntos Cadticos 51

4.1 Existéncia de Conjuntos Cadticos

No final do século XIX, Poincaré observou que a complexidade do comporta-
mento dinamico do sistema de trés corpos, que mais tarde viria a ser chamado de
caos, devia-se a existéncia de pontos chamados homoclinicos em mapeamentos do
sistema [13] (a idéia de analisar o sistema por meio de mapas é originalmente de
Poincaré e a definicdo desse mapeamento estd apresentada na se¢ao 4.2.1). Em
1963, Smale [14] mostrou que um conjunto cadtico é formado de infinitas dérbitas
periddicas e que, através de um processo de contragao, expansao e dobramento,
formam-se estruturas no mapa conhecidos como ferraduras de Smale. Essas ferra-
duras sao icones dos sistemas caodticos. No mesmo ano Melnikov mostrou que a
existéncia de estruturas invariantes, chamadas de érbitas homoclinicas, em sistemas
discretos bidimensionais, implica no surgimento de pontos homoclinicos e portanto
em caos [b5]. A partir de 1965, através de uma série de artigos [15, 16, 17], Shil-
nikov associou as érbitas homoclinicas no fluxo com a existéncia das ferraduras de
Smale. No final dos anos setenta, e comeco dos oitenta, os resultados matemaéticos
de Shilnikov foram popularizados pelos trabalhos pioneiros de Arneodo, Coullet e
C. Tresser [18, 19, 20, 21, 22] publicados em revistas de distintas dreas da fisica,

quimica e biologia.

O estudo de érbitas homoclinicas, no fluxo, é uma das partes centrais deste tra-
balho e sera analisado, desde a sua formagcao até as regides do espaco dos parametros
em que ela acontece, nos proximos capitulos. Na secao 4.1.1 esta apresentado uma
breve descricao, suficiente para a compreensao do teorema de Shilnikov. No final da
introducao do capitulo 7 estao apresentados os motivos pelos quais nao pode haver
formagao de uma érbita homoclinica no sistema Double Scroll descontinuo. Assim,

o teorema nao se aplica nesse sistema, mas é valido para o sistema continuo.

Em 1966, Lyapunov mostrou como quantificar a dependéncia sensitiva as condi-
¢Oes iniciais, ou seja, o caos, através dos expoentes caracteristicos de Lyapunov [53],
cuja proposta se transformou na forma mais usada para verificar se o comportamento
dinamico de um sistema é cadtico. A existéncia de conjuntos cadticos, no fluxo,
pode ser demonstrada analiticamente pelo teorema de Shilnikov, mas raros sao os
sistemas que permitem a determinacao analitica dos expoentes de Lyapunov. Neste
caso é necessario determina-los numericamente. Na secao 4.1.2 esta apresentado
como medir os expoentes de Lyapunov e em seguida os resultados dessas medidas

no sistema Double Scroll continuo e descontinuo.
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4.1.1 Teorema de Shilnikov

Uma das condigoes do teorema de Shilnikov é que deve existir uma érbita ho-
moclinica no sistema. A érbita homoclinica no fluxo é formada pela fusao da va-
riedade instavel e estavel de um ponto fixo. Para o teorema o ponto fixo deve ser
do tipo foco sela, ou seja, como estamos tratando de sistema tridimensionais, dois
autovalores da matriz Jacobina no ponto fixo devem ser complexos conjugados e o
outro puramente real. A variedade estavel é formada pelo conjunto de pontos que
descrevem trajetorias que se aproximam assintoticamente de um ponto fixo num
intervalo de tempo t — +oo, e a variedade instavel é formada pelo conjunto de
pontos que descrevem trajetérias que se aproximam assintoticamente do ponto fixo
num intervalo de tempo ¢t — —oo (figura 4.2(a)). Quando a dérbita homoclinica é

formada, a érbita converge para o ponto fixo num tempo t — oo (figura 4.2(b)).

(a) (b)

Figura 4.2: (a) Variedade estdvel (seta na diregdo do ponto fixo) e instavel (seta na diregdo contréria

ao ponto fixo) (b) Orbita Homoclinica.

O teorema de Shilnikov é valido para sistemas de equacoes diferenciais em R?

que possam ser reduzidos ao sistema

&= pr —wy + P(x,y, 2 p1)
Y =wzr + py + Q(z,y, 2; 1) (4.1)
=Xz + R(z,y, 2 1)

onde:

[— p é o parametro de controle.

II— P(0,0,0; u)=Q(0,0,0; u)=R(0, 0, 0; )=0.

- Ap<0ew#0.
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IV— | p/X|< 1.

Note que o sistema apresenta um ponto fixo na origem (0,0,0). Os autovalores
do sistema (4.1) linearizado sdo A1 2 = p £ iw e A3 = A. Apesar do item [I] mostrar
apenas um parametro de controle, o sistema pode conter outros. A condi¢ao apre-
sentada no item [II] garante que as fungoes P, @) e R se anulem quando o sistema for
linearizado em torno do ponto fixo. Nessas condigoes a Jacobiana do sistema sera
constante. A condigao Ap < 0 implica que o ponto fixo deve possuir as variedades
estavel e instavel, o que caracteriza um ponto fixo tipo sela, e a condi¢ao w # 0 im-
plica na existéncia de autovalores imaginarios, tipico de ponto fixo tipo foco. Assim,
a condigao do item [III] impoe que o ponto fixo deve ser do tipo sela foco. E, por
fim, a condigao [IV] é conhecida como a condi¢ao de Shilnikov.

O teorema de Shilnikov diz que se existir uma orbita homoclinica de um ponto
fixo sela foco e o sistema dinamico puder ser representado pelo sistema de equacoes
diferenciais (4.1) com [I a IV] respeitados, entdo existe uma contdvel infinidade
de ferraduras de Smale na vizinhanca da 6rbita homoclinica. Se a condigao de
Shilnikov ([IV]) nao for obedecida, sera formada um conjunto finito, ou vazio, de
orbitas periédicas e nenhuma ferradura.

Uma forma pictorica de entender a formacao de ferraduras de Smale esta apre-
sentada na figura 4.3. A forma em espiral com que a 6rbita homoclinica se apresenta,
nas proximidades do ponto fixo, revela que o ponto fixo é do tipo sela foco. () re-
presenta o conjunto de pontos da superficie retangular ¥ no tempo ty. Inicialmente,
3] esta posicionado acima e perpendicularmente a direcao da érbita. Os pontos mais
proximos da orbita homoclinica convergirao para o ponto fixo de forma mais lenta
que os demais, dado que um ponto na drbita leva um tempo infinito para alcancar o
ponto fixo. Por outro lado, observe que o lado da superficie retangular, logo acima
da orbita, deve contrair-se a medida que se aproxima do ponto fixo. Portanto, havera
uma expansao, ao longo da direcao da dérbita, e um estreitamento, na direcao trans-
versal, da superficie 3(tp). Além do mais, as curvas da érbita causam dobramentos
formando a superficie ¥(¢;) no instante ¢;. Em seguida toda a superficie se afasta
do ponto fixo por influéncia da sua variedade instavel formando a superficie X(¢2) no
instante 5. O sistema passa a evoluir praticamente sem mudancas topolédgicas for-
mando as superficies X (t3) e 3(t4) até que atravessa o plano que contém a superficie
Y(tp). A evolugao da superficie ¥(t4) intersecciona esse plano formando ¥’. Note
que a superficie ¥/ apresenta regides que interseccionam (), isso significa que
existem pontos em X(tg) que sdo mapeados nele mesmo, caracterizando a existéncia

de 6rbitas periddicas. A superficie ¥’ tem a forma de uma ferradura de Smale, tipica
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Figura 4.3: Ferradura de Smale segundo o teorema de Shilnikov.

de sistemas cadticos. A demonstracao rigorosa da existéncia das érbitas periddicas

pode ser obtida impondo z=zj e r=ry na equagao (8.8) do capitulo 8.

4.1.2 Expoente de Lyapunov

O termo trajetoéria cadtica esta associado a imprevisibilidade da trajetéria ao
longo do tempo. Mas se o sistema é deterministico, como é que pode ser nao
previsivel? A resposta a esta pergunta esta na sensibilidade as condigoes iniciais que
o sistema apresenta. Vamos supor dois pontos num espaco de fase de trés dimensoes,
inicialmente bem préoximos. Em trajetorias cadticas de um atrator, esses pontos vao
se separar exponencialmente com o tempo, até que num instante estarao percorrendo
trajetorias completamente distintas que jamais vao se cruzar, do ponto de vista
local, mas que, globalmente, estarao presas ao atrator. Os expoentes caracteristicos
de Lyapunov ou ntumero de Lyapunov, medem a taxa média da divergéncia das
trajetorias, ou seja, quantifica a sensibilidade as condigoes iniciais.

Consideremos um pequeno volume esférico de condigoes iniciais de raio €(to) em



Existéncia de Conjuntos Cadticos 55

torno do ponto inicial xy, no espaco de estado de dimensao 3. Vamos acompanhar

a evolucao das condigoes iniciais 1o contidas no volume. Inicialmente temos que:

Yo — @o| < €o(to) (4.2)

A medida que o tempo vai passando, o fluxo transforma a esfera num elipséide
com eixos principais €;, ¢ =1, 2, 3, pois terd ocorrido, em média, a contracao de
um dos seus eixos, expansao do outro e, condigoes iniciais que estao no eixo que
corresponde a direcao da trajetoria de xg, nao alterarao suas distancias relativas, ou

seja, nesse eixo, em média, nao ocorre contragao nem expansao.

e,(1)

B

£.(t)

Figura 4.4: Representacdo da evolugdo da esfera de condi¢Ges iniciais numa dindmica cadtica.

A figura 4.4 faz uma representacao em duas dimensoes de como ocorre a de-
formagao da esfera. A circunferéncia, fronteira das condigoes iniciais, de raio €y(tp),
centrado em zg, sofre expansao em uma dire¢ao, representado pelo eixo €;(t1), e
contracao na outra (e(t1)).

Os expoentes de Lyapunov medem a média da variagao exponencial desses eixos,
e sao definidos por:

1 it .
M= lim lim Lo i=1,23 (4.3)
t—o0 ¢o(tg)—0 T Eg(to)
Da equagao (4.3), é intuitivo verificar que
6(t) ~ eo(to)e™? (4.4)

Podemos concluir, que ha expansao orbital, numa diregao, cada vez que se tenha

o expoente de Lyapunov, associado a ele, positivo. Portanto, a divergéncia a que
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se refere a dependéncia as condicoes iniciais de um sistema cadtico, implica na
existéncia de pelo menos um expoente positivo. Nas solucgoes peridédicas e quase-
periddicas, ha uma contragao nas diregoes perpendiculares ao movimento o que
implica em expoentes negativos. Para um instante ¢t qualquer, um elemento do

volume no espaco de fase pode ser escrito assim:

3

SV (1) (4.5)

2
—
SO

Substituindo a 4.4 em 4.5 obtemos
3
SV (t) =0V (0)exp (Z /\it> (4.6)
i=1

Nos circuitos considerados neste trabalho ocorrem as situacoes:

3
a) Z Ai >0 = 0V (t) > sV (0), e o fluxo diverge.

=1

3
b) Z Ai <0 = 6V(t) <V (0), e o fluxo ndo diverge.
i=1
Em b) estd a condigao em que o sistema ¢ dissipativo quando o volume se contrai.
Esse é o caso de interesse neste capitulo. Através dos expoentes de Lyapunov é
possivel identificar o tipo do atrator. Vamos verificar como isso pode ser feito para

o sistema dissipativo de trés dimensoes:

Pontual: todas as direcoes devem se contrair para um 1inico ponto, assim os expo-

entes devem ser (—, —, —).

Ciclo limite: apenas a direcao da trajetéria nao deve, em média, se contrair, por-
tanto (0, —, —).

Cadtico: devido a sensibilidade as condicoes iniciais, pelo menos um expoente deve
ser positivo. O expoente associado a direcao do fluxo deve ser nulo. O fato do
sistema ser dissipativo implica que a soma dos expoentes deve ser negativo, o

que s6 pode acontecer se o terceiro expoente for negativo, assim (+, —, 0).

Note que para que ocorra um atrator pontual, basta um sistema de uma dimensao

com expoente de Lyapunov negativo. Isso significa que, quando evoluidas no tempo,
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a distancia entre duas condicoes iniciais diminuird infinitamente, tornando-se nula
quando atingirem o ponto fixo. Para que ocorra um ciclo limite (érbita periddica
estavel), além da diregao de contragao como no caso do atrator pontual, é necessério
no minimo uma outra dimensao com expoente de Lyapunov nulo, o que reflete o
fato de que duas condigoes iniciais sobre o ciclo limite, quando evoluidas, em média
nao sofrerao contracao nem expansao. Isso é facil de perceber se observarmos que,
decorrido um intervalo de tempo igual ao periodo do ciclo limite, o sistema apre-
senta solucoes nas mesmas posicoes das suas condigoes iniciais, mantendo a mesma
distancia entre eles. Para um atrator cadtico é necessario pelo menos um sistema
tridimensional. Duas direcoes devem comportar-se como no ciclo limite, e a terceira
deve apresentar expoente de Lyapunov positivo. Isso caracteriza a divergéncia ex-
ponencial entre duas trajetérias com condigoes iniciais muito proximas, responsavel
pela sensibilidade as condigoes iniciais de um sistema cadtico.

Resumindo, as condig¢oes que identificamos para ocorréncia de atrator caotico,

num sistema tridimensional, sao:

1. A\; > 0, existéncia de um expoente de Lyapunov positivo.

3
2. Z A < 0, o que garante a contracao do volume de um sistema dissipativo.

=1
30— 30
201 20—
101 Atrator 101 Atrator
O Pontual O Pontual
- O Periddico - B Cadtico
B Cadtico
o0 L 1 L 1 L 0 L 1 L 1 L
] 5 10 15 0 5 10 15
a [0

Figura 4.5: Diagrama dos Atratores, segundo o expoente de Lyapunov, no circuito Double Scroll
continuo (a) e descontinuo (b). Resolu¢do 500x500 pontos. Os atratores pontuais do circuito des-

continuo foram determinados através dos autovalores dos pontos fixos.
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A figura 4.5 mostra os tipos de atratores que ocorrem no circuito Double Scroll
descontinuo (a) e continuo (b), segundo o expoente de Lyapunov e autovalores dos
pontos fixos. O circuito descontinuo apresenta atratores pontuais e cadticos, en-
quanto o continuo, apresenta atratores pontuais, cadticos e janelas periddicas. Para
o céalculo do expoente de Lyapunov foi utilizado o algoritmo desenvolvido por Wolf
[56] e implementado por Santos [57]. A esse programa foram feitas adaptagoes para
compatibiliza-los aos sistemas aqui estudados.

No circuito descontinuo existem apenas os dois pontos fixos simétricos. Dessa
forma, para verificar a estabilidade dos pontos fixos basta determinar os autovalores
do sistema. A figura 3.1, apresentada no capitulo Anélise Linear, mostra que existem
parametros em que a parte real do autovalor imaginario (p) e o autovalor real (\)
dos pontos fixos P, e P_ sao negativos, i.e., os pontos fixos sao atratores pontuais.
Na figura 4.5, os atratores pontuais, do circuito descontinuo, foram determinados
através dos seus autovalores. Os demais atratores da figura foram determinados
através do expoente de Lyapunov.

A fronteira dos atratores pontuais e dos cadticos, no espago dos parametros, é
caracterizada pela parte real do autovalor imaginario com valor nulo. Isso implica
que atratores cadticos proximos a essa fronteira tenham uma baixa divergéncia expo-
nencial, principalmente no circuito descontinuo, sendo necesséario longas trajetéria
para a determinacao do expoente de Lyapunov. Para determinar os parametros
dos atratores cadticos na figura 4.5(a) foram necessarios um intervalo de tempo de
7 = 200 para a avaliacao do expoente, com um transiente de 7 = 50 a passos de dt
=1073. Para gerar a figura 4.5(b), o sistema sofreu evolugoes discretas de tempo dr
=1073. Decorrendo um intervalo de tempo 7 = 50 para eliminar o transiente e mais

7 = 50 para a determinagao do expoente de Lyapunov.

4.2 Tipos de Atratores

Na segao anterior identificamos que estao presentes, no espaco dos parametros,
os atratores pontuais, ciclos limite e cadticos. No circuito Double Scroll continuo
existe uma variada quantidade de distintos atratores periédicos e cadticos, e estas
diferencas nao podem ser identificados pelo calculo do expoente de Lyapunov.

Nesta secao vamos mostrar um método para identificar parametros de orbitas
periddicas semelhantes e com isso mostrar como o surgimento dessas orbitas esta
relacionada com o atrator cadtico. A figura 4.5(b) mostrou que as 6rbitas periddicas

fazem fronteira com os atratores cadticos no espaco dos parametros. O que queremos
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identificar é o tipo de érbitas periddica e cadtica que estao nessa fronteira. Além do
mais, é possivel identificar, usando este mesmo método, os parametros que contém
atratores cadticos com diferencas acentuadas como os atratores tipo Rossler e Dou-
ble Scroll. Apresentamos, também, as trajetérias que formam todos estes atratores
no espago de fase, identificando coexisténcia de atratores cadticos, e no final apre-
sentamos ainda uma colecao de atratores cadticos distintos que o circuito Double
Scroll continuo pode apresentar. Como o circuito descontinuo nao apresenta érbitas
periodicas e os atratores cadticos sao muito semelhantes, a existéncia de atratores

distintos, nesse sistema, sera abordada no préximo capitulo.

4.2.1 Espaco dos Parametros

Para identificar parametros que apresentam atratores parecidos, analisamos o
atrator no espaco de fase. Uma das formas mais simples de fazer isso é através da
analise de uma se¢ao transversal ao atrator. A idéia de reduzir o estudo de sistemas
continuos no tempo para o estudo de um sistema discreto no tempo, associado ao
fluxo, é devida a Poincaré [13]. O mapa de Poincaré é um sistema discreto no
tempo que esta associado a uma equacao diferencial ordinaria. Uma discussao mais
completa sobre esse assunto pode ser encontrada em [58], nés aqui vamos nos limitar
a sua utilidade na determinacao dos diferentes atratores periddicos e de atratores

caoticos com diferencas acentuadas.

Figura 4.6: Secdo de Poincaré.

A figura 4.6 mostra uma segao de Poincaré ¥, onde uma trajetéria, com condigao

inicial em zy a cruza mais duas vezes. A secdo de Poincaré é um plano infinito,
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assim, para cada revolucao da trajetéria serao definidos dois pontos na secao. Para
o estudo que estamos fazendo, um dos pontos pode ser desprezado. Assim, somente
consideraremos os pontos que foram originados por um dos sentidos do fluxo. Essas
consideracoes definem o mapa de Poincaré de primeiro retorno. Neste caso, numa
érbita periddica de perfodo um (uma revolugao), observaremos um ponto no mapa,
de periodo dois (duas revolugoes), dois, e assim por diante.

A secao de Poincaré, utilizada na nossa andlise, esta definida no plano ¥ =
{z,y,2 € R3 | y = 0}, e consideraremos os pontos marcados pelas trajetérias que
tenham o sentido de y positivo para y negativo. Essa secao foi escolhida por conter
os trés pontos fixos e, portanto, atravessa os trés dominios, garantindo que a maioria
das revolucoes passem por esse plano. Dessa forma, os atratores cadticos podem ser
diferenciados pela regiao que a trajetoria visita o mapa: o atrator Double Scroll
visita todos os dominios Dy, D, e D_, e o atrator tipo Rossler cruza ¥ em apenas
duas regides que pertencem aos dominios Dy e Dy, ou aos dominios Dy e D_.

Do ponto de vista numérico, é preciso tomar alguns cuidados ao estabelecer o
critério para a identificacao das orbitas periddicas . O fato é que qualquer trajetéria
analisada tem um transiente infinito até atingir o atrator periédico. Assim, existe
um compromisso entre o tempo de evolugao do sistema e a aproximacao da trajetéria
a orbita periddica. Na secao de Poincaré, essa aproximacao fica caracterizada por
uma concentracao de pontos que, a cada periodo que passa, convergem para um
ponto. Assim, a distancia de dois pontos tomados a cada periodo deve ser sempre
menor que uma distancia € para que possamos considera-los como sendo o mesmo
ponto. Se entre esses dois pontos forem marcados n pontos na se¢ao de Poincaré, o
periodo sera dado por n+ 1. A distancia e pode ser tanto menor quanto maior for o
tempo de evolucao do sistema, mas isso implica num tempo maior de computacao.
Por outro lado, € grande pode implicar num erro na determinacao do periodo da
orbita, levando a um erro na avaliacao do periodo da orbita. Existe ainda um
outro cuidado a ser tomado, o passo de integracao dr do integrador. Passos grandes
favorecem longos tempos de evolugao, porém inserem imprecisao na integragao. Por
outro lado, pequenos passos tém maior precisao, mas implicam em maior tempo
de integracao. Assim, existe um compromisso entre a distancia minima e, a partir
da qual consideramos que dois pontos sejam iguais, e o passo de integracao dr,
versus a precisao da avaliacao de uma érbita periddica e o tempo de processamento
computacional.

Na figura 4.7 estd o resultado desta analise. A resolugao é de 500x500 pontos. Foi

utilizado um passo de integraciao de dr = 5 x 1072, num intervalo de tempo 7 = 70
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Figura 4.7: Atratores peridédicos e cadticos no espago dos pardmetros do circuito Double Scroll
continuo.

para eliminar o transiente, e mais 7 = 30 para detectar o tipo de comportamento,
o que equivale a pelo menos 100 revolugoes avaliadas em torno dos pontos fixos.
Nestas condicoes consideramos distancias menores que € = 2 x 1074 como sendo o
mesmo ponto. A condigao inicial para todos os pardmetros foi (xg, yo, 20)=(0, 0,5,
0,5). Para a avaliacdo do periodo, considerou-se em regime periédico as trajetérias
que, para um mesmo intervalo de tempo, atravessaram por quatro vezes a sec¢ao de
Poincaré a uma distancia maxima entre eles de e. Foram feitas rotinas para detectar
orbitas com periodos de um a seis. Os atratores pontuais estao localizados na regiao
compreendida entre o eixo [3 e a regido em cinza (periodo 1), e entre a regiao em azul
(Double Scroll) e o eixo «, estd o conjunto de parametros para os quais o sistema
diverge.

Entre os atratores, os pontuais sao os que preenchem a maior parte do espaco
dos parametros, seguido do periddico de periodo 1, e dos cadticos Double Scroll e
Rossler. Imersas nas regioes do espaco dos parametros em que ocorrem os atratores

cadticos vemos vérias regioes de atratores periddicos formando janelas periddicas.

Para valores crescente de o com [ fixo, partindo da regiao do atrator pontual

em direcao a regiao do atrator cadtico tipo Rossler, o atrator pontual sofre uma
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bifurcacao de Hopf [59, 58|, na qual se transforma numa érbita periddica de periodo
1. Na seqiiéncia, sofre outra bifurcacao dobrando o seu periodo para 2 e em seguida
para 4. Essa bifurcacao de periodo caracteriza uma rota para o caos via duplicacao
de periodo, levando ao cendrio de Feigenbaum [60, 61]. Esse cendrio é constituido
por uma cascata de bifurcacgoes periddicas de periodos 1, 2, 4,..., 2". O parametro «
em que n — oo é um ponto de acumulacao de érbitas peridédicas, chamado de ponto
de acumulacao de Feigenbaum, a partir do qual o sistema passa a ter comportamento
caotico. No caso aqui estudado, o atrator cadtico é o do tipo Rossler, como pode

ser visto na figura 4.7.

A figura 4.8 apresenta uma sequéncia de trés bifurcacoes, de periodos para o
parametro § = 20 fixo. Os atratores pontuais, para esse parametro, ocorrem somente
para valores de a < 8,3. Aumentando-se o parametro «, o atrator pontual bifurca
tornando-se uma orbita peridédica de periodo 1, semelhante aquela apresentada na
figura (a). Aumentando-se esse parametro um pouco mais, essa érbita aumenta o
seu tamanho até o instante em que duplica o seu periodo e transforma-se numa
6rbita de periodo 2 (b). Esta, por sua vez, continua crescendo e sofre mais uma
bifurcagao, para um pequeno aumento de «, dobrando seu periodo para 4 (c). A
medida que a vai aumentando, as bifurcacoes para os periodos 8, 16, ..., 2™ vao
acontecendo até que se chega num valor do parametro em que ¢é atingido o ponto de

acumulacao de Feigenbaum, onde surge o atrator tipo Rossler (d).

Imersas na regiao onde ocorre o atrator caodticos tipo Rossler estao presentes
janelas periddicas. Os atratores pertencentes a essas janelas periddicas estao apre-
sentados na figura 4.9. Cada um desses tipos de atratores forma uma faixa continua
no espago dos parametros, como mostra a figura 4.7. Algumas faixas nao apresentam
continuidade devido a resolucao utilizada. Note que todos esses atratores periddicos

tém caracteristicas que lembram o atrator tipo Rdssler.

A exemplo dos atratores periddicos na regiao do atrator cadtico tipo Rossler, os
atratores da figura 4.10 também se apresentam em uma faixa continua no espaco
dos parametros e carregam consigo caracteristicas do atrator cadtico Double Scroll.
Cada conjunto continuo de pontos de mesma cor , no espago dos parametros, forma
uma familia de atratores de mesma forma topoldgica. Assim, as duas faixas amarelas
(perfodo 5) da figura 4.7, ainda que sejam do mesmo periodo, pertencem a familias

distintas.
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L a=95 (a) | L =104 (b) 4

Figura 4.8: Rota para o caos via bifurcagdo de periodo. (a) Periodo 1. (b) Periodo 2. (c) Periodo 4.

(d)Atrator cadtico tipo Rdssler

4.2.2 Formacgao dos Atratores

O fato do circuito Double Scroll ser linear por partes permite que a formacao
dos atratores seja entendida através do estudo da influéncia dos subespagos dos
pontos fixos no fluxo. Os subespacos foram determinados no capitulo 3 e estao
apresentados nas figuras 3.3, para o circuito descontinuo, e 3.2, para o circuito
continuo. E necessério o acompanhamento dessas figuras nas andlises que faremos

nesta secao.
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Circuito Descontinuo

O teorema de existéncia e unicidade [58] garante que uma trajetéria nunca atra-
vessara transversalmente um subespaco no espaco de estado. Assim, os planos dos
subespacos instaveis limitam os atratores, o que nos permite compreender como se
desenvolve a trajetéria do atrator.

Vamos supor uma condicdo inicial préxima ao subespaco estdvel E°(P,) no
dominio D, (figura 3.3). A trajetdria é atraida para o ponto fixo P, pelo subespago

estavel até aproximar-se do instavel EV(P,). Como ela nao pode atravessa-la, passa

2.5 T T T T T

L 0=11,070 (b) |
—0,020

L5 =

0.5 I

L a=10,948 (d) |
=20,020

15 s -

0.5 I

Figura 4.9: Atratores periddicos que formam janelas periddicas na regido do atrator cadtico tipo
Réssler. (a) Periodo 3. (b) Periodo 4. (c) Periodo 5. (d) Periodo 6.
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a segui-la, e adquire um movimento em espiral a uma distancia muito proxima do
subespaco instavel, afastando-se exponencialmente do ponto fixo, até que atravessa
a fronteira U, dos dominios, e passa a ser governada pelos subespacos do dominio
D_. Assim, passa a ser atraida pela subespaco estavel E°(P_) para o ponto fixo P_,
aproximando-se do subespaco EY(P_). Comeca entao a seguir a subespaco instavel

espiralando e cruzando novamente a fronteira dos dominios, repetindo novamente o

processo.

A figura 4.11 ilustra todo o processo discutido.

2.5 T T T T T

L o=12,550

2.5 .
S 0=12,030
L p=19075

Figura 4.10: Atratores periddicos que formam janelas periddicas na regido do atrator cadtico Double

Note que o cruzamento da

[ T [
| a=12,375
p=19,075

Scroll. (a) Periodo 3. (b) Periodo 4. (c) Periodo 5. (d) Periodo 6.
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Figura 4.11: Trajetéria de um atrator cadtico do circuito descontinuo.

trajetoria na fronteira Uy ocorre num ponto nao diferenciavel, como mostrado no
capitulo 2. Para gerar essa figura usamos uma condigao inicial em (0,5, 0,5, -1,5)

evoluidos num tempo de 7 = 22,5 a passos de dr = 5 x 1073.

Circuito Continuo

Os autovalores calculados nos pontos fixos P, e P_ do circuito descontinuo a-
presentam os mesmos valores que no circuito continuo, para os mesmos parametros
a e (. Isso significa que os subespagos desses pontos fixos sao geometricamente
semelhantes. Porém, a existéncia do ponto fixo F, implica em outros subespagos
que contribuem para ocorréncia de comportamentos mais complexos.

Dada uma condigao inicial, préxima ao subespaco instavel EV(P,) de P, (figura
3.2), a trajetéria é conduzida para o dominio D, atraida para o ponto fixo P, pelo
subespaco estavel E°(P,). Em seguida passa a ter um movimento em espiral em
virtude do comportamento do fluxo no subespaco instavel EY(P,). A partir desse
instante, existem duas situagoes possiveis. Ou a trajetéria atravessa a fronteira U,
pelo lado direito de Ly, , ou pelo seu lado esquerdo.

Considerando que a trajetoria cruzou a fronteira pelo lado direito de L., ela se



Tipos de Atratores 67

X 1
0.5_—
oL
'0'5_-0|.4 ' -ol.z ' (l] ' 0!2 ' 0!4 0!4
}’ }?

Figura 4.12: Trajetdria dos atratores caéticos Réssler (a) e Double Scroll (b).

aproximaréa do ponto fixo P, atraida pela subespaco estdvel E¥(F) e, devido & in-
fluéncia da subespaco instavel EY(F), sera redirecionada para a regiao de dominio
D, repetindo todo o processo novamente. Se esse processo se repetir indefinida-
mente, entao o atrator formado é o do tipo Réssler, como mostrado na figura 4.12(a).

Caso a trajetoria cruze a fronteira pelo lado esquerdo de Ly, ela sera atraida
para Py pelo subespaco estdvel E°(FP), mas pelo outro lado desse plano. Assim,
desta vez, quando se aproximar de F,, sera direcionada para o dominio D_ pelo
subespaco instavel EY(F). La chegando, serd atraida para o ponto fixo P_ pelo seu
subespaco estavel E°(P_), e passa a descrever um movimento em espiral, afastando-
se do ponto fixo, em virtude do subespago instavel EV(P_), e entdo segue a mesma
analise feita em Py, formando o atrator caético Double Scroll mostrado na figura
4.12(b).

As trajetérias da figura 4.12 tém condigao inicial (0,10, 0,01, 0,00) e correspon-
dem a intervalos de tempo de 7 = 11, 5 para o atrator tipo Rossler (a) e 7 = 15 para

o atrator Double Scroll (b), ambos integrados a passos de dr = 1072,

4.2.3 Coexisténcia de atratores

O circuito de Chua tem simetria fmpar f(z) = —f(—x). Isso cria condigoes
para que um atrator, que nao apresenta simetria, coexista com outro atrator numa

regiao simetricamente oposto a este. O exemplo mais simples disso sao os atratores
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Figura 4.13: (a) Atratores coexistentes do tipo Réssler (b) Bacia de atragdo dos atratores em z = 0.

pontuais P, = (k,0,—k) e P = (—k,0,k), onde k foi definido na se¢ao 2.2.3.
No circuito continuo, a grande maioria dos atratores periddicos apresentam pares

simétricos. A figura 4.13(a) mostra a coexisténcia dos atratores caéticos tipo Rossler.

Os atratores apresentados na figura 4.13(a) coexistem no espago de estado, mas
nao se manifestam ao mesmo tempo. Quem determina para qual atrator a trajetoria
convergird sao as condigoes iniciais do sistema. O conjunto de condicoes iniciais que
levam a um atrator recebe o nome de bacia de atracao desse atrator. Uma vez que
a Orbita convergiu para um dos atratores, 14 permanece indefinidamente. A figura
4.13(b) é a bacia de atragao, localizada em x = 0, dos atratores apresentados em (a).
A regiao de condicoes iniciais associadas a um atrator esta desenhada na mesma cor

desse atrator. Condigoes iniciais na regiao em branco convergem para o infinito.

Todos os atratores periddicos, imersos na regiao dos parametros do atrator tipo
Rossler, ou fora das regioes de ocorréncia de atratores cadticos, no espaco dos
parametros, apresentam coexisténcia de atratores simétricos. Mas existe também
coexisténcia de atratores distintos. Como exemplo podemos citar a coexisténcia de

trés atratores encontrados por Lozi [62], como mostra a figura 4.14.

Para garantir o comportamento assintético, todos os atratores da figura 4.14
tiveram um tempo de evolucao de 7 = 10* para eliminar o transiente. As trajetérias

correspondem a um intervalo de tempo de 7 = 10%2. Os atratores nas cores azul
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Figura 4.14: Coexisténcia de trés atratores cadticos no circuito Double Scroll continuo.

e verde nao apresentam simetria, mas sao simétricos entre si, tal qual os atratores
tipo Rossler apresentados na figura 4.13(a). O atrator na cor vermelha é simétrico,
e por isso nao apresenta o seu par. As condicoes iniciais que levam aos atratores
sao, para o vermelho, (-0.005, 0.017, 0.019), para o verde, (-0.002, 0.014, 0.010), e
para o azul, (0.002, -0.014, -0.010).

4.2.4 Atratores Cadticos

O circuito Double Scroll continuo apresenta uma enorme quantidade de atratores

caoticos. Os mais conhecidos sao os atratores tipo Rossler e o Double Scroll que,

_5
7

O atrator tipo Rossler, apresentado diversas vezes neste capitulo (figura 4.13(a)),

para os parametros a = —% eb= sa0 0s mais comuns.

recebe esse nome porque é muito parecido com o atrator cadtico do sistema de
Réssler [63], mas apresenta um comportamento distinto, como estéd discutido na
secao 5.1. O Double Scroll é o atrator cadtico caracteristico deste sistema. Recebe
esse nome por ter a forma de um pergaminho retorcido ao meio. Ele esté apresentado
na figura 4.15.

Além dos atratores coexistentes da figura 4.14, do tipo Rossler e do Double Scroll,
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as equacoes do sistema permite formar uma série de outros atratores cadticos, o que

torna este sistema interessante para o estudo de transicoes de comportamentos.

Para completar este capitulo sobre atratores no circuito Double Scroll, a seguir
apresentamos uma série de outros atratores cadticos. Alguns desses atratores podem
ser observados na pratica, como é o caso das figuras 4.15, 4.18 e 4.20. Os demais
apresentam « e [ negativos, o que implicaria em valores, do indutor ou dos capa-
citores, negativos, o que nao invalida o estudo tedrico do sistema. Uma quantidade
mais completa de atratores pode ser encontrado em [36].

Figura. o} 15} a b
4.15 20 12 -% _g
416  -4,086850 -2 -% _g
417  -6,691910 -1,520610 —% ‘%

4.18 8,456221  12,07323 -0,705629 -1,146757
419  -4,898979 -3,624135 -2,501256 -0,929720
4.20 1800 10000  -1,026000 -0,982000

Tabela 4.1: Valores dos parAmetros de distintos atratores cadticos no circuito Double Scroll continuo.
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Figura 4.15
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Figura 4.16

Atratores
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Figura 4.17
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Figura 4.18

Atratores
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Figura 4.19
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Figura 4.20

Atratores



Capitulo 5

Bifurcacoes de Atratores Cadticos

Atratores cadticos sofrem mudancas topoldgicas na sua estrutura quando se varia
um parametro de controle. Essas mudancas podem ser desde a variacao suave do
seu tamanho, até uma variacao brusca de comportamento, provocando bifurcagoes
no atrator. As mudangas stubitas do atrator sao chamadas de crises [64, 65, 54]. A

bifurcacao do atrator tipo Rossler para o Double Scroll é um exemplo de crise.

Como continuagao do capitulo anterior, onde identificamos as regidoes em que
o circuito continuo apresenta bifurcagoes, neste capitulo vamos investigar atratores
cadticos que apresentam comportamentos distintos, mas que topologicamente sao
parecidos. Nosso interesse € localizar as regioes do espaco dos parametros em que
ocorrem bifurcacoes entre atratores cadticos, para demarcar as fronteiras entre os

distintos atratores.

Através da secao de Poincaré bidimensional, foi possivel investigar atratores com
diferencas acentuadas, mas, para atratores topologicamente parecidos, esse método
nao ¢ eficiente. Usando o fato de que os atratores estao muito préximos dos planos
formados pelos subespagos instaveis dos pontos fixos P, e P_, é possivel definir
uma secao de Poincaré unidimensional e, através dela, extrair informacoes sobre
a dinamica do sistema. Para entender melhor como isso pode ser feito, na segao
5.1 apresentamos um estudo de transicoes cadticas no sistema de Rossler. Este
sistema foi escolhido por apresentar um atrator com caracteristicas semelhantes ao
que encontramos no circuito Double Scroll, e pelo seu sistema permitir determinar

trivialmente a secao unidimensional.

Na se¢ao 5.2 apresentamos como determinar a se¢ao unidimensional nos circuitos
continuo e descontinuo, e nas secoes 5.2.1 e 5.2.2 apresentamos uma analise dos

atratores a luz do mapeamento unidimensional.

7
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5.1 Bifurcacoes no Sistema de Rossler

Dado o fato de que o circuito Double Scroll descontinuo nao apresenta atrato-
res periddicos, apenas atratores pontuais e cadticos com topologia parecida, vamos
investigar diferencas na dinamica dos atratores para a identificacao de atratores
caoticos distintos. O método baseado no mapa de Poincaré, utilizado na secao 4.2.1,
nao é adequado para atratores com topologia semelhante. Para ilustrar melhor como
as diferencas na dinamica podem ser observadas, vamos estudar o comportamento
caotico do sistema de Rossler, por ser um sistema em que o atrator pode ser mais
facilmente analisado, como expomos a seguir.

O sistema de equacoes diferenciais 5.1 é conhecido como o sistema de Rossler
(63, 66]. Apesar de nao ser um sistema linear por partes, como o sistema do circuito
Double Scroll, apresenta atratores semelhantes aos que ja vimos. Também possui
regioes no seu espaco de parametros que obedecem as condigoes do teorema de Shil-
nikov. Além disso, para uma variacao continua de um parametro de controle, sofre
bifurcacao de Hopf seguido de dobramentos de periodo e, por fim, comportamento
caotico, apresentando o cenério de Feigenbaum tal qual o circuito Double Scroll
continuo.

O sistema

T=—Yy—2z
y=2x+ay (5.1)
z=br —cz+ a2

possui dois pontos fixos:

P =(0,0,0) ¢ P <c—ab, h— <, f—b)

a a

Gaspard e Nicolis [9] mostraram que o surgimento de uma 6rbita homoclinica,
no sistema de Rossler, cria uma fronteira no espaco dos parametros que divide
comportamentos cadticos distintos. A figura 5.1 mostra dois tipos de atratores
distintos do sistema Rdossler, o tipo Spiral (a) e o tipo Screw (b), um em cada lado
dessa fronteira. Para obter essa figura mantivemos fixos os parametros b e c, e
variamos a.

Como pode ser visto, a topologia dos atratores da figura 5.1 nao apresenta dife-
rengas evidentes entre os atratores. Mas os atratores aproximam-se rapidamente do
plano zy, o que permite fazer uma secao de Poincaré unidimensional que contenha
imformacoes suficientes que os caracterizam. O mapa de Poincaré sera entao defi-

nido como a sequiencia dos pontos formados pelo intersec¢gao do fluxo com a se¢ao de
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Figura 5.1: (a) Atrator de Rd&ssler tipo Spiral. (b) Atrator de Rossler tipo Screw.

Poincaré. Esse mapeamento é também conhecido como mapa de primeiro retorno, e
sua representacao grafica é feita através de x,, .1 X x,,, onde x,, é o valor da variavel

x no instante em que o fluxo interceptou a secao unidimensional.

Na pratica, nao é uma tarefa simples localizar, no espaco, uma se¢ao unidimen-
sional por onde todo o fluxo passe. Assim, consideramos apenas a coordenada x de
uma segao de Poincaré, bidimensional, definido pelo plano ¥ = {(z,y,2) € R® | x <
0, y =0, z < 1}. Note que onde estd localizado essa se¢ao, o fluxo passa muito
préximo da coordenada x, o que permite que consideremos essa coordenada, com

grande aproximagao, como sendo a secao de Poincaré unidimensional desejada.

Como uma analise complementar pode-se levantar um grafico de t¢,, em funcao
de z,, onde se verifica o intervalo de tempo t,, necessario para que a trajetoria, que
sai do plano > de um ponto com coordenada x = x,,, atravesse novamente o plano
num ponto com coordenada x,;. Chamaremos esse grafico como grafico do tempo
de retorno. Com esse grafico e o mapa de retorno as caracteristicas dos atratores
ficam mais evidentes, como mostram as figuras 5.2.

Os mapas de retorno mostram que, até x,, um pouco maior que 5, o atrator tipo
Spiral (figura 5.2(a)) apresenta uma topologia muito parecida ao do Screw (figura
5.2(c)). Para valores maiores de z, aparece uma reta, no atrator Screw, que o

diferencia.

O gréfico do tempo de retorno, do atrator do tipo Spiral (figura 5.2(b)), mostra
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Figura 5.2: (a) Mapa de retorno e (b) gréfico do tempo de retorno do atrator de Rdssler tipo Spiral.

(c) Mapa de retorno e (d) grafico do tempo de retorno do atrator de Réssler tipo Screw.

que, independente da posi¢ao em que a trajetéria tenha cruzado a secao de Poincaré,
ela leva praticamente o mesmo tempo para retornar ao plano. Ja no atrator tipo
Screw, existem dois tempos de retorno (figura 5.2(d)), um curto para trajetérias
mais préximas da origem, e outro mais longo para trajetorias mais afastadas. Assim,
vemos que ocorrem alteragoes significativas no atrator quando variamos o parametro

de controle.
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5.2 Bifurcacoes no Circuito Double Scroll

No sistema de Rossler, o mapeamento unidimensional permitiu identificar a
transicao do atrator tipo Spiral para o Screw através do surgimento de uma reta,
no mapa de retorno, ou da identificacao da descontinuidade no gréafico do tempo de
retorno. Os atratores cadticos do circuito Double Scroll estao muito proximos do
plano pertencente ao subespaco instavel de P, e P_, da mesma forma que ocorre
no sistema de Rossler, o que permite realizar um estudo unidimensional semelhante,
levantando seu mapa de retorno e seu gréafico do tempo de retorno.

Na regiao do espago dos parametros em que ocorre os atratores cadticos, o auto-
valor real, dos pontos fixos P, e P_, é negativo e de mdédulo muito maior do que a
parte real dos autovalores complexos [67, 68], que assumem valores positivos. Dessa
forma, o fluxo é rapidamente atraido, pelo subespaco estavel, para o plano do su-
bespaco instavel, onde assume um movimento espiral afastando-se do ponto fixo.
A secao de Poincaré unidimensional foi escolhida como sendo a coordenada x’ do

sistema de coordenadas ortogonais S’ apresentada na figura 5.3.

-
Y

Figura 5.3: Sistema de coordenadas ortogonais S’ (2/,y’,2') e S (z,y,2). T é o ponto onde o
subespaco EY (P, ) intersecciona o eixo x. Py = (x4,0,zy). 2’ é a coordenada da segdo de Poincaré
unidimensional.

O sistema de coordenadas ortogonais S’ tem origem no ponto fixo P,. As co-
ordenadas z’ e 2’ estdo contidas no subespaco instdvel EV(P,), e a coordenada 3’

¢é perpendicular a esse plano. o ponto T' demarca a posi¢cao no eixo x onde o sub-
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espaco instdvel EY(P,) intersecciona esse eixo. 2’ tem a diregao que une o ponto
fixo P, com o ponto T e, z, e z, sao as coordenadas x e z do ponto fixo P,.
Como secao unidimensional, vamos considerar apenas a coordenada x da secao de

Poincaré, bidimensional, definido por
Y={y,)eR |2 >0,y <0, 2 =0} (5.2)

Para levantar o mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno, no circuito
Double Scroll, é necesséario determinar o sistema S’. Assim, o ponto 7' pode ser
calculado através da solugio da equagao 3.25, que define o subespaco EV (P, ), para

os valores de y = 0 e z = 0, resultando em
A
T= (w4 + 52+ 0, 0) (5.3)

onde, X e Z estao definidas na se¢ao 3.2.1.

Um vetor contido no eixo z’, é dado por vy = P, —T. Assim,

1795/ = Clu% + algj + G/lgl% (54)

onde, ay;; = —%er, a;o = 0 e a3 = z,. Os versores i, j e k sao associados as
coordenadas x, y e z, respectivamente.
Como o eixo y' é perpendicular ao subespago instavel de Py, um vetor v, sobre

esse eixo pode ser conseguido através da propria equagao (3.21) ou (3.25) de EV(Py),

~
— N

Uy = A211 + aggj + aggl% (55)

onde as; = X, axn =Y e ay3 = Z.
O eixo 2’ tem direcao perpendicular as demais, portanto, um vetor ¥, sobre esse

eixo serd o resultado do produto vetorial U, X .

~
— .

Uy = Q310 + aggj —+ (133]% (56)

onde az; = a12a93 — A13G22, A3z = A13021 — A11023 € A33 = G110 — Q12021 -
Normalizando os vetores v,/, ¥,/ € ¥/, obtemos os versores 7', j' e k' respectiva-
mente. Assim, a representacao de um ponto (x, y, z), do sistema S, pode ser feita

no sistema S’ através das coordenadas obtidas pela seguinte equagao matricial,

x a11 a2 ais r—Ty
/ .
= Q21 QA22 (23 Yy (5-7)
/
z az; Q32 a33 & 2y

Com esta transformacgao podemos identificar quando uma trajetoria cruza a secao
de Poincaré ¥ e entao construir o mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno,

como mostrados nas secoes 5.2.1 e 5.2.2.
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5.2.1 Sistema Continuo

No sistema de coordenadas S’, fica evidente como o plano do subespaco instavel
limita o fluxo, e como este converge rapidamente para ele. A figura 5.4(a), mostra
a alta densidade de trajetérias nas proximidades de ¢y’ = 0 do atrator tipo Rossler

do circuito Double Scroll. A linha horizontal que sai de P, e atravessa o atrator na

Figura 5.4: Projecdo do atrator Réssler nos planos z'y’ em (a) e 'z’ em (b), do sistema de coordenadas
S’

figura 5.4(b) é a regiao do eixo z’ onde serao medidos os valores de z,. O plano z'y/,
com x' > 0 é a secao X por onde a trajetéria passa nas proximidades do eixo /. E

através da interseccao da trajetoria com essa secao que serao obtidos os valores de

/
n:

Na figura 5.5 esta o mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno do atrator

X

tipo Rossler. Para aumentar a definicao dos mapas, em vez de utilizar o valor de
x!, utilizamos 7, = (z/,)? para representar os cruzamentos da trajetéria com a segao
Y. Na figura 5.5(a), r,.1 é o valor associado ao cruzamento seguinte. No gréfico do
tempo de retorno (figura 5.5(b)), 7,, é o intervalo de tempo entre dois cruzamentos
consecutivos, r,, € r,11.

As curvas da figura 5.5 sao caracteristicos do atrator tipo Rossler. A medida
que vamos aumentando o parametro «, o mapa de retorno praticamente preserva a
sua forma, apenas aumentando o valor maximo da curva, o que reflete o aumento

do tamanho do atrator. O mesmo comportamento é observado no grafico do tempo
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Figura 5.5: Mapa de retorno (a) e gréfico do tempo de retorno (b) do atrator Réssler.

de retorno. Assim, nao foi observado variagoes de comportamento do atrator tipo

Rossler como o observado no atrator de Rossler discutido na se¢ao anterior

Para que uma trajetoria passe pela secao de Poincaré, é necessario que ela dé,
pelo menos, uma revolucao em torno do ponto fixo. A sensibilidade as condi¢oes
iniciais que o sistema apresenta forca a aumentarmos a precisao da integragao para
que a trajetoria se mantenha préxima do plano z’'z’ com o minimo de flutuacoes.
Para evitar essas flutuagoes, que prejudicam a definicao dos mapas, o passo de
integracao deve ser pequeno. Todos esses fatores contribuem para aumentar o tempo
de processamento para construir os mapas. Em situgoes em que o mapa apresenta
detalhes na sua composicao, essas consideragoes sao relevantes como veremos mais
adiante. Na figura 5.5, foi utilizado um intervalo de tempo de dr = 1073 para a
integracao do sistema, numa tempo total de 7 = 10* de evolucdo da trajetéria, e

mais 7 = 5 para eliminacao do transiente.

O atrator Double Scroll, por conta da simetria do sistema, possui duas regices
factiveis de serem se¢oes de Poincaré unidimensionais, uma associada ao ponto fixo
P, e outra ao ponto fixo P_, como mostramos na figura 5.6. A se¢ao unidimensional
em P, esta associada ao cruzamento das trajetorias na secao X, , definida igualmente
como no caso da secao X do atrator tipo Rossler, e da secao em P_ ao cruzamento
das trajetérias em ¥_, que é uma segao simetricamente impar (f(z) = —f(—x)) a

Y1,. Para considerar as duas se¢oes no mesmo mapeamento faremos uma adaptacao
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Figura 5.6: Projecdo do atrator Double Scroll nos planos 'y’ em (a) e 'z’ em (b), do sistema de

coordenadas S’.

desta situacao ao algoritmo anteriormente usado. Para entender melhor, vamos
considerar inicialmente que a trajetéria estd nas proximidades de P,.. Enquanto
a trajetoria permanecer ao redor de P, os dados para o mapeamento vao sendo

computados da mesma forma que no atrator tipo Rossler, através da secao ..

0.2

02f
vidr
.61

-0.8-

Figura 5.7: Projegdo do atrator Double Scroll nos planos 'y’ em (a) e 2’2’ em (b), do sistema de
coordenadas S’, rebatendo o subespaco inferior para o superior, utilizando a propriedade anti simétrica

do sistema.
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Quando a trajetoria passar a visitar o ponto fixo P_, consideramos o tltimo ponto

computado em >, e o primeiro em X_, para determinar r,, e 7,1, respectivamente.

Fazendo uso da simetria impar do sistema, as coordenadas da trajetoria que apre-
sentam a coordenada x negativa, sofrerao a transformagao (z,y, z) — (—x, —y, —2).
Com isso os dois pontos fixos e as secoes de Poincaré passam a coincidir, como
mostrado na figura 5.7. O sentido do fluxo, em torno dos pontos fixos, é o mesmo,
permitindo fazer o mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno com os mesmos

critérios adotados nos mapeamentos do atrator tipo Rossler. As figuras 5.8(a) e (b)

—
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Figura 5.8: Mapa de retorno (a) e gréfico do tempo de retorno (c) do atrator Double Scroll. Em (b)

estd a ampliacdo da regido do mapa de retorno, destacada pelo retangulo.
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mostram os mapeamentos do Double Scroll da figura 5.7.

A regiao do mapa de retorno da figura 5.8(a), que estd marcada com um retangulo,
apresenta elevados tempos para retornar a se¢ao, como se pode ver pelo grafico do
tempo de retorno (c). A ampliacdo em (b) mostra que essa regido tem como carac-
teristica picos, de amplitude cada vez menores e gradativamente mais proximos um
do outro até um determinado ponto que chamamos de Q. Apds esse ponto os picos
passam a aumentar suas amplitudes e distancias. H4 evidéncias de que no ponto @’
exista uma acumulagdo de infinitos picos [68].

Pontos préximos a ' correspondem a passagem de trajetdrias nas proximidades
da linha Loy = ES(Py) NUx (ver figura 3.2). Como essas trajetérias estdao préximas
do subespaco EV (Py), entao necessariamente elas passam nas proximidades do ponto
Q+ = E%(Py) N EY(PL). Se uma trajetéria cruzar Q’, entdo o atrator colidiu com
a variedade estavel de P, entao ocorrera uma crise de fronteira com mudancas
topoldgicas do atrator.

A fronteira entre os atratores Rossler e Double Scrool se da para parametros em
que o atrator atingiu a variedade estavel de Py através do ponto @', e sua estru-
tura nunca ultrapassa esse ponto. Assim, atratores com parametros nessa fronteira
apresentarao mapas de retorno que irao até o ponto )'. Para parametros que cor-
respondam a trajetorias com mapeamentos levemente maiores que (', ocorre uma
intermiténcia induzida por crise [69].

O pico que vemos, na figura 5.8(c), corresponde a trajetérias que passam muito
préoximas de Q' e mostra como o tempo de retorno varia drasticamente nessa regiao.
Novamente, se a trajetdria passar no ponto )’ o tempo de retorno 7, sera infinito, ou
seja, nao retornard mais a secao i, pois convergira assintoticamente para o ponto
fixo P,. Trajetorias na sua vizinhanga tendem a aumentar o seu tempo de retorno
porque se aproximam de Fp, que somente pode ser atingido num tempo infinito.

Para obtermos as figuras 5.8, foi necessario um tempo de evolucao do sistema
de 7 = 10° a passos de integragao de dr = 1073. Para a figura 5.8(b) foi necessario
um tempo de evolucao do sistema de 7 = 107 a passos de integracao de dr = 1074,

devido a baixa visitacao do atrator a regido préxima ao ponto @'.

5.2.2 Sistema Descontinuo

Os atratores do circuito Double Scroll descontinuo sempre envolvem os dois pon-
tos fixos. Assim, adotaremos os mesmos critérios estabelecidos para o mapeamento

do atrator Double Scroll. A figura 5.9 mostra trés atratores topologicamente distin-
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tos.

Figura 5.9: Atratores topologicamente distintos do circuito Double Scroll descontinuo.

O mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno da figura 5.10, decorrentes dos
atratores da figura 5.9, revelam que os atratores apresentam caracteristicas proprias
nas suas dinamicas. Os mapas da figura 5.10(a) (mapa de retorno) e (b) (gréfico
do tempo de retorno) sdo do atrator A apresentado na figura 5.9(a). O mapa de
retorno (c) e o grafico do tempo de retorno (d) da figura 5.10 sdo do atrator B da
figura 5.9(b). Os mapas 5.10(e) e (f) sao do atrator C (figura 5.9(c)).

Ao contrario do atrator Double Scroll, as curvas dos mapas dos atratores aqui

estudados apresentam descontinuidade. O mapa de retorno do atrator A é composto
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Figura 5.10: (a) e (b) sdo o mapas de retorno e o grafico do tempo de retorno do atrator A da figura
5.9(a). (c) e (d), idem para o atrator B e em (e) e (f) estdo os mapas do atrator C.
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por duas curvas, uma maior, localizada do lado esquerdo da curva de identidade, e
outra menor, localizado do outro lado da curva de identidade. Os pontos sobre a
curva maior correspondem a trajetérias que se afastam de um ponto fixo descrevendo
revolucoes em torno dele, e por isso o intervalo de tempo 7,, entre dois mapeamentos
consecutivos (tempo de retorno) é praticamente o mesmo.

Os pontos contidos na curva menor correspondem as trajetérias mais afastadas do
ponto fixo e sao imediatamente mapeadas a distancias mais proximas do ponto fixo.
Essa diminuicao de distancia se deve a mudanca de dominio que a trajetéria sofreu,
onde se aproximou de um ponto fixo por ter sido atraida para ele por influéncia
da sua variedade estavel. Essas mudancas de dominios acontecem em intervalos de
tempo relativamente iguais, mas maiores do que no caso dos mapeamentos da curva
maior, como mostra a figura 5.10(b).

O mapa de retorno do atrator B apresenta uma terceira curva que surge na
regiao central do mapeamento. As curvas da esquerda e da direita apresentam,
essencialmente, o mesmo comportamento dinamico do atrator A. A curva central
também corresponde a trajetorias que estao mudando de dominio, mesmo aqueles
pontos que sao mapeados nela mesma (Observe na figura 5.9 como a regiao permitida
para mudangas de dominios é maior no atrator B do que no A). Note que essa
curva representa um fluxo que se aproxima dos pontos fixos, comportamento que
nao existia no atrator A, e é a responsavel pela mudanca da topologia do atrator.

O mapa de retorno e o grafico do tempo de retorno do atrator C apresentam
regioes discretas de visitagao com grandes descontinuidades na medida de r,,. Esses
mapas, juntamente com a figura do atrator no espago de estado (figura 5.9(c)), per-
mitem entender de modo mais claro o fenomeno de diminuicao sucessiva da medida
r,,. Este tipo de atrator é mais raro de acontecer que os atratores A e B. Para valores
de parametros ligeiramente diferentes do atrator C, as regioes de descontinuidade
de 7, passam a ser habitadas pelo atrator, e o mapa de retorno e o grafico do tempo
de retorno passam a ser parecidos com aqueles apresentados na figura 5.10(a) e (b).

Todos os mapas da figura 5.10 foram gerados com uma evolucao do sistema de
7 =5 x 103 apés um transiente de 7 = 50 a passos de integracao de dr = 1073,

Tanto o mapa de retorno quanto o gréfico do tempo de retorno permitem di-
ferenciar os atratores. O que faremos agora é verificar em que regioes do espaco
dos parametros ocorrem mudancas entre os atratores. Identificamos uma transicao
entre comportamentos cadticos, cada vez que surgir um novo tempo de retorno.
Para identificar a descontinuidade, é necesséario ordenar, o par r,, e r,+1 que definem

um ponto no mapa de retorno, onde r, tera ordenacao crescente. Um aumento do
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valor do tempo 7, superior a 0,2, indica uma descontinuidade no mapa. O nimero
de descontinuidades caracterizam o atrator.

Os pontos em preto na figura 5.11 representam os parametros em que ocorrem
mudancas de comportamentos nos atratores. Os pontos que aparecem alinhados,
formam uma fronteira bidimensional, no espaco dos parametros, entre os distintos
atratores que se formam no circuito descontinuo. Os pontos isolados sao mudancas
detectadas para os atratores com comportamento discreto semelhantes ao atrator
C. Como sao mais raros, nao se verifica, para esta resolugao (500 x 500 pontos), o

alinhamento caracteristico da sua fronteira.
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Figura 5.11: BifurcacGes entre atratores cadticos no circuito descontinuo.
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Capitulo 6

Variedades

Um ponto fixo tipo sela apresenta conjuntos, ligados a ele, chamados de varieda-
des. A variedade estavel é formada pelo conjunto de pontos que iterados no tempo
se aproximam assintoticamente do ponto fixo. A variedade instavel é o conjunto
de pontos que também chega ao ponto fixo assintoticamente, mas para tempos
negativos. Uma trajetoria préxima de uma variedade segue a orientacao dessa va-
riedade. Assim, as variedades evidenciam como o fluxo deve se comportar nas suas

proximidades.

Para determinar a variedade de um ponto fixo, escolhemos uma condigao inicial
ligeiramente deslocada do ponto fixo, sobre o subespago associado a variedade que se
quer determinar. Se o subespagco for instavel, os pontos que formam a trajetoria, ao
longo de um intervalo de tempo positivo, formam aproximadamente o conjunto que
compoe a variedade instavel. Se o subespaco for estavel, obtemos a variedade estavel,
de uma forma andloga, mas invertendo o sentido do tempo. Como a condic¢ao inicial
nao é exatamente na variedade, existe uma diferenca, entre a trajetéria descrita e
a variedade, que depende da distancia da condicao inicial a variedade, implicando
numa imprecisao na sua determinacao. Para sistemas discretos, existem métodos
especificos para minimizar essa imprecisao [70]. Esses métodos podem ser usados

nos sistemas continuos, com as devidas consideragoes.

No capitulo 3 mostramos que os subespacos estaveis e instaveis sao formados
por auto vetores que estao ligados aos pontos fixos, tipo sela, do sistema Double
Scroll. Os subespagos apresentam conjuntos que se aproximam assintoticamente do
ponto fixo com uma evolugao temporal ¢ — +oo (subespaco estavel) e t — —oo
(subespaco instavel). Em geral os subespacos tangenciam as variedades apenas nos

pontos fixos, mas como o sistema Double Scroll é linear por partes, os subespacgos

93
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tangenciam as variedades numa regiao ampla. Assim, podemos dar uma condicao
inicial exatamente sobre a variedade e, com isso, determina-la com um alto grau de
precisao.

No capitulo 4 mostramos que os atratores, do sistema Double Scroll, podem
ser compreendidos através dos subespacos dos pontos fixos. Mas uma analise mais
precisa da dinamica do sistema pode ser feita se conhecermos as suas variedades.

Estruturas instaveis de um sistema dinamico apresentam conjuntos de pontos
pelos quais elas sao alcangadas num tempo t — 4o0o. Uma estrutura com essas
caracteristicas é chamada de sela e é caracterizada pela presenca de variedades
estavel e instavel.

Neste capitulo determinamos as variedades estaveis e instaveis de todos os pontos
fixos do sistema Double Scroll, tanto do continuo como do descontinuo. Através do
estudo dessas variedades apresentamos evidéncias de existéncia de selas cadticas

quando o sistema é evoluido num tempo negativo.

6.1 Sistema Descontinuo

Conforme visto no capitulo 4, o circuito Double Scroll descontinuo apresenta dois
atratores finitos, o pontual e o cadtico. Quando o sistema opera com parametros
que apresentam o atrator pontual, todo o espago de fase converge para o ponto fixo.
Portanto, hé apenas a variedade estavel. Existe também uma regiao, no espago dos
parametros, em que o sistema apresenta divergéncia para qualquer condicao inicial.
Nessa regiao, o espaco de fase inteiro forma a variedade instavel. Mas quando o
atrator cadtico existe, ele coexiste com o atrator no infinito, assim, o espaco de fase
contém duas bacias de atracao, uma para cada atrator. Essa coexisténcia é causada
pela existéncia de variedades estaveis e instaveis no sistema. E para essa situcao
que concentraremos nosso estudo das variedades.

O sistema Double Scroll descontinuo apresenta dois pontos fixos, P, e P_, lo-
calizados nos dominios D, e D_, respectivamente. Esses pontos sao simetricos em
relacao a origem devido a simetria fmpar do sistema. Por isso, da mesma forma
como acontece com os subespagos deste sistema (se¢ao 3.2.2), as variedades estdveis
e instaveis dos dois pontos fixos sao simetricas, bastando a determinacao das varie-
dades para apenas um dos pontos fixos. Determinadas as variedades desse ponto
fixo, basta aplicar f(x) = —f(—x), no conjunto que compde essas variedades, e ob-
temos as variedades do outro ponto fixo. Assim, vamos optar por realizar o estudo

para o ponto fixo P,.
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6.1.1 Variedade Instavel

O nosso interesse estd em determinar as regioes visitadas assintoticamente pela
variedade. No caso da variedade instavel, por definicao, ela tem origem no ponto
fixo. O que devemos determinar, neste caso, é para onde evolui o conjunto de pontos

que a forma.

No caso do circuito Double Scroll com descontinuidade, o subespago instavel de
P, (EY(P,)), determinado na segdo 3.2.2, contém um conjunto de pontos cujas
trajetérias convergem para o ponto fixo para t — —oo. Esse conjunto de pon-
tos pertence a variedade instavel. Pode-se determinar essa variedade observando
o limite das trajetorias, que passam por esses pontos, para t — +oo . Os pontos
que compoem essas trajetérias formam a variedade instédvel de Py, representada
por WY (P,). Vamos, inicialmente, fazer um estudo da evolugdo dos pontos, nas

proximidades de P, que compoem o subespago (EY(P,)).
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Figura 6.1: Subespaco instavel EV(P,). A regido em cinza converge para o atrator cadtico e em
branco tende para o infinito. O conjunto que forma a variedade instavel WU (P, ) converge para o
atrator cadtico.

A equacao que descreve o subespaco EV (P, ) foi deduzida na se¢ao 3.2.2 e é dada
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por

X = ypep—25yh, Y = el —alp2) e Z = ayy — ypal. As coordenadas (25, Yk, 2R)
formam o vetor U e (27, Yy}, 27) o vetor ¥, no sistema de coordenadas S’ em que a
origem do sistema foi deslocada para o ponto fixo P, = (3,5, 0, —3,5).

A figura 6.1 mostra a evolugao dos pontos que formam o subespaco EY(Py) no

X(z—35)+Y
w — 3,5, conforme

intervalo = = (0, 10], y = [-3, 3] e z dado por z = —
a equagao (6.1). Para a identificacao do atrator integramos o sistema a passos de
dr = 1072 por um intervalo de tempo de 7 = 100. Se apds esse intervalo a trajetdria
permanecer a uma distancia menor que 20 da origem, entao ela convergiu para o
atrator cadtico, caso contrario, convergiu para o atrator no infinito.

A regiao em branco da figura 6.1 representa os pontos que tendem ao infinito
e, em cinza , os que convergem para o atrator cadtico. Note que todos os pontos,
que estao nas proximidades do ponto fixo P,, convergem para o atrator cadtico.
Portanto, a variedade instdvel WY (P,) converge assintoticamente para o atrator

cadtico. Pela simetria do sistema, o resultado se estende para WY (P_).

C T T T T T ]
w=10,5
B=20,0

s i

X 0 —
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L | 1 | 1 | L ]

2 -1 0 1 2

Figura 6.2: Trajetéria contida na variedade WY (P, ). A trajetdria tracejada diferencia a regido da
variedade em que WY (P.) N EY(Py).
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As trajetérias contidas nas variedades WY (P, ) e WY (P_), rapidamente conver-
gem para o atrator cadtico. Na figura 6.2 estd apresentada uma dessas trajetdrias
para os parametros a = 10,5 e § = 20,0, os mesmos utilizados no estudo da con-
vergéncia de EY(P,). Para essa figura foram utilizados como condicoes iniciais
(3,500065, -0.035000, -3.651442) e uma evolugao num intervalo de tempo 7 = 28,5
com passos de dr = 1072, A linha tracejada é a parte da trajetéria que coincide

com o subespaco EY(P,), e a preta pertence somente & variedade.

6.1.2 Variedade Estavel

O circuito descontinuo apresenta algumas particularidades com as quais devemos
tomar cuidado. Uma delas é que o fluxo nao apresenta solucao em = = 0, ou seja,
o sistema nao ¢é diferenciavel para esse valor de coordenada. A outra particulari-
dade é que existem regioes, no espaco de estado, em que o fluxo apresenta sentidos
opostos para duas coordenadas muito préximas, o que cria regioes proibidas, que
nenhuma trajetéria pode atingir. Para demonstrar isso, vamos analisar o fluxo nas
proximidades do plano Uy = {(z,y, 2) | x = 0}.

O fluxo do sistema Double Scroll descontinuo esté apresentado na equacao (2.14)
com a (2.16) do capitulo 2. Para as regides proximas ao plano Uy, as equagoes ficam
assim:

Tio=aly+1), >0
T o=aly—1), <0
y=-y+=z

z=—Py

(6.2)

onde os indices + e —, usados em &g e Z_g, indicam que o fluxo se refere a coor-
denada z ¢, localizada imediatamente acima de Uy (z > 0), e a coordenada x_,
localizada imediatamente abaixo de Uy (x < 0). Os fluxos nas direcoes de y e z estao
definidos para toda a regiao do espaco. O fluxo na diregdo x apresenta equacgoes
distintas para as regices acima e abaixo de Uy. Uma rapida andlise nessas equacoes

revela que:
(a) Nao ha solugao para .9 = g .
(b) &40 = —i&_o apresenta solu¢ao somente em y = 0.
(c) @40 é positivo para y > —1 e negativo para y < —1.

(d) &40 é positivo para y > 1 e negativo para y < 1.
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O ftem (a) mostra que o fluxo abaixo de Uy, na direcao z, é sempre diferente do
fluxo acima, ou seja, o sistema nao é diferencidvel nessa regido. O item (b) mostra
que o fluxo acima e abaixo de Uy, na direcao x, possuem modulos iguais com sentido
opostos para y = 0. Os itens (c) e (d) revelam trés comportamentos distintos do

fluxo nas proximidades de Uy. Nas regioes onde y < —1 tanto #,¢ quanto &_, sao

AX

At -
A Y Y Y Y
) ’

Figura 6.3: Representacdo do fluxo nas proximidades de Uj.

negativos, o que permite que trajetérias atravessem da regido de cima de Uy (D)
para a de baixo (D_). Nas regides onde y > 1, .9 e ©_g sao positivos, viabilizando
a passagem de trajetorias da regiao de baixo de U, para a de cima. Nas regioes
dentro do intervalo —1 < y < 1, &, é positivo e _ é negativo. Isso impede que
qualquer trajetoria se aproxime de Uj nessa regiao, o que inviabiliza a formacao de
orbitas homoclinicas neste sistema. Esse fluxo esta representado na figura 6.3.

Para o circuito Double Scroll com descontinuidade, o subespaco estavel E°(Py)
do ponto fixo P, é unidimensional (ver figura 3.3). Conforme demonstrada na se¢ao
3.2.2, o subespago E°(P,) é descrito pela equacao (6.3),

(1+0)+p
(0

ES(Py) = {(x,y,z) ER?|2>0,y="2 (x—3,5)ez= —ﬁy—S,S} (6.3)

Para parametros em que ocorre o atrator cadtico, o subespaco E¥(P,), préximo
de Uy esta na regiao onde —1 < y < 1. Portanto, o conjunto de pontos que forma
o subespago dessa regiao, converge num tempo negativo, para r,0 e, num tempo
positivo, para P,

A solugao do sistema Double Scroll com descontinuidade, com condigao inicial no

subespaco E°(P,), estd apresentada na figura 6.4. A curva representa a variedade
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O =105 ]

Figura 6.4: Projecdo da variedade estavel W*(P,) no plano z = 0.

estavel W9(P,) e é resultado da integracio numérica do sistema, onde foi utilizado
dr = —107% com condigoes iniciais em (3,491409, 0,001081, -3.494998) para deter-
minar a parte da variedade que contém z, e, (3,508591, -0,001081, -3,505002), para
determinar o restante. Neste caso, a variedade estavel coincide completamente com

o subespacgo estavel.

6.2 Sistema Continuo

O sistema Double Scroll continuo apresenta trés pontos fixos P, Py e P_, por-
tanto, teremos trés conjuntos de variedades. Estudaremos as variedades desses pon-
tos fixos nas condigoes em que o fluxo apresenta apenas atratores estruturais. As
variedades, onde o sistema apresenta atratores pontuais ou somente o atrator no
infinito, sao triviais e foram discutidos na secao 6.1.

A existéncia do ponto fixo P, cria uma situagao nova na forma das estruturas das
variedades de P, e P_ em relagao ao sistema descontinuo. As variedades instdveis,
que anteriormente convergiam para o Uinico atrator cadtico, agora se depararao com a
coexisténcia de atratores, o que criara distintos conjuntos assintoticos. As variedades
estaveis de P, e P_, que no circuito descontinuo estavam confinadas numa regiao

do espaco de estado em funcao das caracteristicas do fluxo, agora nao apresentam
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mais essa restrigao, ja que o sistema continuo é diferenciavel em todo o espaco.
Além do mais, a variedade estavel de Py nao se restringe ao conjunto de pontos
formados por apenas duas trajetorias, como é o caso de P, e P_, mas de infinitas.
O resultado da convergéncia dessas trajetorias, num tempo negativo, revela a pos-
sibilidade de existirem estruturas cadticas no sistema para t — —oo. As segoes a
seguir mostram um estudo detalhado das variedades dos pontos fixos deste sistema,

e faz uma discussao sobre essa estrutura cadtica em tempo reverso.

6.2.1 Variedade Instavel

No sistema Double Scroll continuo, existem trés conjuntos de variedades instaveis,
WY (P.), WY(P_) e WY(P,). Os dois primeiros apresentam variedades com as mes-
mas caracteristicas. Por isso vamos dividir esta se¢cao em duas subsegoes. A primeira
fara um estudo das variedades dos pontos fixos P, e P_ e, a segunda, do ponto fixo
F.

Pontos Fixos P, e P_

O sistema apresenta simetria impar, assim, os pontos fixos P, e P_ sao simétricos
impar. Determinadas as variedades de um dos ponto fixo, as variedades do outro
ponto fixo podem ser determinadas através da seguinte transformacao: (z,y,z) —
(—z,—y,—2z), onde (z,y,z) é a coordenada de um ponto da variedade de um dos
pontos fixos, e (—z, —y, —z) a coordenada correspondente da variedade do outro
ponto fixo. Por isso faremos o estudo da variedade apenas em P, .

Da mesma forma como ocorre no sistema descontinuo, o subespago EV (P, ) coin-
cide com a variedade WY (P,) nas regides do subespaco préximas ao ponto fixo.
Assim, conhecemos a origem das trajetorias que compoem essa variedade, o ponto
fixo. O que vamos buscar é a regiao para onde essas trajetérias convergem assin-
toticamente. Para isso, vamos evoluir o conjunto de pontos que formam o subes-
paco EY(P,) e analisar como se comportam as trajetrias que partem das regioes
proximas ao ponto fixo Py.

A equagdo que descreve o subespaco EY (P, ) foi deduzida na secio 3.2.1 e é dada

por
EY(P.) ={(2,9,2) eR* | X (2 — 1,5) + Yy + Z(2+1,5) =0, > 1}  (6.4)

onde, X = yp2; — 2py;, Y = 2pa} — alhzr e Z = alhy; — yra;. As coordenadas

(25, Y, 2) formam o vetor Uy e, (z7,y}, 2}), o vetor U7, no sistema de coordenadas
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S” em que a origem do sistema foi deslocada para o ponto fixo P, = (1,5, 0, —1.5).

Figura 6.5: Subespaco instdvel EV (P, ). As trajetérias da regido em branco divergem para o infinito.
A regido em cinza leva as trajetdrias para o atrator cadtico tipo Rossler em D, e, a outra, para o
atrator cadtico tipo Rossler em D_. O conjunto que forma a variedade instdvel WY (P,) converge
sempre para o atrator cadtico tipo Rossler em Dy .

O sistema continuo apresenta coexisténcia de atratores cadticos e periddicos. Os
atratores periddicos e o atrator cadtico tipo Rossler surgem aos pares, fazendo com
que sempre coexistam dois atratores, um predominantemente no dominio D, e
o outro predominantemente em D_. A coexisténcia de atratores Double Scroll é
mais raro e, por isso, vamos considerar na nossa analise que o atrator Double Scroll
coexiste apenas com o atrator do infinito.

Os parametros usados para gerar o subespago EV(P, ), mostrado na figura 6.5,
apresentam atratores tipo Rossler. As trajetérias da regiao em branco divergem
para o infinito. A regidao em cinza leva as trajetérias para o atrator cadtico tipo
Rossler localizado predominantemente em D, e, a outra, para o atrator cadtico tipo
Rossler em predominantemente em D_. O conjunto de pontos em cinza converge
para o atrator que predomina no dominio D, em preto, para o atrator em D_ e,
em marrom, os pontos convergem para o atrator no infinito. Note que ponto fixo

P, esté localizado na regiao em cinza. Isso implica que a sua variedade instavel
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WVY(P,) converge sempre para o atrator cadtico tipo Réssler em D .

O subespago apresentado nesta figura estd no intervalo © = [-0,7, 0,7], y =
1, 3,2] e z = —w — 1,5, conforme a equagao (6.4). O atrator foi identifi-
cado apés um intervalo de tempo 7 = 103, com passos de d7 = 1072, Se a trajetdria
se afastar a uma distancia de 5 da origem, dentro desse intervalo de tempo, entao

indicamos que o sistema divergiu para o infinito. Se, vencido o tempo 7, a trajetéria

PO
0 . .
E L | L | L | L |
-0.4 -0.2 ] 0.2 0.4

Figura 6.6: Trajetdrias pertencentes a variedade instavel WY (P, ). (a) Convergéncia da trajetéria para
o atrator tipo Rossler. (b) Convergéncia da trajetdria para o atrator Double Scroll. (c) Convergéncia
da trajetéria para o atrator periddico de periodo 1. As trajetdrias tracejadas representam regidoes em
que WY(P,)NEY(Py).
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permanecer a uma distancia inferior a 5 consideramos que o sistema convergiu para
o atrator cadtico. Identificamos para qual atrator a trajetoria convergiu e salvamos
todas as condigoes iniciais que levam a esse atrator num mesmo arquivo.

Para um atrator periédico, o subespaco EV(P.) apresenta as mesmas carac-
teristicas que o subespago da figura 6.5. Sendo que as cores cinza e pretos repre-
sentariam os conjuntos de pontos que convergem para os distintos atratores. No
caso em que o atrator é o Double Scroll, as regioes em cinza e preto da figura 6.5
levam ao mesmo atrator, formando um subespago semelhante ao subespaco instavel
do sistema com descontinuidade mostrado na figura 6.1.

Alguns exemplos da forma que variedade WY (P, ) assume estao apresentados
na figura 6.6. FEla mostra que o variedade converge para o atrator determinado
pelos parametros @ e . Em (a) o conjunto de pontos que formam a variedade
convergem assintoticamente para o atrator cadtico tipo Réssler, em (b), para o
atrator cadtico Double Scroll e em (c¢) para o atrator periddico de periodo 1. As
trajetorias tracejadas representam regices em que WY (P, )N EY(P,). Para a figura
(a) foi utilizado um tempo de 2.050 passos a partir da condigao inicial (1,512851,
0,003689, -1527987), para (b) o tempo de evolugao foi de 2.210 passos a partir de
(1,523965, 0,007055, -1,545459) e para a figura (c) foram dados 5 x 10® passos a partir
da condigao inicial (1,510940, 0,003007, -1,528681). Cada passo vale dr = 1072,

Ponto Fixo F,

Como o subespago instdvel de Py é unidimensional (ver a figura 3.2), todo o
subespago estd contido na variedade instavel WY (P,). Entao para determinarmos
WY (P,) basta dar uma condigdo inicial no subespago e evolui-lo. A equacgio de
EY(Ry) foi deduzida na secio 3.2.1 e é dada por

5P = { (o) e B el <1y = D 0o h o)

A figura 6.7 corresponde a variedade instdvel de Fy. A evolugao dessas duas
trajetorias forma todo o conjunto da variedade. Note que elas estao indo para regioes
distintas do espaco de estado. Uma esta convergindo assintoticamente ao atrator
tipo Rossler localizado, predominantemente, no dominio D,. O outro converge
para o atrator simétrico ao anterior. Assim, a variedade WY (P,) apresenta trés
conjuntos para onde o seu conjunto de pontos evolui assintoticamente: o ponto fixo,

num tempo negativo, e os dois atratores cadticos, num tempo positivo.
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Figura 6.7: Trajetdrias pertencentes 3 variedade instavel WY (P,). A evolugdo dessas duas tra-
jetdrias formam toda a variedade instavel de Py. As trajetérias tracejadas representam regides em que
WY(Py) N EY(Py).

Se os parametros «a e § determinarem um atrator periddico, pela simetria, exis-
tirao dois atratores, e a variedade convergira para ambos da mesma forma como
convergiu para os atratores tipo Rossler. Mas se o atrator for o Double Scroll, as
duas trajetorias convergirao assintoticamente para esse atrator por caminhos sime-
tricamente opostos. Nesse caso, o conjunto de pontos que forma a variedade WY (Py)
converge, num tempo positivo, assintoticamente para apenas um conjunto.

Na figura 6.7, a trajetdria que revoluciona em torno de P, tem inicio em (0,025534,
0,001896, -0,017464) e se desenvolve num intervalo de tempo 7 = 10 a passos de
dr = 1072 A que revoluciona em torno de P_ tem inicio em (-0,025534, -0,001896,
0,017464) e se desenvolve no mesmo intervalo de tempo. A trajetéria tracejada
identifica regioes em que WY(P,) N EY(Py).

6.2.2 Variedade Estavel

Pela definicao, a variedade estavel de um ponto fixo é o conjunto de pontos que

converge assintoticamente para o ponto fixo. Nesta secao vamos determinar para
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onde evolui esse conjunto de pontos, quando o tempo evolui negativamente. Esta

secao também esta dividida em duas subsecoes.

Pontos Fixos P, e P_

No circuito Double Scroll, operando na situcao em que existem atratores periédicos
e cadticos, o subespaco estavel E°(P,) é uma reta que pode ser subdividida em duas
partes. A primeira une P, com uma regiao no infinito com z > 0, y <0e 2 <0, a
qual nés nos referiremos como x,.,. A segunda é uma reta que esta limitada pela
fronteira U_ (ver figura 3.2). Usando as propriedades de simetria, o correspondente
de 1o € 0 T_ localizado em z < 0, y > 0 e z > 0. Conforme demonstrado na
secdo 3.2.1, o subespaco E°(P,) é descrito pela equacio (6.5),

a(l+0b)+p
o

ES(Py) = {(w,y,z) ERY |z >0,y= (a;—l,5)ez:—§y—1,5} (6.6)

A partir da equagao (6.6) é possivel calcular uma condigao inicial pertencente
ao conjunto da variedade para determina-la. Existem apenas duas trajetorias que
levam ao ponto fixo P, indicadas por 1 e 2 na figura 6.8. O conjunto de pontos
que forma essas trajetérias é a variedade estavel de Py (W9S(P.)). A 1 descreve
uma trajetéria retilinea e estd contida completamente no subespago E(P,). A 2
descreve uma trajetoria que passa pela vizinhanca de Fy e segue em direcao a P, .
Ambas tém origem na regiao ... As trajetorias tracejadas indicam as regioes em
que W9(P,) N E°(P,) e podem ser calculadas analiticamente através da equacio
(6.6).

As curvas da figura 6.8 foram determinadas com a evolugao de um ponto perten-
cente ao subespaco E°(P, ), num tempo negativo (dr = —1072), até que a trajetéria
se afastasse da origem a uma distancia maxima de 10?. Para determinar a varie-
dade tracejada, acima do ponto fixo P,, foi utilizada a condic¢ao inicial (1,526516,
-0,002659, -1,513778). Para determinar o restante da variedade, a condi¢ao inicial
foi (1,473484, 0,002659, -1,486222).

Ponto Fixo F,

O subespago E°(P,) é um plano infinito dado pela equagio (6.7), conforme a
(3.20),

ES(P) = {(z,y,2) eR® | Xa+ Yy + Zz=0, |z| <1} (6.7)
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onde, X = yrzr — zryr, Y = zgxy — xvgzr € Z = xgyr — yrrr. As coordenadas
(xR, Yr, zr) formam o vetor v e, (xr,ys, 21), 0 vetor ;.

Para determinar a interseccio do subespaco E¥(Fy) com a variedade W (P,),
damos uma série de condicoes iniciais no subespaco, nas proximidades de Fy, e
integramos com t — +00. As condicoes iniciais cujo as trajetérias convergem para
Py formam o conjunto W*5(Py) N E(P,). Qualquer condicao inicial em W9(P)
tem que necessariamente passar por esse conjunto para t — +o0o. Assim condicoes
iniciais nesse conjunto, evoluidas com ¢ — —o0o, revelam completamente a estrutura
de W5 (Py).

Na figura 6.9 esta apresentado um resultado desse procedimento. Para os para-
metros utilizados existe o atrator cadtico tipo Rossler. A regiao central da figura, em
azul e cinza, é o conjuto E°(Py) NW?*(P,). No centro, para onde todo esse conjunto
converge para t — 400, estd o ponto fixo Fy. As retas em preto fazem parte dos va-
riedades estaveis W9 (P,) e W¥(P_). Quando se integra a regido central em azul de
we (Fy), num tempo negativo, essa regiao evolui para a regidao em azul que contorna
a variedade W¥5(P_). E para um tempo t — —o0, o seu comportamento assintético
converge para T_,,. Da mesma forma a regido centra em cinza de W*(P,) converge
para 7,.. Portanto, podemos dividir a variedade W¥(P,) em dois subconjuntos:

uma que tem sua extremidade em ., que chamaremos de subconjuntos positivo e

Figura 6.8: (a)Projecdo da variedade estavel W (P, ) no plano xy. (b) ampliacdo da regido préxima
do ponto fixo Py da figura (a). As trajetérias tracejadas identificam a parte do conjunto da variedade
estdvel de P onde W9 (Py) N E¥(Py).
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serd representado por W2 (P) (regido em cinza da Fig. 6.9), e a outra que tem sua
extremidade em x_,, que chamaremos de subconjuntos negativo e sera representado

por W5(P,), (regido em azul).

6.2.3 Conjunto Cadtico para t — —o0

Existe um subconjunto revelado pelos subconjuntos positivo e negativo. A fron-
teira que se forma no subespago E°(F), entre os subconjuntos W (Ppy) e W5 (F,),
é um conjunto de pontos que, para ¢ — —o0, ndo converge nem para o conjunto

limite x, ., nem para xr_.,. Portanto é razodvel acreditar que essa fronteira pertenca

-10-

Figura 6.9: Variedades estdveis de P. A regido central em cinza e azul é o conjunto W9 (Py)NE® (P).
Condic¢des iniciais em cinza (azul), nessa regido, convergem para a regido em cinza (azul) ao longo do
subespaco E¥(Py(_)), num tempo negativo. Para ¢ — —oo a regido em cinza (azul) tende para
T4 oo(—o0) 20 longo de E¥(Py(_y).
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a um conjunto instavel confinado no espaco de fase. Ou seja, condigoes iniciais
nessa fronteira teriam um comportamento assintético, para t — —oo, numa regiao
limitada no espaco de fase ao redor dos pontos fixos do sistema.

Para parametros muito bem definidos, pode ocorrer da variedade estavel fundir-
se com a instavel, formando uma estrutura instavel conhecida como oOrbita ho-
moclinica. Essa érbita é parte integrante do conjunto que compoe a variedade
estavel, e nao pertence a nenhum dos dois conjuntos limites x, ., ou x_,,. Portanto,
ela seria uma forte candidata a ser a fronteira que se formou na regiao do conjunto
W5(Py) N E%(Ry).

A trajetéria que descreve a fronteira formada em W*9(Fy) N E¥(P) é muito
instavel. E rapidamente ela converge para um dos conjuntos limite, dificultando a
observagao da estrutura que argumentamos existir para uma evolugao com t — —oc.
Porém, a 6rbita homoclinica, como mostraremos no capitulo 7, pode ser determinada
e de fato pertence a essa fronteira.

Portanto, neste capitulo pudemos verificar que todas as variedades instaveis con-
vergem, na maioria dos casos, para o atrator determinado pelos parametros. A regra
falha quando temos uma érbita homoclinica envolvida, que é o outro conjunto que
pode ser habitados pelas variedades. As variedades estaveis geralmente tém origem
em duas regides bem definidas no infinito, as quais nés chamamos de x o, e T_o. A
excessao ¢, além do caso em que exista a 6rbita homoclinica, o conjunto da variedade
W5(Py) composto pela fronteira formada em W9(Py) N ES(Py).



Capitulo 7

Orbitas Homoclinicas e

Heteroclinicas

No capitulo 6 foram estudadas as estruturas formadas pelas variedades de todos
os pontos fixos do circuito Double Scroll continuo e descontinuo. No final da se¢ao
6.2.3, fizemos uma discussao sobre dois conjuntos pertencentes a variedade estavel
de Fy que nao foram mostrados. O primeiro foi o conjunto cadtico para t — —oo,
que, devido a sua instabilidade, nao foi possivel verificar sua estrutura no espacgo de
estado. O segundo conjunto foi a érbita homoclinica que, daqui até o final desta

tese serd o foco central do nosso estudo.

A relevancia do estudo de érbitas homoclinicas estd na relacao que elas tém
com um conjunto cadtico. A implicacao em caos através do estudo de érbitas ho-
moclinicas, em sistemas discretos bidimensionais, foi mostrado por Melnikov em
1963 [55] e, para uma classe de sistemas continuos tridimensionais, por Shilnikov
numa série de artigos publicados a partir de 1965 [15, 16, 17], cujo teorema foi

apresentado na secao 4.1.1.

As orbitas homoclinicas sdo conjuntos invariantes que, quando evoluidos no
tempo t — 00, convergem assintoticamente para o ponto fixo. Em alguns casos
raros pode-se determinar analiticamente uma 6rbita homoclinica, como no modelo
introduzido por Sandstede [71], mas determiné-las, geralmente, nao é uma tarefa
simples. Uma dificuldade é determinar as variedades estavel e instavel do ponto
fixo. Como mostrado anteriormente, para isso é necessario dar uma condicao inicial
na variedade, o que nem sempre é possivel fazer com precisao. Vencida essa pri-
meira, a outra dificuldade que segue é determinar o parametro de controle para o

qual as variedades se unirao.

109
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No sistema Double Scroll continuo, conforme visto no capitulo 6, pode-se calcular
uma condi¢ao inicial na variedade analiticamente e determinar a variedade com
alta precisao. Para determinar o conjunto de parametros em que as variedades
se fundem, neste capitulo vamos propor um método que pode ser aplicado a todo
sistema, linear por partes. Além do mais, estendemos o método para determinar
orbitas heteroclinicas, que sao érbitas cujas trajetorias unem dois pontos fixos. Nesse

caso, a variedade instavel de um ponto fixo se une a estavel do outro e vice-versa.

No sistema Double Scroll descontinuo , estudado na secao 6.1.2, vimos que as
variedades estaveis dos pontos fixos coincidem exatamente com seus subespacos
estaveis (ver figura 6.4). Isso implica que nao existe uma trajetéria, fora desses
subespacos, que convirja para uma variedade estavel, o que inviabiliza a formagcao de
orbitas homoclinicas nesse sistema. Por isso daqui para frente estudaremos somente

o sistema Double Scroll continuo.

7.1 Meétodo de Obtencao

Como j4 foi mencionado anteriormente, uma érbita homoclinica é formada pela
coneccao das variedades estavel e instavel de um ponto fixo. No sistema Double
Scroll conhecemos precisamente como o conjunto das variedades se comporta nas
proximidades do ponto fixo. Assim, sabemos como esse conjunto se aproxima (va-
riedade estédvel) e se afasta (variedade instavel) do ponto fixo, quando evolui num
tempo positivo. Mas, devido a nao linearidade que o sistema apresenta, ao deixar
o dominio em que o ponto fixo estd, nao é mais possivel determinar com precisao o
comportamento do conjunto da variedade. Portanto, estamos forcados a encontrar

uma solucao numérica para determinar o parametro em que as variedades se juntam.

Nas secoes que seguem apresentaremos um método para obtencao de orbitas
homoclinicas para todos os pontos fixos do sistema Double Scroll. O método esté
baseado no fato de que em sistemas lineares por partes, os subespacos tangenciam
as variedades numa larga escala de espago. Mostraremos, também, como o método
pode ser usado para determinar érbitas heteroclinicas, aquelas nas quais a variedade
instavel de um ponto fixo se une a estavel de outro e vice-versa. Este método de
obtencao de o6rbitas homoclinicas e heteroclinicas é valido para sistemas lineares por

partes, mas pode ser estendido para sistemas nao lineares em geral.
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7.1.1 Orbitas Homoclinicas

Existem varios tipos de orbitas homoclinicas do ponto fixo P, as quais serao

apresentadas em subsecoes porque o método para obté-las sofre ligeiras adequacoes.

Orbitas Homoclinicas tipo H,

Vamos comecar determinando uma érbita homoclinica do ponto fixo 4 de ordem
n. A figura 7.1 mostra um esquema do método, onde o sistema de coordenadas
foi levemente rotacionado em torno do eixo y. Damos uma condigao inicial nas
proximidades do ponto fixo Py, no subespago EV(P,), e consideramos a sua evolucao.
Sera descrita uma trajetéria que deixard o dominio Dy, através desse subespaco, em
dire¢ao ao dominio D, farda um ntimero n de revolugoes em torno de P, , podendo
eventualmente cruzar varias vezes a fronteira U, entre os dominios, e atingird na
enézima revolucao o ponto P,, em U, , localizado a uma distancia d,, do ponto Q).
Q é um ponto da variedade estavel W9(P,) contido no conjunto que forma a reta
Lo, e é o ponto nessa reta que mais se aproxima de P,. A reta Ly, é a intersecgao
entre a fronteira U, e o subespaco E°(F)). Quando d, = 0 a 6rbita converge
assintoticamente para o ponto fixo Fy, através do plano formado pelo subespaco
E3(P), e a érbita homoclinica de ordem n estd determinada. O método consiste
em fixar um parametro do sistema e variar o outro de forma a obter d, = 0. A
ordem da orbita é determinada pelo ntimero n de revolugoes que ela da em torno de
P, . Representaremos as 6rbitas homoclinicas com o simbolo H,.

A reta Ly, pode ser determinada através da equacao 3.20 com x =1
Loy = {(y,2) €eR* | X + Yy + Zz = 0} (7.1)

onde, X = yrzr — zgryr, ¥ = zrx; — TRz € Z = Try; — YrT;. As coordenadas
(TR, Yr, zr) formam o vetor vy e, (zr,ys, 21), 0 vetor .

A distancia d,, é dada pela equagao 7.2

« Ugp, (72)

onde Ugs e Usp, sao os vetores formados pelos pontos (Q e S e pelos pontos S e
P,, respectivamente. S é um ponto arbitrario contido na reta Loy. g é um vetor
perpendicular ao plano U, . Note que a configuracao dos vetores na figura 7.1 implica
que a distancia d,, serd positiva se P, estiver entre a linha Ly, e o eixo x e, negativa,

quando a linha Ly, estiver entre P, e o eixo .
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Figura 7.1: Esquema do método de obtencdo de drbitas homoclinicas do ponto fixo Py. Uy é a
fronteira entre os dominios Dy e D... Q pertence 8 WY (P,), e é o ponto na reta Lo, = E°(Py)NU,
que mais se aproxima de P, e S é um ponto arbitrdrio nessa reta. ¥g, Uigs e Usp, sao vetores auxiliares
para o célculo da distancia d,,. A drbita homoclinica de ordem n estd determinada quando d,, = 0.

Para calcular as coordenadas dos pontos @ e .S usamos a equagao (7.1) escolhendo

a coordenada z como zg = 0, para o ponto (), e zg = 1, para o ponto S, assim,

X
Q = (7q,yq, zq) = (1, —?,0)
(7.3)
X+ 7
S = ($S>QS>ZS) = (17_T71)

Escolhendo como v = (1,0, 0), que é um vetor perpendicular a Uy, a equagao (7.2)

passa ser dado por
_ Ysp, + Z2sp,

dn 74
V1+ 22 (74)
onde ysp, = yp, — Ys € 2sp, = zp, — zs. As coordenadas de P, = (1,yp,, 2p,)

dependem da integracao do sistema.
A determinacao das dérbitas homoclinicas é um processo semi analitico. A linha
Lo, ¢é determinada analiticamente, mas a evolucao do sistema é calculada por um

método numérico. Assim, por mais preciso que seja a determinacao das coordenadas
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B=19,0 _

0.10- -

0.05 1

0.00

-0.05-

- 1 | 1
0'1?3,5 14.0 o, 15.0 155

Figura 7.2: Curva da distancia d; em funcdo de «, com § = 19,0 fixo. «a; representa o valor do

pardmetro em que ocorre a érbita homoclinica de ordem um (Hy).

de P, em que d,, = 0, a trajetoria nunca convergira infinitamente para o ponto fixo,
pois a integracao do sistema nao ¢é exata, e cada ponto determinado depende do
anterior, o que colabora para que a trajetéria se desvie cada vez mais da variedade.
Portanto, o parametro que resulta em d, = 0 nao é necessariamente aquele que
resultard na maxima aproximacao da orbita ao ponto fixo, sendo necessario para

isso uma corregao.

Este método de obtencao de 6rbita homoclinica consiste em duas partes. Pri-
meiro fixamos o parametro (3, variamos o parametro « e medimos a distancia d,
até que ela sofra uma mudanca de sinal. Com isso determinamos dois valores de «
entre os quais esta o valor a,, do parametro em que ocorre a 6rbita homoclinica de
ordem n. A figura 7.2 mostra o resultado desta primeira etapa para a determinagao
de uma 6rbita homoclinica de ordem n = 1 (H;). Onde 8 = 19,0 esta fixo e oy
estd entre 14,42 e 14,44. Portanto ha uma imprecisao do parametro em torno de
Aa = 0,02. A distancia medida para o = 14,42 é de d; = 0,0018 e para o = 14, 44,
d; = —0,0003.

Em seguida, sabendo que o valor de a,, esta entre a e o + Aqv, fazemos uso da
seguinte propriedade do sistema, para valores positivos da distancia d,, a trajetéria se
aproxima de Py e, em seguida, diverge para a regiao do dominio D, onde se encontra
P, (figura7.3(a)). Sed, < 0adivergéncia ocorre em diregao da regiao de D_ (figura
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T T T T T T T T T T T T T T T T T T
200 a=14,43746 (a) 200 u=14,43747 (b) H
| o190 | B-19,0 |
L5 7 L5 —
Lo 7 Lo —
X X
0.5+ 7 05 —
0.0 7 0.0 —
~ I | I | I | I | I | I . I | I | I | I | I | I
0.5 0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
y y

Figura 7.3: Trajetérias partindo da variedade WY (Py) na vizinhanga de Py (a) A trajetdria se aproxima
de Py e diverge em direcdo a Dy (d1 > 0 e a < 7). (b) A trajetdria se aproxima de P, e diverge em
diregdo a D_ (d1 <0 e a > a1). (c) A trajetdria forma uma 6rbita homoclinica de ordem um (d; &~ 0

ea=a).

7.3(b)), onde se encontra P_. Através desse comportamento vamos nos aproximando
do valor de «;, medindo § = \/m, a maior aproximacao da trajetoria ao
ponto fixo Fy. O valor de § determina a precisao da érbita homoclinica formada.
Para os casos tratados nesta segao, consideramos § = 107 suficiente. A figura 7.3(c)
mostra a 6rbita homoclinica de ordem um com 6 = 107° e o/ = 14, 43746643008159.
O parametro exato a; estd entre o/ e o/ + Ao/, onde Ao/ = 107, Assim, nds

consideramos a; = «'. Note que esta sintonia do parametro « permitiu que a
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precisdao aumentasse de Aa = 0,02 para Ao/ = 107,

Assim, uma 6rbita homoclinica existe se as seguintes condigoes forem satisfeitas
[45]:

I Existem parametros a e Aa € R tais que duas trajetorias, com parametros
a e a+ Aa (ou a — Aa) partindo da vizinhanga de P, permanecam a uma

distancia maxima e uma da outra até que alcancem o ponto P,.

IT Os parametros o e A sdo tais que P, («) esté posicionado dentro de uma faixa
T (sendo T uma faixa de largura € centrada em Ly, ) com d,, > 0 e P,(a+ A«)
(ou P,(a — Aav)), com d,, < 0, para |d,| < €/2.

IIT Existe um parametro o € [a, a+Aa] (ou o € [o, a— Aq]) tal que a trajetéria
que parte de P,(a’) alcanca uma § vizinhanca de Py e vai para D, para
t — 4o00. E existe também Ao’ € R tal que P,(a/ + Ad’) (ou P,(o/ — Ad))

vai para D_ para t — +o0.

Se as condigoes I — III forem satifeitas, entao |/ — a,| < |a —a,| e Ad < Aa,
onde a,, é o valor exato de a que forma uma orbita homoclinica, e entao podemos

concluir que essa érbita existe em «,, dentro do intervalo [/ + Acd/] (ou [@/ — Ad/]).

A condicao II é uma sintonia preliminar do parametro o que permite estimar o
parametro o', e a condicao III é a sintonia fina do parametro o que permite que
estimar o parametro «,,. Essa condicao estda baseada na instabilidade estrutural da
orbita homoclinica, como mostrado na figura 7.3, i. e., variacoes arbitrariamente

pequenas de a mudam completamente a trajetéria que partiu de P,.

A figura 7.4 mostra érbitas homoclinicas determinadas com o procedimento aqui
descrito. Todas apresentam condicio inicial na variedade instavel W*(P,) distantes
de 1072 do ponto fixo Py, o passo de integracao usado é de dr = 5x 1073 com precisao
Ad’ = 10713 de a,,, mas, como neste caso estamos apenas mostrando resultados do
método, apresentaremos o valor de «,, com seis casas decimais, o que ja é suficiente
para ter uma estimativa do seu valor. De (a) a (d), 8 = 30,0 e, em (e) e (f),
3 =100,0. Em (a) estd a érbita homoclinica de ordem um (H;) em oy = 22, 298546,
em (b) estd Hy em ay = 18,065924, em (c) estd Hs em a3 = 16,196541, em (d) estd
Hy em oy = 15,247382, em (e) estd Hs em a5 = 37,996929 e em (f) estd Hg em
ag = 36,069044.
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Figura 7.4: (a) Orbita homoclinica de ordem um (H;) em oy = 22,298546. (b) Hy em ay =
18,065924. (c) Hz em a3 = 16,196541. (d) Hy em ay = 15,247382. (&) Hs em as = 37, 996929.
(f) Hg em ag = 36,069044.
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Orbitas Homoclinicas tipo H, ,

X
D
U,
D,
y
U D

Figura 7.5: Esquema do método de obten¢do de érbitas homoclinicas do tipo H, ,,. P, é o ponto onde
a variedade instavel WY (P,) cruza a fronteira Uy e P, é o ponto onde cruza U_. Lo_ = E¥(Py))NU-
e d, m é a distancia entre P,, e Ly_. A érbita homoclinica H,, ,,, estd determinada quando d,, ,,, = 0.

Todos os tipos de érbitas homoclinicas até aqui considerados, implicam necessa-
riamente que todas as vezes que a trajetéria cruzar U, deve estar a uma distancia
d > 0 em relacao a reta Lg,. Mas existem outros tipos de 6rbitas em que a trajetéria
pode cruzar U, , apds ter dado n revolugoes em torno de P, com d < 0. Nesse caso,
a trajetdria aproxima-se de Py, atraida pelo seu subespaco estavel, e visita o dominio
D_ por influéncia do seu subespaco instavel. Aproxima-se do ponto fixo P_, devi-
do ao subespaco estdvel E°(P_), contorna-o um determinado nimero m de vezes e
incide no subespaco estavel E° (Py) através da linha Ly_ sendo conduzido a F.

Para determinar esse tipo de érbita, varia-se um dos parametros a ou [ no
sentido de minimizar distancia d, ,, entre a linha Ly_ e o ponto P,,, onde P, ¢ o
ponto onde a trajetoria cruza o plano U_. A figura 7.5 ilustra a formacao dessa
orbita. Neste caso d,, ,, ¢ positivo se Ly_ estiver entre P,, e o eixo = e negativo se
P,, estiver entre o eixo x e Lyo_. A distancia d,, ,, é calculada de forma similar a

distancia d,, das érbitas homoclinicas tipo H,,.
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Figura 7.6: (a) Orbita homoclinica Hyq em aq1 = 11,601180. (b) Hy 4 em a2 = 8,172096. (c)
H374 em &3 4 = 11,977307 (d) H413 em oy 3 = 19,846019

A combinagao do niimero de revolugoes da érbita homoclinica em torno de Py
e de P_ caracteriza as distintas familias de 6rbitas homoclinicas. Dessa forma usa-
remos a notacao H, ,, para distinguir as diversas orbitas homoclinicas. O indice n
indica o numero de revolugoes da érbita em torno de P, , e o m, em torno de P_. Para
m = 0 a érbita habita apenas o dominio D, além do Dy. Por isso classificaremos
esses tipos de orbitas como de classe 1. Paran # 0, as 6rbitas visitam, na seqiiéncia,
D, — D_, e sao de classe 2. Seguindo o mesmo raciocinio, podemos concluir que

existem ¢rbitas homoclinicas que habitam, na seqiiéncia, D, — D_ — D, para
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depois convergir para Fy, através de Ly,. Essas sao érbita homoclinicas de classe
3. Dessa forma existem uma infinidade de tipos de érbitas homoclinicas de classes
superiores, além do que em cada classe existe uma quantidade imensa de ordens de
orbitas homoclinicas. Nos nos limitaremos a estudar orbitas homoclinicas de classe
1e?2.

A figura 7.6 apresenta quatro érbitas homoclinicas tipo H,,, Em (a) estd a
6rbita homoclinica Hy; em a;; = 11,601180 e § = 15,0, em (b) estd H;o em
a1 =8,172096 e § = 10,0, em (c) estd Hs4 em agq = 11,977307 e 5 = 20,0 e em
(d) esta Hy3 em ay3 = 19,846019 e 5 = 40, 0.

Orbitas Homoclinicas no Ponto Fixo Py

No ponto fixo P, os subespacos tem geometria inversa a dos de F,, como mos-
trado na figura 3.2. Isso introduz uma dificuldade que é a determinacao da condigao
inicial na variedade instavel, ja que ela ¢ um plano. Para contornar esse problema,
e usarmos o método descrito para obtencao de orbitas homoclinicas tipo H,,, cal-
culamos uma condicao inicial préxima ao ponto fixo Py no subespaco estavel, que
é uma reta, e integramos o sistema numericamente com o tempo negativo. Assim,
a trajetéria sai do dominio D, para Dy pela variedade estavel de P, e ao retornar
de Dy para D, cruza o plano U, em um ponto P a uma distancia d da linha L,
que é formada pela interseccao entre o subespago instavel de P, e o plano U,. A
6rbita homoclinica estara determinada para o par de parametros « e 3 que resultar
em d = 0 com P pertencendo a WY (P,) (ver figura 7.7).

Se, a partir do ponto P, a trajetdria continuar sendo evoluida num tempo nega-
tivo, divergira rapidamente do plano do subespaco instavel. Isso acontece porque,
para uma integracao com tempo negativo, a propriedade dos subespagcos inverte, o
subespago instavel atrai a trajetéria para o ponto fixo e o estavel o afasta. Como,
para o ponto fixo P, o autovalor A associado ao subespago estavel é muito maior
que a parte real p do autovalor imaginario associado ao instavel, a divergéncia atua
com maior intensidade, para uma evolucao no tempo negativo. Dessa forma, para
determinar completamente a 6rbita homoclinica, deve-se incluir mais um passo, no
método. A idéia é encontrar uma condigao inicial, préximo ao P, no subespago
estavel, cuja trajetéria, integrada no tempo positivo, encontre com o ponto P sobre
a linha L,. A figura 7.7 mostra esquematicamente como encontrar essa condigao
inicial.

A figura 7.7 apresenta a situagao em que os parametros da érbita homoclinica ja
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E(R)

Figura 7.7: Esquema para obten¢do de drbitas homoclinicas de P. P pertence a variedade estdvel
de P,, e estd sobre a linha L, = EV(P.)NU,. P’ é o ponto para onde convergiu uma trajetéria
com condi¢o inicial em EY (P, ), nas proximidades de P, , e estd sobre L. d' é a distancia entre P

e P’. Quando d’ = 0, a érbita homoclinica de P, estard completamente determinada.

foram determinados, ou seja, o ponto P ja esta sobre a linha L. Para simplificagao
da figura, a variedade estavel de P, esta apresentado em duas partes, a que estéd
ligada a Py e a que contém o ponto P. Ela é determinada através da interacao, num
tempo negativo, de um ponto no subespaco estavel nas proximidades de P,. Saindo
das proximidades do ponto fixo, estd uma trajetoria sobre o plano do subespaco
EY(P,) que cruza a linha L, no ponto P’ distante d’ de P. A condicao inicial
dessa trajetoria pertence a uma circunferéncia desenhada em torno de P, sobre o
subespaco E°(P, ), de raio r arbitrariamente pequeno.

As condicoes iniciais, sobre a circunferéncia, podem ser calculadas no sistema de
coordenadas S’ definida na segao 5.2 com 2’ = rcos(f) e y = rsen(d) e em seguida
muda-las para o sistema de coordenadas S que estamos usando. Dada a evolucao de
uma trajetoria, a distancia d’ permite identificar em que sentido da circunferéncia
devemos procurar a proxima condicao inicial, até que P’ coincida com P, quando a
orbita homoclinica esta completamente determinada.

O ponto fixo Py apresenta situacoes semelhantes. Para parametros muito eleva-
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dos, o autovalor A associado ao seu subespaco instavel é muito maior que a parte
real p do autovalor imaginario associado ao seu subespaco estavel, o que dificulta a
aproximacao da trajetoria ao ponto fixo Fy. Para determinarmos completamente a
orbita homoclinica, usa-se o mesmo procedimento descrito para obtencao das érbitas
em P,. A Fig. 7.8 mostra em (a) uma 6rbita homoclinica de P, e em (b) outra de

Py, ambas determinadas por esse procedimento.

—
[
—
|
(5]

2 ©=13,125138

B=190

Figura 7.8: (a) Orbita homoclinica do ponto fixo P;. (b) Orbita homoclinica Hys em r95=376,95172.

7.1.2 Orbitas Heteroclinicas

A érbita heteroclinica é um conjunto invariante que une dois ou mais pontos
fixos de um sistema formando um ciclo fechado. Para que isso ocorra, é necesséario
que a variedade instavel de um ponto fixo se una com a variedade estavel de outro
ponto fixo e a instavel deste com a estavel de um terceiro, envolvendo varios pontos
fixos com essa mesma formacao, até que a variedade instavel do ultimo ponto fixo
se una com a estavel do primeiro.

No sistema Double Scroll, a variedade instavel de Py e a estavel de P, sao unidi-
mensionais. A probabilidades de que uma trajetéria com condicao inicial em EY (F)
convirja assintoticamente para P, ¢é praticamente nula, excluindo a possibilidade de
existir uma Orbita heteroclinica que envolva o ponto fixo F,. Assim, estudaremos

aquelas que envolvem os pontos fixos P, e P_.
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As 6rbita heteroclinica no sistema Double Scroll sao determinadas de forma
similar ao método usado para as orbitas homoclinicas de P,. Primeiramente, vamos
encontrar os parametros em que ela ocorre. Para isso, determina-se analiticamente
uma condigao inicial no subespaco estavel de P_, préximo a P_, evolui-se a trajetéria
num tempo negativo até que ela interseccione o plano U, num ponto P. Calcula-se
a distancia d entre P e L, e varia-se um dos parametros « ou (3 no sentido de
minimizar d. O par de parametros, para os quais d = 0 com P pertencendo a

W¥9(P,), determina a existéncia da drbita heteroclinica.

Figura 7.9: Esquema do método para obtencdo de uma drbita heteroclinica envolvendo Py e P_. O

N

ponto P pertence a variedade estdvel de P_ e o ponto P’, a variedade instdvel de P, .

Determinados os parametros da érbita heteroclinica, pelos mesmos motivos apre-
sentados na determinacao das drbitas homoclinicas de Py, deve-se buscar uma
condigao inicial nas proximidades de P, no subespago EY(P,), cuja evolugao leve

ao ponto P, para encontrar o conjunto completo da 6rbita heteroclinica. A figura 7.9
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mostra a situacao em que os parametros da orbita ja foram encontrados, mas a tra-
jetoria que leva o ponto P até o ponto fixo, nao. O procedimento para determina-la
¢ exatamente o mesmo descrito para a orbita homoclinica de P, .

Apos ter-se determinado toda a trajetéria que leva uma condigao inicial nas pro-
ximidades de P, para P_, aplica-se a propriedade de simetria do sistema (x,y, z) —
(—x,—y,—z) e obtem-se a trajetdria que leva uma condicao inicial nas proximidades
de P_ para P, A figura 7.10 mostra uma orbita heteroclinica envolvendo os pontos

fixos Py e P_, do circuito Double Scroll, obtida por este procedimento.

Figura 7.10: Orbita heteroclinica. ay. = 13,132624.

7.2  Orbitas Homoclinicas x Variedades

Esta claro que as érbitas homoclinicas sao formadas pela fusao das variedades
instavel e estavel de um ponto fixo, e podem ser descritas através de uma tnica
trajetoria. Mas, em sistemas tridimensionais como o tratado aqui, a variedade
associada ao subespaco bidimensional contém, em seu conjunto, infinitas trajetorias
distintas, e apenas uma delas fara parte da érbita homoclinica. A questao que que-

remos esclarecer nesta secao é de que forma esta relacionada o restante do conjunto



124 Orbitas Homoclinicas e Heteroclinicas

que forma essa variedade com a érbita homoclinica.

Na secao 6.2.2 do capitulo 6, mostramos que a variedade estavel do ponto fixo
Py esté conectada com duas regioes, T, € T_s, bem definidas no infinito (veja a
figura 6.9), dividindo a variedade em dois subconjuntos, W¢(Fy) e W5 (F), respec-
tivamente. Esses subconjuntos encontram-se no subespaco estavel de Py formando
uma fronteira a qual pertenceria a um conjunto caético compacto conforme discu-

tido na secao 6.2.3. O argumento dado foi que a fronteira entre os subconjuntos

Figura 7.11: (a) Orbita homoclinica Hs e os subconjuntos W3 (Py) (cinza) e W2 (Py) (azul). (b) e (c)
s3o uma ampliagdo de (a) com e sem a érbita homoclinica, respectivamente. Q. = ES(Py)NEY(Py)
e ag = 11, 174540.
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nao estd conectada nem com x . nem com x_.,, entao, provavelmente estd numa
regiao entre os pontos fixos do sistema.

A orbita homoclinica é um conjunto que pertence a variedade estavel de Py
que nao estd conectada com nenhuma regiao no infinito. A figura 7.11 mostra
que a fronteira que separa os subconjuntos W7 (F,) e W2(P,) no subespago estével
de Py pode pertencer também a uma érbita homoclinica. Em (a) estd a 6rbita
homoclinica Hj e os subconjuntos W#(Pp) (cinza) e W9 (P,) (azul) na regido em que
E3(Py) NW5(P). A seta indica o ponto Q, = E¥(Fy) N EY(P,). Como discutido
no capitulo 4, as trajetorias sao conduzidas rapidamente para as proximidades do
subespago EY (P, ), assim, uma érbita homoclinica de Py deve interseccionar E*(P,)
numa regiao muito préxima de ¢, como mostrado a todo instante na figura 7.11.
Em (b) e (¢) mostramos uma ampliagao de (a) com e sem a 6rbita homoclinica,
respectivamente, para mostrar com mais clareza que a Orbita habita a fronteira
formada por W2 (Py) e W5 (F).

Para a orbita homoclinica de P, nao existe nenhuma formagao especial do con-
junto da variedade instavel (que estd associada ao subespaco bidimensional). Isso
porque essa Orbita se forma na regiao do espaco dos parametros onde o sistema

converge para o atrator no infinito.



126 Orbitas Homoclinicas e Heteroclinicas



Capitulo 8

Bifurcacoes de Orbitas

Homoclinicas

Chamamos de bifurcagao homoclinica a mudanca de comportamento de um sis-
tema dinamico associado ao surgimento de uma 6rbita homoclinica [72]. Em sis-
temas bidimensionais estudados por Andronov, Leontovich, Gordon e Maier [10], a
orbita homoclinica causa o surgimento ou o desaparecimento de uma érbita periddica
estavel. No sistema de Lorenz, a érbita homoclinica estd associada a transigao de
comportamentos periddicos e ao surgimento de ferraduras, muito embora, segundo
Yorke [12] e Kaplan e Yorke [11], o caos resultante nao seja atrativo mas tran-
siente. Em sistemas autonomos, com pontos fixos tipo sela e dimensao igual ou
superior a trés, a presenca dessas Orbitas pode implicar na existéncia de compor-
tamento caético, ferraduras, e uma infinidade de bifurcagoes vizinhas (no espago
dos parametros), dependendo dos valores dos autovalores da matriz Jacobiana do
fluxo calculados no ponto fixo ao qual a érbita homoclinica esta associada [73]. No
sistema de Rossler, visto na secao 5.1, o surgimento de uma 6rbita homoclinica é

sinal de transigao entre atratores cadticos [9].

O simples surgimento de uma Oorbita homoclinica é, também, chamado de bi-
furcagao [74]. Nas segbes anteriores, vimos vdrios tipos de 6rbitas homoclinicas.
Existe uma diversidade enorme de outras espalhadas no espago dos parametros.
Arneodo identificou érbitas complexas em dois sistemas estudados [4], e propos
outro sistema estudado por Glendinning e Sparrow [31], onde se formam outros
tipos distintos de drbitas. No circuito Double Scroll, Freire [75] analisa 6rbitas ho-
moclinicas caracteristicos de sistemas com simetria, e Kahan apresenta familias de

érbitas homoclinicas [68]. Todas estas 6rbitas sdo chamadas de 6rbitas homoclinicas
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de Shilnikov porque estes sistemas atendem ao teorema de Shilnikov.

Uma grande quantidade de estudos, como os de Evans [76], Gaspard [32], Glen-
dinning e Sparrow [31] e Tresser [77], mostraram que a existéncia de uma dérbita
homoclinica de Shilnikov H; (priméria) implica na existéncia de infinitas Hy (sub-
sidiarias). Em [32], Gaspard mostrou que Hy se acumula em H; segundo uma lei de
escala no espago dos parametros. Posteriormente, Wang [78], Feroe [33] e Gonchenko
[35] estenderam esses trabalhos mostrando que a priméria H; implica na existéncia
de subsidiarias H,,, com n arbitrariamente grande. Além do mais, em [34], Gon-
chenko mostrou que uma completa descricao da organizacao dessas subsidiarias é
impossivel de ser obtida.

Dentro deste contexto, neste capitulo vamos buscar uma compreensao mais ge-
ral sobre a organizacao das orbitas homoclinicas de Shilnikov. Mostraremos que
as subsidiarias H,, também sofrem acumulac¢oes no espaco dos parametros e estao
organizadas segundo uma lei de escala deduzida a partir da andlise de codimensao
1 da classe de sistemas dinamicos onde se aplica o teorema de Shilnikov. Um outro
ponto importante neste capitulo é a verificagao da existéncia de outras orbitas ho-
moclinicas primérias. Até onde foi possivel averiguar, nao ha na literatura estudos
que envolvam Orbitas priméarias de ordem superior a 1. Diante disso, a teoria de
bifurcacoes sofreu ligeiras adptacoes de forma a incluir estas orbitas e obter resul-
tados gerais. A partir destes resultados, associado a uma andlise de codimensao 2
e de observacoes do espaco dos parametros do sistema Double Scroll, identificare-
mos uma estrutura homoclinica caracteristica que representa a menor organizagao
de bifurcagoes homoclinicas. Todos esses resultados tedricos sao confirmados pelas
observagoes do sistema Double Scroll e descrevem todo o seu cenério de bifurcacoes,

no espacgo dos parametros.

8.1 Analise Teodrica

O teorema que vamos enunciar, a seguir, pode ser dividido em duas partes.
A primeira, apresentada na segao 8.1.1, esta relacionada a existéncia de infinitos
tipos distintos de érbitas homoclinicas, cada qual composta de infinitas érbitas ho-
moclinicas similares. A segunda parte descreve como essas érbitas estao organizadas
segundo uma lei de escala, cuja demonstracao encontra-se na secao 8.1.2. A demons-
tracao de que o teorema pode ser aplicado ao sistema Double Scroll esta apresentada
na secao 8.1.3. Esta andlise é de codimensao 1, mas é véalida para sistemas de codi-

mensao maior, como o Double Scroll, conforme esta discutido no final da secao 8.1.2
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Teorema: Seja o sistema de equacoes diferencias C? em R3:
&= pr —wy+ P(x,y, 2 1)

Y =wz+py+Qz,y,2; 1) (8.1)
2=z + R(z,y,z 1)

com autovalores A\jo = ptiw e A3 = A onde A\p <0, | p/A |[< 1 ew #0, e fungoes
P, Q e R analiticas tais que P(0,0,0;M):Q(0,0,0;u):R(0,0,0;,u):O, sendo g o
parametro de controle. Entao, se existir uma 6rbita homoclinica primdria H;, de
ordem j, existird um numero infinito de distintas 6rbitas homoclinicas subsididrias
H,;, de ordem nj e proximas a H;, cujo parametro de controle ,uf”., da iézima

subsidiaria H*

»j» obedece & seguinte lei de escala [46]:

i+1

7
Hpj = Hpj —Am
_—_— 1 - = e w
1— (3
:unj - Mnj

8.1.1 Existéncia de Infinitas Orbitas Homoclinicas

Para demonstrar que as condi¢oes impostas pelo teorema anterior implicam na
existéncia de um numero infinito de distintas érbitas homoclinicas subsidiarias, con-
sidere que o sistema (8.1) apresenta uma érbita homoclinica priméria H; com A\; = A
e A3 = —pxiwonde \, p,w >0 (usamos Re(Ay3)=—p, com p > 0, para explicitar
que a parte real desses autovalores é negativa). Note que se os sinais dos autovalores
A e p forem invertidos, basta inverter o tempo para retornamos a situacao atual.
Portanto a presente demonstragao é também valida para Ay = =X e Ay 3 = p F iw.

Lineariazando o sistema (8.1) em torno do ponto fixo (x,y, z) = (0,0, 0) obtém-se

x —p —w 0 x
=]l w —p O y |, (8.2)
z 0 0 A z
cuja solucao ¢ dada por
T e P (xg coswt — yo sinwt)
y | = e (zosinwt + ygcoswt) | . (8.3)
z 2peM

Definem-se duas superficies

Yo={(z,y,2) ER® | 22 +y*> <72,z = h}
Si={(z,9,2) ER® |y=0,0<a<F,0<z<h}
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inseridas num cilindro centrado no eixo z, com 0 < z < h e raio r, conforme
representado na figura 8.1, onde o sistema pode ser considerado linear. Assim, a
solugao do sistema de equagoes diferenciais (8.3) é valida para qualquer regiao dentro
desse cilindro. O tempo que as trajetérias, com condicoes iniciais em >, levam
para alcangar Yy pode ser determinado através da equagao (8.3) correspondente a
componente z.

h = zoeM

1. h
t=—In— 8.4
)\nZO ( )

Figura 8.1: Representacdo de uma drbita homoclinica subsididria Hy do sistema (8.1). O cilindro
delimita a regido no espaco de fase onde o sistema pode ser considerado linear. O ponto P; = (0,0, h)
representa o (ltimo local onde a variedade instavel estd sob o eixo z. A variedade estavel W° é
composta pelo plano z=0, nas proximidades da origem. ¥y = {(x,y,2) € R | 22 +y? < 72,2 = h},
Y1 ={(z,y,2) ER3|y=0,0<z<7,0<z<h}

Considerando que e~ = (z/h)?/* e que y = 0 em ¥, trajetdrias com condigoes

iniciais (xo, Yo, 20) em X; irdo atravessar o plano ¥y nas posigoes dadas por

x z0(20/h)P/* cosy
zo(20/R)*siny |, (8.5)

z

onde vy = 5 In Z—}; Mudando o sistema de coordenadas cartesianas para as cilindricas,
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obtemos ¥ : ¥, — ¥

r rg(zo/h)”/’\
0= o : (8.6)
z h

onde rg = xg.

A ordem é definida pelo nimero de vezes que a érbita é mapeada de Y, para
¥;. Na Fig. 8.1 apresentamos uma 6rbita homoclinica de ordem 2 (Hs), no sistema
de coordenadas normais, com parametro de controle u=py. Essa érbita corresponde
ao ponto fixo localizado na origem. O ponto P; tem coordenadas (0,0, h). Observe
que dentro do cilindro, de acordo com a equagao (8.3), a variedade instével coincide
com o eixo z com limite em P;, e a variedade estavel esta no plano composto pelos
eixos z e y. A nossa intencao é determinar um mapeamento que descreva como as
trajetorias se comportam nas proximidades da érbita homoclinica. Para isso, vamos
determinar como pontos em Yy sdo mapeadas em Y.

Definindo o mapa ' : ¥y — ¥, dado um parametro de controle u e uma
condi¢ao inicial (7,0, h) em ¥y, a solugao em primeira ordem de ! é o resultado da
sua expansao no polinomio de Taylor de ordem 1 em torno ponto (rg,,0; = 0,2, =
0), primeira intersecgao da 6rbita homoclinica H; com a superficie ¥, assim, 7y,
¢ a distancia entre esse ponto e o ponto fixo. Dessa forma, as trajetorias deverao
se comportar de forma semelhante a 6rbita homoclinica H;, na sua proximidade.
Assim, uma condigao inicial (rg, 0,20 = h) em ¥y é mapeada em ¥; no ponto

(r1,01 =0, z;) dado por
(r1,01,21) = (ru, + alApq + brgcos by + crosin by, 0, mApy + ergcos by + frosinby)

onde a,b,c, e, f e m sdao constantes associadas ao fluxo, e Au;=p — p1. Note que
para i = fiy,
»1(0,0,h) = (ry,,0,0)

¢ a solugao de H; nesta representacao. Fazendo a seguinte substituicao b = pcos ¢,

c=psinp;, e = qcos Y, e f = gsin p,, obtemos P! : Ly — ¥,

1 TH, + alApy + procos(fy + ¢1)
6, | = 0 (8.7)
2 mApy + qrocos(fp + @2)

Usando as equagoes (8.6) e (8.7), i. e., aplicando ¥'4%(rg, 0y = 0, 29), obtemos o
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mapeamento bidimensional v : 31 —

0\ P/
r T, + alpy + pro (f)p/ cos(y + 1)
= (8.8)
0\ P/
z mApu + qro (f)p/ cos(y + p2)

Para o estudo de 6rbitas homoclinicas, vamos determinar o ponto em que a varie-
dade instavel cruza >; imediatamente apés ter cruzado ¥y. O primeiro cruzamento

¢ dado pela solugao de ¥'(Py) = ¢'(0,0,h) que, conforme a equagio (8.7), resulta

ri\ [t talm
21 mAp ’

onde foi omitido a coordenada € por ser sempre nula. A partir desse ponto, os demais
cruzamentos sao obtidos através de repetidas aplicagoes de . Assim, o segundo
cruzamento ¢ determinado por ¥?(P)=y1!(Py), o terceiro por 3(P)=yypt(Py),

e assim por diante. Chamando a enézima iteracao de ¢", obtemos ¥™(P;):

(
T+ A8 n=1
mApn 7
Tn
= z w 8.9
< Zn ) T+ Prp—1 (”T‘l)p/A Cos (X In (znh_l) + s01> (8.9)
, n>1
Zn— )‘ w
\ A+ qras (Tl)p/ Cos <X In <zn}i1> + 902>

Toda vez que, na equagao (8.9), a condi¢ao z,=0 for satisfeita, existird uma
orbita homoclinica H,,, de ordem n, com parametro pu = p,. A orbita H; é chamada
de primdria e as demais (H,,), de subsidiarias. A condic¢ao z,=0, com n > 1, implica

na equagao transcedental

1\ P/ h
—2 = qrp_1 (Zh 1) cos (%hl (z ) + gOQ) (8.10)
n—1

impossivel de ser solucionada analiticamente. Para analizé-la numericamente vamos

definir as seguintes fungoes:

g —Zl

g
Zn—1\P/A w h
f = qrn ( 3 1) cos (X In (Zn—l) —i—gOQ) .

Na figura 8.2, estao tracadas as curvas de g e f para n = 2. Os pontos onde as
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piA>1 S @ pra<l S (b)

Figura 8.2: Griéfico das fun¢des f e g para n=2. (a) Condi¢do de Shilinikov satisfeita. Ha& infinitos
cruzamentos entre g e f. Os cruzamentos sio solugcdes em que existem érbitas homoclinicas subsidiarias
H,. (b) Condi¢do de Shilnikov n3o satisfeita. Ndo hd cruzamentos entre as curvas das funcdes g e f.

curvas dessas funcoes se cruzam representam solucoes para as quais existe uma orbita
homoclinica. Portanto, para que existam infinitas 6rbitas homoclinicas H,,, segundo
a equacgao (8.10), a fungao |g| deve assumir valores inferiores a amplitude da funcao
f, para os mesmos valores de zq, no limite em que z; — 0. Para demonstrarmos isso,
primeiramente verificamos que, nesse limite, z,_; tende a 0 e, por isso, os termos
dominantes de g e f sao, respectivamente, z; e (zn_l)g. Assim, estudar as condigoes
de existéncia de solugdes da equagao (8.10), quando z; — 0, resume-se a verificar
as condicoes em que z; < (zn,l)]a x> onde (z,—1)amax representa o valor de z,_1
calculado desconsiderando a sua oscilagao (termo do cosseno igual a 1). Através da
equacao (8.9), podemos verificar que 21 < (z,_1)amax €, como no limite considerado
L L
(Zn-1)max < (zn-1)jrax Para § < 1, z1 < (24-1)jy4x- Definindo § = [p/A|, a
condi¢ao § < 1 é conhecida como a condi¢ao de Shilinikov. Como nao foi feita
nenhuma restricao a n, existem infinitas ordens de érbitas H,,, n > 2, cada ordem
representada por infinitas 6rbitas homoclinicas, quando z; — 0. A figura 8.2(a)

ilustra esse resultado para n = 2.

Por outro lado, nao ocorrerd formacao de 6rbitas homoclinicas se z; > (zn_l)]a AX-
No limite z; — 0, isso acontece quando a condicao de Shilnikov nao for satisfeita,
isto é, &£ > 1. Para mostrar isso, primeiramente verificamos que, através da equagao
(8.9), (#n—1)max = 2+ C'(Zn_g)]%mx, onde C' ¢ positivo e constante. Como por
hipétese 21 > (2,-2) 3rax, podemos concluir que z; < (z,-1)pmax < (1+ C)z1. As-
sim, podemos reescrever a condicao que determina a nao ocorréncia de H, como
2 > [(1+ C’)zl]]%MX e, como no limite z; — 0 as constantes nao sao relevantes,

0

obtemos z; > (21)3;4x © que implica que ¢ > 1, como mostrado na figura 8.2(b).
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Voltando para a equagao (8.10), toda vez que z,_; tende para zero, a amplitude
de z, tende para z; e sua fase, para o infinito. Assim, considerando as discussoes
anteriores sobre a condicao de Shilnikov, se formara um cenério, no espago dos
parametros, onde um numero finito de orbitas H, se acumula em H,_;, quando
0 < 1. Essa formacao pode ser melhor vista na figura 8.3, e serd melhor explorada

na secao a seguir.

8.1.2 Lei de Escala

Como foi verificado na se¢ao 8.1.1, existem oérbitas homoclinicas H,, se acumu-
lando em H,,_;. Para estudar de que forma ocorre essa acumulagao, vamo introduzir
o indice i para diferenciar as solugoes da equacao (8.10). Os valores do indice au-
mentam a medida em que as solugoes se aproximam do ponto de acumulagao. Note

que, para i — oo, a diferenca de fase entre duas solugoes consecutivas tende para m

, assim:
w h w h
Xhl ZZT +902—(X1n Zi +(,02):7T
n—1 n—1
portanto,
ZZ+1 AT
= (8.11)
Zn—1

onde z!_; é a coordenada z em Y, resultado do peniltimo mapeamento de %
em ¥; da iézima 6rbita homoclinica de ordem n (H!). O tltimo mapeamento tem
coordenada z igual a z,=0. Como 2 , estd associada & H!, entao ela ocorre para
o parametro pu=p’

Na equagao (8.9), z, ¢é diferenciavel se z,_; >0. Isto implica que z,_; é dife-
renciavel se z,_» >0. No caso em que existe solucao de z,, tanto z,_; como z,_s
sao maiores que zero. Assim, dado que z,_; é diferencidvel, para uma vizinhanca
suficientemente pequena de pu, vale que

d d

N (zn_1) = ——(2n_1) = constante.

dp

Assim, para os valores de 2, ; em que ocorrem trés érbitas consecutivas H ™ HY

e H1 com i — oo, vale

7 et i—1 i 7 i+1 ) i+1
“p—1 “n—1 o Zn—1 “n—1 = My — Hy “n—1 n—1
i il i—1 _ i i—1 _ 4 i1 i
M, n K, Mo n Ho, “n—1 “n—1
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Por simples substitui¢ao, prova-se que a equagao (8.11) pode ser reescrita da seguinte

forma , .
1 1
n—1 An—1 — A
- - = € w ,
Z’Lill - ZZ 1
n— n—
portanto:
i i+1
Ky — oy _Am
= (8.12)
n n

Essa lei de escala descreve de que forma os parametros pu,, de uma H,, se acu-
mulam em p,_1, de H,_;.

Estes resultados podem ser generalizados levando em conta a existéncia de érbitas
homoclinicas primarias H;, com j € N*. Desta forma, ¢"(P;), dada pela equagao

(8.9), passa a ser dada por

p
TH; + CLA[Lj n=1
mAp; ’
T'nj ¢ /A
= Z(n—1)j \P w
Znj Tj + Prin—1); ( : hl)]) cos (X In (Z(nhw) + g01>

Z(n—1)j A w
Zi + qrn-1); (%)p/ cos (X In ( h ) + 302>

(8.13)
onde Apj=p — p; sendo que p; representa o parametro da o6rbita priméria H;, e
ry; ¢ a distancia entre o ponto fixo e a jotaézima intersecgao da érbita homoclinica
H; de ordem j com o plano ¥;. As 6rbitas homoclinica subsididrias H,; ocorrem
quando z,;=0. Para j=1, obtemos os mesmos resultados anteriores.

A lei de escala obtida na equagao (8.12) passa a ser escrita da seguinte forma.

1+1

P e (8.14)
ILL’nj _H’nj

Esta ¢ a lei de escala que descreve a aproximacao dos parametros das érbitas ho-
moclinicas H,; no parametro da orbita H(,_;);. Para n=2, essa lei descreve a
aproximacao dos parametros da subsididria Hy; no da primadria H; e, para n >2, a
aproximagao dos parametros da subsididria H,; no da subsididria H,_1);.

A figura 8.3 ilustra solugoes de z,,; para n=1, 2 e 3 em fun¢ao do parametro Ay;.
A anélise dessa figura revela caracteristicas interessantes sobre o cenario das orbitas
homoclinicas. Podemos verificar que existem acumulagoes de infinitas solucoes da
subsididria Hy; aproximando-se da primaria Hj;, e para cada solugao da subsididria

Hj;, h4 uma acumulcao de finitas solugoes da subsididria Hs;, que tendem para o
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. @ (b)

4
ot

P o |
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Figura 8.3: Soluces de z,; para n=1,2 e 3 em fung3o do pardmetro Au;=u; — p. As érbitas ho-
moclinicas existem para pardmetros em que z,;=0. (a) Acumulagdo de infinitas solu¢es da subsididria
Hy; no parametro da primdria H;, e de um nimero finito de solugbes da subsididria H3; no parametro
da Hy;. (b) Ampliagdo da regido marcada com um retangulo em (a). Nesta figura, rg;, =1, a = 0.1,
l=1,p=1,¢g=01p=1,A=2, w=100, ¢y =1, ¢p2=1e h=0.1.

infinito quando z(,—1); — 0. Essas acumulagoes tendem para a lei de escala obtida
na equacao (8.14), no limite em que p,; — ;. Note que nao existe solugao de z,,
quando z(,—1); < 0. Assim, a solucdo de 2, sé acontece quando z; >0 (condicdo em
que g > p1). Da mesma forma sé existe z3 nos intervalos em que z; >0. De forma
geral, o conjunto de solucoes z,; < 0 define regioes proibidas de formacao de érbitas
homoclinicas do tipo H,. Dai podemos concluir que as acumulagoes acontecem
apenas de um lado do parametro de H,;. Outro ponto importante é que, devido
a caracteristica oscilatoria do cosseno, as orbitas homoclinicas devem aparecer aos
pares. Por fim, é interessante notar que as solugoes para Hs deixam de existir antes
das solucoes para Hz. Toda esta discussao sera considerada mais adiante juntamente
com os resultados numéricos obtidos.

Nao ¢é nosso objetivo apresenta-las, porém, mais conclusoes podem ser tiradas da
andlise feita aqui, como consequéncia da existéncia de uma 6rbita homoclinica de
Shilnikov. Por exemplo, impondo z=zy e r=ry na equagao (8.8), podemos demons-
trar que existem infinitas orbitas peridédicas com uma andalise semelhante daquela
feita aqui. A estabilidade dessas orbitas pode ser entendida através do estudo dos
autovalores da Jacobiana de v, e com isso mostra-se a existéncia de ferraduras de
Smale [14, 79] nas proximidades da érbita homoclinica. Estes resultados foram
obtidos por Shilnikov [15, 16, 17], e podem ser encontrados em trabalhos publicados
por Glendinning [31] e Gaspard [80]. O resultado que obtivemos é uma generalizacao

do resultado anteriormente obtido por Gaspard [32], onde ele determinou a lei de
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escala que descreve a aproximacao dos parametros de Hy em H;. A andlise feita aqui
é valida para sistemas em que se possa considerar que a 6rbita homoclinica primaéaria
seja de codimensao 1. Isto é, se existir uma regiao no espaco de parametros de
dimensao maior que um no qual, fixando todos os parametros a menos o parametro

ft, uma 6rbita homoclinica possa ser sempre localizada para um valor de pu = py,;.

8.1.3 Transformcao do Sistema Double Scroll nos Modos

Normais

Para fazermos uso dos resultados obtidos na se¢ao anterior, devemos mostrar
que o sistema Double Scroll, nas regices préximas do ponto fixo tipo sela, estd de
acordo com o sistema (8.1) da se¢ao anterior. O nosso propdsito é estudar érbitas
homoclinicas do ponto de sela Fy. Assim, vamos fazer a mudanca de coordenadas,
do dominio Dy, para os modos normais.

O sistema Double Scroll escrita na forma matricial foi apresentada em (3.1)
da secao 3.1.1, onde foram determinados os autovalores da Jacobiana, A; o=p + iw
e A3=A\ definidos pelas equagoes (3.11). Na sec@o 3.1.2, mostramos que a esses
autovalores estao associados, respectivamente, os auto vetores v o=Ur £ 107 € 7,
definidos em (3.15). Usando como base esses autovetores, a equacao (3.1), para o

dominio Dy, passa a ser escrita como

’l._J’l P + 1w 0 0 171
th | = 0 p—iw 0 s
s 0 0 A T3

Os auto vetores formam a base dos modos normais do sistema Double Scroll em C3.
Mas devemos buscar solugoes reais pois as coordenada x, y e z, que formam os au-
tovetores, estao associadas as amplitudes de tensao e corrente do circuito eletronico.
Como 7, 5 sao compostos pela combinagao linear de Uy e U7, e esses vetores sao li-
nearmente independentes, entao, U e U7, juntamente com v3, formam também uma

base do sistema Double Scroll. Assim, dado que

Uy = U & it (8.15)

?;})1’2 = (p + Z.u))’ULQ = pﬁR — W’UI + Z'(UJUR + pﬁj), (816)
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comparando a equagao (8.15) com a (8.16), concluimos que

VR = p’(_fR — wﬁ;
U1 = WUR + pUr

173 == /\173

que estd em pleno acordo com o sistema de equagoes (8.1). Note que este resultado
vale para todo o dominio Dy. Assim, a fronteira U, entre os dominios Dy e D, faz
o papel da superficie ¥y, da figura 8.1. E qualquer superficie em D, que contenha
o subespago instéavel EV(Py) em Dy corresponde & superficie ¥;.

A transformacao dos demais dominios para os modos normais, pode ser feita de
maneira similar a aqui apresentada. Nesse caso, as funcoes P, ) e R do sistema
de equagoes diferenciais (8.1) assumem valores constantes. Com estes resultados,
todos os dominios do sistema podem ser integrados analiticamente, como mostrado
em [81].

8.2 Orbitas Homoclinicas no Espaco dos Parame-

tros

As érbitas homoclinicas estao espalhadas numa vasta regiao do espaco dos pa-
rametros. Habitam desde as regioes onde existem atratores cadticos e peridédicos,
até as regides em que o sistema diverge, formando conjuntos continuos, no espaco
dos parametros, as quais damos o nome de curvas de bifurcacao, ou simplesmente
de familias. Existe uma infinidade de diferentes familias de érbitas homoclinicas.
A maneira com que elas estao organizadas forma um cenario complexo e denso no
espago dos parametros.

Nesta se¢ao, vamos primeiramente mostrar que a medida d, utilizada para obter
as orbitas homoclinicas no sistema Double Scroll, assume um papel importante na
compreensao da formagao das dérbitas homoclinicas. Em seguida, apresentaremos
como se formam as familias, i. e., curvas de bifurcacoes, fazendo uma analise da
medida d em fungao do parametro de controle o do circuito Double Scroll. Como foi
demonstrado na secao 8.1.3, o sistema Double Scroll pode ser reduzido ao sistema
de equagoes diferenciais (8.1). Assim, deve estar de acordo com as previsoes teéricas
demonstradas na secao 8.1, e, particularmente, com a lei de escala que descreve
a relacao entre os parametros de controle de érbitas homoclinicas consecutivas de

mesma ordem. Assim, mostraremos a validade da lei de escala, obtida na secao
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8.1.2, para a acumulacao das érbitas homoclinicas subsidiarias nas primaéarias, e
para a acumulacao entre as subsidiarias. Por fim, apresentamos uma anélise de
codimensao 2 mostrando que a teoria prevé estruturas homoclinicas, como as que

observamos no circuito Double Scroll nesta secao.

8.2.1 A medida d

Como consequéncia da reducdo do sistema Double Scroll ao sistema (8.1) de-
monstrada na secao 8.1.3, a fronteira U, entre os dominios Dy e D, faz o papel da
superficie ¥, da figura 8.1. E qualquer superficie em D, que contenha o subespaco
instavel EY () em Dy corresponde & superficie Y1. Assim, os eixos das coordenadas
x e y sao dois eixos arbitrarios, perpendiculares entre si, que formam o plano do
subespago estdvel E¥(F), e o eixo da coordenada z contém o subespago instével

EY(P,). A medida d, de um ponto em U, , tem uma relagio linear com a coordenada

in 6
d= (S?n 01 cos 93) z (8.17)

sin 6,

z desse ponto dado por

onde 6, é o angulo entre os subespacos E°(Py) e EY(P,), 6, é 0 angulo entre E°(F)
e Uy, e 05 entre a medida d e a projecao da coordenada z do ponto em U,. Consi-
derando que, para pequenas perturbacoes do sistema, esses angulos nao se alteram
significativamente, toda andlise feita sobre a coordenada z deve se aplicar para d.
Por exemplo podemos reescrever a lei de escala dada pela equacao (8.11), obtida
para z(,—1);, em funcao de d,—1);:
i+1
Yocry o

di -

(n—1)j

O fato da medida d representar a coordenada z no circuito Double Scroll, permite
que se possa comprovar as previsoes feitas pela teoria. Além do mais, a grande
vantagem ¢ que d nao é uma grandeza tedrica e, portanto, ao ser extraida do sistema,
traz consigo outras informagoes além daquelas previstas pela teoria, ampliando nosso
conhecimento sobre a formacao das orbitas homoclinicas.

Recordando que definimos na se¢ao 7.1.1 o sinal de d,, como sendo d,, > 0 quando
P, estiver entre a linha Ly, e o eixo z, e d, < 0 quando a linha Ly, estiver entre
P, e o eixo z (ver figura 7.1). Na situagdo d > 0 a trajetdria visita o dominio Dy
e necessariamente retorna ao dominio D, sob influéncia do subespaco instavel de
Fy. Quando d < 0 a trajetéria é conduzida para o dominio D_, passando por Dy,

em virtude do subespaco instavel de Fy. Portanto, uma condicao necessaria para
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a existéncia de drbitas homoclinicas, que envolvam apenas dois dominios, é que a
medida d seja sempre positiva, o que, em outras palavras, siginifica que, para que
exista uma orbita H,;, devemos ter a condi¢ao d(,—1); > 0, o que estd de acordo
com a teoria. E para a existéncia das orbitas homoclinicas que envolvam todos os
dominios d,, deve ser negativa.

Para elucidar melhor essa questao vamos analizar o grafico da Fig 8.4, onde
estd apresentado o comportamento da medida d, para as curvas di, ds e dz, quando

variamos « com (=50 fixo. As curvas d3 e dy cruzam duas vezes a reta d =0.

06l B=50.0 _

I
[

0.4

d02- -

00

021~

Figura 8.4: Grafico do comportamento da medida d das curvas dy, do e d3 em funcdo de o com
(=50,0 fixo. Quando as curvas interseccionam a reta d =0, encontra-se o pardmetro « para o qual a
6rbita homoclinica se forma. O detalhe mostra que as curvas d; e ds ndo se interseccionam em d =0.

Isso implica que para o mesmo (=50 existem duas o6rbitas homoclinicas da mesma
familia. Essa caracteristica é prevista pela teoria através da natureza oscilatoria de
Znj, responsavel pelo surgimento de érbitas homoclinicas aos pares. Para diferenciar
uma Oorbita da outra introduzimos o simbolo [ no inidice de «, para identificar a
orbita do ramo esquerdo, e o simbolo r, para identificar o ramo direito. A curva d;
¢ a unica curva que nao possui duas érbitas homoclinicas para o mesmo (. Isso foi
verificado em grande parte do espaco dos parametros (ver figura 8.5). Para 3 = 50,

a curva d; possui um minimo nas proximidades de a=80, e depois cresce tendendo
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a zero para a — 00, até onde foi possivel observar. Nas demais familias existe pelo
menos duas formacoes distintas das orbitas.

Para valores de a > a1, a medida d; permanece negativa, sendo portanto essa a
regiao onde pode ocorrer érbitas homoclinicas que visitam os trés dominios, como as
familias do tipo H;,,. Para a < oy, a medida d; é positiva e limitada. Esse limite
ocorre porque, para parametros muito baixos de «, a variedade instavel contorna o
ponto fixo P, pelo menos uma vez antes de atravessar, pela segunda vez, o plano U, .
Nao ocorrendo a medida d;, o que nao implica na inexisténcia das demais medidas
de d. A limitacao das curvas ds e d3, para valores baixos de « sao da mesma forma
justificadas. Isso indica que nao deve existir mais orbitas homoclinicas H, para
o < Q.

Entre a,,; e a,,, a medida d,, é negativa. Assim, é nesse intervalo que devem ser
procurados as érbitas homoclinicas do tipo H,, ,,. Para o > a,, a medida d,, existe,
e é positiva, enquanto d,,_; também for positiva. Quando d,_; é nula, d,, deixa de
existir. Por exemplo, na figura 8.4, entre aw, e ay, as medidas dy e d; sao positivas,
existindo portanto condigoes para que se formem 6rbitas de ordem superior a familia
H,. Porém, como H; é uma familia de érbitas homoclinicas priméarias, de acordo
com a teoria, acumulam-se nela infinitas H,. Assim, entre aw, e a; existem infinitas
orbitas homclinicas de ordem igual ou superior a Hy. Entre as, e ag a medida d
existe e é positiva enquanto ds for positiva. Isso cria condigoes para que se forme
uma 6rbita homoclinica de uma ordem igual ou superior a familia Hz. Neste caso,
se Hy for uma érbita homoclinica primaria nao existira mais nenhuma Hs entre s,
e ag. Mas, se Hy for uma dérbita homoclinica subsidaria, entao existirao érbitas
homoclinicas H3 se acumulando nela, e entre as, e ag poderao existir orbitas de
ordem igual ou superior a Hs. De forma geral, a andlise de d,, e d,+; mostra que
entre os ramos esquerdo e direito de duas familias consecutivas de ordem n e n + 1,

respectivamente, poderao existir somente familias de ordem igual ou superior a n+1.

8.2.2 Familias Primarias

Como discutido na segao 2.2.2, o espago dos parametros do circuito Double Scroll
foi reduzido a dois parametros (« e [3). E sobre esse espago que aqui analisamos as bi-
furcagoes homoclinicas. As bifurcacoes que encontramos nesse espaco sao geralmente
unidimensionais. Esse tipo de bifurcagao é dita de codimensao 1. A codimensao de
uma bifurcacao é medida pela diferenca entre a dimensao do espago dos parametros

e a dimensao da bifurcacao. Codimensao é o niimero minimo de parametros que
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devem ser variados de maneira a se observar um certo tipo de bifurcagao [82].

As familias (curvas de bifurcagao) que aparecem na figura 8.5 sdo compostas por
orbitas homoclinicas primadrias, i. e., existem somente subsididrias H,; se acumu-
lando nelas, e por isso as chamaremos de familias primarias. Na figura 8.5, com
excecao da familia Hq, as curvas das familias primérias, no espaco dos parametros,
sao compostas por um ramo esquerdo e outro direito que se juntam formando um
vértice muito préoximo da fronteira entre os atratores cadticos tipo Rossler e Double

Scroll. Parametros na vizinhanca a esquerda dos vétices correspondem ao atrator

200 | .
esquendo —*
direito

H

7

150

B100

1] 25 50 75 100

Figura 8.5: Familias primadrias principais de &rbitas homoclinicas no espaco dos pardmetros. O
retdngulo representa a regido entre os vértices de Hy e Hs onde se localizam as familias primdrias
e subsididiras apresentadas nas figuras 8.6(b) e 8.10.

tipo Rossler, e, na vizinhanca a direita, ao atrator Double Scroll. Os vértices coexis-
tem com o atrator Double Scroll. A figura mostra curvas pertencentes as familias H;
a H7 organizadas da seguinte forma: o ramo esquerdo de uma familia H; é vizinho
do ramo direito da familia H,; e, para H; que nao possui dois ramos, seu vizinho
primario é o ramo direito de Hs. O retangulo mostra uma regiao que sera analisada
com maior detalhe, cujo resultados estdo mostrados nas figuras 8.6(b) e 8.10.

Cada uma destas familias primérias, com excessao da H;, tem a particularidade

de seus ramos formarem um angulo entre si, fazendo com que a separacao entre eles
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aumente para parametros distantes do vértice, cobrindo uma vasta area do espaco
dos parametros. Entre os ramos, direito e esquerdo, de uma familia priméaria, nao
hé& mais érbitas homoclinicas do tipo H,, porque d é negativo. Mas, podem haver
érbitas que envolvam os trés dominios como as H,, ,, discutidas na segao 7.1.1. Por
outro lado, nas proximidades do lado externo dos ramos, existe uma infinidade de
subsidiarias H,, Por exemplo, entre os ramos de H,, sé podem existir 6rbitas do tipo
Hj ..., Ha ..., nas proximidades do lado externo dos ramos, as subsdiarias Hy, Hg,
... Estas caracteristicas fazem com que estas familias primarias formem o esqueleto
das orbitas homoclinicas no espaco dos parametros e, por isso, as chamaremos de
familias primarias principais.

Além dessas primarias, entre os ramos direito e esquerdo de duas familias prima-
rias consecutivas, existem outras familias primérias. Estas familias primarias tém
as mesmas caracteristicas das anteriores a menos da formacao de seus ramos que

tendem a se manter todos paralelos. Na figura 8.6(a) estdo apresentadas as familias

T T T T T T T
(b)

s0- .
L H7 4
a0 .
. Hé -
. H7 -

| | | | | | | | |
303 08 06 04 02 :

A054 ;

Figura 8.6: (a) Familias de érbitas homoclinicas do tipo Hi.,. Aai=a — a;. (b) Familias de
orbitas homoclinicas primarias entre os ramos direito e esquerdo das familias H, e Hs da figura 8.5,

respectivamente. Aas=a — ay

Hi ,,. Como elas estao muito préximas da familia H;, podemos vé-las com maiores
detalhes trocando a abscissa a por Aa; = a — «;. Elas estao a direita da curva
de bifurcagdo H; mostrada na figura 8.5. Na figura 8.6(b) estao algumas familias
primdrias, que nao sao principais, entre os ramos esquerdo e direito das familias

primdrias principais Hy e Hs, respectivamente. A exemplo da figura (a), a abscissa
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Figura 8.7: (a) Hs e Hs, sdo os ramos esquerdo e direito que compdem a familia primaria Hs. A
seta aponta para a forma da drbita homoclinica Hs no espaco de fase. (b) Curva caracteristica ds
para 0 = 40. «3; e a3, sdo os parametros para a 6rbita homoclinica no ramo esquerdo e direito,
respectivamente.

utilizada é Aoy = o — ayy.

A figura 8.7(a) mostra o conjunto de parametros que compoem a familia priméria
prinicipal Hjs, composta por seus ramos esquerdo (Hz;) e direito (Hz,.). O detalhe,
mostrado pela seta, é a forma da dérbita homoclinica no espaco de fase. Todas as
demais sao parecidas com essa, sofrendo suaves e continuas deformacoes ao longo
da curva. Para =40, existem duas érbitas homoclinicas, uma em cada ramo, para
os parametros ag e asz.. Na figura 8.7(b) estd a curva caracteristica de ds para
$=40. Para d3=0, obtemos os valores de ag; e a3, mostrados em (a). Para valores
decrescentes de 3, o ponto minimo da curva ds se aproxima do valor de d=0 até
atingi-lo. Esse é o ponto de encontro dos ramos esquerdo e direito, no espago dos
parametros. Para valores menores de 3, a curva ds assume somente valores positivos,
nao ocorrendo mais orbitas homoclinicas Hs. Todas as demais curvas de d x o das

familias apresentadas na figura 8.5 tém as mesmas caracteristicas que esta.

De acordo com as previsoes tedricas, para cada oOrbita homoclinica primaria
H; devem existir infinitas orbitas subsididrias Hy; se acumulando nela. A figura
8.8 mostra a acumulacao da subsidiaria Hg na primaria Hz proximo ao vértice da
familia Hj3, mostrada na figura 8.7. Note como as acumulagbes ocorrem tanto pelo

lado esquerdo de as3; como pelo lado direito de as,..
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d, d,
0,15 0,015
0,10 0,010
0,05 — 0,005
0.00 | 0,000

Figura 8.8: Curvas ds; e dg medidas nas proximidades do vértice da familia Hs (8 = 8,8). A escala
da esquerda corresponde a curva dg €, a da direita, a ds.

Para verificar a lei de escala que descreve a aproximacao dos parametros o .. de

njo

H,;, no parametro a(,_1;, de H,—1);, vamos chamar de

) ottt Am
St=—4—- e Sp=e (8.18)
nj %

a escala medida e a escala tedrica, respectivamente. Os valores de A e w sao referentes
ao parametro «; da érbita homoclinica principal H;. Na figura 8.9(a) verificamos a
aproximacao da escala medida S’ na escala tedrica Sy = 0,0594 (A = 5,28384,
w = 5,87965) para as Orbitas homoclinicas subsididrias Hg se acumulando na
primaria principal Hjs localizada em a3 = 25,7909 e 3 = 52. Hj corresponde a
uma orbita homoclinica pertencente ao brago esquerdo da famila Hs apresentada
na figura 8.7(a). Na figura 8.9(b) estd a aproximacao da escala medida S* na es-
cala tedrica Sp=0,0895 (A = 3,92371, w = 5,10727) da subsididria His na primaria
Hg. As medidas foram feitas para ag = 18,7735 e f = 40, nas proximidades do
vértice da familia Hg apresentada na figura 8.6(b). Como a lei de escala em (a) é
significativamente maior do que em (b), foi possivel obter mais pontos em (b) do
que em (a). Na tabela 8.1 estao os valores dos parametros das 6rbitas homoclinicas
utilizadas para o calculo de S?. Note como as primdrias Hs e Hg estdao bem distantes

de Hy, comprovando a validade da extensao da teoria de bifurcagoes para além das
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proximidades de H;.

8.2.3 Familias Subsidarias

As familias de érbitas homoclinicas subsidiarias desenvolvem-se nas proximida-
des de uma familia priméaria, entre os bracos esquerdo e direito de duas familias
primarias principais consecutivas no espaco dos parametros, confundindo-se com as
outras familias primarias que também habitam essas regioes. Para poder identificar
uma subsididria, é necessario verificar qual é a ordem das orbitas que se acumu-
lam nela. Nas primdrias H; acumulam-se as subsididrias Hj;. Nas subsididrias
H,—1)j, acamulam-se as subsiddrias H,,;. A figura 8.10 mostra duas subsididrias Hyg
da primaria principal Hy no meio das primérias apresentadas na figura 8.6(b). A
primaria principal Hj e as subsididirias estao representadas pelas curvas continuas.
As demais primarias sao as curvas tracejadas. A priméaria principal Hy é a curva
AM4 = 0.

Tipicamente, entre os bragos esquerdo e direito de uma familia H,,, a curva d,
assume valores negativos. Mas em alguns casos isso nao acontece, provocando bi-
furcagoes que dao origem a outras familias H,,. Na figura 8.11(a) estdo apresentadas
duas familia Hg que surgem por deformacoes da curva dg. Essas bifurcacoes estao

na regiao entre o ramo direito da familia primaria principal H3 e o ramo esquerdo da

wn—r7——7— ; — — —
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Figura 8.9: Aproximagio da escala medida S’ na escala teérica St, definidas na equagio (8.18)
quando ¢ — o0, para a acumulagdo da subsididria Hg na primdria principal Hs (a), e da subsididria

Hi5 na primaria Hg. Dados na tabela 8.1.
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Sp=0,0594 (=52 St = 0,0895 8 =40

1 H al St 1 H o St

1 38,90 1 29, 66

3 25,7909174234 6 18,77350046227
0 6 25,7903775086 0 12 18,77351396898
1 6 25,7908807122 0,0688 1 12 18,77351296569 11,0683
2 6 25,7909153481 0,0553 2 12 18,77350186106 0,0170
3 6 25,7909172625 0,0616 3 12 18,77350167170 6,0684
4 6 25,7909173804 0,0583 4 12 18,77350052261 0,0272
5 6 25,7909173873 0,0600 5 12 18,77350049130 1,9860
6 6 25,7909173877 6 12 18,77350042912 0,1153
7 6 — 7 12 18,77350042196 1,2703
8 6 — 8 12 18,77350041285 0,0890
9 6 — 9 12 18,77350041204 0,0897
10 6 — 10 12 18,77350041197 0,0894
11 6 — 11 12 18,77350041196

Tabela 8.1: Valores dos

figura 8.9.

pardmetros das érbitas homoclinicas e do valor obtido de S* utilizados na
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Figura 8.10: As curvas cheias s3o as subsididrias Hg da primdria principal Hy (Aps = 0) e a primaria

principal Hs. As curvas tracejadas sdo algumas familias primarias entre as principais Hy e Hp.

familia primaria principal Hs. As curvas estao em funcao de Aa = a—as em virtude
da proximidade dessas curvas com a familia Hy. Para f=(;, existem somente duas
orbitas correspondendo a uma familia Hg . Em =[5 surge uma segunda familia e,
para =[5, existem quatro orbitas Hg, correspondentes as duas familias. As figuras
8.11(b), (¢) e (d) mostram a curva dg sofrendo uma dobra e criando dois pontos de
minimo. Aumentando o parametro a partir de § = (1, a dobra assentua-se cada
vez mais até que em 3 = [J; ela tangencia d = 0 dando origem a outra familia Hg
(figura 8.11(c)). Para valores ainda maiores, § = (33, a curva caracteristica se anula
em quatro pontos correspondentes aos ramos direito e esquerdo das duas familias
Hg (figura 8.11(d)). A topologia das drbitas, no espago de fase é semelhante para
parametros préximos. As setas apontam duas érbitas homoclinicas, uma de cada
familia, obtidas para parametros distantes entre si. Pode se ter uma idéia de como
as Orbitas se transformam ao longo da curva de bifurcagao.

Para comecar a discutir a acumulacao de érbitas homoclinicas subsidiarias em
outra subsidiaria, vamos definir como o lado interno de uma familia, a regiao do
espago dos parametros compreendida entre os ramos direito e esquerdo de uma

familia de érbitas homoclinicas e, do lado externo, como toda a regiao do espaco dos
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Figura 8.11: (a) Duas familias Hg, relacionadas pela mesma curva dg. As setas mostram a topologia
de duas 6rbitas homoclinicas , no espaco de fase, obtidas com pardmetros distantes entre si no espaco
dos pardmetros. (b), (c) e (d) mostram a transformago da curva dg responsavel pelo surgimento da

familia Hg central. Aas=a — as.

parametros, excluida o lado interno. Vimos que, nas 6rbitas homoclinicas priméarias,
a aproximacao das subsididrias se dava pelo lado externo da priméria (veja figura
8.8) ja que, do lado interno, d é negativo, eliminando a possibilidade de existir
qualquer tipo de 6rbita homoclinica H, nessa regiao. O mesmo se observa para a

familia Hg em (3 = (31, conforme a figura 8.11(b). O surgimento da segunda familia
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Hg em (§ = (35, mostrada na figura 8.11(a), ocasiona uma inversao nessa acumulagao.
O lado interno dessa familia, marcada pelo asterisco em § Z [ possui medida dg
positiva, sendo dg negativo do lado externo, como pode ser verificado na figura
8.11(d) para § = (3. Como ambas as familias Hg s@o subsididrias de Hs, devem
existir érbitas Hg se acumulando nelas. Tanto pelo lado interno, como pelo lado
externo, dependendo da medida dg. As figuras 8.12 mostram que essas acumulagoes
de fato acontecem em acordo com a andlise feita de dg. A figura (a) corresponde a
medida de dg e ds, feita na regido marcada com asterisco (5 ~ 19,8031) na figura

8.11(a), proximo ao vértice da familia Hs. A curva dg se anula na regido onde a

T T T T T T T d [C T T T T ] d

8 [
B=19,8031 d (@) 010 B=4152 ®) {o.0010
0.4 8 i dg
dﬁ
005 g - 0.0005

0.00

0.0000

0.2 T
d
-0.05 -0.0003
0 h"ﬂ 0.10 -0.0010
v U v 0.15 -0.0015
1 | | 1 1 | . | | .
0.2 12.580 12.582 12.584 0.20 24,1125 24,1135 0.0020
o o

Figura 8.12: (a) Acumulagdo de Hg pelo lado externo (a) e interno (b) de Hg medidas em 8 = 19, 8031
e 3 = 41,52, respectivamente, préximos aos vértice das familia Hg indicado pelos asteriscos na figura
8.11(a). Em (b), a escala da esquerda referece a curva dg, e a da direita a ds.

seta aponta. E nesse local onde se acumulam as érbitas Hg. Vemos que as solugoes
para existéncia de Hg vao se concentrando nessa regiao tanto pelo seu lado esquerdo
como pelo direito, o que caracteriza a acumulcao pelo lado externo dessa familia Hg.
Em (b) sdo mostradas as medidas dg e ds para um valor de 8 g 2, 8 = 41,52. A
medida dg s6 existe enquanto dg for positiva. Para que isso pudesse ser observavel,
utilizamos duas escalas nessa figura. A da esquerda refere-se a curva dg, e a da
direita a dg. As setas apontam as duas solucoes para a érbita Hg, uma para o ramo
esquerdo (Hg;), e outra para o direito (Hg,.). Note que as solugbes para existéncia
de Hyg estao na regiao entre os parametros das orbitas Hg. Portanto, neste caso as

acumulagoes de Hg em Hg ocorrem pelo lado interno da familia Hg.
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O surgimento da segunda familia Hg nao pode ser explicada pela anélise tedrica
feita na secao 8.1, porque essa analise esta baseada num sistema de codimensao 1,
e o fenomeno observado ocorre porque existem dois parametros sendo variados ao
mesmo tempo. Porém, se inferirmos que um segundo parametro (no nosso caso o
() agisse nas constantes ¢; e o da equagao (8.13), podemos mostrar que a teoria
permite a bifurcagao que acabamos de examinar através da medida d. A figura 8.13
é o resultado da solugao de z3; e z4; dada pela equagao (8.13), quando variamos ¢4
e (o mantendo todas as demais constantes fixas. Como j é arbitrario, este resultado
nao se restringe para acumulacoes de Hg em Hg, caso em que j = 2, mas para
acumulagoes de Hip em Hg, etc. Portanto, a medida dg, apresentada na figura
8.11(b-d), é prevista pela teoria se p; e @y forem varidveis pelo parametro (3, ou
seja, o1 = 1(B) e g2 = pa(P).

A lei de escala tedrica St é valida, como discutido anteriormente, para aproxima-
¢oes de orbitas homoclinicas subsidiarias em outras subsididrias. Porém, devemos
lembrar que essa lei de escala é valida para convergéncias de orbitas ocorrendo em
regioes muito proximas da oOrbita homoclinica priméaria. Nessas regioes, as acu-
mulagoes ocorrem em intervalos de parametros muito pequenos, o que cria uma
dificuldade para medi-los com precisao, para determinar a escala S. Outro fator
importante ¢ a ordem da subsididria. Quanto maior a ordem da subsdidria H,—1);,
em relagao a primaria H;, menores serao os intervalos dos parametros da subsidiaria

de acumulacao H,;.

(a) ' (b) ] ()

Z,,ﬁ

a

Figura 8.13: Solug¢Ses da equagdo (8.13) para z3; € z4; com a = —4, m =6, A =10, p =5, w = 50,
p=q=h=1e(a) o1 = p2 = 1,00, (b) v1 = p2 = —1,08 e (c) p1 = Y2 = —2. Este resultado
mostra que a bifurcacdo de Hg da figura 8.11 é prevista pela teoria.



152 Bifurcacgoes de Orbitas Homoclinicas

T T T T 0.8 (E— T T
o>, (a) o> 0 (b)
0.040 -
0.6 =
ST N
0.036 -
s 0.4 —
0.032— —
0.2 —
S, .
R 1 1 1 1 1 1 [ R
O'OQSO 1 2 3 4 5 6 00 1 2 3 4 5 6
i [

Figura 8.14: Aproximagdo da escala medida S na escala tedrica Sp, definidas na equacgdo (8.18)
quando ¢ — oo, para a acumulacdo da subsididria H3 na subsiddria Hy pertencentes a principal H;
(a), e da subsididria Hg na subsiddria Hy pertencentes a principal Hs (b). Dados na tabela 8.2.

A figura 8.14 mostra a escala medida S° se aproximando da escala tedrica Sr,
para a acumulacao das subsididrias Hs; na Hyj. Em (a) apresentamos a acumulgao
das subsididrias Hs na subsidiaria Hy (ay = 6,199654, 3 = 7,5), nas proximidades
da primdria H; (oy = 6,199655, § = 7,5), convergindo para a escala tedrica Sy =
0,0374 (A = 1,77010, w = 1,69222). E em (b), a acumul¢ao das subsididrias
Hg na subsididria Hy (o = 15,401, 5 = 40), nas proximidades da priméria Hj
(e = 15,406, 8 = 40), convergindo para Sy = 0,0594 (A = 1,77010, w = 1,69222).
Os valores dos parametros medidos das orbitas homoclinicas para a determinacgao
de S’ estao apresentadas na tabela 8.2

Na figura 8.15 estao uma o6rbita homoclinica da familia Hg e sua subsidiaria da

familia Hi5. Note a semelhanca entre elas, comum a todas as subsididrias.

8.2.4 Estruturas Homoclinicas

Inicialmente, discutiremos as curvas de bifurcagoes homoclinicas, no espaco dos
parametros, encontradas em [35]. Para isso, obtivemos a figura 8.16 que mostra
curvas de bifurcagoes de familias primarias principais nesse espaco. As linhas trace-
jadas indicam os valores de e a com o parametro § = p/\ constante. O teorema
de Shilnikov nao pode ser aplicado na regiao em cinza, porque d > 1, e na regiao

em marrom, porque todos os autovalores sao reais.
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Sr =0,0374 B="1>5 St = 10,0594 8 =40

1 H al St 1 H al St

1 6,1996556957198 2 15,4059830506267

2 6,1996543917712 4 15,4006416115
0 3 6,1996245238901 0 6 15, 3998743687
1 3 6,1996535232311 0,0289 1 6 15,4003084513  0,7173
2 3 6,1996543605248 0,0359 2 6 15,4006198014  0,0666
3 3 6,1996543906038 0,0375 3 6 15,4006405259  0,0496
4 3 6,1996543917304 0,0348 4 6 15,4006415544  0,0523
5 3 6,1996543917695 0,0357 5 6 15,4006416082  0,0596
6 3 6,1996543917710 6 6 15,4006416114

Tabela 8.2: Valores dos pardmetros das érbitas homoclinicas e do valor obtido de S? utilizados na
figura 8.14.

[
T
|

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Figura 8.15: (a) Orbita homoclininca priméria Hg. (b) Orbita homoclinica subsididria Hys. A Hys

faz parte do conjunto de 6rbitas que estd se acumulando em Hg.

Em [34] Gochenko demonstrou a impossibilidade de uma descrigdo completa
da organizacdo das curvas de bifurcagdes homoclinicas. Em [35] esse pesquisador
apresentou estudos com codimensao 2 com descricoes parciais referentes as curvas
das 6rbitas subsidiarias, Hy e Hs, nas proximidades da curva H;, para o limite

0 — 1. Mas, esses resultados nao podem ser estendidos para as outras dérbitas
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Figura 8.16: Distribuicdo do valor da condicdo de Shilnikov § no espaco dos pardmetros do sistema
Double Scroll. Em cinza § > 1. Em marrom escuro todos os autovalores s3o reais

primarias cujas curvas de bifurcagao nao atingem a regiao com § — 1, conforme
vemos na figura 8.16.

Nesta secao faremos uma anélise de codimensao 2, buscando entender a or-
ganizacao das curvas de oOrbitas homoclinicas, contemplando todo o espago dos
parametros. Assim, revelaremos estruturas, presentes em todo o espaco, que ainda
nao haviam sido identificadas.

Foi visto na secao 8.2.2 que as familias primarias principais determinam as regioes
onde estao os diferentes tipos de drbitas homoclinicas, formando uma estrutura
que organiza a distribuicao das orbitas do ponto de vista macroscépico. Entenda-
se aqui, como macroscopico, a escala em que seja possivel identificar as familias
primdrias principais, no espago dos parametros. Nas regioes compreendidas entre
duas familias primarias principais de ordens consecutivas, existe uma infinidade
de outras érbitas homoclinicas primdrias e subsididrias, formando uma complexa
organizacao que s6 pode ser vista em escala microscépica. A estrutura de orbitas
homoclincas mais simples e geral que possa descrever essa complexa organizacao
chamamos de estruturas homoclinicas.

Na secao 8.1 foi demonstrado que para cada érbita homoclinica primaria, que
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esteja em acordo com o teorema de Shilnikov, o sistema apresenta infinitas outras
orbitas subsidiarias seguindo uma regra de acumulagao regida por uma lei de escala
nas proximidades da primaria. Essa analise foi feita para um sistema de codimensao
1 nas proximidades da orbita primaria, o que limita o seu alcance a uma escala

microscopica. Por exemplo, nao é capaz de prever que existam outras primarias.

As observacoes feitas no espago dos parametros do circuito Double Scroll, a-
presentadas nas secoes 8.2.2 e 8.2.3, revelaram que as Orbitas homoclinicas estao
agrupadas em conjuntos continuos que chamamos de familias, e que algumas dessas
familias determinam as disposi¢oes basicas das demais, no espaco dos parametros
de codimensao 2. Contudo, nao é capaz de descrever detalhes de como elas estao
organizadas. O limite intrinseco imposto pela precisao computacional, restringe seu

estudo a uma escala macroscopica.

Portanto, as duas formas de andlises nao sao completas. O ideal seria termos
uma teoria de codimensao 2 que amparasse fenomenos observados com precisao
infinita. O que faremos aqui é verificar se os fendmenos observados, em escala ma-
croscopica, nao violam a teoria de codimensao 1, e que as previsoes feitas pela teoria,
em escala microscopica, possam ser aceitas como reais, com base nas observacoes.
Assim, extenderemos a validade da teoria de codimensao 1 para a codimensao 2, e

as observagoes com precisao limitada, para as escalas microscopicas.

A equagao (8.19) ¢ a solugao da variedade instdvel nas proximidades da 6rbita
homoclinica, resolvida na se¢ao 8.1.2. As constantes a, m, p, q, @1 e 3 sao constantes
que dependem do fluxo. Para fazer uma andlise de codimesao 2, é necessario inferir
mais um parametro na equagao (8.19). Como as constantes dependem do fluxo e o
fluxo depende dos parametros, é razoavel afirmar que um segundo parametro deve
fazer com que elas mudem de valor. Neste caso, elas deixam de ser constantes e
passam a depender do valor desse segundo parametro. No circuito Double Scroll,
isso equivale a dizer que, para um determinado valor fixo de (3, elas assumem um
valor fixo e se mantém para pequenas variacoes de «. Quando # muda, assumem
outros valores, mas continuam constantes para pequenas variagoes de a. A equagao
que descreve a dependéncia delas com (3 é desconhecida. Mas podemos varia-las,

arbitrariamente, para verificar se os fenomenos observados concordam com a solugao
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(8.19).
(
TH; + aAuj 7 n=1
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, n>1

(8.19)

Esse tipo de andlise foi feita na secao 8.2.3 para mostrar que o dobramento
da medida d, apresentada na figura 8.11(b), (c) e (d), é previsto pela teoria, se
inferirmos que o parametro [ tem influéncia sobre ¢, e @2, naquela regiao do espaco
dos parametros. A solucdo de z3; (equivalente a dg para j = 2), apresentada na figura
8.13 (a), (b) e (c), confirmou essa previsao. Além do mais, as acumulagoes pelo lado
externo e interno verificadas na figura 8.12(a) e (b), também foram verificada através
da soluca@o de z4; (equivalente a dg para j = 2).

Nas figuras 8.17(a), (b), (c¢) e (d), 2m-1); = 0 pode ser interpretada como a
solugao de uma orbita homoclinica primaria, se n = 2, ou de uma subsidiaria, se
n > 2. A solugdo z,; = 0 é sempre de uma subsidiaria. A figura 8.17(e), representa
as familias de orbitas homoclinicas no espaco dos parametros de codimensao 2, onde
a varia em fun¢ao do segundo parametro. A curva desenhada com a linha grossa
¢ a familia H,_1);, com a linha fina é a H,; e as regioes em cinza representam as
regioes permitidas para as familias subsididrias de ordem igual ou superior a H,1);.
As regides em branco, entre familias consecutivas H,,;, sao regioes proibidas para as
6rbitas homoclinicas do tipo H,. Os valores de a referentes as curvas de z, em (a),
(b), (c) e (d), estao representadas pelas linhas horizontais em (e). A figura (e) foi
construida a partir das demais. Para a = a1, z(,—1); € positivo, nao existindo solugao
para H,_1y;, € z,; possui duas solucées para H,; (representado por dois pontos em
(a) e em (e)). Note que em (e) nao existe Hy,_1); e aparecem duas érbitas H,,;
uma no ramo esquerdo e outra no direito. As subsididrias H,,1); se acumulam
nelas pelo lado externo porque, para esses valores de Ap;, 2,; é positivo. Pelo lado
interno nao existem érbitas homoclinicas do tipo H,, porque z,; ¢ negativo. Para
a = ay, surgem mais duas solugoes que dao origem a uma segunda familia H,;.
Em (e) vemos que as acumulagoes de H(,11); se dao desta vez pelo lado interno em
virtude de z,; ser positivo nessa regiao e negativo no lado externo, como pode ser

visto em (b). As acumulagoes pelos lados externos e internos vao se intercalando
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Figura 8.17: (a), (b), (c) e (d) sdo as solugdes de z,; e z(,—1); para diferentes valores da constante
a. Os pontos marcam os pardmetros em que existem 6rbitas homoclinicas. (e) Estrutura homoclinica

resultante da andlise das solucdes de 2,5 € z(n—1);-

a medida que novas familias vao sendo formadas. Para a = a3, surge uma familia
H,; que nao envolve a H,_1y;. Familias com essa caracteristicas foram verificadas,
como as Hg da figura 8.10, que estao do lado esquerdo da primaria principal Hy.
Em (d), a = a4, surge a érbita H,_1);, que pode ser tanto uma primadria como uma
subsididria, como discutido anteriormente. Junto com ela surgem varias érbitas
H,; se acumulando nela pelo lado externo. A regiao entre os ramos esquerdo e
direito ¢ uma area proibida para 6rbitas homoclinicas, porque z(,_1); é¢ negativo nesse
intervalo. A familia H,;, formada & esquerda de H(,_y; na figura (e), apresenta a

mesma estrutura que envolve a H (n—1)j-

O circuito Double Scroll permitiu observar que as curva das familias, tanto das
primérias como das subsidiarias, sao exatamente iguais as prevista pela teoria. Outra

congruéncia, da analise com a observacao, é que para cada orbita homoclinica deve
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existir outras se acumulando sobre ela, o que estd de acordo com a figura 8.17(e). Isso
nos permite confiar nos resultados desta analise, ainda que nao possa ser observado,
com propriedade, em virtude do limite imposto pela precisao das simulagoes. Assim,
a figura 8.17(e) representa a estrutura comum a todas as familias do espago dos
parametros de codimensdo 2. Esta estrutura explica todo o cendrio (macro e micro)
observado no circuito Double Scroll. E; como esta amparada pela teoria, acreditamos

que seja valida para todos os sistemas que estao em acordo com o teorema de
Shilnikov.



Capitulo 9

Experiencias com Orbitas

Homoclinicas

As oOrbitas homoclinicas de Shilnikov sao importantes em diferentes areas em
que a dinamica cadtica esta intrinsicamente ligada a elas. Essas orbitas governam a
dindmica de sistemas de descargas incandescente [23], dos pulsos de neurdnios [8, 24],
da intermiténcia em artérias de coelhos [25], dos fenomenos de ruido induzido [26],
de osciladores eletroquimicos [27], e de rea¢oes quimicas [28, 29, 22]. No laser COs,
érbitas heteroclinicas sao responséaveis pelo tempo de retorno da trajetéria [30], no
entanto, as trajetérias na vizinhanca dessa érbita podem ser analisadas da mesma

forma com que analisamos a érbita homoclinica.

Existem muitos trabalhos experimentais em que a dinamica é associada as orbitas
homoclinicas. No entanto, essa associacao é feita com base na analise tedrica das
equacoes do sistema, ou, quando nao se pode extrair do sistema suas equagoes, com
base na forma do atrator cadtico que descreve trajetérias similares a das orbitas
homoclinicas de Shilnikov. Isso se deve a dificuldade em medi-las. A importancia
das experiéncias, que propomos, estd em mostrar a existéncia de érbitas homoclinicas

em um sistema real e da sua influéncia na dinamica.

Neste capitulo, propomos trés experiéncias que farao uso de um mesmo aparato
experimental. A primeira visa determinar as 6rbitas homoclinicas no circuito Double
Scroll. A segunda, levantar as curvas das familias de érbitas homoclinicas primérias
principais. E a terceira experiéncia verifica a relacao das érbitas homoclinicas com
a fronteira, no espaco dos parametros, entre os atratores cadticos tipo Rossler e o
Double Scroll. Experiéncias com o circuito Double Scroll tém sido realizadas por

pesquisadores do Instituto de Fisica da USP no laboratério de Fenomenos Nao-

159



160 Experiéncias com Orbitas Homoclinicas

Lineares, coordenado pelo Prof. José Carlos Sartorelli [40, 83]. As experiéncias
propostas podem ser realizadas nesse laboratério que ja conta com equipamentos

apropriados para isso.

9.1 Aspectos Teodricos Gerais

Nesta secao, vamos discutir a teoria, que ja foi apresentada, ressaltando os pon-
tos essenciais, tanto do circuito Double Scroll como do método de obtencao das
orbitas homoclinicas, suficientes para a compreensao dos experimentos. Como a
teoria foi desenvolvida utilizando coordenadas adimensionais, faz-se necessario uma

interpretacao fisica dos resultados para que se possa usar a teoria no experimento.

9.1.1 Coordenadas Adimensionais X Coordenadas Reais

Na figura 9.1(a) estd o circuito Double Scroll na sua representacao simplificada e,

em (b), a curva caracteristica do elemento Ry. mg e m; s@o os coeficientes angulares

R i;e,, (a)
W
Lg V. =C, V. =C, %RN
i
L
g iﬁn (b)
Ny T
N B
_BP T i %e
il s

Figura 9.1: (a) Circuito Double Scroll. (b) Curva caracteristica do elemento Ry .

e B, é o valor da tensao em que a curva muda de inclinagao. O circuito eletronico

que desempenha o papel de Ry estd apresentado na secao 9.5. As relacoes entre as
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grandezas envolvidas, na solucao do circuito, e as variaveis adimensionais sao dada

por:
- V01 . V02 s RZL
- Bp’ Yy = Bp7 - pr
e e ot (9.1)
o "TTL T RGy

a=Rm; e b= Rmy.

Como foi discutido no capitulo 2, cada componente equivale a um parametro de
controle. Ry contribui com dois parametros, as inclinagoes mg e my, sendo, no total,
sete parametros de controle, R, Cy, Cy, L, my, my e B, As varidveis adimensionais
mostram que o sistema pode ser reduzido a quatro parametros: «, 3, a e b. Fixando
a e b ficamos somente com dois parametros de controle. No sistema real, isso pode
ser obtido mantendo fixos R, L, mg e my. Assim, os parametros « e 3 equivalem a
ajustes nos capacitores C e Cs.

O sistema apresenta trés pontos fixos, P_, Py e P,, cada um relacionado com
uma inclinagao da curva caracteristica de Ry. No sistema adimensional, para os
valores fixos de a = —2 e b= -2, P. = (1,5,0,-1,5), Py = (0, 0, 0) ¢ Py = (-1,5,
0, 1,5). Dado os valores das inclinagoes de mg e my, com as relagoes apresentadas
em 9.1 determina-se R. O indutor deve ser escolhido de tal forma que C; e Cs
sejam praticaveis. Pode-se convenientemente escolher B, = 1V e os pontos fixos, no
sistema de coordenadas naturais, serao dados por

Po=(1,5V, 0V, 2A), Py=(0V, 0, 04) e Py =(-1,5V, 0V, }24). (9.2)

A oOrbita homoclinica, a ser estudada neste experimento, é formada pela juncao

das variedades estavel e instavel do ponto fixo Fj.

9.1.2 Subespacgos e as Manifestagoes do Circuito

Para detectar as érbitas homoclinicas, assim como fizemos para determina-las
numericamente, vamos tirar proveito da topologia dos subespagos.

Na prética, nao é possivel calcular d,, (distancia indicada na figura 9.2 e definida
na segao 7.1.1) com precisao, porque a medida da trajetéria ocorre em intervalos de
tempo discretos limitados pelo equipamento utilizado. Além do mais, existe o ruido

do sistema. Por outro lado, ainda que tivéssemos medidas precisas da dinamica
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Figura 9.2: EY(P,) e E°(P,) sdo, respectivamente, os subespacos instdvel e estivel de Py. Dada
uma condic3o inicial em EY(P,), a érbita homoclinica ocorre quando a trajetéria penetra em E°(F)
através da linha Lg. Nesse caso, d,,=0.

em intervalos suficientemente pequenos, teriamos problemas em determinar a linha
Lo, dado a tolerancia dos componente. Lembramos que Ly, ¢é a interseccao entre
o subespaco estavel E°(F) e a fronteira U, entre os dominios Dy e D, . A variagao
do capacitor a intervalos discretos é outro agravante. Por esses motivos, dificilmente
verificaremos d,, = 0, ou seja, a 6rbita homoclinica com seu exato conjunto de
parametros. O que precisa ser observado é o comportamento da trajetéria. Se ela
passar de D, para D, e retornar para D, é porque estamos na situacao em que
d, > 0, se for para D_, entdo d,, < 0. Isso é causado pelo subespaco instavel EV ()
que de um lado de E(F,) conduz o fluxo para D, e do outro, para D_. Sdo essas
as manifestacoes do circuito que indicarao o sentido em que o parametro deve ser

variado para obtermos a dérbita homoclinica procurada (correspondente a d,, = 0).

9.2 Experimento I: Orbitas Homoclinicas
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Objetivo

Nesta primeira experiéncia, vamos apresentar uma solucao pratica para determi-
nar o conjunto que forma a variedade instével do circuito Double Scroll. Em seguida
propomos um aparato experimental capaz de detectar a presenca de uma érbita ho-
moclinica, do tipo H,, de qualquer ordem. Esta experiéncia também servird de base

para a realizacao da Experiéncia II apresentada na secao 9.3.

Introducao Teérica

Existem duas grandes dificuldade que devem ser vencidas para detectar uma
6rbita homoclinica. A primeira é que deve-se variar os parametros de controle com
passos muito pequenos. A segunda, nem sempre possivel em sistemas reais, é que
deve-se escolher uma condigao inicial na variedade instavel, para verificar se ela
forma uma 6rbita homoclinica.

Podemos simplificar o espaco dos parametros se, além de R, L, mg e my, manti-
vermos fixo Cy. Assim, C] serd o unico parametro de controle, o que é equivalente
a fixarmos ( e variarmos « do sistema adimensional. Pode-se usar um varicap
(capacitor varidvel) em C] e, com isso, alterar sua capacitancia de modo continuo.

O ponto fixo Py, ao qual esta associada a o6rbita homoclinica, estd localizado na
origem do espacgo de fase, ou seja, as tensoes em Vi, e Vi, e a corrente em 7y, sao
nulas. Para conseguir essa situagao, basta aterrar os capacitores C; e Cs, eliminando
as tensoes sobre eles, que necessariamente a corrente no indutor serd nula, também.
Isso pode ser feito por um relé que abre e curto-circuita os capacitores simultanea-
mente. Na secao 9.5 apresentamos maiores detalhes sobre o circuito eletronico. Se
o sistema fosse ideal, essa situagao se manteria indefinidamente, ja que Vo, =0 € a
Unica situagao em que Ry nao fornece energia para o sistema, como pode ser visto
pela sua curva caracteristica (figura 9.1(b)). Mas, gragas a instabilidade inerente
a um sistema real, o sistema perde o equilibrio deixando P, através de sua varie-
dade instavel. E, dessa forma, é possivel garantir uma trajetoria sobre a variedade.
Variando o variac, segundo as manifestacoes do circuito, e aterrando o sistema, de
forma sistematica, cada vez que fizermos uma nova medida, serd possivel encontrar

parametros proximos aos parametros em que existe uma orbita homoclinica.

Parte Experimental

A figura 9.3 mostra um diagrama em blocos, simplificado, do funcionamento

operacional do experimento para detectar uma orbita homoclinica. O motor de
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Figura 9.3: Diagrama em blocos da experiéncia .

passo é capaz de aumentar e diminuir o valor de (1, mediante um sinal de disparo
enviado pelo computador. O sinal de disparo faz com que as chaves S; e S5 se
fechem, por um tempo suficiente para descarregar completamente os capacitores C
e (5, e se abram, simultaneamente. O sistema ¢é todo controlado pelo computador
que é gerenciado por um programa capaz de tomar decisoes em funcao das tensoes
Ve, e Ve, medidas.

E necessério, a priori, relacionar o nimero de passos com a capacitancia do
capacitor, para que, durante a experiéncia, nao seja necessario medi-lo cada vez que
variarmos sua capacitancia.

Ja com a informacao da ordem da dérbita homoclinica que se quer detectar, o
computador manda sinais de passos para o motor de passo até que o capacitor C
atinja um valor em que o comportamento dinamico esteja num regime cadtico tipo
Rossler. Com isso, garantimos que o capacitor estd com um valor superior ao ne-
cessario para a Orbita homoclinica desejada. Entao, o computador manda um sinal
de disparo para o circuito e passa a medir V¢, e Vi,. As tensdes medidas correspon-
dem a uma trajetoria descrita pela variedade instavel de F,. Apds a trajetoria ter
dado o ntimero de voltas, em torno de P, ou de P_, igual a ordem da érbita desejada,
o programa analisa a divergéncia do sistema, verificando a sua manifestacao. Para
eliminar o problema da instabilidade do sistema, faz-se pelo menos uma centena de
disparos. Neste primeiro conjunto de medidas, o programa identificard que 100%
das medidas indicam d,, > 0, ja que ele esta operando no atrator tipo Rossler. Entao

o computador manda um sinal para o motor de passo, que diminui a capacitancia
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de C;. Este procedimento deve ser repetido até que as medidas acusem 50% dos
desvios com d,, > 0 e os outro 50%, com d,, < 0. Podemos considerar esse resultado

como sendo a detecgao da érbita homoclinica.

9.3 Experimento II: Familias de Orbitas Homo-

clinicas

Objetivo

O experimento I, apresentado na secao 9.2, permite determinar uma 6rbita ho-
moclinica fazendo-se uma varredura de codimensao 1 do parametro (varia-se apenas
um parametro, o C). Neste experimento propomos verificar as érbitas homoclinicas
principais, no espacgo dos parametros « e 3 ou, equivalentemente, C; e Cy. Como

resultado espera-se obter as familias de érbitas homoclinicas principais.

Introducao Teérica

Como foi visto na secao 8.2, as drbitas homoclinicas estao espalhadas numa
vasta regiao do espaco dos parametros, desde as regioes em que existem atratores
caodticos e periddicos, até as regides onde o sistema diverge. Elas formam conjuntos
continuos, no espaco dos parametros, as quais damos o nome de curvas de bifurcagao,
ou simplesmente de familias. As familias de 6rbitas homoclinicas sao os conjuntos
sobre 0s quais concentram-se as demais érbitas H,. A figura 9.4 mostra o resultado
da analise numérica das érbitas homoclinicas primérias principais. A fronteira entre
os atratores, tipo Rossler e Double Scroll, encontra-se nas proximidades de uma
linha imagindria que une os vértices das familias de 6rbitas homoclinicas. Do lado

esquerdo da linha estd o atrator tipo Rossler e do direito, o Double Scroll.

Parte Experimental

A figura 9.5 mostra o diagrama em blocos da experiéncia II. Note que ele é
exatamente o mesmo da experiéncia I, a menos da inclusao da saida passo Cj,
que serve para controlar a capacitancia de Cs. O inicio desta experiéncia é feita
exatamente igual a parte pratica da experiéncia I. Apds a drbita ser detectada, o
capacitor Cy deve ser variado, e o procedimento é reinicializado mantendo-se fixo Cj.

Se a capacitancia de 'y sofrer um aumento, conseqiientemente havera um aumento
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de (e a, como pode ser visto pelas relagoes 9.1. Portanto, para detectar a orbita
homoclinica para esse novo [ deve-se aumentar o capacitor C; até que a dinamica
se comporte como o atrator cadtico tipo Rossler, e repete-se o procedimento da
experiéncia I. Se o capacitor (5 sofrer uma diminuigao, entao deve-se diminuir C}

até encontrar o atrator tipo Rossler.

9.4 Experimento III: Orbitas Homoclinicas na Fron-

teira Caos-Caos

Objetivo

O caos homoclinico ocorre em um sistema que tem comportamento cadtico de-
vido a existéncia de uma érbita homoclinica. No fluxo, em sistemas que atendem
ao teorema de Shilnikov, as dérbitas homoclinicas estao diretamente associadas a
existéncia de drbitas periddicas, formando a ferradura de Smale, que é um icone

em caos. Nesta experiéncia propomos determinar as érbitas homoclinicas que estao

200
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Figura 9.4: Familias primdrias principais de 6rbitas homoclinicas no espaco dos pardmetros.
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Figura 9.5: Diagrama em blocos da experiéncia Il.

relacionadas com a transicao entre os atratores tipo Rossler e Double Scroll.

Introducao Teérica

O circuito Double Scroll apresenta essencialmente dois atratores cadticos, o tipo
Rossler e Double Scroll. Como comentado na introducao teérica do experimento II,
a regiao a esquerda dos vértices, das familias apresentadas na figura 9.4, corresponde
ao conjunto de parametros em que ocorre o atrator tipo Rossler e a direita, o Double
Scroll. Esses vértices estao localizados numa regiao préxima a fronteira entre esses
atratores caoticos. Isso mostra que essas orbitas estao relacionadas com a transicao

caos-caos desse circuito.

Uma caracteristica importante desse circuito é que ele apresenta simetria impar
f(z) = —f(—x). Isso permite uma coexisténcia dos dois atratores tipo Rdossler.
Mantendo-se o parametro (3 fixo e variando-se «, positivamente, eles crescem no
espaco de fase até se tocarem, e desaparecem, ao formar o atrator Double Scroll.
Esse encontro se d4 exatamente no subespaco estavel E°(F,). Assim, no exato ins-
tante desse encontro, nao ha atratores cadticos, mas sim um transiente cadtico que
leva as trajetorias para a origem. Conseqiientemente, o conjunto que forma a varie-
dade instavel de P, convergira para ele também, formando uma orbita homoclinica

complexa e topologicamente parecida com o transiente cadtico.



168 Experiéncias com Orbitas Homoclinicas

Parte Experimental

A experiéncia é feita usando uma montagem que deve seguir o mesmo esquema
em blocos da figura 9.4. Primeiramente calibramos, externamente, os capacitores C
e (5 para obter o atrator tipo Rossler. Com os capacitores calibrados, comegamos
a experiéncia. O computador manda um sinal de disparo para o circuito, fechando
as chaves S1 e S2, e, em seguida, abre-as simultaneamente. O circuito passa entao a
operar em regime caotico, tipo Rossler, na regiao de P, ou de P_ e envia os dados
para o computador. Este, por sua vez, passa a enviar sinais para o motor de passos
de (1, a intervalos de tempos que garantam que o sistema esta operando no seu
estado de equilibrio, até que o sistema perceba que o atrator cadtico mudou para o
Double Scroll. Esse é o sinal que os parametros estao préximos da fronteira entre

0s atratores caodticos.

O computador manda sinais de passos para que o capacitor C; aumente sua
capacitancia (diminua «) e envia um sinal de disparo. Com isso, as chaves S; e Sy
fecham-se, durante um tempo suficiente para que os capacitores estejam completa-
mente descarregados, e, em seguida, se abrem simultaneamente. O circuito passa
entdao a operar novamente em regime caotico, tipo Rossler, na regiao de P, ou de
P_ e envia os dados, referentes a variedade instavel de Fy, para o computador até
que, ou tenha atingido um tempo limite ou a trajetoria tenha mudado de regiao.
Realizam-se pelo menos uma centena de disparos nas mesmas condigoes. A idéia é
que, devido as instabilidades do sistema, as medidas serao sempre diferentes, sendo
necessario uma amostragem para se concluir como o circuito estd se comportando.
Neste primeiro conjunto de disparos nao havera desvios de direcao da trajetoria para
a outra regiao, em func¢ao da calibracao inicial. Entao o computador manda um sinal
para o motor de passos para aumentar a capacitancia do capacitor C';. Repete-se
novamente todo este processo, até que em todos os disparos se tenha observado
desvio da trajetoria. Isso garante que o sistema estd calibrado nas proximidades
da fronteira. Entao o computador grava o nimero de revolugoes que foram dadas,
em torno de P, ou P_, até o instante em que o sistema sofreu o desvio. Essas re-
volugoes se aproximarao das revolucgoes da orbita homoclinica da fronteira, quanto
mais proximo da fronteira o sistema estiver operando. Consideraremos a média des-
sas revolugoes como a ordem n da 6rbita homoclinica. O computador entao manda
um sinal de passo para que o capacitor Cy varie aumente seu valor, e repete-se o

mesmo procedimento para caracterizar o restante da fronteira.
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9.5 Circuito eletronico

As experiéncias propostas medem, essencialmente, o conjunto que forma a varie-
dade instavel do ponto fixo Fy. Dar uma condicao inicial na variedade somente foi
possivel porque, no circuito Double Scroll, pode-se calibra-lo para que ele opere na
condi¢ao em que as varidveis (corrente iy, e as tensoes Vg, e Vi,) estejam no ponto
fixo instavel, a qual a érbita homoclinica pertence. Para fazer com que o circuito
opere segundo as descri¢oes da parte pratica das experiéncias, ele deve sofrer algumas

implementagoes que discutimos nesta sec¢ao.
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Figura 9.6: Esquema elétrico do circuito Double Scroll. A linha tracejada corresponde ao circuito
eletrénico que simula a resisténcia negativa linear por partes (Ry). Os amplificadores operacionais
OA—1e OA—2isolam as saidas do circuito. As chaves S; e S tornam as varidveis do sistema, V¢,

Ve, e ir, nulos.

A figura 9.6 mostra o circuito Double Scroll com as adptaces necessérias para
os experimentos I, IT e III. A regiao delimitada pela linha tracejada é o circuito
eletronico que funciona como uma resisténcia negativa linear por partes (Ry), cuja

curva caracteristica estd na figura 9.1(b). Considerando que R; = Ry e Ry = Ry, e
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que P3 é um potenciometro, as inclinacoes m; e mg sao dadas por my; = —%3 emg=

—%, respectivamente. P; e P, sao potenciometros que devem ser calibrados
com o mesmo valor. A tensao B,, para a qual ocorre a mudanca da inclinagao da
curva caracteristica, ¢ dada por B, = %Vcc. O amplificador operacional OA — 3
é o componente ativo responsavel pela introducao de energia no circuito.

O circuito Double Scroll é composto pelo circuito Ry, que funciona como uma
resisténcia negativa (fornece energia ao sistema), os capacitores C; e Cy, o indutor L
e o resistor R. As chaves Sy e Sy foram acrescentadas para, quando fechadas, levar o
sistema na situagao de equilibrio instavel do ponto fixo Fy. Quando abertas, ou seja
no instante seguinte ao sistema estar no ponto fixo, a instabilidade natural do sistema
fara com que as variaveis descrevam a variedade instavel. Para isso deve-se garantir
que as chaves abram simultaneamente, caso contrario, nao sera mais a variedade
que se estard observando. Assim, as chaves S; e Sy pertencem a um mesmo relé
acionado por um unico pulso, o que garante que elas se abrirao simultaneamente.
Os amplificadores operacionais OA — 1 e OA — 2 estao operando na configuracao
de buffer, o que garante uma impedancia infinita entre o equipamento de medida
e o circuito, evitando que as impedancias do equipamento de medida interfiram no

desempenho do circuito.
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Conclusao

As investigacgoes feitas nos circuitos Double Scroll continuo e descontinuo mostra-
ram que o comportamento dinamico desses sistemas apresenta diferencas marcantes,
apesar das semelhancas entre as equacoes diferenciais que os descrevem. O circuito
Double Scroll descontinuo apresenta somente atratores pontuais ou cadticos. Assim
que o atrator pontual perde a sua estabilidade, por uma variagao de seus parametros,
surge um atrator cadtico. Esse atrator sofre pequenas modificacoes na sua dinamica
para diferentes regioes do espaco de parametros, e nao identificamos coexisténcia de
atratores. Este sistema nao apresenta formacao de érbitas homoclinicas, conforme
demonstramos no capitulo 6. O seu comportamento cadtico é denominado como

caos robusto, devido a auséncia de érbitas periddicas estaveis.

O circuito Double Scroll continuo apresenta atratores pontuais, periédicos ou
cadticos [43]. Para uma variacdo dos parametros, o atrator pontual sofre uma
bifurcagao de Hopf [59], transformando-se num ciclo limite, e passa a sofrer infi-
nitamente duplicagoes de periodo até atingir o regime cadtico, descrevendo uma
rota para o caos via cendrio de Feigenbaum [60]. Os atratores cadticos tipo Ross-
ler e Double Scroll sao caracteristicos deste sistema e, na regiao do espago dos
parametros onde eles ocorrem, observamos diversas janelas peridédicas. Este sistema
apresenta, também, coexisténcia de atratores. Neste trabalho mostramos que a
transicao de comportamento do atrator tipo Rossler para o Double Scroll, no espago

dos parametros, é marcada por uma densa povoacao de érbitas homoclinicas de
Shilnikov.

Através do estudo de subespacos e variedades, desenvolvemos um método para
obter orbitas homoclinicas e heteroclinicas, de pontos fixos tipo sela nd, em sistemas

lineares por parte [45]. Esse método mostrou-se eficiente e com alto grau de precisao
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na determinacao dos parametros em que a orbita homoclinica ocorre. O método foi
estendido para determinar érbitas de diversos graus de complexidade em todos os
pontos fixos do sistema. A nossa investigacdo numérica revelou que existe uma
grande quantidade de érbitas homoclinicas no espago dos parametros agrupadas em
curvas que se acumulam na regiao onde se encontra a fronteira entre os atratores
tipo Rossler e Double Scroll.

Estudos anteriores de codimensao um, da classe de sistemas de equagoes dife-
renciais do teorema de Shilnikov, demonstraram que a existéncia de uma o6rbita
homoclinica primaria H; é suficiente para garantir a existéncia de infinitas 6rbitas
homoclinicas subsididrias [31, 33]. Além disso, no espago dos parametros, a sub-
sididria Hs se acumula numa priméria H;, segundo uma lei de escala [32]. O nosso
estudo revelou que existem outras érbitas homoclinicas primarias H;, com comple-
xidades muito mais elevadas que a de Hy, e que a lei de escala, que anteriormente
descrevia a acumulacao da subsididria Hy na primaria Hy, é valida também para
acumulagoes da subsididria Hy; na primdria [, e da subsidiaria H,,; na subsididria
H;—1); [46]. Esse resultado é um coroldrio do teorema de Shilnikov.

Baseado nas observagoes da formacao das familias de érbitas homoclinicas no
espago dos parametros do circuito Double Scroll e no desenvolvimento da anélise
analitica que resultou na generalizacao da lei de escala, fizemos um estudo de co-
dimensao dois baseado na teoria de codimensao um, que resultou na identificagao
de estruturas de érbitas homoclinicas que descreveram completamente o cenéario ho-
moclinico no espago dos parametros do circuito Double Scroll continuo. Como o
cenario esta previsto pela teoria de codimensao um, acreditamos que ele é carac-
teristico dos sistemas que apresentam orbitas homoclinicas requeridos pelo teorema
de Shilnikov [44].

Para confirmacao experimental de alguns dos resultados desta tese, sugerimos
trés experimentos envolvendo érbitas homoclinicas, usando o circuito Double Scroll
continuo. A primeira experiéncia tem como objetivo detectar a presenca de érbitas
homoclinicas, a segunda, de determinar familias de orbitas homoclinicas e a ter-
ceira experiéncia deve resultar na confirmacao da macica presenca das orbitas ho-
moclinicas na fronteira entre os atratores cadticos Rossler e Double Scroll, tal qual
verificado nas simulagoes e em acordo com a analise tedrica de codimensao dois.
Estas experiéncias sao relevantes por envolverem a verificagao experimental da exis-
téncia de orbitas homoclinicas e da relagao delas com a dinamica cadtica do sistema.
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