
 Rotas para o Caos 
 

Disciplina: Caos em Sistemas Dissipativos 
 

Instituto de Físca, Universidade de São Paulo 
 



Índice 

•  I- Mapa do Círculo 

•  II- Cenário de Ruelle-Takens 

•  III- Janelas Periódicas 



II- Mapa do Círculo 
 

(Unidimensional)  



Mapa do Círculo 

K: constante de acoplamento 
Ω: frequência de forçamento 
 
                  K = 0 → rotação  
 Ω = n/m → órbitas periódicas 
Ω = irracional → órbitas quase-periódicas 
 





Espaço dos Parâmetros 

K 

Ω 

Preto: órbitas periódicas 
 
K~ 0 → linguas de Arnold  

0 

4π 

0 1 

Multiestabilidade  
(coexistência de atratores) 

Ω = n/m → órbitas periódicas 
Ω = irracional → órbitas quase-
periódicas 
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Mapa do Círculo

A cor azul representa período 1, a cor verde período 2,
vermelho período 3, ciano período 4, rosa período 5,
amarelo representa regiões caóticas com expoente de
Lyapunov maiores que 0, 001.
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Biestabilidade

Diagrama de estabilidade para x0 = 0, 32
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Biestabilidade

Diagrama de estabilidade para x0 = 0, 78
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Biestabilidade 2

Azul indica periodo 1, verde período 2, vermelho
período 3, ciano período 4, rosa caos com expoente de
Lyapunov maior que 0, 001
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Diagramas de Bifurcação

Diagrama de bifurcação para w = 5 e x0 = 0, 235621.
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Diagramas de Bifurcação

Ampliação do Diagrama anterior.
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Número de Rotação 

Órbitas regulares 
ω = racional = n/m → órbitas periódicas 
ω = irracional → órbitas quase-periódicas 
 
Órbitas caóticas →  ω não converge 



A Escada do Diabo 

ω 

Ω 
Número de rotação ω x frequência Ω 
 para K = 1  

Órbitas periódicas 
→ ω = m/n = cte. 
 



Escada do Diabo (Fractal) 

ω 

Ω 

Número de rotação X frequência 
(amplitude fixa) 



Escada do Diabo (Fractal) 

ω 

Ω 

Ω cte→ órbita periódica 

Número de rotação X frequência (amplitude fixa) 



                                

                                                                                                                              

A plot of the map winding number        resulting from mode locking as a function of       for the circle map  
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Número de Rotação de Algumas Órbitas Periódicas  

Número de rotação x frequência (K = 1) 
(W não depende da condição inicial) 

  

W = m/n, constante, 
menos no conjunto 
de Cantor  
(dimensão 0,9x10-4) 

 
 



Cálculo do Número de Rotação ω 

Preto: ω = 0 
Verde: ω = 0,5 
Vermelho: ω = 1 

K 

Ω 
0 

2π 

0 1 



II- Cenário de Ruelle-Takens 





Rota em um Mapa de Poincaré Bidimensional  
(Fluxo Tridimensional) 





Evidências Experimentais 



III- Janelas Periódicas:  
Um Cenário Homoclínico 

Rene O. Medrano-T., Iberê L. Caldas 
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crescentes  amenteprogressiv  períodos com  janelas  de  Sequência-c

janelas dessas  ãoDistribuiç-b

is)diferencia  equações  e  mapas  (para periódicas  Janelas-a

:explicadas serem a esPropriedad

caóticas  soluções  com  lineares  não  equações das  parâmetros  dos  Espaço
 :Motivação



c  b,  ,a  : controle de Parâmetros
sional  tridimenfase  de  espaço    z y,  x,:Variáveis

z ) c  - x  (    b    z

y a    x   y

z -y   -    x

Roessler de Sistema

→

+=

+=

=

•

•

•



Chaos 
Alligood et al. 

Atrator Caótico 
de Roessler 



periódicas  janelas  das  ãodistribuiçparâmetros
dos  espaço  no  ashomoclínic  órbitas  de  ãodistribuiç  da  Descoberta 

:Shilnikov  de    teoremado   Aplicação

ashomoclínic  órbitas  das
  tornoem  periódicas  janelas de 

 ,parâmetros  dos  espaço no ão,distribuiç

ashomoclínic  órbitas

  Shilnikov   de    teoremapelo  Previsto

Roessler  de  equações  as  para  obtidos   Resultados
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⎪
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Sistema de Roessler 
Atratores no Espaço dos Parâmetros 

Azul: ponto fixo 
Vermelho: infinito 
Amarelo: atrator caótico 
Preto a branco: atrator periódico 

Expoente de Lypunov do atrator periódico 
(graduação crescente de branco para preto) 
b = 0,3 



Janela Periódica no Espaço dos Parâmetros 
(b = 0.3) 

Graduação crescente de branco para 
preto: expoente de Lypunov do atrator 
periódico 

Amarelo: atrator caótico 
 



Sistema de Roessler 
Órbitas Homoclínicas e Atratores no Espaço dos Parâmetros 

ashomoclínic órbitas com parâmetros :H~eH  Linhas 11



Sequências de Janelas Periódicas 
Órbitas Homoclínicas H1 

5436543

109876543

C,C,C  Janelas  (d)B,B,B,B  Janelas  (c)
A,A,A,A  Janelas  (b)A,A,A,A   periódicas  Janelas  (a)



Órbita 
homoclínica 

Órbita Homoclínica e Órbitas Periódicas Associadas 


