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RESUMO

Nest.e trabalho investigamos dois tipos de invariantes
em Fisica de Plasmas. Atraves do método de analise de similaridade,
pesquisamos a existéncia de invariantes para duas equacgoes
nio-lineares tipicas de fluidos. Obtivemos também um invariante médio
que descreve superficies magnéticas médias, para um sistema sem
simetria, constituido de um equilibrio perturbado, por correntes
elétricas em hélices ressonantes, em um tokamak. Ao analisarmos estas
superficies magnéticas médias, concluimos que as ilhas magnéticas se
aproximam do centro do plasma e que suas larguras diminuem com o

aumento da press3o.



ABSTRACT

In this work, we study two kinds of invariants of
Plasma Physics. Using the similarity method, we research the existence
of invariants for two fluid equations. We obtained an average
invariant, which describes average magnetic surfaces for a system
without symmetry. This system constituts of a tokamak equilibrium
perturbed by resonant helical windings. Through the analysis of the
average surfaces, we concluded that the magnetic islands go nearer the

plasma centre and that their width become smaller, as the pressure

increases.
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CAPITULO I

INTRODUGZO

Invariantes desempenham um papel fundamental na Fisica.
A existéncia de um invariante esta sempre relacionada a uma simetria
do sistema. A partir do conhecimento de um invariante, podemos ent3o
simplificar o problema, e as vezes soluciona-lo.

Neste trabalho, estudamos dois tipos de invariantes que
aparecem na Fisica de Plasmas. O primeiro tipc estudado relaciona-se
as equagdes ndo-lineares e descreve uma superficie invariante para a
variavel dependente da equagdo. A outra classe de invariantes pode
representar as linhas do campo magnético, caso o sistema possua
simetria espacial.

Para a obtengido dos invariantes de uma equagao
nao-linear utilizamos as simetrias internas desta equagdo, aplicando a
mesma uma transformag3o infinitesimal (Ames 72). Uma vez conhecida a
transformacgao infinitesimal mais geral, que deixa a equagdo
invariante, podemos obter a equagdo de uma superficie invariante para
a variavel dependente. Obtemos ent3o, fungBSes que s3o0 invariantes
nesta superficie e as consideramos as novas variaveis da nossa
equagdo, permitindo sua simplificag3o através da redugio do numero de
variaveis da equagdo n3o-linear. Este método esta exposto no capitulo
II.

Utilizamos o método descrito acima para analisar uma
equagdo nio-linear que descreve ondas de deriva em um plasma de baixo
beta <(capitulo II). Esta aqua:;ﬁ’o apresenta interesse, uma vez que
considera gradientes de temperatura e densidade e possui solug8es que
descrevem ondas n3ao-lineares gerais, ondas solitarias e ondas
senoidais <(Tasso 67, Oraevsky et al. 69). Além disso, perturbagdes
sobre o sistema descrito poresta equag3o podem levar a uma evolugso

cadtica de suas variaveis (Kaifen et al 88)D.

No capitulo III, aplicamos este mesmo método no estudo



de uma classe de equagBes n3o-lineares, que possui constantes de
movimento (Caldas et al 79). O exemplo mais conhecido desta classe de
equagBes & a equagido de Korteweg - de Vries, que possul infinitas
constantes de movimento e para a qual este método Ja foi aplicado
(Schen et al 74>. A descoberta de invariantes para outras equagdes
dessa classe poderia indicar a existéncia de propriedades de simetria
relevantes, como novas constantes de movimento.

O método de andlise de similaridade é importante devido
a inexisténcia de métodos gerais de resolugso para equagles
n3o-lineares, pois permite uma simplificag3o da equag3do considerada, o
que pode levar a obtengdo de suas solugBes (Ames T72).

Como ja& citamos, o mapeamento das linhas do campo
magnético pode ser representado por um invariante quando ha alguma
simetria espacial. Consideramos o caso em que um equilibrio toroidal,
com simetria azimutal, é perturbado por hélices ressonantes. Devido a
perturbag3o, deixa de haver simetria e, portanto, n3doc ha&a um invariante
que descreva as linhas do campo magnético. Porém considerando que a
amplitude da perturbagio é pequena, podemos descrever aproximadamente
o problema através de um invariante médio. Este invariante médio &,
portanto, um invariante aproximado para o problema real. Ele é obtido
através do calculo de uma média no angulo poloidal do potencial vetor
que descreve o problema (Cary 84>. A descrigSo do método de obtengdo
de invariantes aproximados esta no capitulo 1IV.

No capitulo v, descrevemos o equilibrio toroidal
considerado (Shafranov 60). Primeiramente, utilizaremos perturbagdes
helicoidais ressonantes no tokamak, sem levar em conta o efeito
toroidal e que sera considerado numa segunda etapa. Obtemos estas
perturbacBes e seus invariantes no capitulo VI.

Fazemos uma superposigdo linear do campo de equilibrio
com o campo da perturbacgio, supondo que este tenha intensidade muito
menor que aquele, e considerando que esta superposigio descreve,
aproximadamente, o campo magnético presente no tokamak. No capitulo
VII obtemos o invariante médio que representa esta superposigio de
campos e analisamos as ilhas magnéticas médias que aparecem ao redor
de superficies magnéticas médias definidas por este invariante, bem

como a variagdo de sua largura com a press3o do plasma.



AplicagBes numéricas s3o apresentadas com os parametros
tipicos do tokamak TBR-1, o que permite a utilizagio dos resultados
obtidos para interpretar algumas experiéncias realizadas nesse tokamak
com hélices ressonantes.

As conclusSes e sugestSes para a continuagao deste
trabalho est3o apresentadas no capitulo VIII. Os apéndices de A a D se
referem aos calculos dos capitulos II, III, V, e VI. No apéndice E é&
apresent.ado o programa utilizado para calcular as superficies

magnéticas a partir de uma f ungdoc ¥ que as descreva.



CAPITULO 1II

INVARIANTES DE UMA EQUAGAO NXO-LINEAR PARA ONDAS DE DERIVA

II.1- INTRODUGZXO

Neste capitulo, fazemos uma analise de similaridade de
uma equagio nJo-linear que descreve ondas de deriva em um plasma com
um gradiente de temperatura e baixo beta (Tasso 67)D.

Primeiramente descrevemos o método de analise de
similaridade seguindo Ames <C(Ames 72). Obtemos, ent3io a equacio

mencionada a partir da teoria para dois fluidos (Oraevsky et al.69) e

a analisamos com o método mencionado acima.

II.2- DESCRIGAO DO METODO UTILIZADO

O propésitoc destes pPrimeiros capitulos & investigar a
existéncia de invariantes de duas equagSes nado-lineares distintas. A
técnica utilizada & a obtencao da transformag3o infinitesimal mais
geral que deixa estas equagdes invariantes. Para achar esta
transformag3o infinitesimal, exploramos as simetrias internas destas
equagdes numa tentativa de deix&-las mais simples ou soluveis. Este

método de resolugao de equagles diferenciais ¢ denominado analise de

similaridade <(Ames 72>. O resultado é uma nova equagiao expressa em

termos de um conjunt.o de variaveis independentes similares
dnvariantes), em numero menor que o conjunto original de variaveis,

Este novo conjunto de variaveis ¢é obtido a partir das equagles de

Lagrange <(Ames 72D, quandoe a transf ormagao infinitesimal que deixa a
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equagac invariante n3o é trivial.

Este método ja foi aplicado a diversas equagSes
ndo-lineares como a de Korteweg - de Vries (KdV) (Schen et al. 74> e a
equagdo de Schrodinger NSo-linear (Johnson et al. 79). A partir dos
grupos de transformagBes infinitesimais n3o triviais, que deixam estas
equagles invariantes, foram obtidas as variaveis similares
(nvariantes> que possibilitaram a obteng8o de equagdes diferenciais
ordinarias simplificando a obtengdo de solugdes. Estas equagles, com
infinitas constantes de movimento, s3o integraveis (Lax 752.
Entretanto, se perturbadas por forgas externas periédicas, elas podem
descrever um sistema de comportamento caético (Kaifen et al 87>. A
descoberta de invariantes de uma equag3o n3o-linear, pela aplicag3do do
método de analise de similaridade, poderia ent3o sugerir a existéncia

de outras propriedades importantes desta equagio.

I1.3- OBTENGAO DA EQUAGAO NAO-LINEAR PARA ONDAS DE DERIVA

Se um plasma magnetizado possui gradientes de
temperatura ou densidade, suas particulas tém wuma deriva associada a
estes gradientes e as oscilagSes do plasma podem ser excitadas. Estas
oscilagSes s3Ho denominadas ondas de deriva. A importancia destas ondas
vem do fato que todo plasma confinado contém regides inomogéneas
capazes de causar movimentos de deriva associados a ondas de deriva.

A primeira equag3c a ser analisada descreve ondas de
deriva n3o-lineares em um plasma com gradiente de temperatura. Esta
equagac foi obtida por Tasso (Tasso 67, Oraevsky et al. 69> para um
plasma de baixo beta, considerando ondas de deriva estacionarias com
um potencial eletrostatico ¢ . Consideraremos x como a diregao dos
gradientes do equilibrio e z a diregiac do campo magnético. A variagao
dos gradientes na diregdo x é suposta pequena e a temperatura idnica &
considerada muito menor que a temperatura dos elétrons. Para a dedug3o
da equagdo & utilizada a teoria de dois fluidos, levando em

consideragdo o gradiente da temperatura eletrdnica e somente o=



efeitos dissipativos devido a inércia dos ions na diregao
perpendicular ao campo magnético.

A equagd3o final ¢ semelhante a outras equacdes
n3o-lineares, que aparecem em fluidos e que possuem propriedades
relevantes Jd{como solugBes do tipo sélitond, como as equagles de
Korteweg - de Vries (Karpmann 75> e BBM (Benjamim et al. 72>. A
equagao obtida possui como solugBes uma onda n3o-linear, uma onda
solitaria e uma onda senoidal (Oraevsky et al. 69>. As duas ultimas
solugSes ocorrem devido ao gradiente de temperatura dos elétrons.

Da equagao da continuidade para os elétrons e para os
fons temos:

2sng ExB o, a [n v ] = 0. CIL1ad
+ e + — e ez
3t B? 3 =z
ani E x B n R
+ : i+ 9. [n. v ] = 0, CI1.1bD
It B? i ip

onde ne =) n, 830, respectivamente, as densidades dos elétrons e dos

fons , Yoz 2 Velocidade macroscépica dos elétrons na direg3o z, v a

ip
velocidade macroscépica dos fons na direg3o perpendicular ao campo

magnético B e E o campo elétrico.

A corregdo inercial devido ao movimento dos ions na

diregdo perpendicular ao campo magnético é dada por:

. M a3 3 p
v . [ n, v ) = n . <I1.2>
i ip B2 o i

dtay

Na equagdo (II.2> M & a massa dos fons » © a sua carga e ¢ o potencial
eletrostatico da onda. Consideramos também a quase—-neutralidade , ou
seja, a densidade dos ions aproximadamente igual A densidade dos

elétrons:

n X n 1.3
i e ‘

Da equagio de movimento dos elétrons na diregdo do
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campo magneético, desprezando a inércia dos elétrons e outros efeitos

de ressonancia, vem:

e p
n = n (x> exp T —— 5 aI.4>
€ o k T_Go

onde Te ¢ a temperatura dos elétrons.

Substituindo dI.2) em <II.1b) temos:

a n, E x B M a3 8219
+ v n, + n —— | =0 CI1.5>
ot B> : e B> ay dtay

Utilizando a equagdc (II.3) e substituindo <II.4) em

(1.5, chegamos a seguinte express3o :

a e o E x B e ¢
no<x> exp[ = “_] + — .V no(x> exp [— ————]
3t k T <o B® k T_<x

M 3 o p 3% o
+ n_ (x> exp[- ] = 0 CI1.6>
e B 3y © kT o) 9t ay

Desenvolvendo esta express3o, onde consideramos que a depend&ncia em x
das quantidades que wvariam é& pPequena e que a temperatura eletrénica é
muito maior que a iénica, ou se ja a temperatura total é

aproximadamente a temperatura eletrénica:

T, = T , I1.7>

chegamos a equacg3o:



3 o ap+1 3 p an—eno dTe p]+
kK T at B dy dt kT, dx
3 2
M d =3 2 p 3 p
+ - = 0. CI1.8>
eBz[azyat kT 3y at.ay]

Esta equagioc é de grande interesse, pois descreve ondas de
deriva em um plasma, levando em conta gradientes de temperatura e
densidade e possui solugBes que ocorrem em um plasma real, como ondas

ndo-lineares gerais, ondas solitarias e ondas senoidais (Oraevsky et
al. 69).

II.4- APLICAGAO DA ANALISE DE SIMILARIDADE A EQUAGZAO

Escrevendo os coeficientes da equagdo (II.8> como: a,

B v, &, n, respectivamente teremos:

—aqot*-f?qoy—rsosoy'*éqo”t—nqoysoyt-o, <I1.9>

onde os indices em ¢ representam derivag®es parciais em relagdo a
coordenada indicada.

Vamos aplicar a seguinte transformag3o infinitesimal a
equagao (II.9>, seguindo Ames <(Ames 72):

Yy = y + & Yiy,t,p>
t = t + & TCy,t,p CI1.10)
P = p + e Ply,t,pd

onde as variAveis com barra s3c as novas var_iéveis (transformadas)e as

fungSes Y, T, ¢ s3o fungSes arbitrarias de: y, t, p e > é um



Utilizando a regra da cadeia em ar.1o> , obtemos:

gy
=od = a5 [ Y Y P ]
ay
= - = [ Y = P ]
ot i B
ar.in
a t
= 1 - 2 [T + © J
3T 2 S
a t
- . [ T + T © ]
ay ¥ P 4
Do mesmo modo calculamos, por exemplo:
9 p
—_— = + + - Y =T - Y - Y =
B Sy cle [% y] Py = Iy ey p ¥t p ¥ e Py Pt
I.12>

devem ser identicamente nulos. Como nao quUéeremos fazer nenhumag

restrigdo extra em o , ou em Suas derivadas, além da Prépria equagao

(I1.9)>, impomos que os Coeficientes de cada derivada distinta de



Isto nos leva a um sistema de equaglSes que deve ser resolvido
simultaneamente, com muitas equagdes redundantes. Este sistema esta

expresso no apéndice A. O sistema ja simplificado encontra-se a seguir:

T = T = 0
p y

t

b, = Ppp = O

e Pu -G 6y mree T fyye T O C(IT1.13>
$ b, —26Y = 0

-r¢—26¢>y¢t—-n¢yt reT, -BT, —reY +3Y = 0

2 o TP =0

6¢ppt,_n¢¢>t,= 0

26¢,- 6Y = 0

26%@—”‘%3 0

oo TN P = O

A resolugio deste sistema esta descrita também no

apéndice A. A solugSo obtida foi:

@ 0
Y = a CI1.14>
T b

onde a e b sio constantes arbitrarias.

Una vez que &, Y, T, s3o conhecidos, pode ser

demonstrado, expandindo ¢<(y,£> em termos de £, que (Johnson 79):

Y —— + T — = g, <I1.15>

A equagao (JI.15> descreve uma superficie invariante para ¢. Esta

equagdo pode ser reescrita na seguinte forma:

10



= e ——— = e 1.16>
Y 63 @
Como obtivemos um resultado trivial para a transformagao
infinitesimal, concluimos que n3oc ha invariantes para a equagao

19>, pois a solugdo das equagBes de Lagrange nos d& somente
solug8es triviais, mostrando que a equagio analisada n3io possui
simetrias internas. Isto pode ser concluido devido ac teorema de
Noether <CHill 51> da Mecanica Classica, segundo o qual a cada simetria
corresponde uma invariancia.

O teorema de Noether nos d4 uma maneira natural de
associar quantidades conservadas de um sistema a uma transf ormagao
infinitesimal aplicada sobre este sistema. Por exemplo, uma densidade
conservada pode ser identificada como uma densidade de energia se ¢
associada a uma transf ormagdo infinitesimal do tempo <McGuinness 78).
Como a equagdo analisada n3io é invariante sob nenhum tipo de
transformacg3ao infinitesimal (sé obtivemos resultados triviais),
podemos especular que esta talvez n3ic possua densidades conservadas ou
constantes de movimento <(Lax 75). A integrabilidade de equagdes
n3o-lineares esta relacionada a suas constantes de movimento, pois uma
equagao integravel tem infinitas constantes de moviment.o. A
integrabilidade de uma equagdo n3o-linear & um problema muito
complicado e ainda em aberto, que pode ser examinado caso a caso
(Chern 84, Hietarinta 87). A possivel n3o existéncia de constantes de
movimento para esta equagdo nos leva a crer que a mesma n3io se Jja
integravel. Equages n3o-lineares que n3o s3ao integraveis podem ser
utilizadas no estudo de caos, que ¢ um assunto de grande interesse
hoje em dia. Portanto, a n3o existéncia de invariantes para a equag3o
(I19 ¢é wum resultado a ser levado em consideragido em futuras

aplicagSes desta equagao, de grande interesse fisico, no estudo de

ondas de deriva em plasma.
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CAPITULO III
INVARIANTES DE UMA CLASSE DE EQUAGBES NAO-LINEARES

IIT.1- INTRODUGAO

Neste capitulo aplicamos o método de andlise de
similaridade (Ames 72> a uma classe de equagSes n3o-lineares (Caldas
et al. 79>). Primeiramente especificamos as propriedades desta classe
de equagBes, depois utilizamos o método, de uma forma restrita, em
toda classe de equagBes e em sua forma mais geral para uma das
equagles desta classe. Finalmente, analisamos as transformagdes

finitas que deixam esta classe de equagdes invariante.

II1.2- DESCRIGAO DA CLASSE DE EQUAGCSES NAO-LINEARES

Como mais uma aplicagido da analise de similaridade,
estudamos uma classe de equagdes n3o-lineares que possui relagfes de
recorréncia conhecidas entre suas sucessivas constantes de movimento.

Esta classe de equagdes é do tipo (Caldas et al 79):

B u = o8 —— , CIIL.1D>

”~
onde B € um operador simétrico que possui um inverso e que satisfaz a

condigio de comutag3o:

B @2 = a B . ' II11.2>

H é a Hamiltoniana do sistema. Os colchetes de Poisson referentes a

12



este sistema s3o0 definidos como:

SF 5 G
[F,G] = J T R T R CII1.3>
S u ¥ s u

Podemos mostrar facilmente, utilizando um formalismo

ndo-candnico, que para a classe de equagSes (III1), sendo F e G
constantes de movimento:

(F,G] =J dx — , IIl.4>

© que implica, pelo teorema de Poisson, que o funcional obtido é uma
constante de movimento (por ser [F,6] uma constante de movimento)
(Caldas et al. 79). O exemplo mais conhecido da classe de equacgdes
(III.1> é a equagdoc de Korteweg - de Vries (Karpmann 75). A relacao
(II1.4> pode ser utilizada na procura de novas constantes de movimento
(Kuskal et al. 70>. Da mesma forma, como jJa foi discutido no capitulo
II, a descoberta de invariantes para a classe de equagSes (IIL.1D
poderia indicar a existéncia de propriedades de simetria relevantes
para essas equagfes, como as constantes de movimento mencionadas.

~
Vamos considerar a seguinte classe de operadores B:

N
-~ 2
B = 1 + E a, (a ] s CII1.5>
3] X
j=1

para .‘:l‘i constantes. Para a classe de equag8es (III.1> relacionada a

A
esta classe de operadores B, consideramosa seguinte Hamiltoniana sera
considerada:

u N . 2
H = J.dx + u -1 a [ u,] . CII1.6D
J IX
j=1

3

para a qual a classe de equagSes (III.1) possui quatro constantes de
movimento conhecidas (Caldas et al 79).
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Calculando a variagdo desta Hamiltoniana H em relag3oc a

u, obtemos:

S H L = 2 ) 2
—_— = W+ -1 a [ u. ] + 2 a o8 [ u u. ] ] . CIIIATD
S u ) X J X IX

j=1

Substituindo dIL7> e IISY em dIL1D chegamos a

seguinte equag3o nIo-linear:

N

. j+1
u, -2 uu + a . 2 ¢-1>*? u, u — 0 u u. +u = 0. I1.8>
t X j X (X X ix taepx

=a

II1.3- APLICAGAO DO METODO DE SIMILARIDADE AS EQUAGBES:

Queremos aplicar uma transf ormagac infinitesimal a
equagio (III.8>. Mas, para isto, precisamos escrevé-la de um modo tal
que conhegamos como que se transformam todos os termos. Assim,

devemos reescrever o quarto termo desta equagao, utilizando o binémio
de Newton:

3 [uu.] =Z (jf‘]u. W CIIL9D
X X L Q+i-UX Q+rux

Necessitamos separar da somatéria o termo i= Jj¥l, pois este ¢é um

produto u u(2j+1)x € u se transforma de uma maneira distinta de u_x.
J

Ent3o:

J
j+4 )+4

a"[uu.]=uu, +Z [’f]u_ N CII1.10)

X X (2)+1XX 1 QHi-uX Q+uX
L=0

Substituindo <III.10) em (III.8) obtemos ent3o:

14



- u | u u |
IX CJ+1OX (2)+1O0X

- 2 SET T u =0 CIIT.11)>
" (J*L-1) X (J+UX

Tentamos primeiramente aplicar uma transformag3o

infinitesimal a equacg3o (III.11) do tipo (Ames 72):

x|
[}
x

e Xx,t,ud

t = ¢t + £ Tout,w AIr12>
u = + £ Ux,t,w.
Porém, verificamos que nao é possivel obter uma
expressao geral para G que se ja valida para qualquer -

ix
Baseando-nos no caso particular j=1 , que seri mostrado no item II1.4,
a transformag3o infinitesimal que deixa a equag3o referente a Jj=1
invariante ¢ linear em x e t e n3o depende de u. Portanto, decidimos

nos restringir a este caso o aplicamos a seguinte transformag3o
infinitesimal a equagao III.11D:

x|

=x+e:X(x,t,)=x+e(y+(?x+nt,)
€=t,+eT<x,t,>=t,+e<a+sx+ut,> CII1.13>
G=u+sU(x,t)=u+s(o+1x+>\t)

Seguindo o método utilizado anteriormente (Capitulo IID
para obter a equagdo transf ormada, precisamos calcular as derivadas

através da regra da cadeia, mantendo somente termos até primeira ordem

em & . Necessitamos Para tal calculo de:
3 x 9 x
— - 1 - e ﬁ = = & 7 aIl.i4ad
3 x 2t

15
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|

o

A partir destas expressoes podemos calcular como se

transforma cada termo da equagao C111.11). E essencial ent3oc obtermos

a transformag3do de G')_E 5 utilizando a regra da cadeia e as
J
transformagdes (111.14>:
J J j-1 d u a U
; d x d x

i-1
=a§ {ux-l-s[-{?ux-fut-b'r]}

Repetindo este processo, chegamos que:

el

5 + - j - 3 + :
i = ujx & [ 3] (B ujx 3] 4e u(j-nxt 6j,1 T ].(III 15>

Com as equagdes aili4d> e CI11.15)>, podemos obter
facilmente como se transformam todos os termos da equagio CII1.11D.

Estes resultados se encontram no apéndice B, onde também calculamos a

equagdo CIII.11D transformada. Para que a equagao CI11.11D se ja
invariante sob a transf ormagSo infinitesimal, todos o= termos de
primeira ordem em > devem ser identicamente nulos, levando-nos a um

sistema de equagles que deve ser resolvido (ver apéndice BD.

A - 2Ttu = 0

-n+2{3u-2uu+4fu—21x-2)\t=0

Il
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A soluQSO deste sistema & uma restriqé’o a transft ormaqa'o

infinitesimal II.13):

T = « CIII.17D

Como ja mostramos no capitulo Il,os invariantes desta
transformag3o infinitesimal s30 obtidos através das equagdes de
Lagrange (Ames 72D:

dx dt du
m e CII1.18>
X T U

Em nosso caso temos:

dx dt du
—_— = = e CIII.19>
y - 20t a o

A solugdo das equagSes de Lagrange é calculada no

apéndice B. Os invariantes obtidos s3o:

v = ax + ot SEE
IIl.21d>
f(v)=ax+ort2-yt+au-ot,
Escrevendo u em fungdo de f chegamos a:
& 2
u=———[f—ax+rt+at-at] CII1.22)
a

Vamos ent3o reescrever a equagio original ddII.11) em
termos do invariante f. Precisamos, para tal, das derivadas de u na
forma (III.22>, que est3o também calculadas no apéndice B. A equag3o

original se transforma, ent3o, na equacgio diferencial ordinaria abaixo

17



(ver apéndice B):

df df
—_— Qv = > = Qv =) + o - 2°f + 2 f +

dv dv

N djf dj+1f dzj+1f
+Za, 2 (=1> Ja %! : : + 2+ o ZJT r=3O+
i J dv’ dvi*t dv©?

JB

d2j+1f J ' dj+1-|’.f

]
N
Q
N
l-”
foR
|
N
~
o
"
—
N
i
o

v2j+1 dvj+1-i.
CII1.23>

Quando esta equacao for resolvida para f, a solugdo
para u ¢é obtida de dII.22). Devemos salientar que passamos de uma
equacgao diferencial parcial de duas variaveis independentes

dIl.idpara uma equagao diferencial ordinaria, que apresenta solugdo

analitica e numérica mais facil.

III.4- APLICAGCAXO DO METODO A UM CASO PARTICULAR

Como n3o conseguimos aplicar a transformacg3o

infinitesimal mais geral dIII12) a toda classe de equagdes (III.11),

aplicamos esta transformagao a equagio obtida para j=1. Neste caso
particular o operador B & :

~ a
B = 1 - = dII.24)
Ix
€@ a equag3o nio-linear a ser analisada torna-se:
u — 2 uu — u + 4 u u + 2 uu = 0. CII11.25)
t X txx X XX XXX

Utilizando a regra da cadeia e a transformag3o

18



infinitesimal AIIi2d obtemos a equagio transformada III.25)
(apéndice BD. Para que esta equagao se ja invariante sob a
transformagdo infinitesimal, impomos que todos os termos de primeira
ordem em &£ sejam nulos, obtendo ent3o um sistema de equagles a ser
satisfeito simultaneamente pelas fungBes X, T, U . A solugao deste

sistema, obtida no apéndice B & :

X = » - 20t
T = a CII1.26D
U = o

Podemos verificar que estes s3o os mesmos invariantes
dados pelas equagBes (III.17> para toda a classe de equagSes dIII.11D.
A solugdo das equagdes de Lagrange (II1.19) para a obtengdo dos
invariantes ja foi determinada em <CIII.21). Portanto, os invariantes
calculados para o caso J=1, utilizando uma transformag3o infinitesimal
geral, s30 os mesmos que aqueles obtidos para toda a classe de
equagdes <AII.11D utilizando uma transformagso infinitesimal mais
restrita. Ent3o, a equagao (II1.25> reescrita com os invariantes

(variaveis similares) corresponde ao caso particular Jj=1
(II1.23>.

da equagio

Além do método apresentado neste item, utilizamos
varios outros na procura de novos invariantes e constantes de
movimento das equagles (III.1). Assim, por exemplo, tentamos, sem
éxito, construir um formalismo Hamiltoniano dual para essas equagdes
(Arthur et al. 82, Case et al. 82>, o que implicaria na existé&ncia de
infinitas constantes de movimento (Fuchssteiner et al 81). Através do
estudo das invariancias © simetrias de um sistema ha, em alguns casos,
a possibilidade de se obter constantes de movimento para este sistema
Magri 78>. Fizemos um estudo da classe de equagdes (III1.11) nesta
direg3o, também sem éxito,

Assim, n3o encontramos neste trabalho evidéncias de

nhovas constantes de movimento para as equagfes (III.11) além das
mencionadas na literatura.
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IT1.5- TRANSFORMAGOES FINITAS

Estamos interessados em obter as transformagBes finitas
das variaveis dependentes e independentes que deixam a equag3o
(dI1.11> invariante. Seguindo Ames (Schen et al.74), podemos calcular

a transformag3io finita associada a transformagao infinitesimal

(II1.17> através do operador Q

~ a 3 2
Q = X + T + U CII1.27D>
Ix at du
e das bransformaqﬁes:
(00} an
x’ = X + Z e"
— n!
(o} Qnt
2 =t o+ Z e" <I11.28>
= n!
(o) Qnu
u = u + Z eh

nl

Para o nosso caso n3o foi possivel este calculo pois

n3do ha uma dependéncia explicita de X com %, T com t e U com u. Devido

~

a este fato, a aplicagdo de Q duas ou trés vezes sobre x, t e u
resulta nula, impedindo-nos de obter a transf ormag3co finita associada.
A tentativa resultou numa transformagao infinitesimal onde t e u tém a
mesma forma anterior e x possui apenas uma ordem a mais em £ na
transformagao.

Apesar disto, a classe de equagdes CI1I.11> é

invariante sob uma transformagio finita de Galileu, isto &é sob a

transformag3o:
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x|
"
X

|
N
Q
¢

I11.29>

<
l
5

cl
I
+
0

Note que a transformagdo infinitesimal obtida é
Jjustamente uma transformagdc de Galileu, mas n3o conseguimos calcular
a transformag3o finita de Galileu a partir da transformagdo III.17).

Verificamos que esta classe de equagdes também &

invariante sob a transformag§o linear:

x|
[}
>
%

&
i
}l
3
o+

CIII.30)

cl
I
>

A existéncia de uma transformagio linear para uma
equagio ndIo-linear, permite que esta possa ser escrita de varias
maneiras. Isto ocorre, por exemplo, com a equagao de Korteweg - de
Vries. A transformagSo entre as diversas maneiras de escrever a

equagdo, ¢ justamente a transformag3o linear.
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CAPITULO 1V

INVARIANTES APROXIMADOS

IV.i- INTRODUGAO

Neste capitulo descrevemos o método das médias, que
permite a obtenc3o de invariantes aproximados para campos
n3o-integraveis. Para aplicar este método, s3a0 utilizados os

potenciais vetores dos equilibrios e das perturbac8es helicoidais,

calculados nos capitulos seguintes.

IV.2- SUPERFICIES MAGNETICAS

As equag8es da teoria Magnetohidrodinamica, que o
equilibrio deve satisfazer quando ha uma press3o escalar isotrépica,

implicam que {(Greene et al 65):

B. Vvp = O . AavV.1d

Esta condigdo imp3e uma limitag3o severa na geometria
dos campos magnéticos, pois a press3o precisa ser constante nas linhas
do campo magnético, ou seja, as linhas do campo precisam estar em
superficies de pressio constante. Denominaremos qualquer superficie
formada pelas linhas do campo magnético com press3o constante, de
superficies magnéticas.

Quando as linhas do campo est3o dispostas de forma que
as superficies magnéticas formem toréides, o plasma pode ser
confinado. As superficies magnéticas toroidais existem para uma
configuragdo com simetria axial. Campos pert,urbativos que acabam com a

simetria, podem destruir estas superficies.
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EntSo, se o campo magnético exibir algum tipo de
simetria, é possivel representa-lo por uma f ung3o W » constante em
cada superficie magnética, que possui a mesma simetria do campo

magnético, ou seja (Morozov et al 66):

B. V7w = 0 . av.2>

Como uma ilustragio, mostramos na figura dV.1> uma

representagioc de superficies magnéticas concéntricas, correspondentes

a um equilibrio com simetria cilindrica.

FIGURA (dIV-1>: Esquema das superficies magnéticas que aparecem em um

sistema com simetria cilindrica.

IV.3- DESCRIGXO DO METODO DE OBTENGCAO DE INVARIANTES

Nosso objetivo principal é analisar o que ocorre com as
superficies magnéticas do plasma no tokamak, quando perturbamos o
equilibrio toroidal através de uma hélice ou pares de hélices

ressonantes enroladas no tokamak . Para isto, seguiremos o método de

Cary (Cary 84>, que estudou o problema das superficies magnéticas do
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stellerator <no vacuod, através da obtengdo de superficies magnéticas

médias. Faremos ent3o uma analogia a este método, analisando o efeito
das hélices ressonantes em equilibrios toroidais. Para isso
consideraremos o campo resultante como uma superposigido do campo de

equilibrio MHD com o das Perturbag@es criadas pelas hélices.

E possivel descrever as linhas do campo magnético a

partir de um principio variacional em um sistema de coordenadas
arbitrario <(Cary 82):

de
& J A GO d\ = o . av.3>
- dx

No principio wvariacional expresso por (IV.3D A €@ um

paramet.ro arbitrario, podendo ser tomado como uma das coordenadas x' A

Lagrangiana do problema é eont3o:

av.4>

A aplicagao do teorema de Noether CHill 51> a

Lagrangiana acima pode implicar que uma das componentes do potencial

vetor seja um invariante, isto &, uma fungdo constante ao longo das

linhas do campo. Por se cada uma das componentes A
for independente de x!

do potencial vetor
> entdo A1 é um invariante (Cary 82, Cary et al

82). Portanto, a simetria necessaria pPara provar a existéncia de

superficies magnéticas & descrita pela representagac do potencial

vetor. Citamos, como exemplo, o stellerator reto cujo equilibrio
depende somente do seu raio e do Angulo helicoidal Miyamoto 78)D.

O potencial vetor do problema a ser estudado é
éXpresso aproximadamente como a soma do potencial vetor do equilibrio

mais o potencial vetor da Perturbagso

Ai(p,e,p) o .sdt(p,e) + a (p,8,0) , aIv.s>
L
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onde =4 » e ’ © s30 as coordenas polares locais descritas na
figura (<IV-2), e a correspondem, respectivamente, as componentes
1 |

i do potencial vetor do equilibrio toroidal e da perturbag3o
helicoidal ressonante.

FIGURA av-2>: Sistema de coordenadas utilizado em todo
trabalho.

este

A intensidade da corrente nas hélices ressonantes &

muito menor que a da corrente de plasma, de modo que as hélices podem

ser consideradas perturbagdes ao equilibrio do plasma.

que o enrolamento das hélices & descrito pela equagiao:

Consideraremos

U = mé& —- n e = constante. V.6

O potencial vetor dIV.5)> depende das trés coordenadas,

portanto n3oc ha um invariante relacionado a ele. Para que haja uma

simetria em relagdo a uma das coordenadas, definiremos um potencial

vetor médio e assim teremos um invariante que descreve o
problema.

nosso

As componentes do pPotencial vetor médio, ao longo de
uma linha com u constante s3o definidas por:
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27

A (o,u = J A Co,8,p> do . <aIv.7>
L
o

Para p/Ro << 1, o potencial vetor médio difere pouco

do potencial vetor exato. O potencial vetor médio tem a forma:

K(p,u) = Kp(p,u) ep + A Co,ud

0>
+
>
~
3
c
v
0

av.s>

Utilizando a variavel u no lugar de ¢ obtemos:

= A A CP A + A
Rco,ud Ap(p,u) ep + A9<p,u) - Ap(p,u) °s - Ap(p,u) e
av.od
Devemos notar que neste sistema de coordenadas o
potencial vetor n3o depende da coordenada =] Logo, seguindo o
teorema de Noether, Jja& citado anteriormente, a componente e do
potencial vetor médio descrito Pela equagdo V.9 é um invariante
yisto &,
— m —
vy = A + A = constante. av.aiod
e P
n
Embora Y tenha um invariante exato, n3o & mais o

potencial vetor exato do problema. A utilidade deste método de médias
Segue do fato que o pPotencial vetor médio &

potencial vetor exato. Portanto, o

aproximadamente o

invariante exato da superficie

magnética aproximada é um invariante aproximado da superficie

magnética exata.

Com este método em mente, calcularemos o
vetor de um equilibrio toroidal

potencial

(Capitulo V> e de trés perturbacgdes

helicoidais ressonantes distintas (Capitulo VDD, para ent3oc obtermos o
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invariante correspondente de cada caso.

Quando h&a somente o equilibrio, existem superficies
magnéticas, pois ha simetria azimutal. Na presenga das perturbagSes
deixa de haver simetria e portanto n3o ha fungdo ¥ que descreva as
superficies magnéticas. Por isso, ao estudarmos este caso,

consideramos superficies magnéticas médias que descrevem

aproximadamente o problema.
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CAPITULO V

DESCRIGAO DO EQUILIBRIO UTILIZADO

V.1- INTRODUGZXO

Neste capitulo mostramos o equilibrio toroidal

utilizado para descrever o plasma, e a sua perturbag3io por hélices

ressonantes sera considerada nos préximos capitulos. Usando o
invariante exato que descreve este equilibrio, obtemos para utilizar
nos capitulos seguintes, um invariante médio.

(0] equilibrio considerado foi obtido por Shafranov

(Shafranov 60> e descreve um plasma confinado em um aparato toroidal .

V.2- EQUILIBRIO DE SHAFRANOV

O equilibrio de Shafranov (Shafranov 60> foi obtido
para uma configurag3o toroidal com simetria axial . Para haver
equilibrio em tal configurag3o precisa haver uma

estabilizadora azimutal jp (Shafranov 57, Shafranov 358).

corrente

Como ilustrag3o, indicamos nas figuras (V.1> e <(V.2) os

campos magneéticos e as correntes elétricas principais existentes no

tokamak. Assim, est3o assinalados na figura <(V-1) os campos magnéticos

poloidal Bp » toroidal Bt e vertical Bv

Devemos notar que a equagio
Brad- Shafranov

leva em considerag3do todos estes campos. Na figura

(V-2> mostramos a corrente de plasma I a corrente elétrica nas

P
bobinas e a corrente que gera o campo vertical Iv'

Quando o campo magnético exibe algum tipo de simetria,

é possivel representa-lo por uma f ung3io 77 » constante em cada

superficie magnética, que possui a mesma simetria e periodicidade do

€ampo magnético, ou seja (Morozov et al 66);
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'FIGURA V-1>: Campos magnéticos principais presentes no tokamak.

JGURA(V-

2>: Principais correntes elétricas no tokamak.
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B .99 = 0. V.

A fungdo 77 » que descreve o equilibrio de um plasma
confinado em um tordide, e que & proporcional ac fluxo magnético
poloidal,pode ser obtida através da equag3o de Grad-Shafranov

(Shafranov 60> em coordenadas cilindricas figura IV-2):

3%y 1 3y 3y
= = + - = - M R j 5 V.25
aR? R R az? e
onde
1 a 1 a3y 1 a‘y
T + w.ad>
%24 2
M, 3R R R R Z
Q
R B
I = £ ) V.4>
HO

Para resolver esta equagao, escolhemos perfis do campo
toroidal e da pPress3o precisam ser escolhidos. No caso estudado, os

seguintes perfis foram utilizados por Shafranov:

I
>
€
+
O

p > CV5ad

I> = By + D . CV.5b>

A resolugio da equagio de Grad-Shafranov foi feita,
neste caso, no sistema de coordenadas toroidais usuais, Utilizamos a

solugdo calculada por outro bolsista do laboratério de Fisica de
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Plasmas da Universidade de S3o Paulo (Okano 89>, para determinadas
condigdes de contorno <(coluna de plasma com seg3o circulard que
representam um perfil tipico de um tokamak. Fizemos, ent3o, uma
mudanga de coordenadas para as coordenadas polares locais (p, 6, >

(figura IV-2), considerando uma raz3o-de-aspecto grande, e obtivemos a

seguinte express3o para y

onde I & a corrente de plasma, a e Ro s3o, respectivamente, os raios
P

menor e maior do tokamak d<figura IV-2). A constante A €& definida

como:

- 1 . V.7

Na equagio (V7> 2 é a raz3o entre as pressdes cinética e magnética do

plasma e l,\ € a indutancia interna do plasma por unidade de
comprimento (Haye et al. 81).

A fungdo I relacionada a y é dada pela express3o:

2 2

2 2 Ro 2 e = e

I =1 + 2 21 == RA = 1 — —— C(A+1D cos8|,
a B 4 .';l2 R

o

v.8>

onde Io € a corrente que passa nas bobinas do solenédide que envolvem o
tokamak.

As figuras (V-3 e V=-4> mostram as superficies
magneéticas onde y é constante. Na figura (V-3 tomamos A = 0.28, que
foi o valor obtido experimentalmente para o TBR-1 (Ueta 85), enquanto
na figura (V-4> consideramos A = -1 que corresponde ao limite em que g§3
tende a zero.
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IURA (V-3>: Superficies de

¥ constante, para A=0,28,
» corrente nas bobinas I.=600kA,

30cm e raio menor do tokamak

corrente de
raio maior do tokamak

a =8cm. As escalas est3o
formalizadas pelo raioc menor do tokamak.
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FIGURA (V-4>: Superficies de ¥ constante, para A=-1, corrente de
plasma Ip=18kA, corrente nas bobinas I =600kA, raio maior do tokamak
L2

R°= 30cm e raio menor do tokamak =8cm.As escalas est3o normalizadas

pelo raio menor do tokamak.
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V.3- INVARIANTE APROXIMADO DO EQUILIBRIO DE SHAFRANOV

Queremos obter o potencial vetor correspondente a vy

Para isto, utilizaremos a expressao de Boozer (Boozer 83, Boozer
86>, para o potencial vetor de um campo magnético :
A = x Vve - T Ve , v.9>

onde X e r s3o, respectivamente, o fluxo toroidal e o fluxo

J B . d's‘t , CV.102)

J B .d3 . CV.10b)

2T Y

FIGURA (V-5>: Fluxo poloidal em um tokamak
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FIGURA (V-6>: Fluxo toroidal em um tokamak.

Para obtermos estes f luxos, calcularemos primeiramente

0 campo magnético que se relaciona com as fung@es ¢ e I através da

1 . M ICywd ~
= Vy x e + —_— e , .11>
R 7 2 n &
de (ver figura IV.2>
R = R — p©o cos8 v.12>

As componentes do campo magnético calculadas a partir

das expressBes (V.75 , (V.8 o (VA1> s3o:
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Mo I CA+1> sené pz
B = P 1 - - V.13ad
p 4 n (Ro — P cos8)d a
“ I R 1 2p CA+1> cosé pz
B = SHE P = 3 Ny
e 2 2
4 n (Ro - po cos8d a Ro a
<(V.13bd>
Ho 1 R 5
B = 12 o+ 2 - I SR
A4 2 n (R_ - p cosed ¢ a 4
5 1/2
e e
° 1 - — 1 — —— J(A+1D cos8 V.13cD
2
a Ro

Para calcularmos os fluxos, precisamos integrar estes
campos. Porém, n3o conseguimos integra-los analiticamente nesta forma.
Afim de podermos fazer estas integrais, expandimos a=s express3es
(V13> em poténcias de p/Ro . Este é um ponto delicado do calculo e
esta descrito no apéndice C. O problema principal é que queremos fazer
aplicag8es numéricas para o TBR-1 , cujo inverso da raz3o de aspecto

ndo é muito pequeno:

a 8

~ 0.27 V.14>

R 30
(]

Portanto, tivemos que tomar um cuidado especial ao desprezarmos os
termos das expansdes, comparando-os numericamente. Fizemos todas as
expans@es mantendo termos até a ordem pz/RZ . A Unica exceg3io foi no
calculo de Bp' Esta componente ¢ um produto de duas expansdes
distintas e este produto deve ser coerente. Assim, um termo dominante
teve sua expans3io mantida até a ordem p‘/R; » enquanto outros termos
que representam apenas uma corregio foram conservados somente até a

poténcia p/Ro » ou literalmente desprezados, de acordo com o valor
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H numérico de seus coeficientes.

| As componentes do campo magnético aproximado s3o:

2 2
Hy T e e P -
B ~ ——P (A+1) sene 1 — = 1 + — cos8 + 5~ cos (=]
P 4n R a R R
o o o
V.15ad
| 2
py I 20 o CA+1D>
By = —_— b s~ — 3 C(A+1> — cos® + —— cos6 +
4 n a a R R
o o
2 pz pa . 2 pa .
+ e R cos@ — 3 (A+1D) —_ cos" 6 + e cos 8 (V.15b>
a R az Rz a
o o) o

2 3 4
s e e = e 2 e .
BP o C |1 + —— cos8 + cos 8 + = cos @ + > cos 8

“ 2n R RrR? R R
| O (o] (o]
I
2 2
D [= P e e
- — |1 + — cos8 = + (A+1)> — cos8 |1 — CV.15cD
2C R a R a®
(o} (o]
Na express3o de B
2 =)
21 [ — _ A ]
B 4
D = = V.16a>
a
e
2 1/2
I
C = D + ; . (V.16b>
RO




A partir deste campo aproximado podemos ent3do calcular

os fluxos do campo magnético. O fluxo toroidal & definido como:

1 1 .
— B .d8 = __ B o p do dp
2 n \ 2n 2
o o
Ou seja
1 g &
x = B p do dp VAT
2n ©
o o

Calculando esta i ntegral, obtemos:

Ho ,o2 pa p‘ e sen2d
= C — 8 + —___ sendé + & +
2 4

p° , 2 ] o2 3 e son20

= sené cos '8 + — =sen o 4 + +
5R 3 6R* 8 4

(o) o
sends c p‘ ;c:v5

= > 8 + send +
32 2D 4a S5a’ R,
¢ - p‘ e sen28 ,::;=s
CA+1D> senfd + + e sené +
2D 3R 4R? 2 4 5a’R
o o (o]
s
fo) a sen28
-+ . , v.18>

Gasz 2 4
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Por outro lado, o fluxo poloidal é definido por:

1 1 e .
r = J'lBedg = J‘ [Boee 2n R dp =
2n i 2n o
e e 1 oy
-J Bede’J — R do = - y
o o R a p
t.3o:
My TR o P
F = -y = 5 P 0y 1 — C(A*1> ——  cose
2
an a R

o
V.19>

mos finalmente o potencial vetor, substituindo (V19> e (V.18) em
V.9):

e° oo et e sen28
c — 8 + send + + +
{ 2 3R 4rR? 2 4 ]
o o
6
s 2 5 o [ 38 sen26
send cos @ + —_ sen' O + + +
3 6R; | ® 4
D p‘ ,c'.)5 D
— & — ——— send - CA+1D
] 2C [ 4a® 5a°R_ ] 2a
p‘ e sen28 ps
sen8 + + - send +
4R’ [ 2 4 ] 5a’R
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R

o

H, R, o° : (=]
A 1 - — 1 — CA+D — coso v e v.20)
4

Queremos calcular o potencial

vetor médio, definido
ela express3do CIV.7>. Devemos lembrar ainda que:

1 A
ve = ___ 99 V.21a)
o
1 ~
Ve = e V.21b)
(Ro — © cos8) L
Antes de tirarmos a média em 8, vamos expandir o

enominador da componente © do potencial vetor em poténcias de

”o f=3 pz pa 8 sen26
. — 8 + senf + — + i
4n 2 3R 4R? 2 4
o o
ot , 2 ps 38 sen20
] F— sen® cos“6 + ___ sen’s + + +
~ BR 3 6R* 8 4
[ (o]
sen46 C pa p‘ C
- = = e sené - CA+1)
B 32 2D 4a Sa Ro 2D
B2 o® e sen26 p*
-—— send + — + - senbé +
3R 4R 2 4 5a’R
5 o
s
e e sen29
— + vV.22ad
6a Ro 2 4 :
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2 2
H, T e = o P P
PR A 1 + —— cosé + = cos 6 — = 1 + —— coséb +

an R R a R
o o o)
2
e 3 (= =
E cos € — ——  C(A¥+1)D co=o 1 + —— cos@ +
R R R
o o o
3
P e
(A+1) cos8 1 + —— cosé V.22b>
2
a Ro Ro

Utilizando as expressSes (V.22) para tirar a média em
| @ lembrando que:
21

1
I .«4,‘(,0,9) de , V.23
o

o€ =
h 2m

acordo com a equagdo (IV.7),obtemos finalmente o potencial vetor

1,,,\
3 S 3
Hy e e = D e
o] - & - +
an s8R’ 16R* 8C a’
o (o]
3 S
D e =)
- CA+1) — + - V.242d>
2C S8R 12a°R
o] o
oI 2 2 2 2
o 'p o P P P
= i 1+ — - P SRS | R CA+1D +
4n 2R at 2R? 2R?
o o] (o]
4
o
- ———— A+ . CV.24bD>
2a Ro

Seguindo o método explicado no capitulo anterior, a
ingdo ¥ que descreve as superficies magnéticas médias é dada por:
m
v o= & 0+ — F
e

e n v.25>
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3 S 3
H e < e D p D
= C + + o = R CA+1D
4m 8R’ 16R* 8C a 2C
2 2 2
o’ o° m a1 P P p
+ + P 1 + — 1 + +
8R> 12a°R. n 4n 2R a 2R
2 4
P fe!
o CA+1D> — e CA+1)D . v.26>
. 2R 2a°R?
o o
As superficies de L 4 constante est3do ilustradas nas

figuras (V-7) e (V-8), para A=0,28 e A=-1. Devemos notar que apesar do
equilibrio n3oc depender de m e n, o invariante médio depende. No caso,
utilizamos m=3, n=1. Notamos que a regido com menor densidade de
niveis ¢ justamente onde aparecerdaoc as ilhas magnéticas e que a

posigio e largura desta regifio depende de A.

V.4- CALCULO DO FATOR DE SEGURANGA

Um parametro importante para a caracterizagao do
quilibrio do plasma é o denominado fator de seguranga que sera
definido a seguir.

Consideremos as intersecgCes de ’uma linha do campo
magnético com um plano poloidal com © constante. Entre duas
intersecgSes sucessivas das linhas de forga com este plano, ou seja,
pés uma volta toroidal completa, ha uma variagio na posigdo da linha
do campo. Esta variaqgo depende do passo, isto ¢, da helicidade dessa
linha ao longo de seu deslocamento toroidal. Essa helicidade pode ser
caracterizada pela transformada rotacional da linha, ou, como mais
comumente utilizado, pelo fator de seguranga em cada ponto.

O fator de seguranga ¢ introduzido a partir da equagao

linhas do campo magnético:
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IGURA <V-7)>: Superficies de W constante, para A=0,28, corrente de

lasma IP=18kA, corrente nas bobinas Ie=600kA, raio maior do tokamak

30cm e raioc menor do tokamak a =8cm, m=3, n=1, N=1. As escalas

estdo normalizadas pelo raio menor do tokamak.
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FIGURA <V-8): Superficies de ¥ constante, para A=0,28, corrente de
plasma Ip=18kA, corrente nas bobinas I°=600kA, raio maior do tokamak
K =

30cm e raio menor do tokamak a =8cm, m=3, n=1, N=1. As escalas

estdo normalizadas pelo raio menor do tokamak.
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dr x B = 0. w.27>

coordenadas polares locais esta equagido pode ser reescrita na

= = . v.28>

A variag3o da coordenada 6 & portanto:

R BB
dé = — —_ dp V.29
o Bp
O fator de seguranga é, ent3do, definido como:
q = c Bp V.30>
R Be

Vamos definir um fator de seguranga médio sobre uma
uperficie de y constante:

1
Lg> = q<p,8> dl <V.31>
cte Pl
= Y=cte y=cte
Percebemos que se
m
g = — v.32>
n

linha do campo fecha-se sobre si mesma ap6s terem sido dadas m

ltas na direg3o toroidal e n voltas na direg3o poloidal. Uma

lperficie magnética racional ¢, portanto, aquela em que as linhas do
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sampo magnético se fecham, caracterizada pelo valor de <.

Se o equilibrioc do plasma for perturbado por hélices

essonantes, ilhas magnéticas se formam ao redor das superficies que
tiverem fatores de seguranga correspondentes a helicidade das

correntes. Assim, estamos interessados na variagdo do fator de

Porém, como estamos utilizando equilibrios toroidais, ha uma
jependéncia dos campos magnéticos com a variadvel poloidal. Para

btermos um fator de seguranga que dependa somente de p, definiremos

fator de seguranga médio, ou seja:

_ 1 e B
g = — ¢ 4 v.32>
2n o B 8

As componentes do campo magnético do equilibrio s3o

ladas em (V.13). Utilizando estas expressdes, teremos:

2 .2 2 1.2
2T 2 ZROIp 2 P e
e |I7 + — A i - — 1 + — coso
1 de < ac 4 a’ R,
I R 2 o A+ o
2n o S P TO + cos6 ol — ] ——
2 R a? R a?

v.33>

Queremos calcular o fator de seguranga no centro do
asma. Em p=a, a equag3o (V.33) fica:

- 2mn
a Ie de
) = o - V.34
2t 1 (R - a cos6) (R - a C(A+1) cos8)
P o o o
Expandindo o denominador em poténcias de p/Ro e
lculando a integral, obtemos:
a2 Ie az
@) = —2 IR A2 AR ; V.35
RZ 1 ZPRS -
O p o
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Devemos notar que, na borda, a ultima superficie é
» portanto, ao fazermos Pp=a, fizemos uma integragdo sobre uma
perficle de y constante. O valor calculado ¢ apenas um valor médio

tre os valores maximo q¢a,8=0> e minimo qla,e=nd,
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CAPITULO VI

PERTURBAGOES HELICOIDAIS RESSONANTES

VI.1- INTRODUGAO

Neste capitulo descreveremos as hélices ressonantes

O caso estudado de maior interesse & a perturbag3o
riada por pares de correntes helicoidais, com =sentidos opostos em
ondutores ad Jjacentes, enroladas no tokamak (Fernandes et al 85,

ernandes et al 88). Consideramos também duas
erturbacio

expressdes para a
criada por uma hélice enrolada no tokamak. Numa delas

onsideramos (Kucinski et al 87). Obtemos ent3o o invariante

proximado de cada uma das perturbagdes.

V1.2- PERTURBAGOES HELICOIDAIS RESSONANTES

Investigaremos nos préoximos capitulos o efeito de
rturbagBes magnéticas ressonantes,

m espiras helicoidais,

criadas por correntes elétricas

sobre o equilibrio toroidal de um plasma em um

A figura VI-1> mostra o enrolamento de trés pares de hélices

) tokamak. O raio da camara onde est3o as hélices & b.

A importancia deste estudo reside no fato de que foi

hstatado que pares de fios enrolados no tokamak, conduzindo

rrentes em sentidos opostos nos condutores ad jacentes, com

licidades iguais as das superficies magnéticas podem melhorar a

tabilidade do plasma <(Pulsator Team 85, Robinson éS, Vanuceci et al
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IGURA CVI-1) Trés pares de correntes helicoidais ressonantes.

Uma superficie magnética racional é uma superficie em
¢ as linhas do campo magnético se fecham apés um determinado numero
| voltas. A superficie magnética racional é caracterizada pela raz3o
htre os numeros m e n, que =30 respectivamente o numero de voltas
froidais @ poloidais que as linhas do campo magnético precisam
ercorrer para se fechar.

As perturbagBes helicoidais ressonantes criam ilhas
gnéticas ac redor da superficie racional do plasma que tiver a
licidade das correntes helicoidais. Investigamos a formag3do destas
considerando a superposigiao do potencial vetor médio de

do plasma com o potencial vetor médio da perturbagso

Neste capitulo, consideramos um campo magneético
tacionario, com simetria helicoidal, numa regiZo do espago sem

elétricas. O potencial escalar & obtide em termos das
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orrentes helicoidais ao considerarmos as condigSes de contorno na

osigdo das correntes.

VI.3- PERTURBAGAXO HELICOIDAL CILINDRICA DE UM FIO

Vamos analisar primeiramente a perturbagao criada por
anico fio enrolado em um cilindro de raio b, desprezando o efeito
loroidal. Na auséncia de correntes elétricas, o campo magnético pode

jer descrito por um potencial escalar P » pois o seu rotacional ¢

B = V¢ . CVI.1D>

Como o campo magnético também tem divergente nulo, este
potencial escalar satisfaz a equagdo de Laplace, escrita abaixo em

oordenadas cilindricas:

1 3 g 1 e 3¢
o = = ; + s (4} VI.2>
o 3p dp e a6 oz
Estamos aproximando o tokamak por um cilindro onde a
lireg30 z corresponde a direg3o anteriormente descrita pelo angulo ©

{figura IV-2>. Podemos estabelecer a seguinte relagidoc entre z e o

Ang u_lo e

o m CVI.3D

Consideramos que o0 campo magnético possui simetria

ielicoidal, sendo o enrolamento das hélices descrito pela equagao:
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n
Zz = constante. V14>

R
o

nde m e n, s3o respectivamente, o numero de periodos na diregao
loroidal e poloidal.
O potencial escalar dependera ent3o somente das

varidveis P e u. A resolugdo da equagdo de Laplace nestas

©
+ +
= Bo z z ANm KN‘S'Nkp) BNm INs‘Nkp) senNu ,
Nm=1
V1.5
ara
n
k = — 3 VI.6>
R
o

O primeiro termo da equagdo (VI.5)> representa um campo
lagnético uniforme na diregdo =z. INm e KNm s3o respectivamente as
Ses de Bessel modificadas de primeira e de segunda espécie de

rdem Nm{Butkov 78>. A solugido da equag3o de Laplace que n3o diverge
a origem ¢ p =0 > é :

®
+
¢ = Bo = Z BNm INgNkp) senNu . V1.7>
Nm=1
Considerando correntes elétricas helicoidais que

ercorrem condutores com raio b como condigdoc de contorno para o campo
1agnético, podemos obter as constantes indeterminadas da equag3o
NI.7D. A expressio final para o potencial escalar interno a

istribuigi3o de correntes é (Fernandes et al 85):
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®
I
E ’
= z + 2b KNm(Nkb) INrgNkp) senNu s

(o] Nm=4

V1.8d>

nde o apéstrofe indica uma derivada em relagio ao argumento da f ungso
e Bessel.

Conhecendo © potencial escalar, podemos ent3oc obter o
potencial vetor, igualando as componentes do campo magnético obtido

través de cada potencial separadamente. Ou seja:

¢ 1 38a 8a
~ = O CVI.9a)
dp yol a8 oz
1 ag 8a aaz
ST CPS e 2 CVI.Obd
fe) a8 oz dp
¢ 1 3 1 aae
= — fel ae — V1.9cD
oz fol ap e 96

Escolhendoe um gauge em que e, =0 e  utilizando a

kpress3o  (VI.8> para o potencial escalar, chegamos ao seguinte
tencial vetor (apéndice D>:

M b I &
= — Z K’ {Nkb> I (Nkp> senNu CV1.10aD
n p Nm Nm
Nm=4
,uo I n %
= p —4 b Z K;S‘Nkb) I;rﬁNkp) cosNu CV1I10b>
4 mRo et
= 0 . CVI.10cD
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Tomamos apenas um dos harménicos da somatéria, pois

lomo podemos verificar analisando a express3o resultante do potencial
yetor, a amplitude deste diminui conforme o produto Nm aumenta. Além
lisso, consideramos a aproximagio de pequenos argumentos para as
‘ 8es de Bessel(Fernandes et al 85, uma vez que estamos

onsiderando p/Ro« 1. Assim,

1 X P
I GO o~ — e CVI.11ad
p  ICp+d 2
r<p> 2 P
2 HEBY Yy emaii S CVI.11b>
P 2, X

Utilizando as aproximagSes (VI.11> o potencial vetor

w X 5 Nm-4
. 2 [ - ] senNCmé - kz) CVI.12ad
2 b N b
uy 1 n 2 R, o GEREE
x — —_—p + cosN(me-kz>
114 mRo N nb b

C(VI.12b>

Queremos expressar o potencial vetor em termos das

cordenadas (o, 8, ¢>. Para isto, utilizamos a relag3o (VI3 e

hegamos a:
“0 1 K o Nm-1
. = —_— senN(mé-ngd <VI.i3ad
3 2n b N b
My, 1 n 2 Ro o Nl
= = & cosNdm&-npd
4an mRo N nb b

<VI1.13b>
O potencial vetor médio é dado pela média em e da
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¥pans3o (VI.13), ao longo de um caminho com u constante. Porém, o
potencial vetor =6 depende de € através da variavel u. Como u descreve

8 hélices e é uma constante, o potencial vetor médio é, neste caso, o

préprio potencial vetor. Portanto:

a = a CVI.14ad
) =}

@y = a CVI.14bD

a = a = 0 CVI.14c)d
P ©

Seguindo a analise feita no capitulo IV, a fung3so ;;c
descreve as superficies magnéticas formadas pelo campo magnético

lestas correntes helicoidais & dada por:

- m

= a % e a A5D

W 0'6 a,p V1
n
Neste caso, ent3o:
: Ky T n 2 R, po) Nm=4
c = e + — cosNu V116>
4 mRo Nnb b

A figura <VI.2D> mostra um corte transversal das
lperficies magnéticas descritas pelas superficies constantes de

Ye
ara m=3, n=1, N=1, I=100A .

V1.4- PERTURBAGAXO HELICOIDAL DE PARES DE FIOS

Vamos considerar agora m pares de fios enrolados

slicoidalmente numa superficie cilindrica de raio b, com o= fios

ljacentes conduzindo correntes I em sentidos opostos. O potencial

calar que descreve este problema pode ser exXpresso comc uma

mat.oria do potencial escalar obtido Para um fio no item anterior

18). Analisando esta somat.oria, verificamos que alguns termos tém

nula e o resultado f inal, obtido no apéndice D (Fernandes et al
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2 p I

$ = =2 k Z K’CNkb> I (Nkp>  senNCmé-kzd ,
= Nm Nm

Nm

inde N impar.

Utilizando um processo analogo ao descrito

‘ecedente, obtemos a expressio abaixo para o potencial

V117D

no item

vetor

péndice D> relacionado ao potencial escalar (VI.17). Devemos notar

tam:ial vetor médio, pois a depend&ncia em e

ridvel helicoidal u que & uma constante sobre as hélices.

=m m “O L R0 A e o
) = a = senN(m&6-np>
P = n b N n b
Nm-4
-m m l-lo . Ro m e
aa = a2 = cosN{m6é-npD
n b N n b
=-m am =0
[ 4 ©

Com as express@es (VI.S) e <V1.18> obtemos

que descreve as Superficies magnéticas da perturbag3o
ada por m pares de fios.

este potencial vetor, a exemplo do caso anterior, também & o

sé ocorre através da

vVl.18ad

(VI1.18b>

<VI.18c>)

a f ungao
helicoidal

CVI.19D
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[GURACVI-2)>: Superficies de ;cconst.ante para m=3, n=1, N=1 corrente
a hélice I=100A, raio maior Ro=30 cm , raio das hélices b=11 cm. As

scalas est3o normalizadas pelo raio menor do plasma a=8cm.
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As figuras VI.3D, V14D, V1.5, CVI.6D mostram um

orte num plano ¢ contante das superficies de ;;mconst,ante para
diversas helicidades, com uma corrente na hélice de 100A. As
helicidades s3o respectivamente:

=FiguradVvI.3>: m=2,n=1, N=1

*FiguradVl.4>: m=3,n=1, N=1

=FiguradVvl.5>: m=6,n=2, N=1

“FiguradVvI.6>: m=4,n=1, N=1

VI.5- PERTURBAGAO HELICOIDAL TOROIDAL

Neste item consideramos o efeito toroidal das hélices,
desprezado nos ftens anteriores. A importancia do efeito toroidal esta
fato que ao considera-lo, aparecem ilhas magnéticas satélites nas
Superficies racionais vizinhas as superficies racionais que tiverem
fator de seguranga equivalente a helicidade das correntes
ielicoidais. Por exemplo, se as correntes tiverem helicidade m=3, n=1,
dparecerdo ilhas magnéticas no plasma em torno das superficie
Pacionais com fator de seguranga 3 e ilhas satélites em torno das
perficies com g=2 e gq=4.

Temos um toréide circular em torno do qual enrolamos
elicoidalmente um condutor conduzindo uma corrente I. O raio maior
este tordide ¢ Roe © menor é b. A helicidade é caracterizada pelos
eros m e n que representam, respectivamente, o numero de periodos

ados na direg3o poloidal e toroidal pelo fio. O enrolamento é

u = mé - n ¢ = constante. CVI.20D

o potencial escalar resultante deste problema é
dlculado em coordenadas toroidais (Kucinski et al 87). Fazendo uma
a de variiveis para coordenadas polares locais, considerando um
nrolamento linear e tomando apenas o primeiro termo da expans3oc da

3o de Bessel, obtemos a seguinte expressio (apéndice D):
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URACVI-4): Superficies de mmconstante para m=3, n=1, N=1 corrente
élice I=100A, raioc maior Ro=30 cm , raio das hélices b=11 cm. As

est3c normalizadas pelo raio menor do plasma a=8cm.
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Nm+4 e mop I o s
p, = (-1> 1 + cos@ —_— —_— senNdm8-npd +
N b

n

b o Nm+ 1 Nm + 2
- { } e sen[ (Nm-1>8 = Nngp ] +
4R Nm + 1
o
e Nm-1 Nm
e+ —_ —— sen[ (Nm+1>8 - Nng ] V121D
b Nm + 1

nde N € a harménica considerada e m o numero de pares de correntes .

Cada termo do potencial escalar dado por CVI.21D

a uma determinada ressonancia. O primeiro termo
rresponde a ressonancia m/n e os outros dois as ressonancias
e (m+1d>/n. Vamos considerar uma ressonancia por vez, pois

6rto das superficies racionais com fator de seguranga correspondente
‘uma das ressonancias, a contribuigdo devido as demais édesprezivel.
nalisaremos ent3o cada termo separadamente, como se fossem trés

~;§ olamentos distintos de hélices.Para a ressonancia m/n, o potencial
scalar é dado por:

' Nm+ 1 el m  u oI e Nm
- =(-1> 1 + —— senNdmé-npD. V122>
ZRO nn N b

Vamos calcular o potencial vetor utilizando novamente a
press3o de Boozer (Boozer 83X(V.9), que depende dos fluxos do campo
agnético. Para obté-los, devemos calcular primeiramente o campo

gnético através do gradiente do potencial escalar.
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cos8 +
R
o
f=] N m
1 + — cosé B senN(mé-ng>d VI .23ad
2R° =]
Nm+1 m 1 e S 1
-1> = — ——— senf8 senNdmé-np) +
nm N 2R
o
1 1
+ + coso Nm cosN(m8-negd CVI .23b>
P ZRO
Nm
‘ Nm+1 m Ko 1 e N n 3 p
= - (-1 _— 1 ¢+ — coso cosN(m8-ne)
n N Ro 2 Ro

VI .23cd

Como o fluxo toroidal de um campo magnético ¢é definido

e

o
1 1
‘ B - d's‘t B p do de, CV1.24>
21 2n o o ¢

jamos que o fluxo toroidal neste caso & :

Nm+4 1 mu I n =3 i pz senN(mé-np)
o
- (=1
o

Nm+2 Nm
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3 p° sen<(Nm+1>6-Nnp > sen{(Nm-1>6-Nn¢ > }

-+
4 Ro C(Nm+3> CN m+ 1O <(Nm- 1
VI.25>
O fluxo poloidal é por sua vez :
e
1 1
r = B .d% = B, 2n R dp = B, (R -pcos6> dp.
p (=] e o
2n 2n o o
VI.26D

Utilizando a equagdo (VI.23b> e a def inigdo (VI.26),
mos o fluxo poloidal:

Nm+4 m g 1 fol N © senf senNimé-npd
[}
-1> — 2. +
7 N b J CNm+1)
& 2
Ro o cosé@ o
+ + N m cosN(mo-ngpd> —
Nm 2 (Nm+1)> ) 2 R
o
senf cos6 senN(mb-ned P p) ?cose
- +
(N m+ 2> C(Nm+1)> 2 Ro <CNm+2)>
Nm cose cosNimé-nep> } V1.27D
O potencial vetor relacionado a estes fluxos é&:
1 v e 0 ! - ! 2
= — e — =
, xt 0 Ve = xt ee Ft ap.
e R o P coso
<VI1.28>
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Portanto:

o CVI.29ad>

Nm+ 1 m o I n o R o senNdmé-ned
- =1)> = — +
2n Ro b C(Nm+2> N m
3 ,o2 sen{(Nm+1>8-Nne > sen{(Nm-1>8-Nnp >
+ +
4 Ro C(Nm+3)> C(Nm+1> CNm-1>
CVI.29bD
Nm+1 m u I 1 e N e sené senNdmé-ngd
C-1> & +
n N (Ro—- pcos6)d b CNm+1)>
Ro © cosé pzsene cos@ senNdmé-ngd
=P Nm cosNmé-npd + +
Nm 2 (Nm+1)> 2 Ro C(Nm+2)>
¥el pz cos8
+ N m cosf@ cosNimE-neg) ; CVI.29c)
C(Nm+1)> 2 Ro CNm+2)>

Queremos calcular o potencial vetor médio. Para isto,

e isamos expandir o denominador de a,:; . Diferente do que fizemos
fa o equilibrio, vamos manter os termos da expansao até o7R

se Jjustifica porque a amplitude das correntes das hélices

roidais ¢ considerada como uma perturbagdc e n3o teria sentido
itd-la como o equilibrio.

A expressio aproximada para a,: e :
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Nm+1 mu I e =3 © senf senNI{mé-ngd
b =(-1> ° 1 + —— cosé ~+
P n NR [ b ] [ R ] { 2 C(Nm+1)
o o
Ro p cos8 p:o2 send cosf senNIimb-ned
- + Nm cosN(mé-ng) + o
Nm 2 (Nm+1> 2 Ro C(Nm+2>
= ;r:o2 cosé
+ + N m cos8 cosN(mO-nyp)d . <VI.30
CNm+1> 2 Ro(Nm+2)

Calculando a média em 6 em um caminho de u

onstante nas componentes do potencial vetor e lembrando que

constante, temos:

o V1.31ad

Nm+s p I n fe) i fo)
- (-1> = ——— senNimé-npD (V1.31b>
S C(Nm+2)>

cosN(mé=npd . C(V1I.31cd

Conforme explicamos no capitulo IV, o invariante que

Creve as superficies magnéticas médias é ent3o dado por:

66



Nm
Nm+1 u I n e e
- [ ] senN(mé-nypd +

<(Nm+2>

- (=1

2 Nm
Nm+1 m Hy I e
[ ] cosN(m&-nyp) . (VI.32>

n Nn b

A figura (VI-7) mostra um corte transversal das linhas
‘!;lt' constante para m=3, n=1, N=1, I=100A.
Para as duas outras ressonancias devemos seguir o

smo procedimento a partir da express3oc do potencial escalar para

obtengSo do potencial vetor médio. Estes calculos est3o

scritos no apéndice D. Para a ressonancia {m-1>/n, obtivemos:

e, = o CVI.33ad
3 Nmesb mon op I CNm+2> p P Llad
i = C-1> o sen [ (Nm-1>6-Nngl
8n Ro CNm+1> CNm+3>(Nm~-1) b
C(VI.33b>
b Nmes m u_ I b CNm+2> CNm- 1) Pt kit
A = (-1 . cos{(Nm~-1>6=Nnyp >
4n N Ro CNm+1)> b
{VI.33cD
O invariante desta ressonincia ¢ :
i i m 1 e
Nk + — <V1.34D>
n Nn r
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FIGURA(VI-7): Superficies de ;tconstant,a para m=3, n=1, N=1 corrente
na hélice I=100A, raio maior R°=30 cm , raio das hélices b=11 cm. As

#scalas est3oc normalizadas pelo raio menor do plasma a=8cm.
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Ou seja:

Nm+ 4
k. Nm+1 bmu In (Nm+2> po =
py_ = (-1 s sen Nu +
8112!2; C(Nm+1> CNm+3> C(Nm-1> b
Nmes [ m 1 "mug I b CNm+2> (Nm-1> proagmmnis
+ -1 s - - SHEDS cos Nu ,
n Nn 4n N Ro CNm+1)> b
CVI.35)>
onde
1
u = m — 6 — n p CVI.36>
N
Analogamente, a ressonancia Mm#d/n é caracterizada
por:
—
e = 0 VI1.37ad
o
Nm+ 1
kY ki m oo I b {Nm+2> o n e
oy = -1> - sen{(Nm+1>8 - Nng >
8n Ro (Nm+1> (Nm+3)> (Nm-1> b
CV1.37bd
 _ oo™t m g I b CNm=1)CNm+2> P
© = —_— cos{(Nm+1>6 - Nn¢g >
4t N Ro (Nm+1) b 4
(VI.37cd

E o invariante correspondente é :
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onde

m

m ou I b (Nm+2> p n

Nm+ 41

an’R: CNm+1>C Nm+3>CNm=-1>

n

1
+ 1>
Nn

Nmis WM M I b (Nm=-1>(Nm+2>

4n N R_ CNm+1)>2

SEE

Nm+1
=]
—_— cosNu,
b

(V1.38>

CV1.39D
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CAPITULO VII

ILHAS MAGNETICAS MEDIAS

VII.1= INTRODUGAO

Obtemos neste capitulo o invariante médic que descreve
© equilibrio superposto a uma perturbag3o helicoidal ressonante.
Devido a perturbag3o, aparecem ilhas magnéticas ao redor das
superficies magnéticas médias que possuirem um fator de seguranga
médio correspondente a helicidade da perturbagdo.Calculamos a largura

destas ilhas magnéticas e analisamos o efeito da press3o do plasma

sobre as mesmas..

VII.2-INVARIANTE DA SUPERPOSIGAO DO EQUILIBRIO COM AS HELICES

O invariante aproximado que descreve as superficies
magnéticas do equiliibrio toroidal de Shafranov, perturbado por
correntes helicoidais ressonantes, sera dado pela superposigdoc do

invariante médio do equilibrio com o invariante da perturbagdo, ou

se ja:

y = U + p . CVIL1D

Vamos Justificar a utilizag3do desta express3o. O
potencial vetor total do sistema ¢ dado aproximadamente pela soma do
potencial vetor do equilibrio com o potencial vetor da perturbag3o,

pois consideramos que a amplitude da perturbagdo é muito menor que a
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amplitude do eguilibrio:

VR St CVIL.2D

O potencial vetor médio é calculado através de uma
integrag3c no Aangulo poloidal de 0 a 2n . Utilizande as propriedades
da integracgdo:

Rieges g g JoZ CVIL3D
Portanto:
A >~ H « a CVIL.4D>
L ) B L
Como o invariante médio é definido como:
e m e
y = A o D Ap e CVIIBD
n
| substituindo (VIL.4> em (VIL.5) chegamos que:
‘ m = m =
L S - o . i
y = de = .srfp o, = a.p CVII.6D

Cada um dos colchetes da equagaoc (VII.6> foi calculado
anteriormente como o invariante médio do equilibrio LY e da

perturbagido ‘y\; » Trespectivamente.Teremos ent3oc um invariante total
médio definido como:

plo,ud = Wpd +  ploud . CVIL7)
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VII.3- LARGURA DE ILHAS MAGNETICAS

Utilizando a forma do invariante médio CVIL.7D> =
expandindo-o ao redor da superficie racional, podemos obter uma
express3do para a largura das ilhas magnéticas que aparecem em torno
das superficies magnéticas médias.Lembrando que a amplitude da
perturbag3oc é muito menor que a do equilibrio

vy | « | w | , <VIL8>
expandimos ent3o 77 em série de Taylor em torno de uma superficie
racional média, de onde:
4 1 > 2 ~
v(o,u) = ‘I-'(p)-l-\l‘(p)(p-p)'.'———\ll(p)(p—p) + yw(po ,w,
s s E ] 2  J s s
VII.O>

onde o apéstrofe indica uma derivada em relagdo a p e p é o raio da
L J

superficie racional média.

Sabemos que em uma superficie racional a derivada de vy
& nula (Fernandes et al 85, Fernandes et al 88). Como veremos mais
adiante que ha f ormagac de ilhas em torno das superficies magnéticas

meédias, consideraremos na obtengdo das larguras destas ilhas que:

)
\I-'(p.) = 0 CVII.10D

Como as superficies racionais s3o descritas pelas linhas de 7
constante chegamos ent3o a:

1 X y
vip,u> = Wpd + — Wpd p—-pd+ Y, = C, CVILID
s 2 s ] s
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onde C é uma constante arbitraria. Ou se ja:

1

p—p = :/—27[c-w<p>_$cp,u>] : CVII.12)
s E= s
llli(p )|
s
Denominando:
C - Wp)d) = K, C(VI1.13>
]

ficamos com a seguinte express3o:

E
i e 2 = CVI1.14>
e L /_W_ [K - w(p.,UD]
|‘I»'(p.)|

invariantes da

No capitulo Vi obtivemos que os

perturbag3o s3o do tipo:
$<p.> = f¢p> cos N (m& — np> . CVIL15)

Substituindo (VII.15) em <(VII.14), temos:

2 1-2
P - p = % R [ K + f(p.> cosNdm8=-ng) ] 3 CVII.16D>
| ¥Cp |

S

Escolhendo o plano ¢ = 0, vem:

12

2
P —-—p = = —_— K + f(o > cosNmé& . CVIL17)
| Wo )| -

Vamos analisar detalhadamente a equagao (VII.17). SeK >

f (p.), para qualquer valor de &, teremos sempre (o -— p.) > 0 ou <
p.) < 0 . Estamos portanto fora da ilha magnética. Quando K = (o>
]

a equagao (VII.17) fica:
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2 o > e
p—p = *4{ = [ 1 + cosNmé ] CVIL.18)
| lQIJCP.)'

A express3o (VII.18) serad nula sobre a superficie racional. Isto
ocorre se (1 + cosNm8> = 0, ou seja, & = =*n/Nm, *3n/Nm,.. . As
semi-larguras das ilhas magnéticas s3o obtidas quando a express3o
(VI1.18> é maxima, ou seja, para (1 + cosNmé) = 2 , em 8 = * 2n/Nm, %

37/Nm,... . Portanto as semi-larguras das ilhas magnéticas s30 dadas
por :
4 f¢o > V72
Ap = .___.......;,._ L CVII.19D
o | ¥ >

VII.4- PARAMETROS NUMERICOS UTILIZADOS

Para analisarmos as ilhas magnéticas formadas ao redor
das superficies magnéticas médias, devemos nos certificar
primeiramente que, no equilibrio nio perturbado, existem superficies
racionais com fatores de seguranga correspondentes a helicidade das
correntes ressonantes. Precisamos portanto estimar numericamente a
variag3oc do fator de seguranga no plasma. Utilizaremos =sempre os
seguintes parametros (referentes ao TBR-1D.
= Raio menor : a = 8 cm.

- Raio maior : R0= 30 cm.

- Raio das hélices : b = 1icm.

= Corrente nas hélices : I = 100A.

= Corrente total nas bobinas : Ie = 600KkA.

Se considerarmos fixa a corrente total nas bobinas, o
fator de seguranga variara apenas com a corrente de plasma IP . Afim
de analisarmos a formag3o das ilhas magnéticas em torno de

determinadas superficies magnéticas médias, devemos impor que o fator
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de seguranca do plasma tenha em alguma regido o valor de ressonancia.
Portanto, nés utilizaremos varios valores para a corrente de plasma,
de acordo com a ressonancia que queremos que aparega no mesmo.

O parametro A ja foi calculado experimentalmente para o
TBR-1, e o valor obtido foi 0,28 (Ueta 85). Também empregaremos o
valor A=-1, que corresponde ao limite em que a razdo entre as pressles
cinética e magnética do plasma é nula.

No capitulo V, obtivemos uma expressio para o fator de
seguranga médio na borda do plasma. Utilizando os parametros acima, e
- diversos valores da corrente de plasma, obtemos a seguinte variagdo
para o fator de seguranga na borda do plasma (o=ad, que utilizaremos

no' préximos itens. Estes valores est3o descritos na tabela CVII-1).

qcad A I_CkA> m/n
2,1 0,28 23 2
2,7 0,28 18 3
2,5 -1 18 3
2,9 0,28 17 3
4,0 0,28 12 4

TABELA (VII-1)> : Variagdoc do fator de seguranga médio na borda do
plasma com a corrente de plasma e A. Apontamos também qual a

ressonancia presente neste intervalo.

O fator de Seguranga varia em cada superficie, e calculamos
2 média do mesmo sobre a superficie mais externa. Portanto, se
3¢adx 2,7 , isto n3o implica que n3o aparega uma regi3c onde q=3, uma
vez que q(a,9=0>= 4,9 & gla,8=nd= 1,4. Assim, nesta superficie deve
haver uma regiZo onde gq=3.

Devemos observar ainda que a variagdo do fator de seguranga
do centro até a borda do plasma é muito pequena (Okano 89>, n3o
aparecendo duas regifes de ressonancia pPara o mesmo valor de corrente

de plasma. Devido a este fato, n3o poderemos analisar as ilhas

76



magnéticas satélites que apareceriam nas duas ressonancias vizinhas a
ressonancia de mesma helicidade da perturbag3o.

V.5-EQUILIBRIO PERTURBADO POR PARES DE HELICES CILINDRICAS

Vamos considerar primeiramente o efeito de m pares de
hélices ressonantes enroladas em um cilindro de raio b (desprezando o
efeito torecidal), perturbando o equilibrio toroidal descrito no
capitulo V. Segundo a equagac (VII.7?> o invariante aproximado que
descreve tal situagSo & a soma do invariante médio do equilibrio com o
invariante médio da perturbagdoc. Utilizando estes invariantes médios,

calculados nas expressdes (V.26) e(VI.19>, respectivamente, chegamos

ao seguinte invariante:

3 S a3 -
H e P = D p D
. = C + — + " et — - CA+1)D
an 2 8 R 16R 8 C a 2 C
o] o
3 S 2 2 2
e e m e e e
sl g 2. 2 + I 1+ iy 2 ey 2
8 R 12a“R n P 2 R a 2R
(o] (o] (o] o

2 4 Nm-4
P o Hy I m R P
- — (A + ———— A + cosNu

CVII.20D

As figuras (VII-1>, <(VII-2), <VII-3>, <VII-4), mostram
as curvas de wmconst,ant;o para diversas helicidades e correntes de
plasma, utilizando os parametros do item CIV) e A=0,28.

Notamos que estas figuras mostram que nossa estimativa
de q na borda esta correta, pois aparecem as ilhas magnéticas

esperadas para cada valor de corrente de plasma. Tentamos obter para
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FIGURA (VII-1> : Curvas de ¥ constante para : m=2, n=1, N=1,
Ip=25kA, Ie= 600kA, I=100A, a=8cm, b=1icm, R0=30cm, A=0,28. As escalas
est3o normalizadas pelo raio menor do plasma
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;FIGURA VII=-2> : Curvas de Vo constante para : m=3, n=1, N=1,

;Ip=25kA, Ia= 600kA, I=100A, a=8cm, b=11icm, R°=!30cm, A=0,28. As escalas

- est3o normalizadas pelo raio menor do plasma.

79



FIGURA <(VII-3) : Curvas de wm constante para : m=6, n=2, N=1,
I =25kA, Ie‘ 600kA, I=100A, a=8cm, b=1icm, R°-30cm, A=0,28.As escalas
P

est3o normalizadas pelo raio menor do plasma.
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FIGURA (VII=-4> Curvas de

wm constante para : m=4, n=1, N=1,
I =25kA, I_= 600kA, I=100A, a=8cm, b=1icm, R_=30cm, A=0,28.As escalas
est3o normalizadas pelo raio menor do plasma.
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estes valores de corrente, as ilhas magnéticas correspondentes a
outras ressonancias e verificamos que estas n3c aparecem, comprovando
= estimativa de q variar pouco entre o centro e a borda do plasma
Okano 89>. Por exemplo, para IP =17kA n3o conseguimos ilhas
magnéticas, para m/n=2 ou m/n=4, enquanto para m/n=3 as ilhas est3o
presentes.

Para calcular as semi-larguras das ilhas magnéticas

vamos utilizar a express3o deduzida no item VII.2 <(VII.19). Neste caso

Lemos que:

Nm-1 172

4 24 mIR f=)
- p = M, - ; CVII.21)
R |#pe >| " Nn b b
S
onde
3
k> Hy 3 p 5 3D p D
o> = (s + = - CA+1D
4n 4P 4‘R* 4 Ca* 2¢
(o] (o]
3 p 5 p3 m 1 2 %
+ et e T = 1 + +
4 R? e K e R? a’ 5
o (o] o o
o CA+1D
N [ 5 + 6 CA+1D> ] e CVII.22>
a R R
[e] (o}

-

Vamos analisar o efeito de A nas semi-larguras e nas

posig@es das ilhas magnéticas. As figuras <VII-5) o VII-6) mostram as

curvas onde ;’m € constante para uma corrente de plasma de 18kA, m=3,
n=1. Na figura <(VII.S> utilizamos A=0,28 e na figura J(VIL.6) A=-1, que

sorresponde ao limite em que 3 é nulo.

Pelas figuras percebemos que, no limite da raz3o entre
s pressOes cinética e magnética nula, as ilhas magnéticas s3o maiores

® est3o deslocadas para a borda do plasma. Utilizando a express3o
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FIGURA «<VII-5> : Curvas de e constante para : m=3, n=1, N=1,
I =18kA, Ie= 600kA, =100A, a=8cm, b=1icm, Ro=30cm, A=0,28.As escalas
P

estdo normalizadas pelo raio menor do plasma.
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 FIGURA VII=6> : Curvas de ¥ constante para : m=3, n=1, N=1,

I =18kA, Ie= 600kA, I=100A, a=8cm, b=11icm, R0=30cm,A=—1. As escalas
P
est3o normalizadas pelo raio menor do plasma.
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(VII.21> para a semi-largura de uma ilha magnética, vamos verificar
este efeito.

Analisando as figuras, obtemos os raios das superficies
racionais, para cada valor de A:
o.<A=0,28) = 5,6 cm
o.<A=-1) = 6,0 cm

Utilizando estes raios das superficies racionais nas
equagdes (VII.21> e (VII.22> chegamos as seguintes semi-larguras para
as ilhas magnéticas:

Ap.(A-0,28) ~ 1,3 cm
Ap'(A--i) ~ 1,5 cm.

Estes valores de semi-larguras est3o de acordo com
aqueles obtidos a partir das figuras. O erro encontradoe na diferenga
entre os valores é da ordem de 5%, sendo que os valores calculados s3o
sempre maiores que os valores medidos a partir das figuras. Este erro
talvez venha do fato que consideramos um valor de P’constante em
torno da regi3o onde surgem as ilhas, quando na verdade, ocorre uma

variagao espacial do cisalhamento nesta regi3o.

VII.6-EQUILIBRIO PERTURBADO POR PARES DE HELICES TOROIDAIS

Consideramos agora o efeito de m pares de hélices
ressonantes enroladas em um toréide de raio menor b sobre o equilibrio
toroidal de Shafranov. O invariante aproximado neste caso, dado pelas

equagBes (VIL.7), (V.25) e (VI.32) sera:

3 S
Ho = I e D p° D
vy, = c + — + - <= - CA+1D
4an 8 R 16R 8 C a° 2 C
3 S

@ 4 - pz pz pz

s b e + —— 1 1 + e 1 + +

8 R 12a°R n P 2 R? a’ 2R?
o o] o o]
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2 .

e =
- N CATD +

2 R a R

(o) o

Nm+1 “ I np f=} — m? Mo I o o

- (-1> = senNu -— cosNu
2n’ NR (Nm+2> b nnN b
VII.23>

As figuras (VII.7) e (VII.8) mostram as curvas de Ve,
constante para uma corrente de plasma de 18kA, m=3, n=1 e A
ra'spectivamente 0,28 e -1.

Através de uma analise das figuras, percebemos que o
efeito da press3oc do plasma foi o mesmo que ocorreu na andlise
anterior, ou seja o aumento da pressdo faz com que as ilhas se
desloquem para o centro do plasma e se tornem menores.

A aplicagido da férmula (VIL.i9para a semi-largura de

uma ilha magnética n3o ¢ direta neste casoO invariante da perturbag3o
¢ dado por:

Nm 2 Nm

. Nm+1 Ho I np o m u Io fel

Wy <-1> = senNu — cosNu ;.
2n N RO C(Nm+2) b n 7 N b

<VI.24>

Como a amplitude da perturbagdc é pequena e p/Ro« 15

podemos aproximar este invariante para a seguinte express3o:

Vy = -~ -=1> _ cosNu. CVII.25>
n nt N

2 Nm
Nm+1 m  u I [ o
~ o
A utilizag3do da express3o (VII.19> & agora quase
imediata. Devemos apenas notar que como o sinal (fase) do invariante &
diferente do que analisamos para Nm+1 par, as ilhas est3o rodadas se
comparadas ao caso anterior, pois as semi-larguras s30 medidas agora

em 6 = £ n/Nm, * 3n/Nm, .. e os pontos onde {(p-p ) se anulam est3c em
s
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FIGURA (VII-7) : Curvas de ¥ constante para : m=3, n=1, N=1,
Ip=18kA, Ies 600kA, I=100A, a=8cm, b=11icm, Ro=30cm,l\-0,28. As escalas

est3o normalizadas pelo raio menor do plasma.
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FIGURA <(VII-8) : Curvas de Ve constante
Ip=18kA, Ie= 600kA, I=100A, a=8cm, b=11cm,

est3o normalizadas pelo raio menor do plasma.

para : m=3,

R°=30cm,A=-1

As

n=1, N=1,

escalas
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8 = ¥t2n/Nm, =* 4n/Nm, .. . A exprassSO' para as semi-larguras & dada

por

2

4 m H, 1 e

Ap.:x - : (VII.26D
n I N ’lIJ(p’)' b

onde \1:2;3 foi definido em <(VII.22).

Como o equilibrio considerado é o mesmo considerado no
item anterior, as superficies racionais est3o localizadas no mesmo
local, como podemos perceber comparando as figuras <VIL?) e <VIIL5D
ou (VII.8> e (VII.6>. As semi-larguras das ilhas magnéticas para cada
um dos casos ¢ ent3do dada por:

Ap.(A=0,28) ~ 1,0 cm
Aps(l\=-1) ~ 1,1 cm

Estes valores est3o também de acordo com os valores
medidos através das figuras. O efeito de considerarmos a press3o do
plasma, esta comprovado nestes calculos também.

Devemos notar que as semi-larguras das ilhas magnéticas
No caso em que consideramos o efeito toroidal s3c bem menores do que
as semi-larguras das hélices na aproximagaoc cilindrica d{(cerca de 25%).
Portanto, oa considerarmos o efeito toroidal nas hélices ha uma

diminuig3o na largura das mesmas.

VIL.7- EQUILIBRIO PERTURBADO POR UMA HELICE CILINDRICA

O equilibrio toroidal de Shafranov sera perturbado por
uma hélice enrolada em wum cilindro, desprezando o efeito toroidal.
Seguindo um desenvolvimento analogo aos itens anteriores, temos que o

invariante que descreve este sistema, definido pelas equagles (V.26),
(V1.16>, é dado por:

3 - ]

H, e e e D p° D

g = Cc > + - - e CA+1D
4an 2 8 R 16R 8 C a 2 C
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I3 1)
S L AT Y gl AL +
2 R? 2 a’ R? }
o o
T n p 2 R, R L
+ + cosNu CVIL.27)
an m R_ bNn [ b

As figuras (VII.9> e (VII.1I0D mostram as curvas de v,
constante para m=3, n=1 e A respectivamente 0,28 e -1.
Analogamente ao que fizemos nos itens anteriores, a

semi-largura das ilhas magnéticas é dada por:

5 E |
by I 2 Ro 5 Nm-1
Ap 5 — ; CVIL.28)
i m b Nn [¥p )| b
para (oD definido na equagao CVII.22). Utilizando os mesmos

parametros dos itens anteriores para m=3 e n=1, obtemos os seguintes
valores para a semi-largura das ilhas:
Aps(A=0,28) = 0,5 cm
Ap°(A=—1) = 0,6 cm.
Neste caso, apesar de pequeno o efeito da press3o do

plasma também ocorre.

VII.8-ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS

A analise de nossos resultados mostra, portanto, que ha
uma  variagdo da posigidc e da largura das ilhas magnéticas com
press3o. A consideragdo da press3o & equivalente a um deslocamento

eix¥o magnético, pois quando nés a desprezamos, o eixo magnético
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coincide com o eixoc geométrico. Convém notar que a largura das ilhas é
menor gquando calculada usando-se a express3o troidal para o campo
ressonante do que para a express3o cilindrica.

Esse mesmo efeito ja foi obtido de uma outra maneira
(Zheng et al 87> ao se considerar o deslocamento do eixo magnético e
uma express3io toroidal para o campo ressonante. Este resultado foi
calculado tanto analiticamente quanto numericamente e o deslocamento
das ilhas para o centro do plasma com a diminuigdo de suas larguras
aparece em ambos os calculos.

Atualmente estamos fazendo uma integrag3o numérica das
equagBSes dos campos magnéticos utilizados neste trabalho, para

comparar os resultados numéricos com os nossos resultados analiticos.

91



FIGURA «(VII-9> : Curvas de Vi constante para : m=3, n=1, N=1,
Ip=18kA, Ie= 600kA, I=100A, a=8cm, b=11cm, RO=30cm,A=0,28. As escalas

est.3o normalizadas pelo raio menor do plasma.
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FIGURA <(VII=-10> : Curvas de wc constante para : m=3, n=1, N=1,
Ip=18kA, Ie= 600kA, I=100A, a=8cm, b=11cm, R0=30cm,A=-1. As escalas

est.do normalizadas pelo raio menor do plasma.
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CAPITULO VIII

CONCLUSBES E SUGESTJES

Fizemos uma aplicag3o do método de analise de
similaridade <(Ames 72> a duas equagBes nao-lineares. Através da
obtengao da transformacaoc infinitesimal, que deixa a equagao
invariante, ¢é possivel obter, utilizando as equagles de Lagrange, os
invariantes desta equagao.

Para a equag3o n3o-linear que descreve ondas de deriva
em plasmas de baixo beta com gradientes de press3o e temperatura
(Tasso 67), verificamos que a transformagao infinitesimal é trivial.
Isto implica que n3io ha simetrias internas. Devido a este fato, a
aplicagdo das equagBes de Lagrange n3io resulta em invariantes. Como
equagBes com infinitas constantes de movimento como a de Korteweg - de
Vries (Kruskal et al 70> possuem invariantes (Schen et al 74), este
fato pode indicar a inexisténcia de constantes de movimento para a
equag3o.

A aplicagdo deste método, em uma forma mais restrita,
a uma classe de equagSes ndo-lineares com quatro constantes de
movimento conhecidas <(Caldas et al 79>, resultou numa t,ransf‘ormagso
infinitesimal de Galileu. Obtivemos ent3o os invariantes desta equagao
e conseguimos reecrevé-la como uma equagao ordinaria n3o-linear, que é
de solugdo mais simples que a equagdo diferencial parcial original.
N3o encontramos para estas equagdes novas constantes de movimento.

Analisamos superficies magnéticas em um tokamak para um
equilibrio toroidal, obtido por Shafranov <(Shafranov 60), perturbado
por correntes helicoidais ressonantes. Devido a perturbagdo n3io ha
simetria, portanto n3Ic ha uma fungdo y «cujas linhas constantes
descrevam as superficies magnéticas. Através do método de Cary <(Cary
84> obtivemos invariantes médios que descrevem aproximadamente o

problema e analisamos as superficies magnéticas médias, ao redor das
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quais se formam ilhas magnéticas mé'dias. Utilizamos os parametros
numéricos do TBR-1 em nossos calculos, o que permite a sua utilizag3do
para interpretar alguns resultados experimentais realizados neste
tokamak com hélices (Vanucci et al. 88>

Verificamos, ent3do, que ha uma dependéncia da posig3ao
e da largura das ilhas magnéticas com a press3o do plasma. Com o
aumento de press3do, as ilhas se tornam menores e se deslocam para o
centro do plasma. Foi possivel observar, também, que a utilizagdo de
uma express3ao toroidal para as hélices ressonantes resulta em ilhas
magnéticas de largura menor que aquelas obtidas para uma aproximagao
- cilindrica.

A variag3o da posigdo e da largura das ilhas magnéticas
com a press3o ¢é equivalente a considerarmos um deslocamento do eixo
magnético, pois quando a press3o é nula, o eixo magnético coincide com
O eixo geométrico. A diminuig3o da largura das ilhas magnéticas e seu
deslocamento para o centro do plasma, j4 foram obtidos analitica e
numericamente (Zheng et al 87) considerando o deslocamento do eixo
magnético.

Como aperfeigoamento deste trabalho, podemos utilizar
outros equilibrios que possuam um fator de seguranga que varie mais
acentuadamente no plasma e, portanto, se ja mais préximo dos
encontrados em tokamaks. Além disto ja estamos fazendo uma integracao
numérica das linhas do campo magnético, afim de compararmos OsS nosSsos
resultados analiticos com resultados numéricos. Finalmente, ha a
possibilidade de aplicar o método de obtengao de superficies

magnéticas médias a outras maquinas.
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APENDICE A

A 1- DERIVADAS DE

Aqui estao expressas as diversas derivadas de

necessarias a transformagdo infinitesimal da equag3do (II.9>:

=t Q{@t (b - T) 9 - b Ty - Tp fe+

|

R E AR AL AR
Ty oy (.19

Ty < g v e {08, + (8 )00y - Ty 4
O R A I R R B LTI T D
Bge = b g T - e Ty - gy i

“lagy Yo v By v Qe 42 dye Bug + 2Cy Dyon *
CE Ayl Buay - e g -y 0 Yo - e Tyy - B e
Ty e 2 gt Gy Y B 4y e Bygy
Ayt dge -2l Sgee -y Qe Ty - By P Ty

- (“(ua L(]\di- /Rda(t - %3, (/tLTE”L( -3 ('F'; q)\at }}\0\() - (25 y\ﬂ(t e 3
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_.41- o Jegy - Ty Vﬂt R L IR [ S o
-2 Qg e Yye - 2 Byae Ty -2 dye dr Tgp - 8 dygr By
-3 gy Yy dgr -3 By By T g - dygr Tt Ty - Dy Ty

Ayg Ty - gy B Ty - 256 Ty =2y Byek Ty

,4’3 s Sy Yy + L@ @U* *“fé dy @W + % T @ . 4); @et’“
P05 e By - By fye Sy -y Sge - e Sge - Oy B Ty 4
Ay O Tye - By B Ty - 2ty e g -l e dgg 4
Ayl ey - e T -t Toe - A8 Ty
L T T R R

- Yy - ey e w}. (@4.1¢)
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A2-SOLUGAO DO SISTEMA DE EQUAGOES

Aplicando a transformacg3do infinitesimal I1.10> a

equagdo (II.9>, obtemos a seguinte equacg3o transformada:

P - -o(tz}[ +[5‘7Ca -‘@Jk—{ﬁa +gt{’\3

gE g ofgE .

=y ply SOy S dggE - by fyx

+ € {-«@t P oy -tHY + 6 dyur + (-d@, ol Tt
“ Py 4 EUTy + 8 Byge -8 Tyge) + by (w3 + P
Yy -0 dy DYy -0 h - 26 By -6 gt 4
7 By *ﬁ(‘m‘f’ ‘g%) + de 0y (“"if YT
ATy +28 G € gyt - 6 Tyer - Yge) o+
Lt (P v 003 6 By -2 e o B o)
oy (_g'@ ¢ 68, S36Yy) - WS dyge 4 T v
_-MW T+t (80 - S ¥y - 28T -0 §,)
-6y Ty 1 4y (gé@” 4G gy -6 Tp 1+ Ty 4
ﬂd«]@% ' .zr)ﬂ?) +a(); 9, (é Begg - 46 Jyeq -6 Toer +
SETRA IR R sz) + e By (96 Tye 10Ty )
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Cote (-6Tg + Ty ) o g 48 (-6 Tee +1Tye) + 9 Pye -

'(-58 o + 99 8) *ja {6 egt hﬂ%) + 45 U (-5 e +q944)+
e :

e P (-48Tq~( - 30Tq) + 95 fu (_grnw +']('7¥> 45 e -

\-g r[?g\{;ke + V’) r/npd/ +"‘F‘a% (gi‘“: - 25 jj‘t> + LP\H t(t (é @M -oLé y%{ %

25 T’%) -~ %;t TRJ e 2 4 %rw 'wr'le }Lp + ‘{)\H ‘?\é (—:%é Jox 7 )Jk) }

! {‘PW %‘% (-2)% Yug +fi>};) 14 JM o Ty - U %M Mg i (pgtf’z“

- cL/S (‘()(a}gt (‘pta rw f = 0. QI'J)
Utilizando a equagdo original (I1.9> sob a forma:
\‘pjat :_Eé__ f‘(t + .8{_ (f“?—p) LF? +(’3_ q)‘d ((?VC , (A3>

e substituindo-a na equag3o (A.2), o seguinte sistema de equagles deve

ser satisfeito simultaneamente:

~0<§k+f‘>§\a’-l§“€@? +é§wk=0
-[’é’ﬂa ”LNWJA&%M —ér%t -&393=O

- ol It ‘ﬁ\a:) - a5 éd%’t ‘gj‘dtft ‘W]@ﬂt ~ LR
+pﬁ“t —{‘4)93 + Fﬁj = Q0

- Ty + 6 Tyyq =0

g BT 4 0Ty 28 By - S gy - S Ty
N9y +1 Ty =0

Y g+ 6 Dugr - 26 Vger - B 4 Yo =0

Yy = O 90



= U

j((:O
ig%“ww - ST -9y - O
s

Lé@w -465’%} -J%/"(fpt —'r]@‘( =)

é@t&’%{’ i ié)fﬂN 'g(/')wk St bay ) y»dt( a5 Tet =0
- 3% TN +r)’?a:o

‘g(lzd‘-( +qﬂ%:0

- & Ty +q/l?a\(=0
- 850 +3qY =0
oYk + M g =0 (4.4)
-6 Jyay t N Yt =0
=46 Ty + 3 Ty =0
-6y +q Ty =0
-5 Tggg +n Ty =0
-6 D - 45 dge =0
iy = O

=3¢ Jqr + 9 9 =0
= 3 Yoy +r]JL(:O
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Este sistema possui diversas equagfSes redundantes,
simplificando-o teremos <I1.13):

ﬂ —olya O
i( - o
%t‘ "
—%HM _M@frgéw—o
5 Bt -ozéja_a
08 - dS By ) By - FYT P - €4 £ PYy < O
15 Gy -1 §yy =0 d.9
By 7 By = 0
Qé&w'g\)w‘ﬂ%so
1 >y & =0
ééw - &y =0

Reduzindo ainda mais o sistema acima, teremos:

il

%’-‘-ﬁ:ﬂj:

/EO\
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A S pg, - (4, Ay =0

4B By 4T - pT =0

B
i
=)
I

&

E)Le = jt :j\é :O

éc:@q: @g=0
-Fo-940 - BT =0

Do sistema C(A.7), podemos concluir que

4]5 e j sao constantes arbitrarias:

i T (%)

I

Substituindo C(A.8) em (A.7d) teremos que: -

e t o+ b
2 - e

3 &
= b

o)
1"

0

=T,
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(4.9)

(4.9

devem satisfazer também CA.7b) e (A.7c>, a solugido

(4. lo)



APENDICE B
B.1- ANALISE DE SIMILARIDADE DE UMA CLASSE DE EQUAGJOES

Aqui se encontram todos os termos da equagao dII11d

modificados pela transformag3o infinitesimal <II1.13).
.&E :Ut+€{“f“t“"']“:c+/’\} (B,m)
BA g e M M +€{%[—rﬁuk-j’ut+‘ﬁ]+

+“L[Q'*7/1 M\t]} (@_45)

131 Mg e iy O € {Uat [ (au) ]5 Mgedy, 4

(a+l:/ EMAXf] + U(a,m,(/ [—}ﬁuan - 3%%_Mt o0 gd'i } (BJC)
Tl %a’rni = g U%J’DL + € {U. [— (234—3-) ')3 %_N_DL— («231&-1) f u(zaji.a-f

+ u‘?j*ql [(T—f T 4 ?x%] } (B.ld,)

,U%(WI & Ui(?é)t b & {‘ (}b Jri{bg\) ‘{l-p'(t -"'] “(73+5)x, +
‘i'f} %3.01“ } (B.Ie)

.J_.(au__o{ %{,L)Z s Lfa“-bt uqf-i)’l/ + € {ugi‘i‘i)’(-
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RS e T A e TS T bpi,ij

] e [Jau-u [5 Lipes-i)T - (3+i—i) f M-kt fcgan-i,i]}

(B,%)

Utilizando as expressfes (B.1), obtemos a

equacgao
{II1.11> transformada:
N
—"ZH I*i t é\J 3['2( 03 th U(a*ﬂl "’Z’H’a(zau)x, +
=
+1\ . B 3
%(Jﬁ/i -Q’é (AL) “‘(JH.-L)K “{3#03( = 0 =
g =0
N
po- L Z: “3 [,z(-M” Max, Magent ~02,MM(33+1M +
3:1
+4 .
tapt - d é (ab) Uhe-iHx Ugiréw_,] t € { )‘Uk +
L=0

The e i’(‘;uuL ¢ ‘lfuu{ ~ AT - LT My, - ATy, L+
n

A }Jl”k + 3§ 03 [i (‘1\)3 (a\L.Q Puﬁn %“M + c?,(-f)a(3+i)?.

E g 4 2 &) “3 e My + 3, (-1 ¥ f U0k Menst
v_{)gu T g (1M + 2 38+D16 ““{:amt & o 1 +Q§,
pe 20 Mg - AT g, - 2K opp, +

"J(sg) Moapet - T Mogen, Q’S’?{ RO RIETY I

(dfl}' { mp He-0)1, M »Z( +1) f -0 M lari-tt
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. T u’(ﬁ*"”i’ ga“,i t+ o< (3+1-L\) P) U—(aﬂ')t M,(aH- TS A

+d (aH-L) f Lhedy Mh-Ooxr - AT ME+0 ga-u-i,, L }j (30«?)

Para que a equagdo (II1.11> seja invariante sob esta
t,ransformag'a'o infinitesimal, impomos que todos os termos em primeira
ordem em é se jam nulos. Para que tal acontega, devemos satisfazer o
sistema de equagdes descrito a seguir, sendo que para obté-lo

utilizamos que:

gw-i'c,i = gayi

gafc,i = ga,i g‘ﬁo

Bo & eqincte srigtim,
AT =0

TN _oz(r-oz/uu +i{fu’“-lf6>@ -dAk =0
(J.au) 2 "t qu =)

f-0 (-9
Qéw) AT - 3dAt =

52(53 - 2P =0

T =0
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A solugdo deste sistema é praticamente imediata

A= s ()—/L:’C:O G.4)

}7402(\-:

Portanto,

as f ungdes
invariante s3o:

que deixam a equacdo UIL11D

X = £ -26¢k

T 2 MR (8.5)

U - ¢

Utilizando estas f ungdes, as equagdes de Lagrange para
O nosso caso particular se tornam

dt  _ & . du (6.6)
B 15k & 5

Vamos resolver primeiramente a equagdo das variaveis
independentes. Queremos calcular um invariante

Y tal que:

dY = O <@’:'L>

€ que satisfaga (B.6D.

' = \((X)k)
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L ot
0{_(: (@i E'Q_ﬁ 4 M) Ou :O (Bo@>
% dt 2t
Utilizando <(B.6> em (B.8>, obtemos a seguinte equagdo
para A :[: O :
i (e 40K " & AL <6'9>
3% ok v :

que tem como solug3do particular:

= Ky + 0204, .10)

€ que satisfaga também (B.6D.

= A dw o+ 2L & v dw =0

RS ? M
dd = Lol ? 4 wm N4t -0 B2
% <3/§ At ! B_EL POk 9 > )

Substituindo (B.6) em (B.12>, para 0(;{: O » teremos:

(@-9@&)%/ +o<g_% + T% =0, (2.13)
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cuja solugdo é:

fie

oA + o -k - Tk ¢ ¢4? (@.14)

1

Conseguimos portanto obter dois invariantes ou
variaveis similares. Note que o mesmo resultado teria sido obtido
integrando diretamente as equagdes de Lagrange.

Para reescrever a equag3do (III11) em termos das
variaveis similares deiA Y » Precisamos das derivadas de a

partir da equagao (B.14). A partir desta express3o chegamos a:

sy = L [ Ql_{; (AT - 1) + f+(>_-£L(ch] ®.150)

dy

/qu(, = 0(3—1 A;g/ﬁ, - 63" (Ble)
dv

" 0(/3+L < :
brapy = o m%_ (264 *D (8.15¢)

Utilizando as equagles (B.15> na equagao aII.i1,
obtemos a equagao (II1.23),

B.2-ANALISE DE SIMILARIDADE DE UMA EQUAGZXO
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Aplicando a regra da cadeia a transformagao (dII1.12>
obtemos:

E L 4~€[X1+XHUJ

Do g gy e

= e T Tk

1\

mesmo modo calculamos:

T ‘ “
Tgi= k046 [Ut +(Uu_lf) TPRTN R T Ll

SO 6.9

s & 2
LLMz{/ = LLU“/ +€{ML UXX/ ‘f‘Ul(Ui‘L—XIL)-MlMt‘

| (Ta‘f /Pu\) g Ui ( U - X - Xu) ‘Ui o (rp +KPAL> t

LA

f [ 4 3 =
"“2 XUUL - My U't<rT7(]LL+rPU> -U)é qu, - My Mg ’uu-{—

=

Bty o B B, Bty S 8 NS W

- PR P R e T - A UL} (Bvﬂ@
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l—iafi = MU + € {MUL 4'““\(,[()&‘3(&} - MUy rP)(. S
o Ky S, uy T o U} ®.13¢)

R CRRUMES T CTRRY SR e

- My Yf + My <Uuu —W}(Q - My, ﬂk ’Uag quk t Mgk -
lt - AecadiGad +9\)xu) 1 UL(Uuut "QMQ Wil Ui i

-M{MI g W) T + Uyt (QU,M - Xaxw +Uuw - Xy - lut)+

'j"uit rflk —ZU{ Myt fDL ‘/u)( Moy yy XAL t Uy U{;L (»Z Uu,u, ~ Z-l XXLL ..OZ,T)U*.)_’,

ui Ay (Uuuu - ol)()u“L - th) - 2o g Uy, T = dy uf e

i e Wanans 5 Uy Mk (-5>(M- ) T u,’g = i e Tt

- O gy U, Kaw = ug byt X =8y, Mo Kug =3 s Uy Ug Xuw +

P Ve, T - Mi My, TDIM. = Loy Uyt KIL-} @-F}d)

. ST = UMy, t+€ {u U + Moy (UUM - ‘ZX,(M) + ity Uyt
Uy (\JWM-\'S)(,UU) -t Xy + M Uy (-wzm - Xgxn +Uug +
Do) + 30 X+ Ubtegy (-0%¢ +2Ucu = Yoow +Uik) < 81 Ty 4
By T = O Matyny T 4 M My Ly (oZme . X,(M + 5Uuu—3)<m)+
Suly Mgy Xow = Suatety T = S sty gy Tha - 3ah b wigy Touct
5““7(, Baxx T~ My My /ftu - MMy My T -2 quzl’ Mg T““H’
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= - 9 % 1N
Susg g yg Tow - a6 T - 3w vy Mpn T + Mt U}'

(H.Hc)

Para que a equagdo (III.25) seja invariante sob esta

transformagao infinitesimal um sistema de equagles deve ser

satisfeito. Muitas destas equagBes s3o redundantes e o sistema pode

ser reduzido para:

Ml = s

Xy =0

U - et - 2ut), - 2u Uy =0

o= T il = O

0 Ui~ Whiige - = 4 Yoy 0 @. %)

-4 U+ anxt - Uug +°2’X7<t 1LZH))(, ¥ q“*uuuv - du Xxxx +

+ Lu UU';(’ - LUA Y)( -~ O
Xt'{'OzU - bu X( +4UL Uxu -oZU\{mLJrlikUu:O
4 JW,L s 02«% UUUM = O

Dt ‘f'X,()(/ = ULL +‘2)()L . i oZU;(u = {)

-l = O
9

3 Uuuu c
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gU,UL —LQXX/ 4w Uxu,u =0

Resolvendo este sistema chegamos a seguinte solug3o
(descrita na express3o CII1.26)):

¥ a Ik
T (3.19)
g S

112



APENDICE C

C.1-CALCULO DOS CAMPOS MAGNETICOS APROXIMADOS

A express3io calculada para Bf é <(equagdo (V.13ad):

D = n 2
bj) - /,bo[mf_ _____ (N+1) mm O Qp ‘%) ' (Cu4>

Qo—-f(m'e

Expandindo o denominador em série de Taylor, mantendo

termos até segunda ordem em f/ﬁo , teremos:
I | 1 1 s 4 5 @,:2/)
| FRRTTavEL ) [ {4 £ we  + fo‘ w’o | |
% (1 -$le wes0) Ko

Substituindo «KG.2> em .1 obtemos a seguinte
expressao para Bf Cequagdo (V.15ad):

Bf :’ ﬁéf (M) MR (1 = ;ﬁﬂ”}ﬁ VO +% LQO?@]- @5)

Agindo analogamente para 89 CV.13bD:

e [ e o]

%’
U Q

. ﬁ [% 3N+ _ﬁ s HA&W(H&M h&i uasze).

a* Ro
C.4)
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Avaliando numericamente estes termos,

3
desprezarmos o termo de poténcia fg/ﬁo

- 3 (he) gt
g

precisamos desprezar também os termos:

(n+1) _g; o

(1 +1) EEZ o

~ 0,9

0,3

f 4
»OL

Chegamos ent3do a seguinte expressio para Be

20 . 3(n+8) _PY wd + (D) B+
[‘aﬁ R o

3D 0 wde 4 Jp? ugoﬁe]-

A expans3o de %'( &

© produto de duas expansdes:

e ; .
&f_ﬁ%-fwwl'

—
a expansao do denominador e a expans3o de | .

expansiao de I:

vemos que para

CV.15b>:

i)

a mais complicada, pois envolve

C-o)

Faremos primeiramente a
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Y
T [1@2’ b ) %Q:IPL (_2 ,/\) (4 _Qz)P_i (1+1) w&e}]i (C;}
que pode ser reescrito na forma:

e fEg) g o s @

onde
Y
e b gj’/”‘") (€.90)
Q
G e __Igz' . 9b)
Ko

Expandindo esta express3o em série de Taylor para a

variavel f/ao e mantendo termos até segunda ordem, teremos:
T & {orog . 24t @0 (7 ;
Lo
Bt (5 r
Vet =Pl P

Como C%~ 100 D, podemos expandir em <(C.10> também os

termos que s3o fungdo de:
2 2
v
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Por exemplo:

1

Jcaﬂ)éﬁ ~ G ﬁ%&ei €. 1)

Denominando:
o 20 A0 A
:e utilizando a expans3o em série de Taylor de | =% » teremos:
B | D ot _ 1 D C-130.)
/C ‘”/sz —C—:?:E_g@ 363#
| Analogamente:
| PR R R L (c.13b)
== 1ok tie b
s J)?%
i s L B D BRNG DRl GRE
: - B E st 3 o
[CZ—DV /(LLJ%’ SEREE N i L -

Substituindo as expressSes (C.13) em (C.10>, chegamos



|
SV ’Q.
%,
e )
I
S
AT
|
Q't\\;g
. —“EIRESER
-
=R
3.
)
G
Py
w
1
Clo
Gl
e
+
o [H
5
-

€. 14)

Comparando os

termos numericamente,
tem sentido manter todos os

verificamos que n3o

termos das ultimas expansdes, pois estes
J& s8o correcdes do termo

principal. Desprezaremos ent3o o Adltimo
termo da segunda expans3o e

manteremos somente o pPrimeiro termo da
ultima delas. A express3o para | ficara finalmente:

T QO{C-ﬁ%g “;z%:i': _%(ﬂ+0(l-£i)£m,
_éJr?‘/%gj—ﬁ; (N+1)* <{‘£i)L£'; (/9329} @IED

substituiremos ent3o

2R AEE 200 (1) 4 we.
) RO (g el €

Normalmente levariamos em conta apenas termos da
ansdo até Segunda ordem. Porém,

como o termo principal é muito
: 3
Or que os outros (da ordem de | 0 a 10 *

> para considerarmos os
rmos de correcgilo,

pPrecisamos manter a2 expansdo do termo principal
quarta ordem. Ficamos entio com a Seguinte express3io V.15cD:
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&(g ﬁ {C (li’ﬁt&?‘r@ +£Q O +£ﬁ_)’wo39 hgtw?[*e}

L T ) - R {f) 4 e (g el
@

C.2- EXPANSAXO DA COMPONENTE A‘f DO POTENCIAL VETOR

Obtivemos a seguinte express3o para a componente A({’ do
potencial vetor:

2\

Aq :7@[% (1-£) @o—,g“% [ummimj @.19)

Expandindo o denominador em poténcias de JD/QO 2

o {1-6 - ) g + G wO]
‘ {1+i LA +-Ef ()0576} ('C.Iﬁ)

Vamos desprezar termos de poténcias maiores do que :
segunda ordem. Porém,

alguns termos de poténcia mais baixa s3o

numericamente da mesma ordem que estes, portanto nio serido levados em
consideragao .

A%“d]&ﬁ%,<{+iw&6+£me' (l+iws6+
i ) ,i (h+Y) Cond <{+ﬁ )
ﬁo (A1) O (4+i uM)) S. @’w)
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APENDICE D
D.1-OBTENGCAO DO POTENCIAL ESCALAR PARA UMA HELICE CILINDRICA

Obtemos nos dois primeiros itens deste apéndice os
potenciais vetor e escalar c¢riados por uma corrente elétrica em
umahélice enrolada ao redor de um cilindro de raio b <(considerado como
uma aproximagdoc de um tokamak com raz3do-de-aspecto grande).

Na auséncia de correntes o campo magnético pode ser

calculado a partir de um potencial escalar§ que satisfaz a equag3io de
Laplace:

I R 1 J)j +_{_1._9_2§%_+9?§ =0, @)b
f 9f f f 0 9%)2'

onde g 3 9 3 s3o as coordenadas cilindricas.

A hélice é descrita pelas seguintes equagdes:

“=mB -8 =m0 - kg 0-%)
?:‘b' CDJ%

Utilizando ent3o a variavel AL » ficamos com a seguinte
equag3ao:

) €9£\+ ke 9& 0. 09
T o f*
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Vamos considerar uma separagac de variaveis para obter

a solugdao da equagdo <(D.3>:

@: @Lf\) U (W), @‘*>

Substituindo (D.4) em <(D.3) chegamos a:

L0 f el o

Portanto:

fer 3 -

¢ a solugdo desta equacgdo é:

U= & Ay & SAEEe (DQ)

Mas, a variavel 1L deve ser uma variavel periddica, pois a hélice &

periédica, ent3do:

2 aieakplv N intaro (D'@

)
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o que implica que:

U= A pmNu + B v N @.9>

A equag3do para a variavel f tem a seguinte forma:

iudﬁ)_ / mzﬂaz]O}Nlﬂ-_-o, 0.10)
dg \ ' dp) T
Fazemos ent3do a seguinte mudanga de variaveis:

= Nk 0.1l

y () = 2L, ®-1ib)

e a equagao (D.10> se torna:

- e Rttt ot o
ax,

d1 c i3

A solugio desta equagBes s3o as fungBes de Bessel de

primeira INrn e de segunda espécie Mnm de ordem '\Jm (Butkov 78).

= Ries, sl Bisicchin Dnpaatiea s @-45)

Ou ainda:
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o= him Tim(NEp)  + By Kon (NRP) ©-14)

Lembrando que o seno e cosseno diferem apenas por uma

fase, e que a solugdo para o potencial escalar é tomada como o produto

das fungSes D9 e (D.10>, temos que:
(I) £
r
@j’#} = @05 t 2 {A,m I,qm(mtf) + Bym (r\Jhﬁ il . @u4s)
Nm= {

O primeiro termo da equagao (D.15) representa um campo
uniforme na diregdo z. Como Kam diverge na origem, a solugdo para a

regido interna ao cilindro é dada por:

@L(f)u) = %07()’ 5 2/ A INm('\JJP‘S)) o (-1¢)

'Jlﬂ:1

Por outro lado, a solugdo na regido externa as hélices,
obtida de maneira analoga é:

o0
8,0 = $y Bun Kam (Vhp) wmilis 6.13)
Nm =1

Para obter as constantes arbitrarias da equagao <D.16),

consideramos que ha uma densidade superficial de correntes na
hélice:

I = ie + iz éD,{@

Utilizando as equagBes (D.2) que caracterizam a hélice,
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@ que seu passo é J(U'm/,b\ », temos que o angulo formado pela hélice e o
sentido positivo do eixo z é:

f%fsz

.19

Para um fio fino

conduzindo uma corrente
hélice e fazendo uma expans3oc em série de Fourier, vale

I,por uma
a0

: (2. 20b)
Nm =
onde

Observamos

que as
forma:

equagfes (D.20> consistem de
superposigdo de termos de correntes uniformes e harménicas, que tém a

uma
.L%Mm = I AR N AL @'Q“‘)
T ’
Lonm = _J'i o N,
mT

B.11b)
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Quando \f = b as seguintes condigBes de contorno devem
ser satisfeitas:

5;} L @.220)
B e85, ~ St ®. 221)

55 = Bzﬁ :f“’ Lonm @'MQ

Lembrando que:

% = \V@ @'25)

© com as equagles (D.16), (D.17), <D.21> e <D.22>, obtemos :

Mo St Ep Bt epis naieg G-24)
W & ke

onde utilizamos ainda a propriedade (Fernandes et al 85):

e

T A = A (.25)
I, (0 Ky) - T, Ky =

Uma hélice conduzindo uma corrente elétrica, cria ainda
um campo uniforme, cujo potencial ¢ dado por:

)

@"' = _fwo n
i fzﬂwrZom/

; (®.260)
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ou se ja:

B - o N L ) @'16 b>
3 J% Ko o

Portanto das equagBes (D.24>, (D.25) e (D.16>, chegamos

que o potencial escalar interno ao cilindro é:

b = e In |4+ db 5 G (VED) Ty (k) N}

Nm;‘"

Esta é a express3o utilizada em (VL.8).

D.2-POTENCIAL VETOR DE UMA HELICE CILINDRICA

A partir da equagao obtida no item anterior para uma

hélice cilindrica, vamos obter o potencial vetor que descreve este
mesmo sistema.

Como o campo magnético, na auséncia de correntes tem

divergente e gradiente nulos, podemos obté-lo a partir de um potencial

vetor /A e de um potencial escalar ‘@‘6 . Portanto:
Bj) = A, _ 200 _ 28 (0.28a)
—f_ ﬁ 920( 9)0

u W Mgumer - (90 (9.13b)

o 3 ¢ 20

LT TS . I g

Escolhendo um gauge em que A? » Aas equagdes (D.28)
Fe reduzem a:
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. 0.294)

2 20 | (D.29b)

;‘i(fﬂa\)—i %Aé = % . @"29@

Substituindo a express3do (D.16> em (D.29), temos que:

0
5 % = g NE. A ];:Jm {"Jjﬂ‘f) M NAL (D-BO)
D’b Fm =4

Integrando em =z, lembrando que, como ha simetria

helicoidal, JJ € sempre aparecem acoplados como u, obtemos:

A = 2 S (Nkp) cooNU  + %(ﬁ). (@-31)

Nmz4

Substituindo agora (D.16) em (D.29b) e integrando,

chegamos a seguinte express3o:

Af :—_‘é_ 2 7’% Awm iNm(f\lhj’)/\UY\'\Jw +(‘a(fg. )
N=1 D32

Estas duas componentes do potencial vetor devem

satisfazer a expressio de Bg calculada a partir do potencial escalar.

Igualando as express8es de obtidas a partir do potencial escalar

(D.16> e do potencial vetor (D.30> e «(D.31), concluimos que a seguinte

equagaoc deve ser satisfeita:

; = (v-33)
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Portanto:

% - &l_jz ‘ (. 34)

Além disto o argumento da somatéria também deve ser nulo.
Isto pode ser demonstrado, utilizando a seguinte relagdoc entre as
fungBes de Bessel, obtida a partir de suas relagBes de recorréncia

(Morozov 66):
Iﬂn (x) + L3 gt [4 +ﬁ] Enln il CD.&BS)

A fungao ? é arbitraria e a escolhemos como nula.
Ent3ao, utilizando as expressdes para ANm D.24> e 80 (D.26b>, chegamos

a seguinte expressio (VI.10) para o potencial vetor:

Af = _ !’(?', be Q K (NRD) im(n&j)) N @-5@

Nm=1

- .
o= oz 0 T db & Kip (WhE) Zh Lukp) uaordu,]
Nm=1

26b
A)O:O gazc‘?)

D.3- POTENCIAL ESCALAR DE PARES DE HELICES CILINDRICAS
Consideramos agora, m pares de fios finos enrolados

hlicoidalmente em uma  superficie cilidrica de raio b. Os fios

ad jacentes igualemente espacgados conduzem correntes em sentidos
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%opost,os € a separagao angular entre dois fios vizinhos num plano

' normal a superficie cilidrica é de n/m.

Um destes condutores é descrito pela equagao da hélice:

= mO - k?)/ = wnstante .33

| ent3ao um condutor j qualquer sera descrito por:
6\ 0 - aﬂ’) - )m? = constonte . ‘ @5@

O potencial escalar criado pelos m pares de correntes &

Een’(/::!‘io, de acordo com a equagao <(D.27>:

Imn-1

§ :.-a:g_;) (-D?ffgﬂl;% {J?f +db Mé:%:m (NEb) Tym (M’zf) PN (@~ aﬁ)—ké

(3. 39)

Verificamos que a somatéria do primeiro termo é nula.

Por outro lado, a somatéria dos senos & dada por:

Jm-14 Loy mN(me&Jb)) N /mpar

2} (N7 My N[(me-a‘ﬁ) «/‘23] =
{82 0 N par

@.40)

Portanto, o potencial escalar de m pares de hélices
cilindricas é:
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§m s Qm(rfb k. £ Kam (NRB) Ty (Nhp) pna(mo - ky),
‘ N

=1

G.41)

sendo N fmpar. Esta ¢ a expressao (VI.17).

D.4-POTENCIAL VETOR DE PARES DE HELICES CILINDRICAS

Para calcularmos o potencial vetor que gera o mesmo

campo que o potencial escalar (D.41>, utilizaremos novamente as
equagdes <(D.29).

De (D.29ad e D.41> obtemos;

1)
- g _ ApoThht G\ i (kD) T (WhD) ponN (m - R2)
N —7% Mé:’ i e Z (0.42)

Integrando esta expressao em =z, lembrando que para uma simetria

helicoidal 6 e ;h aparecem somente na forma de u:

Ag :-.?,Mqr:cbbv é Ky (VD) Taim (VD) oo N(mO- k) + {(j))

Nm =4 @,43)

Substituindo <D.41> em (D.29b>:
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Q_P_ i MJK 2) N Knm N}Vlb) J—Nm('\”lf) o N (mo - ké}
oy
- 0.uy)

Integrando em z, teremos:

Ao < - L 2 o (NRE) T (V9) o 0(m - k) 1),
(0-45)

A componente z do campo magnético deve ser a mesma

calculada a partir do potencial vetor ou do potencial escalar.

Utilizando a identidade <D.35)
¢ nulo. Além disto,

» mostramos que o argumento da somatéria

f e g podem ser escolhidos arbitrariamente e as
tomamos nulas. Assim, o potencial vetor & dado por:

ho = % %W&Ib 2 K (h) Ty (NRp) pom N(mO-kz) G4
Nm=1

A, - Dl 2 K (NED) T (W) woN(mo-ky)  G46)

Aé i @.46(;)

Como a amplitude dos termos do potencial vetor diminui

conforme o produto Nm aumenta, consideramos apenas um dos harménicos

da somatéria. Além disto, como f/Qo » utilizamos a aproximagao para

pequenos argumentos para as fung®es de Bessel (Butkov 78):

L

T (t) @.470)

TL+1) L
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’ v pa) Nt XY
- &) &3

Com estas express8es, o potencial vetor sera dado pela

equagao (VI.14):

AS) Lmrﬂ_L W (%)’Jm*i W,N(m@*hﬁ) @A‘ZO)

NN

b 2 \im -4 N (m6 - k3) (.43b)
° %quf No b (i) o : 3

A}; = CD'LHC)

D.5-POTENCIAL ESCALAR PARA PARES DE HELICES TOROIDAIS:

Consideramos m pares de condutores finos enrolados em
um toro cirular de raio menor b e raio maior R . Os fios adjacentes,
igualmente espagados, conduzem uma corrente I em sentidos opostos.
Vamos calcular o potencial vetor deste sistema a partir do potencial
escalar.

Este problema foi solucionado nas coordenadas toroidais

usuais, sendo o enrolamento das hélices descrito pela equagdo:

o= m(w 46 pnw) +nd = onttante. ©.49

onde o segundo termos representa um enrolamento n3o-linear. A solugdo

obtida para este problema (Kucinski et al 87) foi :
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= (ebimn | e { (o

Nm +3f
+ _ﬁj\m C femd b 3(Nm{>) +_Nm [,S_ o (Nm&) 4
) (Nm+H) 4, Wm+ L) L 2

y Nm -1z,
£ 3 (Mmé)]} an(Nu+ o)+ <?> [ r’:j\m b I(Mmé)Jr

N [% %, (Nm$) - ji(l\)mé)] M(NM'N)} : (2.59

G\Jm )

onde -J/O e Ji sao fung@es. cilindricas de Bessel.

Utilizaremos a simplificagdo que o] enrolamento é
linear, portanto:

Ficamos ent3o com a seguinte express3o:

§ = (C%M’ - W utunitis

S )‘/z,_% {(%) M+

& 6550 | N+ (er +2) _b_ WW@UHAJ) +
09 N+ Y 4R

132



Nm-Y/
636" =

N m b N -w) (d.5L
t <@?) e pon (it - 9) )

Vamos fazer ent.3o uma mudanga de variaveis das
coordenadas toroidais para as coordenadas polares locais. Entre elas
ha as seguintes relagbes <(Kucinski et al 87, Okano 89>, que n3o s3o

validas muito perto do eixo magnético:

R 4 § @.524) W T -9 (-52b)

(cmM - ww V7, L (1_ '?mw) (».52¢)
rKﬁD'A?o @f’

b = i _?: D.52¢
¢ w_i_gﬁ (0.524) & z%: <5’2)

A lei de enrolamento, utilizando a express3do (D.52b), e

considerando um enrolamento linear torna-se:

o= m T-0)+ nd = constante @5?))

Com as equagles (D52 e (D.53), o potencial escalar

sera da aproximadamente por:

§eoms ™ (oo joose) | (] ommion ol

il [l o 095
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¥ Nm -1

¥ g—) (ﬁ;’”—g— M[(mevi)e/’\lﬂ‘{’]] @.52)

Esta é a expressZo utilizada em (VI.21> para o potencial escalar de
uma hélice toroidal.

D.6-POTENCIAL VETOR MEDIO DA RESSONANCIA [( Nm-1)8 - N n‘{]

Nos proéoximos itens vamos calcular os potenciais vetores
médios das ressonancias vizinhas a ressondancia principal Nm.
Consideramos cada termo do potencial escalar como o potencial de uma
determinada ressonancia, pois na vizinhanga de uma delas as outras s3o

despreziveis. Utilizando o segundo termo da express3oc D.52), temos

que:

7;@_ b s % (-Drlmﬂ (lt,io(m@) L{%O %ﬁf—% (£>Nm+i |
.W[(Mm-oe-mﬂ (D053>

As componentes © e ‘-{) do campo magnético calculado a partir do

gradiente deste potencial escalar s3o:

%; i “;f (—Or\lrmi __k)_ (r\Jm+L) {9\420 Wm[(l\!m-DG-NHLGJL

H  ®Wmy 1)
Nm4d
- LT

_(%J,ﬂ%me) (n-1) o> [(Nm-1)8 - nind ] (%9)
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Q\% :L’iﬁ@ (-Q:\Jmlri L'LQ(% (l+§): é‘, c/gye) ﬁlmmt% (£> N + 4
- cov [ln-De- “’“ﬂ (3-54b)

Utilizando a definigdo do fluxo toroidal: »
&
. J i do de (.59
Foa [ ortpoe

temos que o fluxo toroidal referente a este campo magnético ¢ dado
por:

7(_ - oy (-Ol\)'ﬂ{—i nb (Nm+2) (‘g Nm+1 PfL Wn];(f\)m-')e‘”n‘[)+
Gt R (m+1) ) Neh+3) (Nm-1)

4 d p-” [MN(me—n‘?) " lwﬂ[@m-fl)e -anj]} @5({)

4 (Ned44) Nm (Nm-2)

Por outro lado, o fluxo poloidal é:

T

- ﬁ) B, (ﬁo-fua&e) df (0.5%)

Para a express3o (D.54a) chegamos ao seguinte fluxo poloidal:
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B = mpel N b Nme2 ( Nmtd { 4
] N o Nm+ 1 £> % Nen +

%) /»(/r[ (Nm-{) 9 - r\Jr\t(] j}_ﬂ_ 2 l (MJ (Nm-i)

——————

Jm+l Nm+2

[(Nm-D 6 - /\an’] i

W8 pn|(Nm-10 - Nnd4
Nm+5 ﬂMﬁ [ J

s ¢ g2 ) o wfindo-ned]l s

Segundo Boozer (Boozer 86> o potencial vetor ¢ definido
como:

W= | e ! i (2.59)
?74% s ey

Utilizando a def ini

gd3o acima e desprezando os termos de
poténcia maior que _f)/ﬁo

> chegamos ao seguinte potencial vetor:

Soeg _{NmM. - b N+ 2 ) Ny 4
: e 5 mlwq):n UAE Nme L Nm+d (%)
, m((Nm-DG—Nn@ @'6001/)
' Nm-4
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¢ = m%‘: Nm+d _b_ Nm +2 )”m”‘ :
b N Y HAs Nm+t (£

Ao 2D f Ve R P e
{&{20 wava ’WW[ i) ) Nm + 4 .zjzo(umm

(im-1) uao[(Nm—D@—Nﬂﬂ P 4 [Nm m} s

Nm+ 4 Nen +2

cor [ (1m-1) @ - Ny ] } (2 .60b)

Calculando a média no Aangulo poloidal em um caminho

com

=
(1
3
.
O
.
2
~
|

= (ONSTANTE @-65->

chegamos ao seguinte potencial vetor médio (VIL.33X:

Qg = mMoin (LN b Nm+d P N+ 4
gar 3 R nNm+1i @erﬂ(AJm-i) (f) PN ak
(0.620)

O = MpoI [ AnNm+d o (Nm+2)(Nm-1) Nm+1 N D.62b
A JW (- 40 (NmH)m’“ (f) ot Qo)
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D.7- POTENCIAL VETOR MEDIO DA RESSONANCIA [(Mmﬂ)e—rdn‘f]

Analogamente ao que fizemos no item anterior, o
potencial escalar da ressonancia [@m-”e-Nn@é dado pelo ultimo termo da
equacgdo <D.52>:

i = - m’;t(;_ff ) (1 +.iiﬂzo M) (f)”“";mpmme-unﬂ

4Ry L Em4d) oy
003

O campo magnético referente a este potencial escalar é:

N

s T m+l m-1
e mpn_oqr S50 1_1% (m:\H) (f)” .

. {i‘% e s [(Nm i) - ,\)mp] 4 (H&ﬂg w&e) (Nm-+1) cg)[(wmn)e-n)nt(]
> G.6da) -

B oot (0 b (g (144 )

Y& Nm+ld

A c.%[mm +1) O - Nnﬂ @64 b)

Os fluxos toroidal e poloidal calculados a partir das

definigSes (D55 e <D.57> para o© campo magnético (D.64> sao

respectivamente:

7(+ & % L ({)Nm'L {ﬁ% Pvm[(Neri)e-Mn“OJr

T Jﬂ_ol@meL)

t 8 513 o [(in+2)6 -NaY | N(me—n%’]
4 Nt { Nm+2 e Nm ) 138




“7&02 ) qaéf r\l:nrii { O;Ln i ﬁ um‘H e
Nm-4
2 Lg Nm+4 ‘& Mm+.2, ] we} <£> s

Con [(Nmﬂ) 0 - dn {’J .@.656>

Utilizando a express3o (D.59), desprezando os termos de

poténcia maior que » 0 potencial vetor é dado por:

7&0_ aJmu L N:’ﬂiﬂL f(f)Nm—iM[(NerD@-l\}nL(j

(f)'jm'i /cm[@mﬂe—unﬂ (- 60b)

Calculando a média no 4angulo poloidal, em um caminho
onde:

w = [frd)e - nd] = conclonk, G0

Verificamos que o potencial vetor médio é igual ao potencial vetor
calculado em (D.66D.
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APENDICE E

Programa Utilizado para a Obteng3ao de Superficies Magnéticas

so e PROGRAMA PSIEP ccee
coee PROGRAMA DESTINACQO A CALCuLOS DE SUPERFICIES ceee
ce e MAGNETICAS USAND? SXPRESSCES TEGCRICAS & PARA- cess
ceoe METR2S EXPERIMENTATIS CE TOKAMAKS ceee
ce e 0 °R0GRAMA DEVE S$ER LINKADD COM & SIBLIDTECH e
cece OIGLI3 QuE ATUALMENTE SE ENCONTRA N2 AREA coee
ce e CPIRES.WPS_LIED ceee
ce e 0 PROCEDIMENTD CGMPLETO E* Da SEJUINTE FQORMA cces
Sk i FOR NOME_DO_PRCGRAMA e
ce e LINK NQME_DG_PRDGRAW&,CPIRES.HDS_LIE]DIGLIB/LIE ceee
ce e WANDERLEY PIRES DE sA ceoe
ce e SUZANA JUNQUEIRA DE CAMARGD e e
ce e LABORATCRIO D= FISICA DE PLASME - usre ceee
ce o NOVEMBRO DE 1988/JANEIRC 0F 1989 e e
e oo VAX 780 S VMS 4.7 :FUSD R e 00

PROGRAM PSIEP

BLOCC COMMON USADC PELA 3ISLIOTECA DIGLIC

INCLUDE 'GCOCHR.PRM?®

COMMON /GCDCHR/ CEVID, XLENCM, YLENCM, XRES, YRES,
1 NOCLRS, IDvVeTs, NFLINE, XCLIPD, YCLIPZ

REAL MIyMIQ)yMNC_EQoNM_EQ,mMN_ G,NHM_EQ.MNC_DT.MM_OT.MN_PT.NHM_pT
1 yMNC_PCyNM_PCyMN_PC,NHN_p(

1 M_EQ,N_EQ,NH_EQ,M_PT,N_PT,NH_PT,N_PC,N_PC'NH_PC

OIMENSION 2(90,90)

COMMCON /PLOT/ IDEV,XSCAL,YSCaL

NAMELIST /PAR_TOKAMAKY/ RAID_A,RAI0_8,RAIC_R,CURR_IP,

1 CURR_IE,CURR_HL
NAMELIST /PAR_EQU_PER/ MLEQGWN_EJZNH_EQ,

3 M_PTyN_PT,NH_PT,

2 M_CC,N_PC,NH_CC, LAMS , L
NAMELIST /PAR_GRAFICO/ XVIH.XVAX.YMIN,YMAX.

1 IDEV,XSCAL,YSCAL

NAMELIST /PAR_CONTCS/ QAIC_VIH.QAIO_“JX,NLEVEL

DATA NX,NY /7504907

-------—-------———---————-—------—--------—---——----‘—-—------—-—---

----- FUNCOES DECLARACAD
FES - EQULIBRID DE SHAFRANDY
FPT - PERTURSACAC TIROIDAL
FPC - PERTURBACADC CILINDRICS
S B . . s Sl o e s



FESIC(RA) = MI%(8%(RA/2.+RA%%3/(8.%RAIC _R#¥RAIC_RI+RANNR5/( 16 #RATI0O_R%k%4))

1 -A*RA»43/(8.*5%RAID_A*RAI“_A)°

2 A%CLAMB+1)/(2%B )% (RA%%3/(8%RAID_RXRAIO_R)+

3 Re%%5/(12%RAI0_R%ARAID_R#RAIN_A%RAIC_A)))

FESZ(RA) = MN_EQuMIKCURR_IP#(1.+RA%XRA/(2,#RAIC_R%RAIC_R)-

1 RAXRA/Z/(RATO_A%RAIC_A4):(1.+RAKRA/(2%RAIC_R%*RAIO_R))-

2 RAXRAR(LAMB+14)/(2.%RAID_R%RAIN_R)-

3 RA%%4%(LAMB+1.)/(2.%RATO_A%RAID_A%RAIQ_RARAIO_R))

FESCRA) = FES1(RA)+FES2(RA)

FPT(RAyX) = CPTIXRAMR(NHAM_PT+1,)USINC(NEM_PT#ACOSC(X/RA))+

2 CPT2%RANx:NHM_PT=COSCNHM_PT=ACIS(X/RA))

FPC(RAyX) = CPC1x(CPC2%PA+CPC3#RA%%(NH_PC-1,)%CCSCNH_PC%*ACOSCX/RA)))

FPS(RA,X) = MI%uCURP_IO#=RATC_Q#%(1,-W%R48/(RAIC_A%RA S0 A )y

1 (le=(LAMB+1.):%RA/RAIC_RuX/RA)

F3F(RA,X) = C3F%(RA/RAID_E)ux(NH_PC-1)%CIS(NH_PC*ACOSCX/RA))
------ LEITURA DOS PARAMETRCS

OPENCUNIT=1,FILE="INPUT_G&RQ.DAT',TYPC=1C(7"
READC1,PAR_TOKAMAK)

READCL1,PAR_EQU_PER)

READC1,PAR_GRAFICO)

READC1,PAR_CONTOR)

CLOSECUNIT=1)

[ o - ——— - ———— - ——————————— e ————— - === e > > e e - —— > v > > -

0X = (XMAX=-XMIN)/(NX-1)

oY CYMAX=YMIN)/(NY=-1)

A = 2%CURR_IP%#CURR_IP%(5,/4.~LAVR)/(RAIC_A%XRAIC_A)
B = SURT(A+(CURR_TE#CURI_TE)/(RAIC_WRAIN_R))

PI = 3,14153265¢4

MIO ©= L'PI 1.2-07

MI = +E=07

MNC_EQ = M EQ/N_ E““’ CURPR_1I®

MNC_PT = M_PT/N_ MI%CURR_IP

MNC_PC = M_QC/N_OC NI»CURQ Lo

NHM_EC = NH_EQ:M_EQ

NHM_PT = NH_PTxM_PT

NHM_PC = NH_PC=M_PC

MN_EQ = M_EQ/N_EQ

MN_PT = M_PT/N_PT

MN_PC = M_PC/N_PC

NM_EQ = N_EQ/M_EQ

NM_PT = N_PT/M_PT

NM_PC = N_PC/V_PC

CPT1 = =(MI O CU°? JHL/ZC2.%PI%PIARATIC_R¥xRAID_BAkNHM_PT) )%
1 N PT/(\#N_PT#(NHM_?T+2 L)

YL



CP12 -(MIO%CURR_HL/(PI#RAIN_IHANHM_PT))xeMN_PT/NH_POTal

CPC1 = MIxCURR_HL
CPC3 = 2.%(RAID_R/CRAIC_B#%NH_PC))%MN_PC/NH_PC
CPC2 = NM_PC/RAIC_R
C3F = MIOXL%CURR_HL/PI#MN_PC/NA_PCxRATIO_R/RAID_3

----- MENU DOE CONTROLE

\ TYPE 1

| FORMAT (/" PSIEP - PLOTS TEORICOS D2 SUPEREICIES DECONTORNIES
1 L/ GRAFICODS PCSSIVELISS Y,
2 //" EQUILIBRIO....-.:--o-coo-o.o.ccoco.coooco( 1 )'!
3 /9" PERTURBACAD TORODIDALcssssssscsssnnanssnsast 2 3%
4 /9" PERTURBACAOD CILINORICAccceccsccscssccceael 3 D',
5 /Z9Y EQUILIBRIO + PERTURBACAQ TCRCICAUL .o eovsek G )
6 vyt EQUILISRIC + PERTURBACAD CILETNDRECA . oeicie o (C5ah) s
7 /,' pSI DE SHAFQANOV‘.........Q..l.o.'.....l.( 6 ).’
8 /,' EQUILIERIO QC...-....-....-............-.( 7 )"
3 Fat GRUTRLORIT RO+ PERIURBALAL TOROICALwasesl 5 2%,
1 /9" EQUILIBRIO RC + PERTURSBACAD CILINIRICA...C 9 O,
1 £y P RE R RN C D DE B T BIS6Y s e sie e s s e s via-s e eal 100 20,
1 /79" EQUILIBRIO + PERTURBACAD 3 FIOSeeescesesosl 11 DY,
2 //" HELP- MCSTRQ ESTE ‘“ENU"Q'.."O."OQ"'.( 12 )l’
3 //" EXIT- SAI 30 pR‘:‘GPAMA.......QOO...Q..Q..( 13 )'9///)

10 TYPE 10

L0 EORMATC 3 ENFEREERT RS OE>- CRAFTCO- CHELP- =-10) -8 -')
ACCEPT 11,IPLOT

E1 FORMAT(I3)

G0 70(10001,10002,10003,10004,10005,100045,10007,10008,100065,
1 10010,10011,5001,5002>IPL2T

)1 CONTINUE

IMIN = 1E30

IMAX = -1E30

DO 101 I=1,4NX

X = XMIN + (I-1)%0X
00 101 J=1,NY
Y = ¥YMIN = Cd—1D%CY
RO = FXY(X,Y)

I(IyJd) = 0.0

1(I,J) = FESCRO)

IMIN S AMENICZIMNIN,2(T,J0))
IMAX EERMANRICZMAY ,2C0T,9))

IFCRC.GT.RAID_MAX) 7(CI,J)=100
01 CONTINUE
CALL PLOTERCXMINGXMAX,YMIM  YMAX  ZMINyZMAX NLEVELSZyNXoeNYy* X ",
i SRR REICIES D FLUXO ¢ EQUILISZRIOC )
READ(E,500)
00 FORMAT ()
GO0 T8 198

-
.

>



CALL PLOTERCXMINGXMAX YMINGSYMAXyZMINyZMAXyNLEVELyZoNXyNY,* X *,* 2 1,

D0 102 I=1,%X
X = XMIN « CI=1)=2X
J0 102 J=1,NY
Y = YMIN + (J=1)%0Y
RO ==FXYCX;Y)
IE€Isd) =300
ZCIsJd) = EPT(CRD, X)
IMIN = AMINICIMIN,ZI(TI,4J))
IMAX = AMAXICZIMAX,Z2(I,44))
IF(RO.GT.RATO_MAX)Y 2(1,J)=100
12 CONTINUE
1 COSUPZRFICTIES DE -FLUXO
READ(S5,500)1500 FORMATC)
GOHTITE1000 0
"""" PERTURBACAD CILINORICA
1003 CONTINUE
IMIN = 1E3D
IMAX = =1€37
DO 102 “I=1eyNX
X = XMIN + (I-1):%DX
QELO 3. J=1yNY
Y = YMIN + (J=-1):%0Y
RO = FXY(XsY)
I(Iy,J) = 0.0
ICIyJ) = FPCCROLX)
IMIN = AMINLCZIMINGZZCIZJ))D
IMAX = AMAXICIMAX,ZCTI,J))
IF(RC«GTLRAIC_MAX) Z(I,J)=100
)3 CONTINUE

CALL PLOTERCXMINGXMAX )y YMIN,YMAX o ZMINGZMAXyNLEVELyZ gyNXyNY,!

1  SURERFICIRS 'OF FLUXD
READ(5,500)!1500C FORMAT ()
GO TO 10000

re====<EQUILIBRIO SHAFRANOV +

)00 4 CONTINUE
IMIN = 1E30
IMaAX = =1%390
DO 106 I=1,NX
X = XMIN + (I-1)%DX
D0 104 J=1,4NY
Y = YMIN + (J=-1)%DY
REC.=EXENC Xy Y)
¢TIy d)es=050
€T J )= EESCRO) ¢+ FPT(RO,4X)
IMIN = AMIMICIMINLZZICIZJ))
IMAX = AMAX1CZIMAXZ2I(TI,J))
IFCROSBTISRAT] MAX) ZI(I,J)=100
)4 CONTINUE

IFCRAIO_MIN.NE.0.0) ZIMIN

¢ PERTURBACAQDC TOROIDAL ')

- - - - - S D - S D D — - -

X gsh 7 =%

¢ PERTUR3ACADO CILINDORICA ')

PERTURSACAQ TOROCINAL

FESCRAIO_MIN)
CALL PLOTERCXMINGXMAXy YMIN, YMAX 3 ZMINyZMAXyNLEVELyZ yNXyNY,'

X- %2 T Yy



1 ' SUPERFICIEZS CE& FLUXO @ EQUILIBRIOD + PERTURBACAD TOROIDAL ')
READ(S5,500)>!13500 FORMAT ()
GD-TE8 10000

J0S CONTINUE

IMIN = 1E39)

IMAX = =-1E390

00 105 I=1,NX

X = XMIN + (I-1)%DX
DC 105 J=1yNY
Y = YMIN + (J=1):#xCY
RC = FXY({X,Y)

ZCT U )-ET0%0

IL1y9Jd) = FESCRO) » EPCLRO XD

IMIN = AMINICINMINGZZICILI)Y))

IMAX S AMAXLICZIMAX,Z(CI,Jd))

TIFIGRC o 6 T RIS MAXDEZ CILUDIE1 00
5 CONTINUE

IF(RATO_MINGNELQ.O) ZMIN = FES(RAIO_MIND

CALL PLOTERCXMINGXMAX ) YMIN)YMAX,)ZMIN, ZMAX NLEVELyZyNXyNY,® X ',0 7 ¢,
1 ' SUPERFICIES DE FLUXO : EQUILISRIO + PERTURBACAD CILINORICA')
READ(5,500)1500 FORMATC)

GO TO 10000

-——--u--—----——-—-—_-——_——--——-——-—q—---—---—-—-—-—-.-.-——--—--—-—————-—_—

206 CONTINUE

IMIN = 1E30

IMAX = =-1E30

00 106 I=1,NX

X = XMIN + (I-1)%DX
OC 106 J=1,NY
Y = YMIN + (J=-1)#%CY
RC = FXY(X,Y)

UCTy J) =050

ZCIyJd) = EPSCROyX)

IMIN = AMINICZIMINLZZICILJ)))
IMAX = AMAXIQZIMAX,Z2CILJd))

IFCRO.GTLRATIO_MAX) ZCILJ)=100
) CONTINUE
CALL PLOTER(XMIN,XMAX,YMIN,YMAX.ZMIN,ZMAX,NLEVEL’ZoNX.NY,' X 4,9 7 ¢

1 ! SUPERFICIES DE FLUXD : PSI DE SHAFRANOV ')
READ(5,500)!1500 FORMAT()
GO TO 10000

i---—-------—-—-—--——-—-———----—----—---—------------——----——-—---—--

107 CONTINUE
A0 OPERACICNAL PJR ENQUANTD
GO TC 10000

'---—--------—--c—----—-—-————————--——-—-.--—-—————---—-——_-——-—————-—

108 CONTINUE
[AJ OPERACICNAL POR ENQUANTC
G0 TO 10000
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,_-------—---———-—-—-——-—_—-—_-----———————--—---—-—--------——--—-—————.

009 CONTINUE
NAD OPERACICNAL POR SNQUANTC
GO TC 1000C

---——-----—---——-—--——---—-——-——-—---—--—-—--——-——-—-——----—-——-——--—.

-——--—-----------u—-—--—---————--------—--------—---—----—-—-—--————-

010 CONTINUE

IMIN = 1E30

IMAX = =1£E30

00 199 I=1,NX

X = XMIN + (I-1)xDX
OC 199 J=1,NY
Y = YMIN + (J=-1)=%2Y
RG = FXNC X YD)

LGl ok Ym0 0

ICIyJd) = F3FCRC,X)

IMIN = AMINICIMINGZZCIZI))
IMAX = AMAX1CIYAX,2CI49))

IF(RCGTSRAIC_MAX) ZCI4J)=100
9 CONTINUE
IFC(RAIO_MINGNE.O.0) ZMIN = FESCRAIO_MIN)
CALL PLOTER(XMIN,XWAX,YMIN,YMAX,ZMIN,ZMAX‘NLEVEL.Z,NX,NY,' X S0 F 1,
1 ' SUPERFICIES DE FLUXO : PERTURSACAD 3 FIODS')
READ(5,500)!1500 FORMAT()
GO TO 10000

- - - - - --------—-———————-———-—-——-—-—w---------—-——---—-—-—-—-----

--——--—--——-—---——-—----—--—----—--—--——--—--——----—-----—-

)11 CONTINUE

IMIN = 1E30

IMAX = -1£30

D0 185 I=1,NX

X = XMIN + (I=1)%DX
9C 185 J=1,NY
Y = YMIN + (J=1)%0Y
RC = =XY(X,Y)

I(IsJ) = 0.0

L(I9d) = FESCRO) + F3F(RO,X)
IMIN = AMINICIMIN,ZCIZJY)
IMAX = AMAXICIMAX,2C1,9))

IFCRCCGTLRATIO_MAX) ICI,J)=109
CONTINUE
IF(RAIO_MINJNE,0.0) IMIN = FESCRAIN_MIN)
CALL PLGTER(XMINyXMAX,YMIN’YMAX.ZMIN,ZMAX,NLEVEL;Z,NX.NY.' X tg iy
1 ! SUPERFICIES DE FLUXO ¢ EQUILIBRIOD + PERTURBACAO 3 FI0S')
READ(CS5,500)!1500 FORMAT ()
GO TC 10000

’

G2 CALL EXIT
END

FUNCTION FXY(X,Y)

FXY = SQRT(X%X + Yiy)
RETURN

END

[ty



SUBRCUTINE PL:TER(XMIN,XMAX,ZMIN,ZMAX,ZMINI,ZNAquNCNTR,
PSIX,NX,NZ,XLQEEL,YLABEL’TITLE)

3L3CO COMMON usaDo PELA SIBLIOTECA PIGLIS

INCLUDE 'GCOCHR,PRMY

COMMCN /GCDCHRY/ OEVIDy XLENCM, YLENCM, XRES, YRES,
1 NOCLRS, IDVeTS, NFLINE, XCLIPD, YCLIPD
OCIMENSION CONLEV(200)

3YTE I2¢30,90)

BYTE XLABEL(Z)nYLABEL(Z)vTITLE(Z)

COMMCN /PLOT/ IDEVyXSCAL,YSCAL

TYPE 10
FORMATC'$XxSCAL aND YSCRLE T %)

ACCEPT =, XSCAL,YSCAL

T¥PE 1

FORMAT('szNTER OIGLI3 DEVICE NUMEEZR: v
ACCEPT 2, IDEv

FORMAT(1I5)

CALL CEVSEL(IDE 49 IERR)

NO CASO DE QUERER
USAR VIA TERMINAL
0 CONTROLE DO
TAMANHO DO GRAFICQ
€ TIPD DE TERMINAL
APAGAR

CS C DO COMENTARIOD

T tmm tew e e s oo

00 100 J=1,NCNTR
CONLEV(Y) = IMINY + J*(ZHAXI-ZVINI)/FLDAT(NCNTR+1)
CONTINUE

CALL BGNPLT

CALL FuLMap

caLL MAPSIZ(0.0.XSCAL.0.0,YSCAL.0.0)

CALL MAPIT(XM:N,xm&x,zMIN.ZMAx,xLAEEL.YLABEL.TITLE.O)

caLL CONTOQ(PSIX.NX,IZ,NX,NZ,XMIN.XHAX.ZMIN,ZMAX,NCNTR,CONLEV)

CALL ENDPLT

CALL RLSDEV

RETURN

END

He .
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