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RESUMO

Nest.e trabalho investigamos dois tipos de invariantes
em Fisica de Plasmas. Atraves do método de analise de similaridade,
pesquisamos a existéncia de invariantes para duas equacgoes
nio-lineares tipicas de fluidos. Obtivemos também um invariante médio
que descreve superficies magnéticas médias, para um sistema sem
simetria, constituido de um equilibrio perturbado, por correntes
elétricas em hélices ressonantes, em um tokamak. Ao analisarmos estas
superficies magnéticas médias, concluimos que as ilhas magnéticas se
aproximam do centro do plasma e que suas larguras diminuem com o

aumento da press3o.



ABSTRACT

In this work, we study two kinds of invariants of
Plasma Physics. Using the similarity method, we research the existence
of invariants for two fluid equations. We obtained an average
invariant, which describes average magnetic surfaces for a system
without symmetry. This system constituts of a tokamak equilibrium
perturbed by resonant helical windings. Through the analysis of the
average surfaces, we concluded that the magnetic islands go nearer the

plasma centre and that their width become smaller, as the pressure

increases.
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CAPITULO I

INTRODUGZO

Invariantes desempenham um papel fundamental na Fisica.
A existéncia de um invariante esta sempre relacionada a uma simetria
do sistema. A partir do conhecimento de um invariante, podemos ent3o
simplificar o problema, e as vezes soluciona-lo.

Neste trabalho, estudamos dois tipos de invariantes que
aparecem na Fisica de Plasmas. O primeiro tipc estudado relaciona-se
as equagdes ndo-lineares e descreve uma superficie invariante para a
variavel dependente da equagdo. A outra classe de invariantes pode
representar as linhas do campo magnético, caso o sistema possua
simetria espacial.

Para a obtengido dos invariantes de uma equagao
nao-linear utilizamos as simetrias internas desta equagdo, aplicando a
mesma uma transformag3o infinitesimal (Ames 72). Uma vez conhecida a
transformacgao infinitesimal mais geral, que deixa a equagdo
invariante, podemos obter a equagdo de uma superficie invariante para
a variavel dependente. Obtemos ent3o, fungBSes que s3o0 invariantes
nesta superficie e as consideramos as novas variaveis da nossa
equagdo, permitindo sua simplificag3o através da redugio do numero de
variaveis da equagdo n3o-linear. Este método esta exposto no capitulo
II.

Utilizamos o método descrito acima para analisar uma
equagdo nio-linear que descreve ondas de deriva em um plasma de baixo
beta <(capitulo II). Esta aqua:;ﬁ’o apresenta interesse, uma vez que
considera gradientes de temperatura e densidade e possui solug8es que
descrevem ondas n3ao-lineares gerais, ondas solitarias e ondas
senoidais <(Tasso 67, Oraevsky et al. 69). Além disso, perturbagdes
sobre o sistema descrito poresta equag3o podem levar a uma evolugso

cadtica de suas variaveis (Kaifen et al 88)D.

No capitulo III, aplicamos este mesmo método no estudo



de uma classe de equagBes n3o-lineares, que possui constantes de
movimento (Caldas et al 79). O exemplo mais conhecido desta classe de
equagBes & a equagido de Korteweg - de Vries, que possul infinitas
constantes de movimento e para a qual este método Ja foi aplicado
(Schen et al 74>. A descoberta de invariantes para outras equagdes
dessa classe poderia indicar a existéncia de propriedades de simetria
relevantes, como novas constantes de movimento.

O método de andlise de similaridade é importante devido
a inexisténcia de métodos gerais de resolugso para equagles
n3o-lineares, pois permite uma simplificag3o da equag3do considerada, o
que pode levar a obtengdo de suas solugBes (Ames T72).

Como ja& citamos, o mapeamento das linhas do campo
magnético pode ser representado por um invariante quando ha alguma
simetria espacial. Consideramos o caso em que um equilibrio toroidal,
com simetria azimutal, é perturbado por hélices ressonantes. Devido a
perturbag3o, deixa de haver simetria e, portanto, n3doc ha&a um invariante
que descreva as linhas do campo magnético. Porém considerando que a
amplitude da perturbagio é pequena, podemos descrever aproximadamente
o problema através de um invariante médio. Este invariante médio &,
portanto, um invariante aproximado para o problema real. Ele é obtido
através do calculo de uma média no angulo poloidal do potencial vetor
que descreve o problema (Cary 84>. A descrigSo do método de obtengdo
de invariantes aproximados esta no capitulo 1IV.

No capitulo v, descrevemos o equilibrio toroidal
considerado (Shafranov 60). Primeiramente, utilizaremos perturbagdes
helicoidais ressonantes no tokamak, sem levar em conta o efeito
toroidal e que sera considerado numa segunda etapa. Obtemos estas
perturbacBes e seus invariantes no capitulo VI.

Fazemos uma superposigdo linear do campo de equilibrio
com o campo da perturbacgio, supondo que este tenha intensidade muito
menor que aquele, e considerando que esta superposigio descreve,
aproximadamente, o campo magnético presente no tokamak. No capitulo
VII obtemos o invariante médio que representa esta superposigio de
campos e analisamos as ilhas magnéticas médias que aparecem ao redor
de superficies magnéticas médias definidas por este invariante, bem

como a variagdo de sua largura com a press3o do plasma.



AplicagBes numéricas s3o apresentadas com os parametros
tipicos do tokamak TBR-1, o que permite a utilizagio dos resultados
obtidos para interpretar algumas experiéncias realizadas nesse tokamak
com hélices ressonantes.

As conclusSes e sugestSes para a continuagao deste
trabalho est3o apresentadas no capitulo VIII. Os apéndices de A a D se
referem aos calculos dos capitulos II, III, V, e VI. No apéndice E é&
apresent.ado o programa utilizado para calcular as superficies

magnéticas a partir de uma f ungdoc ¥ que as descreva.



CAPITULO 1II

INVARIANTES DE UMA EQUAGAO NXO-LINEAR PARA ONDAS DE DERIVA

II.1- INTRODUGZXO

Neste capitulo, fazemos uma analise de similaridade de
uma equagio nJo-linear que descreve ondas de deriva em um plasma com
um gradiente de temperatura e baixo beta (Tasso 67)D.

Primeiramente descrevemos o método de analise de
similaridade seguindo Ames <C(Ames 72). Obtemos, ent3io a equacio

mencionada a partir da teoria para dois fluidos (Oraevsky et al.69) e

a analisamos com o método mencionado acima.

II.2- DESCRIGAO DO METODO UTILIZADO

O propésitoc destes pPrimeiros capitulos & investigar a
existéncia de invariantes de duas equagSes nado-lineares distintas. A
técnica utilizada & a obtencao da transformag3o infinitesimal mais
geral que deixa estas equagdes invariantes. Para achar esta
transformag3o infinitesimal, exploramos as simetrias internas destas
equagdes numa tentativa de deix&-las mais simples ou soluveis. Este

método de resolugao de equagles diferenciais ¢ denominado analise de

similaridade <(Ames 72>. O resultado é uma nova equagiao expressa em

termos de um conjunt.o de variaveis independentes similares
dnvariantes), em numero menor que o conjunto original de variaveis,

Este novo conjunto de variaveis ¢é obtido a partir das equagles de

Lagrange <(Ames 72D, quandoe a transf ormagao infinitesimal que deixa a
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equagac invariante n3o é trivial.

Este método ja foi aplicado a diversas equagSes
ndo-lineares como a de Korteweg - de Vries (KdV) (Schen et al. 74> e a
equagdo de Schrodinger NSo-linear (Johnson et al. 79). A partir dos
grupos de transformagBes infinitesimais n3o triviais, que deixam estas
equagles invariantes, foram obtidas as variaveis similares
(nvariantes> que possibilitaram a obteng8o de equagdes diferenciais
ordinarias simplificando a obtengdo de solugdes. Estas equagles, com
infinitas constantes de movimento, s3o integraveis (Lax 752.
Entretanto, se perturbadas por forgas externas periédicas, elas podem
descrever um sistema de comportamento caético (Kaifen et al 87>. A
descoberta de invariantes de uma equag3o n3o-linear, pela aplicag3do do
método de analise de similaridade, poderia ent3o sugerir a existéncia

de outras propriedades importantes desta equagio.

I1.3- OBTENGAO DA EQUAGAO NAO-LINEAR PARA ONDAS DE DERIVA

Se um plasma magnetizado possui gradientes de
temperatura ou densidade, suas particulas tém wuma deriva associada a
estes gradientes e as oscilagSes do plasma podem ser excitadas. Estas
oscilagSes s3Ho denominadas ondas de deriva. A importancia destas ondas
vem do fato que todo plasma confinado contém regides inomogéneas
capazes de causar movimentos de deriva associados a ondas de deriva.

A primeira equag3c a ser analisada descreve ondas de
deriva n3o-lineares em um plasma com gradiente de temperatura. Esta
equagac foi obtida por Tasso (Tasso 67, Oraevsky et al. 69> para um
plasma de baixo beta, considerando ondas de deriva estacionarias com
um potencial eletrostatico ¢ . Consideraremos x como a diregao dos
gradientes do equilibrio e z a diregiac do campo magnético. A variagao
dos gradientes na diregdo x é suposta pequena e a temperatura idnica &
considerada muito menor que a temperatura dos elétrons. Para a dedug3o
da equagdo & utilizada a teoria de dois fluidos, levando em

consideragdo o gradiente da temperatura eletrdnica e somente o=



efeitos dissipativos devido a inércia dos ions na diregao
perpendicular ao campo magnético.

A equagd3o final ¢ semelhante a outras equacdes
n3o-lineares, que aparecem em fluidos e que possuem propriedades
relevantes Jd{como solugBes do tipo sélitond, como as equagles de
Korteweg - de Vries (Karpmann 75> e BBM (Benjamim et al. 72>. A
equagao obtida possui como solugBes uma onda n3o-linear, uma onda
solitaria e uma onda senoidal (Oraevsky et al. 69>. As duas ultimas
solugSes ocorrem devido ao gradiente de temperatura dos elétrons.

Da equagao da continuidade para os elétrons e para os
fons temos:

2sng ExB o, a [n v ] = 0. CIL1ad
+ e + — e ez
3t B? 3 =z
ani E x B n R
+ : i+ 9. [n. v ] = 0, CI1.1bD
It B? i ip

onde ne =) n, 830, respectivamente, as densidades dos elétrons e dos

fons , Yoz 2 Velocidade macroscépica dos elétrons na direg3o z, v a

ip
velocidade macroscépica dos fons na direg3o perpendicular ao campo

magnético B e E o campo elétrico.

A corregdo inercial devido ao movimento dos ions na

diregdo perpendicular ao campo magnético é dada por:

. M a3 3 p
v . [ n, v ) = n . <I1.2>
i ip B2 o i

dtay

Na equagdo (II.2> M & a massa dos fons » © a sua carga e ¢ o potencial
eletrostatico da onda. Consideramos também a quase—-neutralidade , ou
seja, a densidade dos ions aproximadamente igual A densidade dos

elétrons:

n X n 1.3
i e ‘

Da equagio de movimento dos elétrons na diregdo do
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campo magneético, desprezando a inércia dos elétrons e outros efeitos

de ressonancia, vem:

e p
n = n (x> exp T —— 5 aI.4>
€ o k T_Go

onde Te ¢ a temperatura dos elétrons.

Substituindo dI.2) em <II.1b) temos:

a n, E x B M a3 8219
+ v n, + n —— | =0 CI1.5>
ot B> : e B> ay dtay

Utilizando a equagdc (II.3) e substituindo <II.4) em

(1.5, chegamos a seguinte express3o :

a e o E x B e ¢
no<x> exp[ = “_] + — .V no(x> exp [— ————]
3t k T <o B® k T_<x

M 3 o p 3% o
+ n_ (x> exp[- ] = 0 CI1.6>
e B 3y © kT o) 9t ay

Desenvolvendo esta express3o, onde consideramos que a depend&ncia em x
das quantidades que wvariam é& pPequena e que a temperatura eletrénica é
muito maior que a iénica, ou se ja a temperatura total é

aproximadamente a temperatura eletrénica:

T, = T , I1.7>

chegamos a equacg3o:



3 o ap+1 3 p an—eno dTe p]+
kK T at B dy dt kT, dx
3 2
M d =3 2 p 3 p
+ - = 0. CI1.8>
eBz[azyat kT 3y at.ay]

Esta equagioc é de grande interesse, pois descreve ondas de
deriva em um plasma, levando em conta gradientes de temperatura e
densidade e possui solugBes que ocorrem em um plasma real, como ondas

ndo-lineares gerais, ondas solitarias e ondas senoidais (Oraevsky et
al. 69).

II.4- APLICAGAO DA ANALISE DE SIMILARIDADE A EQUAGZAO

Escrevendo os coeficientes da equagdo (II.8> como: a,

B v, &, n, respectivamente teremos:

—aqot*-f?qoy—rsosoy'*éqo”t—nqoysoyt-o, <I1.9>

onde os indices em ¢ representam derivag®es parciais em relagdo a
coordenada indicada.

Vamos aplicar a seguinte transformag3o infinitesimal a
equagao (II.9>, seguindo Ames <(Ames 72):

Yy = y + & Yiy,t,p>
t = t + & TCy,t,p CI1.10)
P = p + e Ply,t,pd

onde as variAveis com barra s3c as novas var_iéveis (transformadas)e as

fungSes Y, T, ¢ s3o fungSes arbitrarias de: y, t, p e > é um



=od = a5 [ Y + Y P ]
ay
= - £ [ Y + ® )
o€ i A
ar.in
a t
L [ T + [~ J
3T 2 S
a t
= O &y [ g T 24 ]
3y Y 54 Y.
Do mesmo modo calculamos, por exemplo:
?p
—_— o + - Y =BT -Y - Y -
as_’=¢>y €| [‘% y]voy y Pt o Pt 5 e Py Py
I.12>

devem ser identicamente nulos. Como nao quUéeremos fazer nenhumag

restrigdo extra em o , ou em Suas derivadas, além da Prépria equagao

(I1.9)>, impomos que os Coeficientes de cada derivada distinta de










































































































































































































































































































































































































































