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ABSTRACT

In this work we show the viability of the application of spectral analysis
technique as a diagnostic in the study of peripherical plasma turbulence. We
apply this technique in computer simulations and in real data of plasma fluc-
tuations measured by magnetic and electrostatic probes at TBR-1 plasma
edge. Numerical digital filters are also employed to study these fluctuati-
ons. FFluctuation-induced particle flux at the plasma edge is determined and
analised through these techniques. Two-point estimation of wavenumber
and frequency spectrum is discussed and applied to the measured data to
characterize the degree of turbulence. Bispectral analysis is introduced to
quantify nonlinear interactions that may occur in this region. Results show
that TBR-1 plasma edge presents high degree of turbulence, and that just

a linear model can not describe completely the plasma interactions in these

fluctuations.



RESUMO

Neste trabalho mostramos a viabilidade da aplicagao das técnicas de
analise espectral como diagnéstico no estudo da turbuléncia na periferia do
plasma. Aplicamos esta técnica em simulagbes em computador e em da-
dos reais de flutuagdes de parametros do plasma medidos por sondas ele-
trostaticas e magnéticas na borda do plasma do tokamak TBR-1. Filtros
numéricos digitais sio também empregados no estudo destas flutuacoes. O
fluxo de particulas induzido pelas flutuacdes na borda do plasma é determi-
nado e analisado por estas técnicas. Discutimos a determinacao do espectro
em nimero de onda e freqiiéncia e aplicamos o mesmo aos sinais medidos,
para caracterizar o grau de turbuléncia. Introduzimos a anilise biespectral
para quantificar as interacoes nio lineares que podem ocorrer nesta regiio.
Os resultados mostram que o plasma na borda do TBR-1 apresenta um alto
grau de turbuléncia e que um modelo linear sozinho nao é capaz de descrever

completamente as interacoes do plasma nestas flutuacoes.
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Capitulo 1

Introducao

Os efeitos de turbuléncia estao presentes em intimeros processos naturais
em fisica e engenharia. Plasmas e fluidos em determinadas circunstancias
se comportam de maneira regular; na natureza porém, a turbuléncia, um
movimento irregular, é uma regra antes que uma excegao.

Os estudos experimentais de turbuléncia geralmente envolvem a deter-
minacao de propriedades estatisticas de grandezas mensuraveis tals como: a
pressao ,velocidade do fluido, densidade, potencial elétrico, temperatura, en-
tre outros, como fungdes do tempo e do espago. E importante entio utilizar
métodos que possam quantificar as propriedades estatisticas das flutuagoes e
que determinem o fluxo de particulas e energia provocados por estas mesmas
flutuacgoes.

As técnicas de anélise espectral vem sendo amplamente utilizadas como
uma poderosa e eficiente ferramenta para o estudo de fenémenos relaciona-
dos com ondas e turbuléncia. Servem para investigar desde ondas em fluidos
[Th 91] e ondas sonoras, até flutuacdes de parametros geofisicos [Hi 68]. Com
estas técnicas, pode-se, por exemplo, identificar os modos ressonantes presen-
tes, simultaneamente, num plasma, e através da determinagao da correlagao

entre estes calcular a amplitude, o nimero de onda ¢ as diferencas de fase en-
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tre os mesmos, assim como, verificar a sua atuagao no transporte de energia
e de particulas.

O processo de transporte que ocorre em um tokamak nao pode ser descrito,
geralmente, pela teoria neocldssica, que é uma teoria de transporte colisio-
nal classica, aplicada a uma geometria toroidal, sendo, por isso, denominado
transporte anomalo. A questio do transporte anémalo representa um dos
mais importantes problemas na pesquisa da fusio controlada, e um traba-
lho consideravel tem sido desenvolvido para entender as causas do mesmo.
Geralmente o transporte anémalo é atribuido & turbuléncia microscépica do
plasma, ou seja, turbuléncia que ocorre em uma escala muito menor do que o
ralo do plasma. As flutuagdes dos campos elétricos e magnéticos num toka-
mak causam flutuagdes na velocidade das particulas e na posicio radial das
mesmas, 0 que pode levar ao transporte de particulas e energia através do
campo magnético de confinamento [Li 83].

O plasma do tokamak TBR-1 apresenta instabilidades e turbuléncia de
intensidade alta, o que o torna uma fonte conveniente para investigacao do
efeito destas no transporte anémalo. Considerando que existem leis de escala,
que permitem comparar os dados obtidos com o TBR-1 com os dados ana-
lisados em outros tokamaks, pode-se contribuir para um estudo mais amplo
das instabilidades e da turbuléncia nessas maquinas.

Neste sentido, foram desenvolvidos trabalhos iniciais no TBR-1 para estu-
dar a turbuléncia neste tokamak [S4 87, Fe 87, Fa 87, Ca 93a], assim como
a influéncia de campos magnéticos ressonantes no controle dessa turbuléncia
[Rib 90].

Este trabalho se refere i aplicacio da analise espectral ao estudo das carac-
teristicas espaciais e temporais das flutuacoes. Além disso, sdo apresentadas
técnicas [Ri 88, Po 90, Ki 80] para estudar o processo de acoplamento nao
linear da turbuléncia e a redistribuicio da energia entre os diversos modos.

A importancia dessas técnicas de anélise espectral na pesquisa sobre a tur-



buléncia na borda do plasma (no TBR-1) é mostrada numa aplicacio em re-
sultados experimentais obtidos com sondas eletrostaticas e sondas magnéticas
[Ca 93a].

No capitulo 2, apresentamos uma breve descrigao do sistema experimental,
que foi utilizado para determinar as flutuagdes,e as principais caracteristicas
do tokamak TBR-1. Descrevemos como se obtém os parametros do plasma
que foram analisados a partir das medidas destas sondas. No capitulo 3
tratamos das técnicas bdsicas de andlise espectral linear, que permitem ob-
ter inimeras informagoes sobre a natureza das flutuacoes. A extensao do
conceito de correlagao cruzada, para a correlacio em trés pontos, permite a
determinacao do fluxo de particulas induzido pelas flutuacoes. Deste, pode-
se determinar o coeficiente de difusao. Baseados nestes conceitos espectrais
fundamentais, mostramos, no capitulo 4, como o espectro em numero de
onda e freqiiéncia S(k, f) [Bea 82, Bea 83] pode ser determinado a partir de
medidas em apenas dois pontos espaciais.

As técnicas de andlise espectral linear sio, porém, de valor limitado
quando varias componentes espectrais interagem entre si devido a algum pro-
cesso nao linear. Assim, no capitulo 5, introduzimos as técnicas espectrais de
maior ordem [Ki 79] para caracterizar completamente o sinal flutuante; dado
que as nonlinearidades podem resultar na formacio de novas componentes
espectrais com coeréncia de fase. A determinacio desta coeréncia de fase é
obtida com o biespectro. Apresentamos também aplicagoes dos conceitos dis-
cutidos. No capitulo 6, indicamos as conclusdes do nosso trabalho e algumas

sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Arranjo Experimental
2.1 Introducgao

Neste capitulo, apresentaremos uma breve descricao do equipamento
[Ca 93a] utilizado para a obtengio dos dados experimentais, analisados com
as técnicas descritas nos préximos capitulos. Citamos as principais carac-
teristicas do Tokamak TBR-1 e as espiras helicoidais que servem para criar
campos magnéticos ressonantes [Be 86]. Indicamos, ainda, como se obtém as
flutuacdes de potencial e de densidade do plasma, a partir das medidas feitas
pelo sistema de diagnéstico, assim como se determina a temperatura a partir

de medidas de potencial.

2.2 O Tokamak TBR-1

O TBR-1 [Na 81] é um tokamak de pequenas dimensdes em operagao

no Laboratério de Fisica dos Plasmas do IFUSP, funciona por aquecimento
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Ohmico e com gas de hidrogénio, sendo seu vaso de vacuo construido em
ago inoxidavel. Esse tokamak possui 120 espiras toroidais e 18 janelas para
diagnésticos. O limitador do TBR-1 é do tipo poloidal, consistindo em um
anel de ago inoxidavel com um raio de 0.08 m, e uma espessura de 0.75 x

1072 m. As demais caracteristicas do tokamak TBR-1 estio na Tabela-1.

| Tabela-1 - Tokamak TBR-1 |

raio menor do vaso (b) 0.11 m

raio maior do vaso (R) 0.30 m

raio do plasma (a) 0.08 m
corrente de plasma (7,,) 6-12 kA
duracdo do pulso 3-10 ms
temperatura dos elétrons no centro ~ 200 eV
pressao de preenchimento ~ 8,7 x 10° mbar

Como tentativa de controlar o surgimento de instabilidades de disruptura
presentes no plasma, Karger e colaboradores, aplicaram campos helicoidais
ressonantes ao plasma confinado no tokamak Pulsator [Ka 75]. Isto é feito
no tokamak TBR-1 [Be 86], passando uma corrente através de fios enrola-
dos helicoidalmente em torno do vaso, gerando campos magnéticos com de-
pendéncia helicoidal, cuja componente harménica é (aproximadamente) da
forma cos(mb — n¢), onde 0 e ¢ sio os angulos poloidal e toroidal, respecti-
vamente, e m e n representam o nimero de voltas da espira na direciao dos
angulos. Para a medida de alguns sinais usados neste trabalho foi utilizada
uma técnica semelhante, com um valor de m = 4 e de n = 1. A corrente

helicoidal utilizada no presente trabalho foi de aproximadamente 200 A.
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2.3 O sistema de diagndstico

O sistema de diagndstico utilizado em nossos trabalhos [Ca 93a] contém
quatro sondas simples de Langmuir dispostas num quadrado de 2 mm de lado.
Duas medem corrente de saturagio de fons e as outras duas medem o poten-
cial flutuante. Com este arranjo, nimeros de onda poloidais de —15 em™!
a 15 cm™! podem ser observados sem ambiguidade. O sistema tem também

uma sonda tripla e quatro sondas magnéticas (Fig 2.1a - 2.1b).

Bobinas magnéticas (b)
5\ 7
\\ //
\

\ 5\

02 %% \ /
e \
Sonda_tripla g%( ‘

-

N

B T —

\\

R

// ™\ Limitador \Quatro_sondos simp -

Camara de vdcuo/

Figura 2.1: a) Esquema da posigao do sistema de diagnéstico no tokamak

TBR-1. b) Esquema das sondas.

As sondas eletrostdticas sio feitas de fio de tungsténio com 0,5 mm de
diametro, colocadas dentro de um tubo de alumina. Estes quatro fios de

tungsténio se estendem 2 mm para fora do tubo . A sonda tripla [Ch 65] foi

12

pd)



construida com trés pontas do mesmo fio de tungsténio, colocadas num outro
tubo de alumina tendo as mesmas dimensées que no caso anterior. Nesta
sonda, Fig. 2.2, um dos terminais mede o potencial flutuante (¢;) e entre os
outros dois € aplicada uma diferenga de potencial (ddp), de modo que entre
eles e o plasma circule uma corrente. Ao aplicarmos uma ddp suficientemente
alta, a corrente no terminal negativo serd devida, predominantemente, ao
fluxo de fons. Como a corrente que passa entre esses dois terminais é a
mesma, sera portanto, a corrente de saturacio de fons (I,;). A densidade
(no) é entdo determinada pela corrente que flui através das duas pontas
citadas, e a diferenca de potencial entre a ponta ¢, e a terceira flutuante

(¢f) permite a determinagio da temperatura.

'
+
3
T

Figura 2.2: Esquema da sonda tripla.

As sondas magnéticas, em nimero de quatro, sio construidas com 60 espi-

ras de fio de cobre com 0, 14 mm de didmetro, enroladas numa base de PVC

13



rigido com 7 mm de didmetro. Destas quatro sondas, duas estio montadas
de maneira a medir as oscilagbes do campo magnético poloidal e duas medem
as oscilagdes do campo magnético radial. Estas sondas permitem a medida
de nimeros de onda de ~ 3 x 102 m~! . As quatro sondas magnéticas foram
acondicionadas num tubo de pirex, para evitar que sejam destruidas pelas
altas temperaturas dentro da cimara de vacuo. Os dois tubos de alumina (o
que contém a sonda tripla e o que contém as sondas eletrostaticas) mais o
tubo de pirex foram fixados numa base de ago inoxidavel, que, por sua vez,
é fixada a um tubo, também de ago inox, colocado em um mecanismo que
permite a movimentacgao radial de todo o conjunto.

Os sinais provenientes desses diagnésticos sao digitalizados por um sistema
CAMAC de conversio analégico-digital, transportados até um computador
e armazenados em disquetes para posterior anélise. Para os sinais medidos
pelas sondas eletrostaticas e bobinas magnéticas foram usados médulos digi-
talizadores modelo Le Croy WP2264, cuja resolugio ¢ de oito bits, operando
com, no maximo, quatro canais ativos, cada qual com 1 M Hz de freqiiencia
de amostragem e 0,512 V de maxima amplitude dos sinais de entrada. A
freqiiéncia de 1 M Hz escolhida é a freqiiéncia minima para evitar efeitos

de “aliasing” ( secio 3.1) j& que os sinais possuem no maximo 500 kHz de

freqiéncia.

2.4 Determinacao de parametros do plasma
através dos sinais medidos

As sondas eletrostaticas ndo medem diretamente as flutuagdes de densi-
dade e de potencial, e sim as flutuagdes de corrente de saturacao de ions (/)

e do potencial flutuante (¢;), assim como as bobinas magnéticas tambem
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nao medem diretamente as flutuagdes do campo magnético, e sim medem a
tensao induzida nas mesmas. Para obtermos o potencial (p,) a partir das

medidas do potencial flutuante aplicamos a seguinte equagao: [St 84, Ca 91]

KT. 2rm, (§
er == Sl nZe s Ty (21)

onde: ¢, € o potencial, ¢; é o potencial flutuante, K ¢ a constante de Boltz-
mann, m, € a massa do elétron, m; é a massa do fon, 7. é a temperatura dos
elétrons e T; é a temperatura dos jons.

Para um plasma de gés de hidrogénio, e supondo que T; = 27, como ja

foi verificado em medidas anteriores no TBR-1 [Si 89a], temos que:

o= +2,8T, (2.2)

(sendo 7, em eV).
A densidade do plasma (n,) é obtida da relagio:

Te o 5 Ti )}1/2

1

Li = noe Af(T:/T.)[K(

(2.3)

Onde: A é a drea da sonda e f(T:/T,) é uma funcio da razio entre T: e T,
que é obtida a partir do modelo utilizado.

Convém salientar também que a area efetiva das sondas utilizadas nestas
equagoes depende do modelo utilizado.

Para se obter a temperatura dos elétrons usou-se a sonda tripla, ou seja,
as medidas do sinal médio do potencial flutuante e a medida do potencial no

terminal positivo ¢, : Temos entao:

1
_ B 9.4
Te= 5+ —y) (2.4)

Para potenciais medidos em volts, a temperatura obtida pela equacio 2.4

é dada diretamente em elétron-volts.



Para determinarmos as medidas das flutuagdes de campo magnético, sab -

mos que a tensao induzida (V,) numa bobina magnética é dada por:

Ndd
= — 2.5
V=22 (23)

onde ® é o fluxo magnético através da drea da bobina. Colocando a bobina

paralela as linhas de campo magnético esse fluxo é dado por:

®= | BdA=BA (2.6)

entao a tensao induzida se torna:

dB

o = NA— 2
Vo=N 7 (2.7)
ou seja:
dB V.
—_ =2 (2.8
dt NA o)

Portanto, a partir das medidas de flutuagio de corrente de saturacio. po-
tencial flutuante (4 sondas), medidas de valor médio da corrente de sa uracio
e potencial flutuante (sonda tripla), além das diferencas de potencial (sonda
tripla), temos os dados necessarios para caracterizar, temperatura, potencial
e densidade médias, assim como flutuacdes de densidade e potencial. As son-
das magnéticas permitem a determinacio das flutuacdes de campo magnético

nas diregoes poloidal e radial.
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Capitulo 3

Analise espectral de flutuacoes
3.1 Introducao

As flutuagées de potencial, densidade e campos magnéticos, medidas
por sondas eletrostaticas e bobinas magnéticas, na borda do plasma, po-
dem ser interpretadas como um processo aleatério, visto que ocorrem num
meio predominantemente turbulento. Tais processos sdo caracterizados por
seus valores médios e funcgoes de correlagao, lineares ou de maior ordem.
Utilizando-se técnicas de correlagao para estudar as flutuacoes, pode-se iden-
tificar a amplitude, freqiiéncia, fase e nimero de onda para cada onda pre-
sente no processo [Sm T4]. Tais técnicas pressupdem porém que uma unica
onda domine o processo, o que em geral nao acontece.

Conforme apresentado neste capitulo, essas mesmas informagoes sobre o
sinal podem, porém, ser obtidas de modo mais simples usando-se técnicas
de analise espectral, pois os espectros de poténcia sao as transformadas de
Fourier das fungdes de correlagao, e podem ser calculados de maneira mais
direta. Neste capitulo também introduzimos alguns conceitos basicos sobre

filtros numéricos que sao utilizados para analisar as mesmas flutuagoes.
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3.2 Espectros de poténcia

Nesta segao serao revistas definigoes e propriedades da anélise espectral.
As defini¢Ges serdo apresentadas como funcdes continuas, embora na ex-
peréncia analisada tenhamos sinais medidos por sondas e, portanto, discretos
e de duracao finita.

Inicialmente relacionaremos as transformadas de Fourier dos casos discreto

e continuo [Po 90]. A transformada de Fourier para uma fungiao continua é

dada por:

X(f)= [ wlerra (3.1)

onde z(t) é um sinal continuo de flutuagio com duragao 7'

Para uma funcao discreta:

X() = 1 ]{5 z(n)e 2N (3.2)

N n=0
= 5 ] 5 PR .
onde N ¢ o nimero total de amostras e z (n) é a n-ésima amostra do sinal

z(t) medida com um intervalo At, como segue:

z'(n) =z(nAt) n=0,1,---.N—-1

33
At =1/fs ¢ 1=0,1,2,---,N—1 %)

onde f; é a freqiiéncia de amostragem do sinal num intervalo 7' = NAt

Podemos aproximar a integral 3.1 por:

N-1
X(f) = z(nAt)e "4 Ay (3.4)

n=0

onde dt foi aproximado pelo tempo de amostragem At, e ¢ foi substituido

por nAt.
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Por sua vez cada freqiiéncia f no espectro X (f) ¢ dada por f = IAf onde
Af =1/T é a banda de freqiiéncia .

Podemos entao reescrever a equacao 3.4 como:

o _j_: = —i2mnl/N
X LB ) = N > z(nAt)e (3.5)

n=0

ou seja:
1

X(Af) = A_f[_]\_f 3 el nAte sy (3.6)

n=o
Considerando que o termo entre colchetes é a transformada de Fourier dis-

creta de x(n), a transformada de Fourier para um sinal discreto corresponde

entao a:
X'()=X(1Af)Af (3.7)

ou seja X (I) é igual ao l-ésimo valor de X({Af) multiplicado pela banda
espectral Af.

Um fator que se deve levar em conta em anélise espectral de sinais discre-
tos € o fenémeno conhecido por “aliasing” [Op 75, Pr 88]. Quando existe, no
sinal, que estd sendo amostrado, alguma componente com frequiéncia maior
do que a metade da freqiiéncia de amostragem do sistema (frequencia de Ny-
quist, fy = f;/2), pode acontecer uma superposicio desta componente com
uma componente de baixa freqiiéncia; assim sendo o espectro de poténcia nio
é capaz de distinguir essas duas componentes, impossibilitando a recuperacao
do sinal a partir de seu espectro de freqiiéncia. Para evitar este problema
os sinais medidos sao filtrados, de modo a cortar qualquer componente com
freqiéncia maior que fy.

A duragao finita do sinal, pode fazer com que o valor do espectro numa
dada freqiiéncia seja diminuido, proporcionalmente a um aumento dos valores
nos pontos vizinhos, produzindo um efeito conhecido por “leakage”, que

literalmente quer dizer vazamento. A poténcia espectral parece “vazar” para
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os pontos vizinhos do ponto em questdo. Esse “vazamento” é tanto maior
quanto menor for o nimero de amostras feitas de um sinal. Uma forma de se
compensar esse efeito € aumentar o tempo da medida, o que pode ser limitado
pelo experimento em si ou pelo sistema de aquisi¢io dos dados. O efeito de
“leakage” nunca pode ser eliminado, porém pode ser reduzido multiplicando
os dados por uma funcio de “janela” apropriada. Neste trabalho optamos
por utilizar a janela de Hanning, pois além de ser facilmente implementada,
ela possui pequenos maximos secundarios nas regioes d¢ menor amplitude.
Como a “janela” atenua as partes iniciais e finais dos dados medidos, a
aplicagdo de tais fung¢des resulta numa reducio da pot °ncia total presente
no espectro. Caso se deseje o valor real, deve-se comp nsar esta perda de
poténcia para recuperar a poténcia real contida no sinal.

Para se calcular a transformada de Fourier de um sin | liscreto usa-se um
algoritmo chamado FFT ( “Fast Fourier Transform”) bascado no algoritn »
de Cooley e Tukey, publicado em 1965. O algoritmo FFT permitiu que o 1:ro-
cessamento digital de sinais fosse aplicado, em muitos ; ‘¢ Jlemas cienti/ cos e

de engenharia, que de outra maneira nio teriam tido solucio rapida possivel.

3.2.1 Auto-espectro de poténcia

Para um processo aleatério z(t) de média zero a func  le autocorrelacao

é dada por:
Reo(t,7) =< z(t)z*(t — 7) > (3.8)

onde 7 é o tempo de autocorrelacio. Se analisarmc a equagao 3.8 veremos

que a fungao de autocorrelagio para 7 = 0 é igua! ac vilor quadratico médio

de z(t).
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A equacao 3.8 pode ser escrita em termos da transformada inversa de

Fourier do sinal x(t) (X(f)) da forma:

Re(t,7)= [ / < X(fi)X*(f2) > e2rth=faltgiznter ge ar (3.9)

como estamos considerando um processo estacionario, R..(¢,7) deve ser in-

dependente do tempo, por isso devemos ter:

< X(1)X*(f2) >= Sea(£1)8(f1 = [2) (3.10)

onde
Sz =< X(f)X7(f) > (3.11)
é o auto-espectro de poténcia do sinal x. Substituindo a equacio acima em
3.9 e integrando com respeito a f, obtemos, apds substituirmos f; por f:
o i
Realr) = [ Sualf)erimdf (3.12)
—00
vemos que a fungao de autocorrelagao e o auto-espectro de poténcia formam
num caso estacionario,um par de transformadas de Fourier.
Devido a simetria X(f) = X*(—f), o auto-espectro de poténcia é dado
por [Po 90}:

onde <>y denota o valor médio de S, para M realizacoes. Portanto Il ) )
indica a poténcia ou valor quadratico médio associada as componentes de
freqiiéncia com largura de banda Af. No apéndice A estudamos a confiabi-
lidade das fungoes espectrais, aplicando-as em sinais simulados com compo-
nentes conhecidas.

Para desenvolver os programas, utilizados no presente trabalho, usamos al-
gumas subrotinas do programa Matlab, e desenvolvemos outras, compativeis

com esse aplicativo.
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Bg (T/s)

Serao usadas coordenadas r, 0, e ¢ conforme indicadas na Fig. 2.1a.

Como um exemplo, apresentamos na Fig. 3.la um sinal de flutuacoes
de campo magnético poloidal medido (no TBR-1) por sonda magnética em
r/a = 1,16 (a = raio do plasma) e na Fig. 3.1b, vemos o espectro de poténcia
do mesmo sinal. Esta figura corresponde a dados obtidos com freqiiéncia de
amostragem de 1 MHz, fy =500 kHz, M = 62 e N = 128. Vemos que a
poténcia do sinal se concentra para freqiiéncias menores de 150 kH z, e que o

espectro € uma superposicao de picos coerentes com uma regido turbulenta

( apéndice B).

30 ' ' T 2.5 T T
a b
20+ . 2+ .
151 .
<
=S
o~ 1+ .
@
R{ee)
=~ ok =
_20 1 1 1 0 1 L
2 2.5 3 3.3 4 0 100 200 300
Tempo - ms Frequencia kHz

Figura 3.1: a)Sinais de flutuacoes (Bj) do campo magnético poloidal para
r/a =1,16. b)Espectro de poténcia para o mesmo sinal.
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3.2.2 Espectro de poténcia cruzado

O espectro de poténcia cruzado é uma funcio espectral que permite inves-
tigar a relagao linear entre duas quantidades flutuantes. Dados dois sinais de

flutuagdes z(t) e y(t) podemos definir o espectro cruzado de poténcia como

sendo:
Szy(f) = X(N)-Y™(f) (3.14)

Esta grandeza ¢ a transformada de Fourier de fungao de correlagio cruzada
Ry do sinal x com o sinal y e mede o grau de covariancia entre os mesmos.

P,, é entao:

P

Ty

(f)={ 2<55y = ﬁ”fg (3.15)

esta quantidade é um numero complexo e pode ser escrito como:

Pey(f) =| Poy(f) | &%) (3.16)

onde
02y (f) = 0(1) = 0,(f) (3.17)

€ o espectro de fase cruzado, e representa uma medida direta das carac-
teristicas dispersivas do sistema. Pela relacio acima nota-se que o espectro
cruzado de poténcia preserva a informagao sobre as fases de cada sinal sob a

forma de uma diferenca de fase.

Se os sinais = e y sio medidos por duas sondas separadas entre si por uma

distancia Ar, esta diferenca de fase é dada por:

Ony(f) = k(f)-Ar (3.18)

entao uma forma de se estimar o nimero de onda local consiste em dividir

o espectro de fase por Ar e determinar o espectro de nimero de onda k(f).
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R, (ua)

A separagao entre as sondas deve ser escolhida de modo que Ar seja menor
do que um comprimento de onda, pois de outro modo haveria o surgimento
de ambiguidades de fase com diferenca de 27. Por outro lado, a separacio
entre as sondas deve ser suficientemente grande para permitir a existéncia de
diferencas de fase mensuraveis.

A Fig. 3.2a mostra um espectro de poténcia cruzado para duas sondas
eletrostaticas, que medem (no TBR-1) flutuagdes de corrente de saturacao
para a posicao r/a = 0,87 , separadas por uma distancia Ar = 2 mm. Na
Fig. 3.2b, vemos o espectro de fase e o espectro de numero de onda para as

mesmas sondas.

£
S - 1 , : 5
(b)
(a) 08} 14
l o i —_—
'—E: 0.6 13 ',’E
~ 04} iz ©
0.5 . K= x
D 02 41
O 1 . 0 1 1 0
0 100 200 S0 0 100 200 300
Frequencia - kHz Frequencia - kHz

Figura 3.2: a) Espectro cruzado pare dois sinais de corrente de saturacao (7)
em r/a = 0,87. b) Espectro de fase e de nimero de onda para os mesmos
sinais anteriores.
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3.2.3 Espectro de coeréncia

Com o espectro de poténcia cruzado pode-se calcular o grau de correlacio
linear entre os sinais. Se () e y(t) sido estatisticamente independentes,
cada uma das M realizagdes produzira espectros de fase Ga(cjy) , distribuidos

aleatériamente. Em consequéncia disto a somatdéria:

0'7)
< Spy>M = ﬁ ij\il | Szy | e'%:i (f)
| (3.19)
=<| Say |>m T, i)

tendera para zero a medida que aumentar o nimero de realizacdes. Por outro
lado, se x e y forem correlacionados a somatéria acima dard um valor nio

nulo.

Definimos entao:

| Pey () I
(Prz(f)-Pyy(S))

como sendo o espectro de coeréncia entre os dois sinais. 4% é um nimero real

el = (3.20)

que varia de 0 (sinais ndo correlacionados) a 1 (sinais correlacionados). Um
valor baixo da coeréncia numa dada banda de freqiiéncia pode ser também
devido a presenga de ruido alto (isto é mostrado no apéndice A), ou nio
linearidades no sistema fisico em estudo.

O espectro de coeréncia é uma medida quantitativa da relacio linear en-
tre duas séries temporais, porém nao da nenhuma informacio sobre possiveis
relagoes nao lineares entre as duas séries. Na Fig. 3.3 temos o espectro
de coeréncia correspondente aos mesmos sinais da Fig. 3.2, como podemos
observar a coeréncia ¢ alta para as freqiiéncias onde temos maior poténcia, in-

dicando portanto alta similaridade entre os sinais obtidos pelas duas sondas.
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Figura 3.3: Espectro de coeréncia para sinais de flutuacdes de corrente de
saturacao, sondas em r/a = 0, 87.

3.3 [Espectro de transporte

E importante relacionar certas propriedades estatisticas, das flutuagoes
medidas experimentalmente, ao transporte de plasma através das linhas do
campo magnético que servem para confind-lo [Ri 89]. Assim sendo, aplica-
mos as técnicas espectrais descritas, na determinacao do espectro do fluxo
de particulas ,utilizando medidas realizadas com o arranjo experimental do

capitulo 2.

O fluxo médio de particulas perpendicular ao campo magnético de confi-
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namento do plasma num Tokamak é [Li 85, Le 84]:

I =< (1), 5(8) >¢ = = <#i(t), Bo(t) > = = FRup(r=0)  (3:21)
By By
onde #(t) = E;; é a flutuacao da velocidade de deriva na direcao poloidal,
n(t) representa as flutuagdes de densidade do plasma, Eg(t) é a flutuagao
do campo elétrico na diregio poloidal, B; é o campo magnético toroidal,
< -++ >; indica um valor médio no tempo e R,g é a funcido de correlagao
entre esses sinais dada por:

Rap(r) =< i(t), Bo(t+7) > = [ Pap(f)e™™df (3:22)
P.e(f) é o espectro cruzado de poténcia entre as flutuagdes de densidade e
as do campo elétrico toroidal.

Assim o fluxo médio de particulas é dado por:
2 e
r=— [ Pu()ds (3.23)
¢

— 00

pois 7 = 0. Devido a simetria do espectro de poténcia cruzado (P.g(f) =
Pxp(—1)), temos:

D= 2 Rel[” Pus(f)df) /20 (3.24)
qu 0
Definimos a expressao: .
T = — RelPas(f) (3.25)
¢

como sendo a fun¢ao de densidade espectral do transporte (espectro de trans-
porte), pois ela tem a dimensao de particulas por unidade de tempo e unidade
de freqiiéncia.

Do ponto de vista experimental, é mais facil medir as flutuagoes de po-
tencial ¢ do que as flutuagdes do campo elétrico. Supondo E = -V, e
utilizando a transformada de Fourier inversa, temos:

+o0o . 3
A(rt) = / N(f)e~khr+iznftge (3.26)

o0
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‘ +00 . .
B(rit)= [ a(fjeHnrransys (3.27)

oo
onde N(f) e ®(f) sao as tranformadas de Fourier de n e ¢, respectivamente.

Obtemos entao:

~

E(r,t) = =V(r,t) = / - ik(f)®(f)e *Dr+izniigy (3.28)

Identificando ¢k(f)®(f) como sendo a transformada de Fourier do campo

elétrico E e substituindo em P.e(f) obtemos:

Pus(f) = ik(1) Pac(f) (3.29)
Substituindo em 3.25:
T = — Relib(f) ool )] (3:30)
¢

Escrevendo P,, em itermos de | P,, | e do espectro de fase 0,, vem:
2
T(f) = Ek(f) | Pro | sen(fn,) (3.31)
multiplicando e dividindo a equagao 3.31 por [P, (f)P,.(f)]/?, chega-se a:

T(f) = 5= e (f)sen(Ong(£))nrms (f)prms(f) (3.32)

onde ,
Nrms = [2P'rm]1/2
Prms — [2P<Pw]1/2
Yro(f) € 0p(f) sao os espectros de coeréncia e fase entre as flutuacdes de

densidade e potencial.

(3.33)

O nimero de onda k(f) das flutuagoes de potencial deve ser medido na
direcao poloidal, uma vez que ele foi deduzido das flutuagdes de campo
elétrico nesta direcao. Para deduzi-lo utilizamos a equagao 3.18, considerando
o aspectro de fase 612(f), das flutuacoes de potencial medidas por duas sondas

colocadas em posi¢oes diferentes na diregao poloidal.
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T(f) € uma quantidade real que pode ser positiva (transporte na direcio
radial do centro da coluna para as bordas do Tokamak), ou negativa (trans-
porte na diregao radial das bordas para o centro da coluna) dependendo do
sinal do nimero de onda k(f) das flutuacdes de potencial, e do sinal do
sen(0ne(f)).

O sinal de k(f) é governado pelo sentido de propagacio das ondas na
diregdao poloidal. O fator 4,, foi introduzido para compensar eventuais im-
precisoes caso haja auséncia de coeréncia entre os sinais de potencial e den-
sidade.

Apresentamos, na Fig. 3.4a, os espectros de transporte para duas posigoes
das sondas; vemos que no caso do espectro na sombra do limitador as com-

ponentes de alta freqliéncia nao contribuem mais.

®
'-:Q 10 T T 0.8 T T
= 0.7} (b)
“ 5 )
e 6. 06T
‘v
o’ >:‘=:05~
e 0 .
= 0.4}
C
-5 : : 0.3 : :
0 100 200 300 0 100 200

Frequencia - kHz Frequencia - kHz

Figura 3.4: a) Espectros do fluxo de particulas a /a = 0,95 (—) er/a = 1,1
(---) (Af = 17,8 kHz). b) Espectro de coeréncia entre i e @ parar/a = 0,95.

Na Fig. 3.4b, vemos um espectro de coeréncia (7,,) para a sonda em
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r/a = 0,95. Este espectro mostra alta coeréncia para freqiiéncias mais baixas
e pouca variacao nesta regido. O espectro de fase se apresenta da mesma
forma, isto indica que o espectro de transporte é produzido essencialmente

pelas flutuagoes de amplitude da densidade e do potencial.

3.4 Variancia dos espectros

Nas se¢oes precedentes introduzimos uma série de estimadores para o
calculo das fungoes espectrais, uma forma conveniente de caracterizar a qua-
lidade desses estimadores ¢ através da sua variancia. Todos os estimadores
introduzidos neste capitulo sao nao tendenciosos desde que desprezemos os
efeitos de aplicacao de “janelas”. A variancia do auto-espectro de poténcia

é dada por [Sm 74):
o Peclf) = S PL() (3.34)

Esta variancia decresce com o aumento do mimero M de realizagoes e

concorda com a nocao intuitiva de quanto maior o numero de realizagoes,

melhor o estimador.

As variancias do espectro de poténcia cruzado e do espectro de coeréncia

sao dadas, respectivamente, por [Sm 74]:

o (Pey(1)) = 37 Peel £) Pu 1)1 = 22,1 (3.3

o)} = 3711 = 5(0)] (3.6)
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Para estes estimadores a varidncia também é inversamente proporcional
ao nimero de realizagbes. Além disso a variancia possui uma dependéncia
visivel com o grau de coeréncia , ou seja, um valor baixo de coeréncia resulta
numa variancia grande e vice-versa. Em suma, esses estimadores sio mais
precisos quando os valores da coeréncia forem altos.

Considerando o exemplo apresentado nas Figs. 3.2 e 3.3 calculamos o valor
da variancia do espectro de poténcia cruzado e da coeréncia para as flutuacées
de densidade (Fig 3.5a - 3.5b). Vemos que os valores das variancias dos

espectros sao pouco significativos para o nimero de realizagoes que adotamos

(M = 62).

x10-8
4 T T 008 ¥
(a) 0.07 (b) 7
Ty 3 B .
_j 0.06 - .
€ 2 1 €005F .
O b
0.04 - .
1F .
0.03 - .
0 : : 0.02 n ,
0 100 200 300 0 100 200 300
Frequencia - kHz Frequencia - kHz

o

Figura 3.5: a) Variancia do espectro de poténcia cruzado Pj, para a Fig. 3.
b) Variancia do espectro de coeréncia v, apresentado na Fig. 3.3
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3.5 Filtros numeéricos

Nesta se¢ao faremos um resumo sobre filtros numeéricos, em especial o do
tipo Butterworth [Ha 89], e sua utilizacao na analise de sinais de flutuacoes .

Na secao 3.1 dissemos que para se evitar o efeito de “aliasing” era
necessario limitar a freqiiéncia do sinal a ser analisado, de modo que ne-
nhuma de suas componentes espectrais pudesse ter freqiéncia maior do que
a freqiiéncia de Nyquist do sistema de aquisigao de dados utilizado. Para
isto, devemos selecionar do sinal apenas as componentes que nos interessam
(com f < fn).

Um filtro permite fazer esta selecao, bastando para isso que se dé uma
ou mais freqiiéncias de corte f,, permitindo que apenas as componentes do
sinal que possuem freqiiéncias na regiao escolhida (banda passante do filtro)
estejam presentes na sua saida.

De acordo com a banda de freqiéncia um filtro pode ser classificado em

quatro tipos fundamentais:

e filtro passa-alta, quando permite apenas a passagem de sinais com

frequéncias maiores do que sua freqiéncia de corte.

o filtro passa-baixa, quando permite apenas a passagem de sinais com

frequéncias menores do que sua frequéncia de corte.

o filtro passa-banda, este tipo de filtro pode ser implementado colocando-
se em série um filtro do tipo passa-alta, com frequéncia de corte f., e
um filtro passa-baixa com freqiiéncia de corte f.;, de modo a permitir

apenas a passagem de sinais com fq < f < fo.

e filtro corta-banda, também pode ser implementado colocando-se em

série um filtro passa-alta com um filtro passa-baixa, permitindo apenas
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a passagem de sinais com [ < f, ou f > fu.

Esses filtros podem ainda ser associados entre si, para assumir as mais vari-
adas configuragoes de freqiiéncia do sinal de saida. No entanto é necessario
conhecer detalhadamente a resposta em freqiiéncia de cada filtro dessa asso-
ciagao.

A resposta em freqiiéncia de um filtro é dada pela defasagem que aparece
no sinal de saida, com relagdo ao sinal de entrada, e pelo ganho do filtro,
que € a razao entre a amplitude do sinal de saida e a amplitude do sinal
de entrada, (ambos tomados como fungio da freqiiéncia ). Um filtro ideal
deveria ter defasagem igual a zero, para qualquer valor da freqiiéncia, e um
ganho parecido com a Fig. 3.6 (- - -), como uma fungio “degrau”, com
valor 1 em toda a banda passante do filtro, e zero para todas as demais
freqiiéncias. Entretanto o ganho de um filtro real se assemelha mais a Fig.
3.6 (—), podendo apresentar ondulagdes na regiao da banda passante e na
regiao imediatamente apds a freqliéncia de corte, além disso o amortecimento
¢ feito de maneira bem mais lenta do que no caso ideal.

Escolhemos usar, para este trabalho, filtros numéricos do tipo recursivo
de Buttherworth [Ha 89], pois possuem um ganho igual a um em toda a
banda passante (sem ondulagdes) e ndo apresentam oscilagdes na regiao apés
a freqiiéncia de corte, sendo por isso mais préximo de filtros ideais.

O filtro de Buttherworth pode ser representado por uma equacdo de

diferencas do tipo:

N N
y(n) =3 arz(n—k) =D bryln—k) (3.37)

Onde y representa o sinal de saida, = o sinal de entrada, a e by siao os
coeficientes do filtro (zeros e polos da equagao , respectivamente) e N é a
ordem do filtro (nimero de coeficientes).

A ordem do filtro possui um papel muito importante, pois esta diretamente

relacionada a defasagem e a velocidade com a qual se da o amortecimento.
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Figura 3.6: Ganho de um filtro 1 =al (- - -) e real (—).

Quanto maior for a ordem de um filtro, mei.ores se tornam as diferengas
de fase entre os sinais de entrada e de saida, ¢ maior é a velocidade de
amortecimento. Devido as condi¢des de contorno da equacao 3.37, nao é
possivel aumentar essa ordem indefinidamente. Ex: te um valor limite para
cada freqiiéncia de corte considerada, acima do qual ¢ sinal filtrado nao mais
reproduz o sinal de entrada. Estas condigoes de contorno também podem
provocar distor¢des nos primeiros pontos do sinal calculado, sendo ,as vezes,
necessario despreza-los.

A defasagem que surge entre os sinais de saida e de entrad: se devem a as-
simetria do filtro utilizado; os filtros do tipo Butterworth nao s« simétricos e
portanto essa defasagem pode causar problemas na analise dos dalos. Porém,
como estes podem ser filtrados, tanto num sentido como no sentido oposto,
existe uma solucao simples para o problema de diferenca de fase. Filira-se

os dados duas vezes, tomando-se o cuidado de inverter o sentido de filtra-
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gem na segunda vez. Deste modo, se a primeira passagem através do filtro
faz surgir um diferenga de fase em uma determinada freqiéncia, a segunda
filtragem fara aparecer a mesma defasagem no sentido oposto, o que resulta
no cancelamento da primeira. Desta maneira, teremos reproduzido o sinal
de entrada da forma mais fiel possivel. Aplicacdes dos filtros para os casos

de sinais de flutuagdes sdo mostradas no Apéndice B.
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Capitulo 4

O espectro em numero de onda
e frequéncia S(k, f)

4.1 Introducao

No capitulo anterior apresentamos fungdes espectrais convencionais de-
pendentes apenas da freqiiéncia (variagao temporal). A determinacao de
densidades espectrais como fungao da freqliéncia e nimero de onda é um pro-
blema em muitos tipos de experiéncias envolvendo flutuacées , por exemplo,
os parametros do plasma flutuam tanto no tempo como no espago. Assim,
para caracterizarmos a dispersao do meio estudado, precisamos conhecer o
aspecto espacial destas flutuagoes, que é dado pelos espectros dependentes
do numero de onda (E)

Um pesquisador pode querer medir a densidade espectral como funcao da
freqiéncia , S(f), como funcao do nimero de onda, S(E), ou como funcao
tanto da frequiéncia como do nimero de onda, S(E, f).

Os espectros em freqiiéncia sao facilmente obtidos medindo-se os sinais
de uma unica sonda durante um certo intervalo de tempo e calculando-se

a transformada de Fourier do sinal obtido. Porém, para se obter espectros
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em numero de onda € necessario conhecer o perfil espacial dessas flutuacoes,
fazendo-se medidas em vdarias posigoes espaciais do plasma. Esta técnica, na
pratica, é duplamente inviavel: primeiramente, devido ao alto custo desse
sistema de diagndstico e, em seguida, pelo fato de ser substancialmente per-
turbativa para o fendmeno experimental estudado.

Caso as flutuacoes obedecam uma relacao de dispersao conhecida, a den-
sidade espectral no espago de nimero de onda pode ser facilmente obtida,
do proéprio espectro em freqiéncia . Em geral, o que acontece é que esta
relacao ou é desconhecida, ou nio existe uma relacio deterministica entre a
freqiiéncia e o nimero de onda.

A hipédtese de Taylor [Po 90], de que uma relagio de dispersiao simples
pode ser suposta, quando o fluido é pouco dispersivo no sistema de referéncia
do laboratério, em geral, nao pode ser usada para a grande maioria dos
experimentos com plasmas em tokamaks.

Varios tipos de experiéncias baseiam-se na obtencao de dados com sondas
pontuais, geralmente sondas fixas, em algum tipo de suporte. Se se dispoe de
uma sonda fixa e outra maével, pode-se medir a funcao de autocorrelagcao como
fungao da separagao entre as sondas, e depois fazer a transformada de Fourier
da dependéncia espacial para obter S(Z) Em muitos casos, no entanto, é
impraticavel variar a distincia entre as sondas numa regiao suficientemente
ampla.

Neste capitulo introduziremos uma técnica para a determinagao do espec-
tro local, em numero de onda e freqiiéncia, .S’L(E,f), que pode ser obtido
por medidas tomadas em apenas dois pontos de coordenadas espaciais di-
ferentes. [Bea 83] O conceito de espectro de ntimero de onda condicional
S(I_: = S(E,f)/‘?(f) sera também discutido. Este espectro indica como
a poténcia numa dada banda de freqiiéncia estéd distribuida no espaco de
numero de onda.

Os momentos de primeira e segunda ordem de s(k | f) fornecem a relacio
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estatistica k(f) e a largura espectral de nimero de onda oi(f). Neste tra-
balho serd considerada uma tnica dimensio. Entretanto a técnica proposta

pode ser extendida a duas ou trés dimensoes.

4.2 Determinacao do espectro Si(k, f)

A determinagao do espectro S(k, f) requer medidas no tempo e no espago,
e transformadas de Fourier espaciais e temporais. Se, porem, as flutuagoes
do plasma podem ser representadas por uma superposicao de ondas, pode-
se simplificar substancialmente o trabalho experimental e computacional
[Le 84]. Bastam medidas somente em dois pontos.

Para determinar o espectro local em nimero de onda e freqiiéncia, S(k, f),
monitoram-se as flutuacdes em dois pontos, separados de uma distancia Az.
Cada conjunto de dados registrados (realizacao) consiste de N amostras, du-
rante um tempo I'. O intervalo de amostragem At = T/N deve ser sufi-
cientemente pequeno de modo que a freqiiéncia de Nyquist fy = 1/2At seja
malor que a maior freqiiéncia de qualquer componente espectral para evitar
“aliasing”. A separagao entre as sondas deve ser suficientemente pequena
para que 7 /Ax seja maior que o mais alto nimero de onda de qualquer com-
ponente espectral significativa, com o objetivo de evitar indeterminacoes de
+27 /Az nos nimeros de onda medidos.

Sao feitas M realizacdes e, para cada l-ésima realizacao, sao calculados os
auto-espectros de poténcia P,, e P, para os sinais (z e y )medidos com as
duas sondas (equagao 3.13). A poténcia S(f), associada a estas flutuacdes

sera dada pela média entre as duas poténcias calculadas. O nimero de onda
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local k ¢ calculado para cada realizacio conforme a equacao 3.18:

Al . ai'y(f)
()= === (4.1)
onde OIxy é o espectro de fase entre os dois sinais para uma dada realizacao /.

O mimero de onda local representa a taxa da variagao da fase em relacao
a0 espago, portanto, uma grandeza analoga a freqiiéncia instantanea, que
representa a taxa de variagdo da fase em relagiao ao tempo. Vemos que é
possivel associar, para cada realizacio e para cada freqliéncia um nimero de
onda local £'(f) e uma poténcia espectral S(f)I.

Devido a natureza estocéstica das flutuacoes , o exame da préxima re-
alizagao pode dar valores diferentes do ntimero de onda e do espectro de
poténcia , para um mesmo valor da freqiiéncia f.

Associamos & poténcia espectral média uma matriz Si;(f), onde cada co-
luna i corresponde aos valores de S (f) para cada uma das M realizacoes e
cada linha j corresponde a um valor da freqiéncia. De maneira analoga,
construimos a matriz do mimero de onda local ki (f).

O espectro de fase pode possuir qualquer valor no intervalo de —7 <
0z4(f) < 7; assim sendo, os valores da matriz ki;(f) estardao distribuidos no
intervalo 22 < k;;(f) < v rs

O procedimento que vamos utilizar para contruir a matriz S;i(k, f) con-
siste no seguinte: para cada freqiiéncia f escolhemos um intervalo Ak do
nimero de onda e somamos todas as poténcias associadas aos valores do
nimero de onda entre i € 3= + Ak, obtendo assim a primeira coluna de
Si;(k, f). Em seguida repetimos o processo somando as poténcias associadas
aos nimeros de onda entre P ke 3=+ 2Ak, obtendo a segunda coluna
da matriz, e assim por diante até a faixa entre o= lihe

o calculo da matriz S;;(k, f).

us
=—, completando

O procedimento que acabamos de descrever é idéntico ao procedimento de

construcao de um histograma, com a largura de sua célula 1gual a Ak, para
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cada valor fixo da freqiiéncia f.

Costuma-se calcular e graficar o espectro S(k, f) apenas para freqiiéncias
positivas. Neste caso, k pode ser positivo ou negativo.Valores de k positivos
indicam ondas se propagando na direcao de x positivo com velocidade de
fase w/k, e valores de k negativos indicam propagacao no sentido negativo.
As contribui¢des das componentes negativas de freqiiéncia sao tomadas em
consideragao multiplicando por um fator dois, como foi feito ao formularmos
a estimativa espectral dos espectros de poténcia lineares.

Para se determinar S(k, f), a partir dos dados das duas sondas, foi ne-
cessario supor uma certa distribuicio do mesmo. Isto se justifica porque o
nosso S(k, f) local é igual ao espectro do niimero de onda usual, desde que
a amplitude e o nimero de onda variem pouco em um comprimento de onda
e ainda devemos ter k,, 5, < 2 i,

Dado o S(%, f) podemos determinar os espectros em freqiiéncia S(f) e em

nimero de onda S(k), dados respectivamente por:

S(f) = Y 5(k, 1) (4.2)
k

S(k) = Y S(k, f) (4.3)
f

4.3 Determinacgio da relagao de dispersao e
da velocidade de fase

Podemos considerar uma analogia entre o espectro em freqiiéncia e
nimero de onda, S(k, ), e a funcao de densidade de probabilidade P(k, f).

P(k, f)dkdf representa a probabilidade de que num pacote de ondas, exista
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uma onda com numero de onda e freqiiéncia numa banda dkdf centrada em
k e f; da mesma forma que S(k, f) pode representar a densidade de poténcia
de uma flutuagao numa banda dkdf, centrada em k e f.

Motivados por esta analogia, podemos definir a fun¢ao s(k, f), normali-
zando S(k, f):

S(k, f)
Zky Sk, f)
s(k, f) possui todas as propriedades matematicas de uma funcao de proba-
bilidade; s(k, f) > 0 para quaisquer valores de k e f e 3, ;s(k,f) = L.
Podemos ainda definir o espectro condicional:

S(k, J)

s(k | f) = S, S0k (4.5)

como sendo o espectro de poténcia normalizado de %k, para [ fixo. Podemos

s(k, f) = (4.4)

calcular a relacao de dispersio média e sua largura espectral por:

k(f) =2 ks(k|f) (4.6)

or(f) = Do Ks(k | [) = KX ()] (4.7)

k
k(f) pode ser interpretada como sendo uma descrigio do comportamento
médio da dispersiao das flutuagoes e oz(f), o alargamento destas devido a
natureza turbulenta do meio. Comparando-se os valores de k(f) e az(f),
pode-se medir o grau de turbuléncia das flutuagdes . Quantidades andlogas

podem ser calculadas em func¢ido do nimero de onda:
fky=2_1s([1k) (4.8)
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oj(k) = [ f2s(f | k) = f*(k)]'/? (4.9)

onde:

S k) = 2 (4.10)

Como aplicagao do espectro S(k, f) temos na Fig. 4.1a o espectro S(k, f),
para medidas de flutuacao de potencial (no TBR-1) obtidas em r/a = 0, 87.
Vemos que esse é um espectro largo, indicando uma turbuléncia elevada. Na
Fig. 4.1b temos um célculo da varidncia do mesmo espectro, vemos que esta
é significativa (~ 10 %) apenas para os valores mais altos da poténcia , e é
praticamente desprezivel para os valores mais baixos.

Adotamos a convencio de que o sinal do nimero de onda determina a
direcao de propagacao (positivo, no sentido horario). Nas curvas de nivel
desse espectro, (Fig. 4.2), vemos que ha uma tendéncia para ondas com k
positivo, indicando a diregao da deriva diamagnética dos ions.

As Figs. 4.3a e 4.3b, apresentam os espectros integrados S(f) e S(k), para
0 mesmo caso anterior, confirmando o caracter turbulento da medida.

Nas Figs. 4.4a, 4.4b e 4.4c apresentamos a relacio de dispersao estatistica
k(f), a sua largura espectral o(f), e a razao entre estas duas grandezas,
para os numeros de onda poloidais das mesmas flutuacoes do caso anterior.
Vemos que a sua largura espectral é substancial, mesmo para componentes
de baixa freqiiéncia . Abaixo de 250 kH z, tanto as flutuacoes de potencial

quanto as de densidade apresentam relagoes de dispersao quase idénticas.
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Figura 4.2: Curvas de nivel para o espectro S(k, f) de flutuagoes de potencial,

em r/a = 0,87.
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Figura 4.3: a) Espectro S(f) para medidas de potencial (r/a = 0,87). b)

Espectro S(k) para as mesmas medidas anteriores.
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A velocidade de fase é dada por:

=32 atk, 1) (4.11)
k.f

Esta velocidade de fase, ponderada pelo espectro s(k, f), é uma velocidade
média que enfatiza as componentes de maior poténcia da flutuacdo. Com
esta formula foram determinadas velocidades de fase, que sio da mesma
ordem que a velocidade de deriva diamagnética dos ions, tipicamente V, =~

1 x 103m/s.
Utilizando a Fig. 4.5, a equagao (4.1), para a determinacao de k e a
equagao (3.17), vemos que k assume valores essencialmente positivos, a onda

se propaga na diregao horaria, (6 decrescente ). Como [Che 84]

VP x B
v = —————— 4.12
Y gnB? ( )
onde vp ¢ a velocidade de deriva diamagnética, ¢ = e, B éo campo

magnético toroidal, P a pressao. No nosso caso o sentido de ¥p no plasma
do TBR-1 também é horario, coincidindo com o sentido de V, (velocidade de
fase)

Para estimar vp; (velocidade de deriva diamagnética dos fons) utilizamos
a formula [Che 84]:

. KT~ . dn
vp; = 0 [0 = -

0 4.13
ey ) < (4.13)

onde K ¢ a constante de Boltzmann, n é a densidade e B, o campo magnético
toroidal. Consideramos os valores do TBR-1, na regiao das medidas; KT} ~
20eV, By =0,4T en/(dn/dr)~ 1 x 1072 m [Ca 91] e, como aproximagao,

a temperatura uniforme.
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4.4 Variancia do espectro S(k, f) e discussao
da viabilidade de aplicagao desta técnica

A variancia do espectro S(k, f) é dada por [Bea 82]:

Sk 1)) = 2AWE, D)~ [S(k NATARTY  (4.14)

onde W,(k, f) é o valor quadratico médio da amplitude da transformada de
Fourier do sinal, com nimero de onda entre k e k + Ak. Esta variancia para

espectros com uma célula Ak razoavelmente pequena, pode ser aproximada

por:

ok, f) ~ %%l;—f) (4.15)

A variancia de S(k, f) é tanto menor quanto maior for o numero de reali-
zacoes M, utilizadas para calcular este espectro.

Ao se determinar S(k, f) devem ser levados em conta, problemas como
“aliasing”, por isso os sinais analisados, devem ser filtrados para frequéncias
maiores que a freqiiéncia de Nyquist. Para o célculo dos espectros de poténcia
sao aplicadas “janelas” de Hanning para minimizar os efeitos de “leakage”
que surgem devido a duracao finita dos sinais medidos.

Como foi dito anteriormente, a distancia entre as sondas deve ser pequena,
comparada com o comprimento de onda das flutuacoes a serem medidas.

Intdmeras discussdes surgiram, sobre a viabilidade do uso da técnica que
apresentamos e sobre as restricoes da mesma [Car 91]. Em geral, porém, os
pesquisadores afirmam, em varios trabalhos, que a estimativa do valor médio
e da largura da funcio de densidade espectral S(k), a partir de medidas do
nimero de onda local, é um processo correto. Em condicbes onde a sua
aplicabilidade pode ser intuitivamente questionada, como por exemplo, se a

separacio entre os detetores é muito grande de tal maneira que os dois sinais
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nao estao bem correlacionados, aparecem erros, embora nao substanciais
[Car 91]. Em particular para grandes distancias entre os medidores, o erro
na estimativa do valor médio do espectro pode ser da ordem da largura do
mesmo.

Medidas locais permanecem titeis mesmo em geometria ndo otimizada,

desde que as limitagoes da técnica sejam tomadas em consideragao.
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Capitulo 5

Analise biespectral
5.1 Introducao

Nos capitulos anteriores tratamos da analise espectral de sinais de flu-
tuagdes num modelo linear, sem considerar qualquer interacao entre os mes-
mos. Entretanto, o modelo linear é incapaz de explicar como ondas, inici-
almente instaveis, numa regiao limitada de freqiéncia e numero de onda,
podem gerar um espectro turbulento, que se estende numa vasta gama de
freqiéncia e nimero de onda.

O surgimento ou desaparecimento dos modos das flutuacdes esta rela-
cionado com o acoplamento ou desacoplamento de modos lineares, e para
analisa-los é necessario o conhecimento das fungoes de correlacio de ordem
superior. [Ri 89]

Neste capitulo trataremos especificamente de funcoes de correlagao
“triplas”, que envolvem o valor esperado do produto de trés séries temporais.
Essas fungoes recebem o nome de funcoes de bicorrelacio. O prefixo bi indica
funcoes de apenas duas variaveis no caso estacionario.

Na sec¢ao 5.2 vamos introduzir o autobiespectro de um sinal z e a sua auto-



bicoeréncia. [Ki 79] O autobiespectro é a transformada de Fourier da fungao
de autobicorrelacao, e possui as mesmas informagoes acerca das flutuagoes
que esta. A autobicoeréncia, também introduzida neste capitulo, mede o grau
de correlagao quadratica de um sinal e serve para distinguir os modos line-
ares e espontaneos, dos modos quadraticamente acoplados. Introduziremos
também a bifase, uma grandeza que depende diretamente das caracteristicas
nao lineares do sistema analisado. Os algoritmos introduzidos sdo analisados
e testados utilizando sinais gerados por computador ( apéndice C).

Na secao 5.3 mostraremos as relagoes de simetria do autobiespectro [Po 90]
e como elas facilitam o calculo das fungoes descritas.

Em seguida, na segao 5.4, definiremos o biespectro cruzado e a bicoeréncia
cruzada , fungdes que medem o acoplamento quadratico existente entre dois
sinais de flutuacoes.

Na secdao 5.5 trataremos da eficacia dos estimadores e da determinagao
da variancia dos mesmos [Ki 79]. Na secao 5.6 descreveremos aplicagoes
das técnicas de analise biespectral, no estudo e interpretacao de dados de
flutuagdes medidos no plasma.

A analise biespectral possui a vantagem, sobre a analise espectral linear,
de que as informagoes sobre o médulo e fase da transformada de Fourier do
sinal podem ser recuperadas. Assim é possivel reconstruir o sinal no tempo,
1. e., a forma do sinal. A analise biespectral consegue ir além do espectro de

poténcia usual, que fornece apenas o médulo do sinal.
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5.2 Autobiespectro

5.2.1 Autobiespectro de poténcia

A fungao de bicorrelagao para um sinal z é dada por [Po 90]:
Revz(t,71,72) =< z(t)z*(t — 7)™ (t — 72) > (5.1)

onde 7, e 7, sao dois intervalos de tempo de correlacido diferentes. Para o

caso estacionario em que estas funcoes se tornam independentes do tempo

temos:
Rega(mi,72) =< z(t)2*(t — 1i)2"(t — 72) > (5:2)

em particular, quando 7, = 7 = 0 e para x real:
Rez2(0,0) =< 23(¢) > (5.3)

ou seja a funcgao de autobicorrelacao para 7; = 7, = 0 é igual ao valor médio
do cubo de z(t).

A equacdo 5.1 pode ser escrita em termos da transformada inversa de

Fourier como:

Rowo(t,71,7) = //_:O/dfodfldfg<X(f0)X*(f1)X*(f2)> (5.4)

w g2 (fo—fi=f2)t i2n(fimi+f2 T2)

Para que o sinal z(t) seja estaciondrio a equagao acima deve ser independente

do tempo, o que implica que:

< X(f) X (f1)X"(f2) >= Sewc(f1, f2)8(fo = f1 = [2) (5.5)

onde

S.r:m:(flafZ) =< X(fl . fZ)X*(.fl)‘Y*(fﬂ) P (56)
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¢ o autobiespectro do sinal z. Substituindo a expressio 5.6 em 5.4 e inte-

grando em fp obtemos:

+oo )
R:m:r(Tl,T2) :/_ /Sa:m(fl,fz)e'z”(f”‘”m)dfldfz (5.7)

ou seja, a funcao de autobicorrelagio ¢ a transformada de Fourier bidimen-
sional do autobiespectro S;;.(f1, f2). Assim sendo constituem um par de
transformadas de Fourier. Para o caso em que 7, = 7, = 0 em 5.4 e conside-

rando 5.3, obtemos:

<@t >= [ [ Sl P, (5.8)

Szzz € uma fungao de densidade espectral, ela representa como o valor
médio do cubo de z(t) se distribui num plano bidimensional de freqiiéncias.
Para sinais de duragao finita ao invés de calcularmos S,,, calculamos seu

valor aproximado, denominado estimador, dado por:

Beea(f1, f2) =< X* (U)X ()X (1 + f2) >m (5.9)

onde M é o numero total de realizagoes.

Esta quantidade s6 sera diferente de zero se as ondas presentes em fi, fo
e f1 + f2 estiverem quadraticamente acopladas. Neste caso, as ondas com
f1 e fa,e fases ¢; e ¢,, respectivamente, se acoplam quadraticamente, com o
surgimento de modos com freqtiéncia f;+ fa e fi — fo, e fases ¢+ g € ¢1 — @2,
respectivamente. Assim sendo, a média calculada em 5.9 dara como resultado
um valor diferente de zero. Por outro lado, quando as ondas presentes em fj,
fa € fi + f2 nao estao acopladas (modos espontaneos), cada realizagio sera
caracterizada por uma fase randomicamente distribuida, o que faz com que
a média calculada em 5.9 tenda para zero, para valores grandes de M.

O autobiespectro pode ser entendido como uma medida qualitativa da
poténcia espectral transferida dos sinais X (f;) e X(f;), quando estes se aco-

plam, para formar o sinal X(f; + f2), ou como uma poténcia recebida por

33



X(f1) e X(f2) quando cessa o acoplamento, gerando os dois sinais citados.

Veja exemplo no apéndice C.

5.2.2 Autobicoeréncia

O espectro de autobicoeréncia é um biespectro normalizado, extrema-
mente util na analise e interpretagao de sinais de flutuagdes associadas com

interagoes nao lineares de ordem quadratica. O espectro de autobicoeréncia

¢ dado por:

2 . !Bxa::c(flaf2) |2
bewe(S1s f2) = X)X Pom<| X(h + 12) Pom (5.10)

b .(f1, f2) é uma quantidade real compreendida entre 0 e 1, dependendo

do valor do autobiespectro no numerador. Quando B...(f1,f2) vale zero,
b*(f1, f2) também se anula, indicando que nao ha acoplamento quadrético
em nenhum ponto de coordenadas (f1, f2), ou seja, os modos presentes em
f1 e f2 siao modos espontaneos. Quando 0 < b* < 1, a equacao indica a
existéncia simultanea de modos acoplados e espontaneos num ponto (f1, f2),
e o acoplamento ¢ chamado de acoplamento parcial. No caso de 0 =1, Byyp
atingiu o seu valor maximo, ou seja, as ondas presentes em f; + f; e em
fi — [2 sao devidas ao acoplamento entre as ondas com freqiiéncias f1 e fo,
dizemos entao que o acoplamento se da de modo total.

O espectro de autobicoeréncia mede o grau de correlacao nao linear, de
ordem quadratica, entre os modos presentes no sinal z(t). O apéndice C
contém uma simulacao de biespectro e mostra como se dd a bicoeréncia entre
os diversos modos presentes num sinal.

Cabe salientar que, para um acoplamento significativo, deveriamos ter sa-
tisfeitas as condigoes de freqiiéncia e nimero de onda ou seja f = fi1 + f2 e

k =k + k;. Esta teoria espectral pode ser utilizada tanto para freqiiencia
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como para numero de onda. Para este iltimo caso deveriamos dispor de

dados obtidos com varias distancias entre as sondas.

5.2.3 Autobifase

Vimos pela equacao 5.8 que o autobiespectro estava relacionado com o va-
lor médio do cubo de uma grandeza z(¢). Entretanto, como o autobiespectro
¢ uma grandeza complexa, sabemos que X(f) = X*(—f); entao podemos

escrever 5.8 como :

< xs(t) >=< Re[Bzxx](fl,fQ) > (511)

onde substituimos S;., pelo seu estimador Bgg,.

Apenas a parte real do autobiespectro contribui para o valor da média do
cubo de z.

A autobifase, ou seja, a fase do autobiespectro, esta relacionada com o
sinal desse valor médio, mais precisamente com o parametro de assimetria
“skewness” (que é definido como sendo o valor cibico médio dividido pelo
cubo do desvio padrao).

A autobifase é dada por:

B(f1,f2) =0(fi) +0(f2) —0(fr + f2) (5.12)

onde 0(f) é a fase de uma componente espectral com freqiiéncia f.

A natureza fisica de uma dada interagao nao linear pode determinar, por
exemplo, o sinal do parametro de assimetria. Ou inversamente, pode-se obter
informagoes do acoplamento nao linear a partir das caracteristicas medidas

das quantidades biespectrais.
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O sinal do parametro de assimetria é determinado pelo crescimento ou
diminuigado da amplitude da onda, sendo positivo se esta cresce, e negativo

se ela decresce.

5.3 Relagoes de simetria do biespectro

Em principio o autobiespectro é definido sobre todo o plano fi, f,. Porém,
nao € necessario calcular o autobiespectro sobre todo o plano, pois ele possui
varios tipos de simetria, especialmente quando z(t) é real [Po 90]. Assim a
partir da equagao (5.9) e do fato que X*(—f) = X(f), podemos obter as
relagoes de simetria mencionadas a seguir:

Relagao de simetria I:

Ba::c:v(_fla_f2) = Bz.m:(flvf?) (513)

Como resultado desta relagio de simetria se conhecemos os valores do auto-
biespectro em todos os pontos do semi-plano referente & f1 positivo (direito),
Fig. 5.1, podemos determinar todos os valores no semi-plano de f; negativo
(esquerdo), portanto passamos a considerar sé o semi-plano direito.

Relagao de simetria II:

Bza:x(f27 fl) = Brx.r(flaf?.) (514)

Esta relagao indica que a linha & 45° no primeiro octante ¢ também uma linha
de simetria, pois, se calcularmos o autobiespectro no octante marcado com
¥ na Fig. 5.1, podemos determinar os valores do autobiespectro no octante
imediatamente acima desta linha.

Relagao de simetria II1:

Bz.m:(_f%_fl) - B;xm(flvf2) (515)
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Por esta relacao a linha de —45° também é uma linha de simetria. Assim,
é necessario calcular o autobispectro apenas nos octantes marcados com X e
A, na Fig. 5.1.

O octante ¥ é conhecido como regiao de soma de freqiiéncias e o octante
A é conhecido como regiao de diferenca de freqiiéncias .

Para o autobiespectro além dessas trés propriedades existe uma proprie-

dade adicional.

Relagao de simetria I'V:

Bwrr(fla _f2) = B;xr(fl - f27f2) (5-16)

Esta propriedade adicional basicamente estabelece que para o autobies-
pectro existe simetria entre os pontos no octante ¥ e no octante A. Assim

somente é necessario calcular B, na regiao &, correspondente a:

0<h< ¢ pen<i-b (5.17)

-

onde [y é a freqiiéncia de Nyquist.

5.4 Biespectro e bicoeréncia cruzados

O biespectro cruzado é similar ao autobiespectro. Pode ser usado para
detetar e quantificar interagoes quadraticas entre duas componentes espec-
trais com freqiiéncias f; e f, em uma flutuacido z(t), que resultam numa
componente f; + f; ou f; — f,, em um outro sinal de flutuacao y(t). Assim
sendo, o biespectro cruzado é um conceito importante no modelo de siste-

mas nao lineares, caracterizando os processos de transferéncia de energia em
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Figura 5.1: Regioes simétricas para o calculo das quantidades biespectrais.
Somente as regioes sombreadas sao graficadas.

turbuléncia. Ele permite obter os coeficientes de acoplamento complexos que

governam a taxa desses Processos.

Se x(t) e y(t) sdo processos temporais de média zero, a fungao de bicor-

relagao cruzada, Ryzz(71,7;), é dada por:
Ryzo(m1,72) =< y(B)z*(t — )z*(t — 1) > (5.18)
Seguindo passos semelhantes aos da seciao anterior, pode-se mostrar que:
Byeo =< X*(f1) X" ()Y (1 + f2) >m (5.19)

€ um estimador de Sy, =< X*(f1)X*(f2)Y(f1+ f2) >, que é a transformada
de Fourier de Ryer(71,72).

O biespectro cruzado possui as mesmas relagoes de simetria que o autobi-

espectro, exceto a relacao de simetria IV, sendo necessario que seja calculado

58



tanto no octante ¥ ja definido, quanto em A, sendo este ltimo definido

como:
—/INS [0 e f2<fil SN (5.20)

Como citamos anteriormente, o bicoeréncia cruzada é uma funcio que
mede o grau de correlagdo quadrética (bicoerércia ) entre Y(f; + f3), X(/1)
e X(f2) e, assim como o autobiespectro, vale zero para modos lineares es-
pontaneos. Uma versao normalizada deste grau de correlagio cruzada é dada

pelo espectro de bicoeréncia cruzada:

» B | Bueo(f1, £2) | }
B (ARTAT e vy ATV

Como a autobicoeréncia , este espectro também tem um valor real entre 0 e
1, sendo uma fun¢ao que permite distinguir entre os modos espontaneos (es-
tatisticamente independentes) e quadraticamente acoplados (ver ilustragao

no apéndice C).

5.5 Consideragoes estatisticas e variancias
dos espectros

Os estimadores estao sempre sujeitos a erros estatisticos tais como ten-
denciosidade (desvio do valor verdadeiro) e variancia. Um estimador deve
ser consistente, no sentido que o erro estatistico deve se aproximar de zero
quando o nimero de observacdes cresce o suficiente .

Supomos o sinal medido longo o suficiente para evitar o efeito de “leakage”

A variancia de B;.(f1, f2) é dada por [Ki 79)

HBfir 1)} = 5 Peel 1) Pl ) el + 2L = B )] (5.2
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Vemos que a variancia de B, val a zero a medida que M se torna in-
finito como intuitivamente se concluiria, de que quanto maior o nimero de
realizagdes, mais nos aproximamos do valor verdadeiro.

Existe também uma dependéncia com o valor da autobicoeréncia , de modo
que, quando ha acoplamento nao linear (b* = 1), a variancia tende a zero,
e quando b* = 0 a variincia é proporcional ao produto da poténcia de cada
componente estatistica. A variancia de b(f1, f2) nao pode ser determinada
por um célculo imediato, porém se desprezamos a variancia do denominador

pode-se aproximar a variancia de b por:

B(f1, f2)
P:L'a:(fl)PTI(fz)le‘(fl o f2)

que é dada aproximadamente por:

of = var(

) (5.23)

of ~ %[1 — b*(f1, f2)] (5.24)

Vemos que o7 < 77 para qualquer combinagao de frequéncias . Quantidades

analogas podem ser calculadas para o bispectro cruzado, assim:

o {Byee( i 120} = 37 Peel 1) Pes (1) P o+ F)1 = B )] (5:29)
oo o1 = B (S, o) (5.26)

tendo se levado em conta as mesmas consideracoes que fizemos para o caso
do autobiespectro.

Em resumo, concluimos que os estimadores sao estatisticamente estaveis
quando as trés ondas sio quadraticamente coerentes e relativamente instaveis
quando as ondas sao quadraticamente incoerentes. Em tais casos pode-se
melhorar a varidncia aumentando-se o nimero de interagoes.

Convém lembrar que a analise biespectral apenas indica se o acoplamento
quadrético estd ocorrendo, nao a direcio do fluxo de energia, isto é quais

modos estao recebendo e quais estao perdendo energia.
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Para uma boa determinagao das fungoes biespectrais é necessario que M
seja suficientemente grande, o que além de tornar o estimador mais preciso,

reduz o efeito de distor¢oes causadas por existéncia de ruido nos sinais ana-

lisados.

5.6 Aplicagoes do biespectro em flutuagoes
do plasma

Para mostrar que o biespectro ¢ um instrumento importante de di-
agnostico, em estudos experimentais de interagoes nao lineares de ondas em
meios turbulentos, aplicamos os conceitos anteriores em flutuacoes de poten-
cial, densidade e campo magnético medidas na borda do plasma do tokamak
TBR-1.

Supomos, que o sinal z(t) é registrado com intervalos At suficientemente
pequenos, de maneira que a freqiiéncia de Nyquist, fy = 1/2At, seja maior
que qualquer componente espectral de interesse presente em z(t). Se isto
nao for verdade, aplicamos um filtro para evitar o efeito de “aliasing” como
descrito na segao 3.1. Supomos também que o sinal ¢ medido em um intervalo
de tempo, T' = NAt, suficientemente longo para se ter uma boa resolugao de
frequéncia .

Para a obtencao do biespectro escrevemos um programa de computagao

que segue basicamente os seguintes passos:

1. Dividimos cada sinal temporal medido pelas sondas em M intervalos

de N pontos cada.

2. Subtraimos de cada sinal em cada intervalo o seu valor médio.
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3. Aplicamos uma “janela” de Hanning aos dados de cada intervalo para

reduzir o efeito de “leakage”.

4. Calculamos a transformada de Fourier de cada intervalo, usando a

técnica FFT (Fast Fourier Transform).

5. Calculamos as fungdes biespectrais através dos estimadores introduzi-

dos no presente capitulo, sendo M o mimero de realizacdes.

Utilizando o programa citado calculamos o autobiespectro, a autobicoeréncia,
a bifase e a bicoeréncia cruzada para varios sinais, tentando identificar
possiveis acoplamentos entre os modos presentes.

Em lugar de apresentar os graficos tridimensionais, mostramos, em geral,
os graficos das curvas de nivel, onde a intensidade maior das linhas indica
um valor mais alto do algoritmo calculado.

Os cortes das curvas de nivel sio tomados em valores que vao entre 0 e 1,
equidistantes e iguais para as duas figuras, para que se possa interpretar a
altura dos picos apenas olhando a densidade de linhas de contorno em torno
dos mesmos.

Na Fig. 5.2, temos um exemplo das curvas de nivel da autobicoeréncia,
para as flutuagoes de densidade, medidas em 7/a = 0,87, sem a aplicagio de
campos magnéticos ressonantes (a) e com a aplicacao dos mesmos (b).

Com a aplicacdo dos campos magnéticos ressonantes ha uma clara dimi-
nuigao da bicoeréncia.

Na Fig. 5.3 observamos as curvas de nivel do autobiespectro de sinais
de flutuagoes do campo magnético poloidal medidas em r/a = 1,16 sem a
utilizagao de campos helicoidais ressonantes (a) e com a aplicacio dos mesmos

(b). Vemos que a regido de maior poténcia espectral diminui quando se aplica

a perturbacao helicoidal.
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(b)
0 0.5

fa fa

Figura 5.2: a) Curvas de nivel da autobicoeréncia para flutuacées de densi-
dade medidas em r/a = 0, 87, sem a aplicagao de campos magnéticos resso-
nantes. b) O mesmo para as mesmas flutuagoes , com aplicagio de campos
magnéticos ressonantes (sinais filtrados a 250 kHz)

T I
- O, - -
(a) ° (b)
Ty >
, 0
0.5 0 0,5
f, &

Figura 5.3: Curvas de nivel do autobiespectro para flutuagdes de campo
magnético poloidal sem (a) e com aplicacao de campos magnéticos resso-

nantes (b) (r/a=1,16) (Sinais Filtrados a 250 kHz)
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Na Fig. 5.4 temos a bifase para as mesmas flutuagdes da figura 5.3a,
observamos uma distribui¢ao praticamente igual para os valores positivos e
negativos. Nessas regioes os valores médios da bifase coincidem e os picos

estao uniformemente distribuidos.

Figura 5.4: Autobifase do biespectro anterior.

Nas Figs. 5.5a e 5.5b, temos as curvas de nivel para autobicoeréncia
referente aos espectros das Figs. 5.3a e 5.3b. Nestas figuras vemos clara-
mente o efeito dos campos ressonantes, como elementos desacopladores de
modos. Como o valor da bicoeréncia é normalizado este nao depende da
amplitude das flutuagdes. O baixo valor da bicoeréncia, para o caso com
campos magnéticos ressonantes coincide com a falta de coeréncia de fase
entre os modos observados.

Na Fig. 5.6 temos a bicoeréncia cruzada entre os sinais de flutuagoes de
densidade e de flutuagdes magnéticas sem (a) e com a aplicagdo de campos

helicoidais ressonantes (b). No caso da Fig. 5.6b vemos o desaparecimento
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Figura 5.5: Curvas de nivel da autobicoeréncia de flutuacdes magnéticas
sem a aplicacdo de campos ressonantes (a), e com aplicacao dos mesmos

(b).(sinais filtrados a 250 kHz).

Figura 5.6: Bicoeréncia crizada entre flutuagoes de densidade e de campo
magnético sem a aplicacao le campos helicoidais ressonantes (a), e com a
aplicacao dos mesmos (b).(Siuais filtrados a 250 kH z)



quase total do acoplamento entre os modos produzido, pela aplicacio dos
campos magnéticos e um consequente aumento do grau de turbuléncia. Os

mesmos efeitos sao observados para flutuagoes de potencial.
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Capitulo 6

Discussoes e Conclusoes

A finalidade do estudo das flutuagoes dos diversos parametros na borda do
plasma ¢ a de investigar o mecanismo que produz as flutuacdes e estabelecer
o seu papel nos fenémenos de transporte na borda do plasma.

O nosso objetivo é entao descrever a aplicagao de algumas técnicas de
analise espectral, para quantificar as propriedades estatisticas das flutuacoes
no Tokamak TBR-1 e medir o fluxo de particulas produzido por estas flu-
tuacoes.

Todos os programas desenvolvidos foram testados em simulacoes em com-
putador e, somente apés a verificagao do resultado destes testes, passaram a
ser utilizados na analise dos dados experimentais obtidos com o sistema de
diagnédstico descrito no capitulo 2.

Verificamos que o espectro S(k, f), para medidas dentro do plasma, ¢ largo
e sua poténcia esta confinada para freqiiéncias abaixo de 150 kH z, e niimeros
de onda kg < 3,5x 10® m~'; o pico principal se encontra em torno de 15 kH 2
e possui variancia da ordem de 10 % do valor observado.

Tanto para medidas de potencial, quanto para medidas de densidade,
obtivemos valores das dispersdes o e oj, aproximadamente iguais, sendo

cr=1x102m e o7 =10,8 x10° Hz. A intensidade da turbuléncia pode
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ser vista pela razio & = 1,6 que é maior do que a obtida em outros tokamaks
[Bea 82].
Os valores do produto kgp; (p; = raio de Larmor) estao entre 0,1 e 0,4.

O raio de Larmor ¢é calculado pela férmula [Ch 65]:

(K_T1>1/2
pi=—" ~9x107'm (6.1)
Wi
onde w, = ;—i, B ~ 0,4 T é o campo magnético toroidal, m; a massa do

fon, T; a temperatura dos fons, considerada como T; = 2T, [Si 89a] (para um
valor médio da temperatura dos elétrons T, ~ 15 eV, préximo do limitador).

Os valores do produto kgp; sao maiores que os encontrados no TEXT
[Wo 90] e ligeiramente menores que os valores encontrados no tokamak Tosca
[Ro 86]. Esses valores sio muito altos para serem explicados por uma teoria
de modos “rippling”, uma das teorias utilizadas na interpretagio da tur-
buléncia na borda dos tokamaks [Wo 90].

Os fluxos de particulas induzidos pelas flutuagoes sao para fora em quase
todo o espectro. Dentro do plasma observou-se um espectro de freqiiéncia
largo para altas freqliéncias, coisa que nao acontece a sombra do limitador.
Integrando I'(f) obtemos, para estes fluxos de particulas induzidos, valores
(I' ~ 1 x 10" particulas/m?s) comparaveis com resultados obtidos anteri-
ormente no TBR-1 [Si 89b] através da andlise da difusio de particulas. A
forma do espectro de transporte observado se deve principalmente & sua de-
pendéncia com as amplitudes de n e @, pois vimos que 7;; € 07 ndo variam
consideravelmente na regiao de f < 150 kHz. Observamos para alguns
intervalos de frequéncia (f < 50kHz) I'(f) < 0 para r/a < 1 conforme
recentemente relatado [Jh 93].

A partir do valor do transporte de particulas na borda do plasma, T', e

do gradiente médio da densidade, também calculado na borda, | %E [
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podemos obter o coeficiente de difusio na diregao radial, dado por:

D, = IA_EL (6.2)
Ay Ir=a
Obtivemos (para 0,95 < r/a < 1,02) o valor médio de D, ~ 1,7 m?/s,
proximo do calculado pela férmula de Bohn (D¥ = 0,067./B = 1,4 m?/s)
[Si 89a).

A velocidade de fase, obtida utilizando o espectro S(k, f) normalizado,
€ da mesma ordem de magnitude da velocidade de deriva diamagnética dos
fons, tipicamente V, 2~ 1 x 10* m/s. Observou-se que dentro do plasma estas
duas velocidades possuem o mesmo sentido (Fig. 4.5).

Os sinais do campo magnético poloidal medidos com as sondas mostram
um espectro de freqiiéncia tipico, constituido de uma superposicao de modos
(com um pico em 65 kHz) e uma regido turbulenta com alta intensidade
(E@;/Bg(a) < 1 %) com variagbes intermitentes. Essas intensidades produ-
zem uma ergodizagao significativa das linhas de campo na borda do plasma
[Fer 88, He 88]. No apéndice B mostramos a separacio entre a parte coerente
e a parte turbulenta do espectro, Fig. B.1.

Investigamos a relagao entre as medidas feitas com as sondas de Langmuir
e com as bobinas magnéticas, através do calculo da correlacio cruzada e
da coeréncia entre sinais medidos em pontos separados radialmente por uma
distancia de 2,3 x 1072 m. Isto foi possivel dado que a distincia de correlacio
Ja citada, para flutuacoes de densidade (kg < 3,5 e¢m~2), indica comprimentos
de onda maiores que 2 em (para as freqiiéncias das oscilagbes magnéticas
ressonantes, também chamadas de MHD). Também foi verificado que VB,
apresenta um pico para valores de f proximos de 60 kHz, freqiéncia esta
que corresponde ao maximo do auto-espectro de By para a atividade MHD.

Estes resultados mostram uma superposicio parcial dos modos MHD
e de componentes eletrostaticas que nio sio comuns em outros tokamaks

[Ts 93a, Wo 90]. Esta peculiaridade cria condicdes favoraveis a investigagao
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da possivel influéncia da atividade MHD no espectro do fluxo de particulas
induzido. De fato, resultados anteriores [Ts 93a] indicaram que esta ativi-
dade pode influenciar indiretamente o espectro de transporte de particulas,
entretanto o espectro de transporte integrado nao é muito afetado.

Para quantificar o efeito de acoplamentos quadraticos de ondas na tur-
buléncia periférica do plasma, usamos as técnicas de anélise biespectral des-
critas no capitulo 5, para os dados medidos com as sondas e bobinas.

Para as flutuagoes de densidade, a bicoeréncia se encontra distribuida em
quase toda a regiao de freqiiéncia considerada (Fig. 5.2a). Foram observados
picos coerentes cujos valores mais significativos sao aproximadamente 0,35
(variancia de 0,02 aproximadamente ) na regiao de freqiiéncia correspondente
a maior poténcia espectral (f; e f, abaixo de 100 kHz). Existem outros
picos na regiao de altas freqiiéncias, indicando que acoplamentos nao lineares
também ocorrem na regiao turbulenta. A aplicagao dos campos ressonantes
faz com que estes picos significativos praticamente desaparecam, ou sejam
reduzidos consideravelmente (Fig 5.2b), o que indica um desacoplamento dos
modos.

No caso do biespectro das flutuagoes magnéticas vemos a existéncia de um
picoem f; ~ 65 kHz e f, ~ 75 kHz, (Fig. 5.3a) que corresponde ao pico do
valor maximo da bicoeréncia (0,38). A poténcia espectral se encontra bem
espalhada na regiao f; < 100 kHz e fo < 75 kHz. Ao aplicar os campos
helicoidais ressonantes esta regiao diminui, ficando confinada em f; < 75 kH z
e fo <75 kHz, o pico de maior poténcia fica muito mais reduzido do que no
caso anterior.

A analise da bifase para flutuagoes magnéticas mostra valores bem dis-
tribuidos, de —7 a 7, em todo o espectro. Para flutuacoes de densidade
obtivemos resultados semelhantes.

Para analisarmos uma possivel interacao de ordem quadratica entre as

flutuacoes de densidade e de campos magnéticos calculamos o biespectro
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cruzado entre os dois sinais. Conforme visto na Fig. 5.6a, a poténcia espectral
se mostra concentrada para freqiiéncias baixas e mais espalhada na regiao de
[ =fi—f2 (A na Fig. 5.1). Ao aplicarmos os campos ressonantes vemos
um abaixamento visivel do valor dos picos coerentes (além de uma reducio
da poténcia espectral ).

Essas redugdes da amplitude causadas pela perturbacao helicoidal, suge-
rem que uma atividade magnética elevada poderia criar estruturas na tur-
buléncia, nao observadas ainda em turbuléncia eletrostitica em tokamaks
[Ts 93a, Ts 93b], alterando as funcées gaussianas de distribuicio de proba-
bilidade, criando estruturas coerentes, ou intermiténcias que foram apresen-
tadas recentemente [Jh 93].

O presente trabalho permitiu concluir que as técnicas de andlise espectral,
aplicadas a dados de flutuagdes obtidos, com sondas elétricas e magnéticas
instaladas no TBR-1, sao capazes de prover informacées, do ponto de vista
experimental, sobre a natureza, origem e efeitos das flutuacdes em plasmas,
que sao dificeis de se obter usando apenas técnicas de diagnésticos. Mos-
tramos que esta analise permite a descricao das ondas e das instabilidades,
a determinagao do transporte de particulas induzido pelas flutuacdes, a ob-
tengao do espectro S(k, f) e uma caracterizagao do grau de turbuléncia.

No tokamak TBR-1, perto do limitador, as oscilacbes de Mirnov e a
parte dominante dos espectros das flutuagoes de densidade (e potencial)
tem freqiéncias proximas e a maior parte do transporte associado com a
turbuléncia eletrostdtica ocorre nesta regiao de freqiiéncia. Este fato pode
dar nova informacao sobre a possivel influéncia das oscilacées magnéticas no
transporte eletrostatico na borda do plasma do tokamak.

Também verificamos a existéncia de efeitos nao lineares, que podem levar
a um modelo do mecanismo destas flutuacdoes.

Cabe assinalar aqui, que a precisio do cdlculo dos parametros biespec-

trais sofrem limitacoes devido & baixa estatistica disponivel, relacionada com
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o tempo de descarga 1til do tokamak. Entretanto, as evidéncias encontradas
devem ser confirmadas em novas experiéncias, que ja estio sendo realiza-
das no TBR-1 [Ca 93b]. Nestas experiéncias espera-se ter uma observagao
mais longa das oscilagGes, o que aumentaria bastante a precisio da anéalise
biespectral relatada nesta dissertacao.

O préximo passo de nossas atividades consistiria em aplicar as técnicas
descritas neste trabalho com a finalidade de determinarmos a funcéo de trans-
feréncia e o coeficiente de acoplamento.

A fungao de transferéncia [Ri 86] quantifica a energia que é trocada entre
as varias ondas que compdem o espectro. O coeficiente de acoplamento é
uma quantidade complexa, que descreve a mudanga na amplitude a na fase
do espectro devida a interagao de trés ondas. Sua importancia reside no fato
de poder compara-lo com modelos teéricos.

Além de calcularmos estas quantidades poderiamos aplicar a técnica do
bispectro em outras dreas da fisica, tais como ondas em fluidos, para poder-

mos estabelecer paralelos entre esses fendmenos.



Apéendice A

Influéncia da diferenca de fase
e da adigcao de ruido sobre os
espectros de sinais

Para testar o grau de confiabilidade dos calculos das funcoes espectrais, no
estudo de sinais de flutuagdes mostradas no capitulo 3, verificamos o efeito da

diferenca de fase e da existéncia de ruido sobre o espectro de sinais simulados,

com componentes conhecidas.

A.1 Efeito da diferenga de fase entre dois
sinais

Para estudar o efeito da diferenca de fase entre sinais, geramos dois sinais
z(t) e y(t), de M x N (N = 128 e M = 100) pontos cada, a partir das

funcgoes:

z(t) = cos[27(20 Hz)t] + 0, 5c0s[2m(60 Hz)t] + 0, 2cos[27 (100 Hz)t] (A.1)
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y(t) = cos[27(30 Hz)t] + 0, 5cos[2m(60 Hz)t] + 0,2cos[27 (130 Hz)t] (A.2)

Na analise a seguir consideramos intervalos de 128 s e uma banda de
frequéncia de 7,8 Hz

Dividimos cada sinal em M intervalos, de N pontos cada, e calculamos o
auto-espectro para cada sinal , o espectro de poténcia cruzado entre z e y, de
onde tiramos o espectro de fase, e calculamos o espectro de coeréncia entre
os dois sinais.

Vemos na Fig. A.l os espectros de poténcia de z(t) e de y(t), com tres
componentes de frequéncia , como esperado, e valores das amplitudes pro-
porcionais as indicadas nas equacoes A.1 e A.2.

Na Fig. A.2 observamos o espectro de poténcia cruzado entre os dois
sinais, que d4 um pico somente na freqiiéncia comum aos dois sinais. O
espectro de fase entre z e y (Fig. A.3a) mostra um valor préximo de zero
para a regiao de freqliéncia correspondente a freqiiéncia comum aos dois
sinais. O espectro de coeréncia,(Fig. A.3b) mostra um valor alto comparado
com a sua variancia para esta mesma freqiiéncia (~ 0.01%), o que significa
uma alto grau de correlacao entre os sinais x e y nesta freqtiéncia .

Em seguida somamos uma fase de 7/3 a componente de freqtiéncia 60 H z
no sinal y e recalculamos os espectros acima. Os auto-espectros de poténcia
e o espectro cruzado sdo exatamente os mesmos das figuras anteriores. O
espectro de fase (Fig. A.4) apresenta nesta situagao o valor da defasagem
introduzida para a componente de freqtiéncia citada. O espectro de coeréncia
€ o mesmo do caso anterior, indicando que a adicio de uma fase relativa aos

dois espectros nao altera o grau de correlagao entre os sinais estudados.
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A.2 Influéncia do ruido nas fungées espec-
trais.

Para estudar possiveis deformacdes introduzidas nos espectros pela exis-
tencia de ruido, somamos aos sinais z e y do item anterior um ruido gaussiano
de baixa amplitude (comparado com as amplitudes do sinal analisado). As-
sim sendo, a0 compararmos o auto-espectro anterior com o modificado vemos
que a adigao do ruido pouco afeta o valor da amplitude dos picos. A Fig.
A.5 mostra este efeito sobre o espectro do sinal x(t). Entretanto, a adicao
do ruido num sinal diminui a coeréncia, drasticamente, como se pode ver na

Fig. A.6.
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Figura A.5: Espectro de poténcia do sinal x com adicao de ruido gaussiano.
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Um ruido muito alto pode vir a diminuir a coeréncia dos sinais, tornando-

os estatisticamente independentes. Portanto, do ponto de vista experimental,

deve-se dar um tratamento cuidadoso ao ruido do sistema de medida.
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Figura A.6: Espectro de coeréncia entre os sinais x e y com ruido gaussiano
adicionado .
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Apéndice B

Aplicacgoes de filtros sobre
sinais de flutuacées medidos na
borda do plasma

Mostraremos o uso de filtros numéricos em aplicacoes utilizadas comu-
mente quando se analisam flutuagdes em plasma. Utilizaremos depois o
mesmo tipo de filtro para retirar, de um sinal que mede as flutuacoes de
corrente de saturacao em todas as frequéncias , o valor do sinal médio da

mesma.

B.1 Separagao dos modos coerentes e da
parte turbulenta de um espectro de flu-
tuacoes

Neste item utilizaremos filtros do tipo Butterworth, com a finalidade de

separar, num espectro de um sinal de flutuagoes, a parte que contém os modos
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(ée) u.a.

coerentes da parte turbulenta.

Na Fig. 3.l1a ja vimos o espectro de poténcia de flutuacoes de campo
magnético poloidal para a posi¢ao da sonda magnética em r/a = 1,16. Como
se pode observar, a regiao do espectro mais significativa, aquela que contém
os modos MHD, compreende uma faixa que vai até a freqiiéncia de 80 kH z.

Aplicamos um filtro passa-alta com freqiiéncia de corte aproximadamente
igual a 100 £/ 2 e obtemos para o sinal filtrado a espectro da Fig. (B.la). Se
aplicarmos um filtro passa-baixa obteremos o espectro da Fig. (B.1b). Sepa-
ramos, entao, os modos coerentes de maior amplitude, do espectro turbulento

que possui amplitude mais baixa.

2.5 T T l T T
2 (a) 4 08+ (b)
Laf % - 0.6+ -
| o
=1
ir 4 N~ 041 .
o
R{as]
0.5F - 02} _
O L 1 O 1
0 100 200 300 0 100 200
Frequencia - kHz Frequencia - kHz

Figura B.1: a) Espectro dos modos MHD para a bobina magnética em
r/a=1,16. b) Espectro da regiio turbulenta para a mesma bobina. (Filtro
Butterworth, Ordem do filtro N = 26)
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Para obtermos estes resultados filtramos duplamente o sinal, para evitar
problemas de defasagem e testamos varias ordens de filtro até otimizar a

ordem (ver capitulo 3) em N = 26, para esta freqiiéncia.

B.2 Obtencao do sinal médio a partir do si-
nal de flutuacoes

Ao fazermos medidas experimentais, em geral, dispomos de circuitos
eletronicos, que medem todas as freqiiéncias superpostas ao sinal médio.
Tanto o sinal médio, como os sinais de freqiiéncias mais altas, sao de interesse
no estudo das flutuagdes de pardmetros do plasma. Por isso torna-se impera-
tivo, medir estes sinais separadamente (o que implica em diagnésticos mais
Onerosos), ou recorrer a filtros numéricos para separar as duas regides cita-
das. A aplicagdo de filtros numéricos tem se mostrado eficiente em intimeros
trabalhos, evitando a necessidade de armazenamento de dois conjuntos de
sinais (0 médio e o flutuante). Podemos aplicar filtros numéricos para sepa-
rar, por exemplo, o sinal médio da densidade (corrente de saturagao ) das
flutuagées da mesma. Este método sera aplicado nos sinais a serem medidos
proximamente no TBR-1 com uma sonda complexa.

No caso para o teste, dispomos da medida do valor do sinal médio da
corrente de saturagao e da medida das flutuagdes do mesmo sinal. Somamos
estes dois obtendo o sinal total, apresentado na Fig. B.2. Aplicando filtros de
Butterworth, passa-baixa e passa alta de ordem 8 (escolhido depois de uma
conveniente otimizacao), respectivamente, neste sinal total deverfamos recu-
perar os sinais iniciais. Na Fig. B.3a, temos superpostos, o sinal médio me-
dido e o sinal filtrado a partir do sinal total para a regiao de baixa freqiliéncia.

Na Fig. B.3b, temos os respectivos espectros desses sinais. Na figura B.4a,
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temos superpostos o sinal das flutuagoes de corrente de saturagao medido e
o sinal filtrado, a partir do sinal total, para a regiao de alta freqiiéncia. Na
Fig. B.4b, vemos os espectros desses dois sinais. Comparando os espectros
correspondentes ao sinal medido e sinal filtrado, notamos uma boa reprodu-
tibilidade dos mesmos, indicando a viabilidade do uso de filtros numéricos

para a separacgao de sinais experimentais.
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Figura B.2: Sinal resultante da soma dos sinais de corrente de saturagao
médio com o sinal flutuante, medidos em r/a = 0, 87.
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Figura B.4: a) Sinal flutuante medido (- - -) e sinal filtrado com filtro passa-
alta a partir do sinal total (—). b) Espectros superpostos dos mesmos sinais.
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Apéndice C

Testes da técnica biespectral

Para poder determinar o grau de confiabilidade dos nossos programas
passamos a testa-los utilizando funcoes convenientes [Ki 79].
Com o fim de testar o célculo de um biespectro, foram geradas M = 64

realizagées arquivos, com 128 pontos cada, para funcoes conhecidas do tipo:
z(t) = cos(2m fit + ¢1) + cos( 27 fot + é3) + cos(27 fa.t + ¢3) + ruido (C.1)

Neste exemplo f1/fn = 0,22, fo/fn = 0,375, fs= fi+fo, [n éa frequéncia
de Nyquist e o ruido adicionado é do tipo gaussiano.

Primeiramente, calculamos as fases ¢; e ¢,, de um conjunto de niimeros
randémicos uniformemente distribuidos entre —7 e 7, foi imposto ¢3 =
¢1 + ¢2. Desta forma estamos simulando uma onda com sua componente
f3, gerada totalmente pelo acoplamento quadratico das outras duas. Como
podemos ver na Fig. C.la, o auto-espectro nos permite identificar o modo
presente em f3 = f; + f;. mas nao nos diz se ele é espontaneo ou se ele é de-
vido ao acoplamento dos modos em f; e f,. Com a autobicoeréncia do sinal,
Fig. C.1b, vemos que existe um acoplamento total entre estes modos para
gerar a componente em f3, pois o valor da bicoeréncia é muito préximo de 1

o que ¢ um valor alto se compararmos com sua variancia (~1/64). Nas Figs.
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C.2a e C.2b, vemos respectivamente um corte dos espectros de autobifase e
de autobicoeréncia para esta mesma simulacdo. Vemos que o valor da bifase
é zero nos pontos correspondentes a maior bicoeréncia , o que era esperado
dada a definigio da bifase equagao 5.12.

Geramos em seguida outras M = 64 realizagdes com 128 pontos cada,
usando a mesma relacio da equacao C.1, porém tomando ¢; também do
conjunto de nimeros randémicos. Vemos na Fig. C.3a, que o auto-espectro
nos fornece as mesmas conclusées que no caso anterior, mas a autobicoeréncia
(Fig. C.3b), mostra claramente que o modo em f3 nao é devido ao acopla-
mento dos demais modos dando um valor para a bicoeréncia préximo de zero,
o que indica de forma expressiva apenas modos espontaneos.

Em seguida utilizamos a funcao:

z(t) = cos(2mfit + $1) + cos(2m fot + ¢y) + 5.cos(27 f3t + ¢3)
+ cos(2wfi.t + #1).cos(2T fot + ¢2) + ruido (C.2)

onde f3 = f; + f; e ¢3 é escolhido do conjunto de nimeros randémicos.

O produto na equagio anterior vai criar modos, com frequéncia f; + f, e
JS1 = f2, resultando numa divisio da potencia espectral em f5 em duas partes,
sendo a metade dela gerada por um modo espontaneo e a outra metade pelo
acoplamento. Observando a figura C.4a , vemos que o auto-espectro mostra a
existéncia dos quatro modos. Por outro lado, a autobicoeréncia (Fig. C.4b),
para o modo em f; + f,, devido & perda de informagio sobre a fase, nio
consegue responder se existe ou nao o acoplamento, ficando por isso num
valor intermediario (acoplamento parcial). Isso nao ocorre, para o modo em
J1— f2, onde o espectro de autobicoeréncia nos fornece o valor 1, indicando
que este modo ¢ totalmente gerado pelo acoplamento dos modos presentes
em fi e f,.

Vemos que o espectro de autobicoeréncia possibilita uma quantificacio

dos processos nio lineares, e uma distingao clara entre os modos acoplados
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€ 0s modos espontaneos que aparecem num sinal de flutuacdes .
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Figura C.1: a) Auto-espectro do sinal C.1 b) Autobicoeréncia do mesmo sinal
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