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Aos demais funcionários e docentes da Universidade de São Paulo.

Muito obrigado!

Diogo Ricardo da Costa

ii



Resumo
Investigaremos algumas propriedades dinâmicas e de transporte para um conjunto

de part́ıculas clássicas não interagentes em diversos sistemas f́ısicos. Os sistemas des-
critos aqui, em sua maioria, apresentam estrutura mista no espaço de fase no sentido
de que curvas invariantes do tipo spanning, mares de caos e ilhas periódicas estão pre-
sentes. A descrição de cada sistema será feita utilizando mapeamentos discretos não
lineares. Detalharemos a forma de obter os mapeamentos assim como discutiremos
algumas de suas propriedades dinâmicas. Expoentes de Lyapunov serão utilizados para
caracterizar a região de caos nos sistemas. Hipóteses de escala são usadas para provar
que certos observáveis, por exemplo a energia média ao longo de mares de caos, são
invariantes de escala. Consideraremos também que quando uma part́ıcula, ou de forma
equivalente um conjunto delas atinge uma determinada altura no espaço de fases, ela
pode escapar. Ao estudar o escape de part́ıculas, vemos que o histograma do número
de part́ıculas que atingem uma certa altura (ou energia) h no espaço de fases em uma
dada iterada n, ao qual observamos ser invariante de escala, cresce rapidamente até
atingir um máximo e então tende à zero para n grande. Quando a altura h varia pro-
porcionalmente a posição da primeira curva invariante spanning, podemos confirmar
uma invariância de escala do histograma de frequências. O mesmo ocorre para a pro-
babilidade de sobrevivência da part́ıcula à dinâmica. Neste contexto, abordaremos os
seguintes problemas: (1) Um guia de ondas senoidalmente corrugado; (2) Uma famı́lia
de mapas Hamiltonianos bidimensionais que recupera diversos modelos; (3) Part́ıculas
confinadas em uma caixa com potenciais infinitos nas bordas e contendo em seu in-
terior um poço de potencial dependente periodicamente do tempo; (4) Analisaremos
um bilhar ovóide com dependência temporal introduzida através de giro, onde para
certas condições observamos que este não apresenta um aparente crescimento ilimitado
de energia (aceleração de Fermi), desta forma sendo um posśıvel contra-exemplo da
conjectura LRA. Esta tese é um resumo de 8 artigos que foram publicados em revistas
internacionais.

Palavras-chave: caos, sistemas dinâmicos, bilhares, propriedades de escape, Ace-
leração de Fermi
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ABSTRACT

Abstract
We investigate some dynamical and transport properties for a set of non-interacting

classical particles. The systems here described, for the most part, present mixed struc-
ture in the phase space in the sense that invariant spanning curves, chaotic seas and
periodic islands are present. The dynamics of each model is described by using non-
linear mappings. We show all the details to construct the mappings and discuss some
of their dynamical properties including fixed points stability among others. Lyapunov
exponents will be obtained to characterize the chaotic dynamics observed in the phase
space. Moreover some scaling hypotheses are used to prove that certain observables,
including the average energy, are scaling invariant. We consider also that when a parti-
cle or an ensemble of them reach a certain portion of the phase space, they can escape.
When studying the escape, we see that the histogram for the number of particles that
reach certain height (or energy) h in the phase space for the iteration n, for which we
observe to be scaling invariant, grows quickly until reaching a maximum and then goes
towards zero for large enough n. When changing the height h proportionally to the
position of the first invariant spanning curve, we can confirm the scaling invariance.
The same happens for the survival probability for a particle in the chaotic dynam-
ics. In this way, we will discuss the following problems: (1) A corrugated waveguide;
(2) A family of two-dimensional Hamiltonian mappings which can reproduce different
scaling exponents; (3) Particles confined to bounce in the interior of a time-dependent
potential well; (4) We will analyse a rotating oval billiard, where for certain conditions
we observed that this system does not present the unbounded energy growth (Fermi
acceleration), in this way it is a possible counterexample of the LRA conjecture. This
thesis is as summary of eight papers already published.

Keywords: chaos, dynamical systems, billiards, escape properties, Fermi acceleration
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Capı́tulo1
Introdução

Um sistema é considerado caótico quando possui sensibilidade às condições iniciais.
Isso implica que duas condições iniciais muito próximas divergem exponencialmente
uma da outra ao longo do tempo. Uma ferramenta comumente utilizada para verificar
a caoticidade de um sistema é o expoente de Lyapunov (1, 2, 3).

Em sistemas Hamiltonianos bidimensionais os expoentes de Lyapunov aparecem
aos pares e com sinais contrários. Enfatizamos que sempre consideraremos o expoente
positivo em nossas simulações quando existir. Se o maior expoente de Lyapunov é
nulo ou menor que zero, dizemos que a órbita é regular ou quasi-periódica, porém se
um dos expoentes de Lyapunov é positivo, a órbita é dita ser caótica. Já em sistemas
dissipativos (que apresentam alguma forma de dissipação, como por exemplo, arrasto
viscoso), a soma dos expoentes de Lyapunov é menor que zero.

Muitas vezes é posśıvel trabalharmos com mapeamentos, que são sistemas dinâmicos
discretizados no tempo. Para cada iteração de um dado mapa o sistema passa de um
estado inicial Xn para Xn+1 através de uma transformação T , que pode ser escrita
como Xn+1 = T (Xn), onde n representa a n-ésima iterada do mapeamento. Podemos
considerar como exemplo de mapa unidimensional o mapa Loǵıstico (4), que é escrito na
formaXn+1 = RXn(1−Xn), ondeR é o parâmetro de controle eX é a variável dinâmica
do sistema. Este mapa é um exemplo de mapeamento unidimensional dissipativo, com
isso, para um dado conjunto de condições iniciais, o valor de X pode convergir à um
atrator 1 que pode ser caótico ou do tipo ponto fixo (5). Um ponto fixo de peŕıodo 1
pode ser considerado como o ponto onde o valor da variável é independente das iteradas,
ou seja, Xn+1 = Xn para qualquer valor de n.

Consideraremos uma órbita o conjunto X0, X1, X2, X3,..., Xm obtido após m
iteradas de um mapeamento (6). Já um espaço de fases é o conjunto de diferentes
órbitas, com diferentes condições iniciais.

Dizemos que o espaço de fases é misto quando contém ilhas periódicas, mares
caóticos e curvas invariantes do tipo spanning que limitam ou separam diferentes regiões

1Atrator pode ser considerado um conjunto invariante para o qual órbitas próximas convergem

depois de um tempo suficientemente longo.
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1. INTRODUÇÃO

caóticas. No interior das ilhas periódicas temos órbitas com movimento quasi-periódico
ou regular. A evolução de uma condição inicial dentro das ilhas periódicas jamais fará
com que a part́ıcula saia desta região e atinja o mar caótico.

Uma classe de sistemas que pode ser descrita, consiste em considerar o problema do
movimento livre de uma part́ıcula clássica confinada em uma região fechada do espaço
e que sofre colisões com a fronteira. Tais problemas são chamados de problemas do
tipo bilhar (2). Estes sistemas podem ser discutidos e tratados, por exemplo, a partir
de poços ou barreiras de potencial. Por volta do ano 1920, o conceito de bilhares foi in-
troduzido dentro da teoria de sistemas dinâmicos por Birkhoff (7). A ideia de Birkhoff
era ter uma classe simples de sistemas Hamiltonianos sem a necessidade de integrar
equações diferenciais (7, 8). O sistema dinâmico discreto associado é conservativo e
pode apresentar (dependendo da forma do bilhar) regimes dinâmicos como integrabil-
idade, não-integrabilidade e caos. Quando o potencial que descreve a região fechada
é dependente do tempo ou de maneira equivalente, quando a posição da fronteira é
dependente do tempo (bilhares pulsantes), temos exemplos simples de sistemas Hamil-
tonianos dependentes do tempo que também são colocados facilmente na forma de um
sistema dinâmico discreto. Grande parte destes sistemas apresentam um espaço de fase
do tipo misto. Especial atenção tem sido aplicada no comportamento caótico destes
sistemas (9) assim como a possibilidade de caracterizá-los usando teoria de escala (10).
Além do mais, alguns destes sistemas podem apresentar comportamentos descritos por
leis de potência (11) com mesmos expoentes, os quais podem ser uma clara evidência
de que estes sistemas podem ser enquadrados em uma mesma classe de universalidade.

Atualmente, muitos problemas envolvendo bilhares com orif́ıcios em sua borda tem
sido estudados, um exemplo é o bilhar em forma de limão (12), que possui espaço
de fase misto e o tempo médio de escape depende da posição e geometria do buraco.
Trabalhos recentes enfatizam a probabilidade de sobrevivência e escape de part́ıculas em
bilhares, como o caso do bilhar stadium (13, 14), bilhar circular aberto (15), transporte
assimétrico no modelo Bouncer (16) e os recentes avanços em bilhares abertos (17).

Um fenômeno bastante estudado em sistemas dinâmicos e bilhares é o processo onde
uma part́ıcula clássica adquire crescimento ilimitado de energia, chamado aceleração
de Fermi (AF). Este processo foi reportado pela primeira vez por Enrico Fermi (18)
como uma tentativa para explicar a aceleração de raios cósmicos. Ele propôs que tal
comportamento aparece devido a interação entre part́ıculas carregadas e um campo
magnético dependente do tempo produzidos pelo meio interestelar. Mais tarde al-
guns outros modelos alternativos foram também propostos usando diferentes métodos
com aplicações em diferentes áreas, incluindo f́ısica molecular(19), quantum dots(20),
nanoestruturas(21) e outros. Entre diferentes sistemas, um dos mais destacados é o
chamado modelo Fermi-Ulam. Este consiste de uma part́ıcula clássica, ou um conjunto
de part́ıculas não-interagentes, confinadas entre duas paredes ŕıgidas (10, 22, 23, 24).
Uma delas se move no tempo, portanto correspondendo à variação do campo magnético
e a outra é fixa. A funcionalidade da segunda parede é somente para produzir um
mecanismo de reinjeção da part́ıcula após a colisão com a parede móvel. A existência
de AF no modelo Fermi-Ulam se deve exclusivamente a forma com que ocorre a lei de
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1.1 Proposta e organização da tese

reflexão com a parede móvel(3, 25), e contanto que esta lei seja suficientemente suave,
curvas invariantes do tipo spanning próıbem o crescimento ilimitado de energia das
part́ıculas.

Uma extensão natural do modelo Fermi-Ulam é o modelo Bouncer, que consiste
de uma part́ıcula livre, que está caindo sob a influência de um campo gravitacional
constante e sofre a influência de uma parede móvel com massa infinita (26, 27). Este
modelo é um bom exemplo de bilhar unidimensional que apresenta aceleração de Fermi.

1.1 Proposta e organização da tese

Afim de facilitar e melhor organizar esta tese, em cada seção destacaremos parte das
motivações que levaram ao estudo de cada um dos sistemas aqui propostos. Os modelos
e mapeamentos serão detalhados e os resultados publicados em revistas internacionais
serão apresentados. Também mostraremos conclusões parciais sobre os resultados obti-
dos.

Podemos citar como um dos pontos em comum desta tese o fato de conseguirmos
mostrar invariâncias de escala para diferentes observáveis em diferentes modelos. Al-
guns exemplos de invariância de escala que serão vistos aqui ocorrem na energia média
ou desvio da energia média; no histograma do número de part́ıculas que atingem certa
altura h no espaço de fases; na probabilidade de sobrevivência; no coeficiente de difusão.
Invariâncias de escala são importantes pois mostram que após reescalas apropriadas,
alguns observáveis médios no espaço de fases tem comportamentos universais.

Nesta tese estudaremos algumas propriedades dinâmicas e de escape para diferentes
modelos. O espaço de fases dos modelos, em sua maioria, são mistos, contendo ilhas
periódicas, mares caóticos e curvas invariantes do tipo spanning. Organizaremos esta
tese da seguinte forma: no caṕıtulo 2 mostraremos os resultados para um guia de ondas
periodicamente corrugado. Neste modelo consideramos a dinâmica de um raio de luz
que se move entre duas fronteiras, sendo uma delas plana e a outra com uma corrugação
que depende de um único parâmetro de controle. Neste caṕıtulo discutiremos os resul-
tados obtidos e publicados em 3 artigos cient́ıficos que lidam com escape de part́ıculas
e propriedades dinâmicas de um guia de ondas (28, 29, 30). Estudaremos tanto a
versão completa como simplificada de tal modelo. A versão simplificada do modelo
não nos mostra informações sobre reflexões múltiplas com a fronteira corrugada, porém
facilita as nossas análises numéricas, principalmente para explicar de forma anaĺıtica
a posição da primeira curva invariante spanning. Parte da nossa contribuição original
neste assunto consiste em mostrar que a frequência de reflexões múltiplas é invariante
de escala ao obtermos alguns expoentes de escala. Também mostraremos invariâncias
de escala no desvio do ângulo médio. Outro ponto a se destacar será apresentar o
guia de ondas inserido em meios com diferentes ı́ndices de refração e mostraremos que
existe uma expressão anaĺıtica que descreve em quais situações teŕıamos o escape do
raio de luz ao considerarmos diferentes meios materiais. Aqui mostraremos invariâncias
de escala do histograma do número de feixes de luz que escapam em certa iterada n
em relação ao parâmetro de controle. Através de uma conexão com o mapa padrão e

3



1. INTRODUÇÃO

considerando o mapeamento simplificado, obteremos de forma anaĺıtica os expoentes de
escala, onde este consequentemente nos mostra o comportamento da primeira curva in-
variante spanning. Para a versão simplificada do modelo também obteremos reescalas
no histograma de frequência, onde a diferença agora será também mostrar reescalas
para diferentes posições da região de escape.

No caṕıtulo 3 analisaremos um mapeamento que reproduz uma famı́lia de mapas
Hamiltonianos bidimensionais com diferentes expoentes. Particularmente discutiremos
algumas propriedades de transporte e escape para um conjunto de part́ıculas clássicas.
Novamente nossa contribuição se deu, por exemplo, através de uma conexão com o
mapa padrão, que é feita afim de obter analiticamente os expoentes de escala. Os coe-
ficiente de difusão são obtidos considerando histogramas de frequência para o número
de part́ıculas que atingem uma certa altura no espaço de fases. Mostraremos que os co-
eficientes de difusão são invariantes de escala após reescalas apropriadas. Os resultados
apresentados neste caṕıtulo foram publicados em (31).

O caṕıtulo 4 apresenta as discussões para um poço de potencial dependente peri-
odicamente do tempo. Tal modelo mostra a dinâmica de um conjunto de part́ıculas
clássicas que sofre a influência de diferentes potenciais. Dependendo da região que a
part́ıcula se encontra e a fase do potencial móvel, é posśıvel haver ganhos ou perdas
de energia cinética. Este caṕıtulo reúne resultados de 3 artigos que foram publicados
recentemente (32, 33, 34). Aqui nossa contribuição se destaca pelo fato de mostrar-
mos pela primeira vez na literatura que o histograma do número de part́ıculas que
escapam em uma dada iterada n é invariante de escala (após reescalas apropriadas) ao
considerarmos a posição do buraco proporcional à posição da primeira curva invariante
spanning. Neste caṕıtulo obteremos de forma anaĺıtica e numérica a posição dos pontos
fixos eĺıpticos e hiperbólicos no espaço de fases. Mostraremos também que a probabili-
dade de sobrevivência é invariante de escala frente a posição do buraco de escape. Na
última parte deste caṕıtulo mostraremos que os expoentes de escala não dependem das
perturbações temporais propostas para o potencial móvel.

Já no caṕıtulo 5 estudaremos um bilhar ovóide girante, que foi recentemente publi-
cado (35). Este assunto é relativamente recente na literatura e podemos citar como uma
de nossas contribuições o fato de termos observado que este modelo não apresenta ace-
leração de Fermi para certos valores dos parâmetros de controle, o que é uma aparente
contradição da conjectura LRA. Veremos que as órbitas se movem através de curvas de
Larmor, o que nos remete a uma analogia entre o bilhar girante e bilhares magnéticos.
No caṕıtulo 6 apresentaremos as conclusões finais sobre a tese. Finalmente, no caṕıtulo
7 apresentaremos as perspectivas futuras e por fim as referências bibliográficas.

Foi escolhida esta ordem de apresentação dos modelos por se tratar de um gradativo
aumento na complexidade dos sistemas. Por exemplo, no caṕıtulo 2 tratamos do modelo
do guia de ondas corrugado, tal sistema tem fronteiras estáticas e apenas 1 parâmetro
de controle que rege a dinâmica do sistema. No caṕıtulo 3 apresentamos uma famı́lia
de mapeamentos Hamiltonianos bidimensionais, e tal sistema apresenta 2 parâmetros
de controle que podem ser ajustados. Já no caṕıtulo 4, que trata do poço de potencial,
o fundo do poço depende explicitamente do tempo, onde tal sistema possui um grau
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1.1 Proposta e organização da tese

e meio de liberdade. Neste modelo, o número de parâmetros de controle estudados é
igual à 3. Finalmente, no caṕıtulo 5 decidimos introduzir a dependência temporal na
fronteira de um bilhar. A dependência temporal é inserida através do giro, o que faz
com que o bilhar que antes era um mapa bidimensional em sua forma estática se torne
um mapeamento quadridimensional. Todos os resultados que serão apresentados nesta
tese são novos, originais e deverão contribuir para o avanço do conhecimento na área
de sistemas dinâmicos.
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Capı́tulo2
Guia de ondas periodicamente corrugado

2.1 Resumo

Neste caṕıtulo estudaremos algumas propriedades dinâmicas e de escape de um raio de
luz inserido em um guia de ondas senoidalmente corrugado. O raio é confinado entre
dois espelhos, onde um deles é plano e o outro é senoidalmente corrugado. O sistema
é controlado por um parâmetro de corrugação δ que controla a transição de integrável
(δ = 0) para não-integrável (δ �= 0). A evolução do sistema é descrita pelo uso de um
mapa bidimensional não linear. Para δ �= 0 o espaço de fases é misto, contendo ilhas
periódicas, regiões de comportamento caótico e curvas invariantes do tipo spanning.
Caracterizamos a probabilidade de se observar reflexões sucessivas de um raio de luz no
espelho corrugado e mostramos que esta é invariante de escala com relação à amplitude
de corrugação. Propriedades médias de observáveis ao longo do mar caótico também
são descritas pelo uso de argumentos de escala. Na seção do escape, o guia de ondas será
inserido dentro de uma região com ı́ndice de refração diferente e utilizamos as equações
de Fresnel, que mostram as condições de refração e consequentemente de escape do raio
do guia de ondas. Os resultados são discutidos usando parâmetros de controle que são
fisicamente motivados em diferentes materiais ópticos para estimar em que situações
ocorre o escape. Finalmente, na última seção mostraremos os resultados para a versão
simplificada desde modelo, onde algumas aproximações são necessárias para descrever
o mapa.

Este caṕıtulo é um resumo de três artigos, um deles foi publicado em 2012 na
Journal of Physics A, Mathematical and Theoretical (28). Outro artigo foi recentemente
publicado no Physics Letters A (29) em 2012. Por fim, o último foi publicado na revista
Communications in Nonlinear Science & Numerical Simulation (30) e deve sair em
2014.
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2.2 Motivação

Nos últimos anos o interesse em guias de onda ou canais corrugados tem aumentado.
Ambos os tratamentos clássicos e quânticos estão sendo investigados por vários au-
tores, além de experimentações. Aplicações envolvendo este assunto levam em conta
diferentes sistemas incluindo uma técnica para detectar uma grande fração de fótons
emitido por diferentes centros de cor dentro de um diamante plano (36) e dispersão
determińıstica de uma part́ıcula quântica em um guia de ondas baĺıstico bidimensional.
Propagação de pulso e aceleração de elétrons em um plasma corrugado são também
exemplos de posśıveis aplicações. Historicamente, aceleração direta de part́ıculas car-
regadas por campos eletromagnéticos têm sido limitada por correspondência de fases,
difração e limite de dano nos materiais, mas agora cientistas tem uma alternativa para
produzir elétrons rápidos usando um plasma de micro-óptica (37, 38). Além disso,
aplicações também podem envolver o transporte através de uma heteroestrutura finita
do GaAs/AlxGa1−xAs(39), acústica subaquática (40, 41, 42) e muitas outras aplicações
(37). Diante da importância de tais modelos, nos propomos a estudar a dinâmica de
um raio de luz inserido em um guia de ondas corrugado com vistas à compreender
o comportamento caótico das órbitas no espaço de fases. Como veremos, o modelo
aqui abordado apresenta um espaço de fases misto, que contêm diversas informações
relevantes para a caracterização de tal sistema. As seções a seguir descrevem os re-
sultados publicados em 3 revistas internacionais (28, 29, 30). Ao longo de cada seção
mostraremos quais foram alguns dos principais resultados obtidos nos artigos.

2.3 O modelo e o mapeamento

Nesta seção descreveremos todos os passos para construir as equações do mapeamento
que descrevem a dinâmica do sistema. O modelo consiste basicamente de um raio de
luz que é confinado e sofre reflexões entre dois espelhos. Um deles é plano e localizado
na posição y = y0 enquanto o outro é dado pela equação y = d cos(kx), onde d é a
amplitude de corrugação, k é o número de onda e x é a posição ao longo do espelho.
Os ângulos envolvidos na reflexão são obtidos assumindo reflexões especulares, ou seja,
o ângulo em relação à normal do raio incidente é igual ao do raio refletido. Temos três
parâmetros de controle no total, mas o sistema não depende de todos eles. Por isso,
torna-se necessário definirmos variáveis adimensionais. Definiremos X = kx (mod 2π),
δ = d/y0 e Y = y/y0, então o espelho corrugado é dado por Y = δ cos(X), onde X é a
fase ao longo do canal corrugado, e com isso, o espelho plano estará na posição Y = 1.
Um esquema ilustrativo do guia de ondas é mostrado na figura 2.1.

O mapa, nas novas variáveis, é dado pela variável An, que é o ângulo do raio refletido
e que é medido a partir da vertical (sentido horário será considerado ângulo positivo).
A segunda variável do sistema é Xn, que é a fase de reflexão no espelho corrugado,
onde n corresponde a enésima reflexão do raio. A figura 2.1 mostra dois casos t́ıpicos
de reflexões com ângulos positivos: (1) a reflexão ocorre depois que o raio é refletido
no espelho corrugado e; (2) a reflexão ocorre depois que o raio é refletido pelo espelho
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Figura 2.1: Esquema ilustrativo do guia de ondas e dos ângulos envolvidos em sua des-
crição.

plano. Para o caso (1) assumimos que o raio começa sua trajetória a partir do espelho
corrugado na fase Xn, viaja a distância ΔY = δ cos(Xn+1) − δ cos(Xn) e é refletido
novamente. Portanto, Xn+1 é obtido numericamente através da solução da equação
transcendental

Xn+1 −Xn

δ cos(Xn+1)− δ cos(Xn)
= tan(An). (2.1)

O caso (2) é utilizado quando o raio deixa o espelho corrugado (Xn−1) e viaja em
direção ao espelho plano. Depois de sofrer uma reflexão especular o raio viaja de
volta em direção ao espelho corrugado (Xn). A fase de reflexão é obtida resolvendo
numericamente a seguinte equação:

Xn+1 −Xn

1− δ cos(Xn+1) + 1− δ cos(Xn)
= tan(An). (2.2)

É importante ressaltar que a zona de reflexão é definida como a região onde Y ∈ [−δ, δ].
O ângulo do raio refletido An+1 pode ser obtido do vetor tangente na fase de reflexão.

Portanto, para An > 0 e de propriedades geométricas, encontramos que Bn = π/2 +
ϕ−ψn e An+1 = π/2−ϕ−ψn+1, onde ψn+1 é o arco medido no sentido anti-horário a
partir do eixo X positivo até a tangente. O coeficiente angular para a tangente é de fato
igual a derivada da função que descreve a superf́ıcie corrugada do espelho avaliada em
Xn. Eliminando ϕ obtemos que An+1 = −Bn−2ψn+1 onde: (1) Bn = An se o raio vem
do espelho corrugado e; (2) Bn = π−An se o raio vem do espelho plano. Similarmente
se An < 0 nós temos que Bn = An se o raio vêm do espelho corrugado e Bn = −π−An

se o raio vêm do espelho plano, com isso teremos que An+1 = −π −Bn − 2ψn+1.
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No artigo publicado na revista J. Phys. A: Math. and Theor. (Ref. (28)) mostramos
com detalhes uma forma de se resolver as equações transcendentais que otimizam os
programas usados nas análises numéricas, desta forma tornando os programas muito
mais rápidos e também não perdendo nenhuma das soluções.

2.4 Resultados numéricos

O espaço de fases para o modelo é mostrado na figura 2.2(a), porém é mais conveniente
expressar o ângulo do raio refletido como θ = π/2 − A. Para o item (a) temos que

0 1 2 3 4 5 6
X

0

1

2

3

θ

(a)
(b)
0 1 2 3 4 5 6

X

0

1

2

3
θ

Figura 2.2: Espaço de fases para: (a) δ = 0, 1; (b) δ = 0, 01. Podemos ver que o tamanho
ocupado pelo espaço de fases depende do parâmetro δ.

δ = 0, 1 e para o item (b) temos δ = 0, 01. Podemos ver que a estrutura do espaço
de fases é mista, apresentando ilhas periódicas, curvas invariantes spanning e mares
caóticos.

Durante a dinâmica do raio de luz, reflexões sucessivas podem ocorrer no espelho
corrugado. Estes eventos são raros ao longo da dinâmica e a probabilidade de se
observar uma reflexão sucessiva é maior do que duas, que é maior do que se observar
três, e assim por diante. Uma distribuição de probabilidade (P ) para 1010 iteradas
do mapa considerando uma única condição inicial em função do número de reflexões
nsr é mostrada na figura 2.3(a) para diferentes valores de δ. O comportamento de
P é dado por uma lei de potência do tipo P ∝ nγ

sr, onde uma análise numérica nos
forneceu γ = −3, 76(3), onde o ı́ndice sr representa reflexões sucessivas. Como todas
as curvas tem mesma inclinação, isto é um ind́ıcio de que o comportamento de P pode
ser invariante de escala para δ. Para observar isso, escolhemos uma probabilidade
P particular, por exemplo, P = 10−6 e obtivemos o correspondente valor de nsr para
diferentes valores de δ, onde isso é mostrado na figura 2.4. Um ajuste em lei de potência
nos forneceu o expoente 0, 252(4) ≈ −1/γ.
Com o expoente obtido na figura 2.4, uma reescala pode ser feita na figura 2.3(a)

(nsr → nsr/δ
0,252), conforme mostramos na figura 2.3(b). Como as curvas colapsam

uma sobre as outras, isto confirma que as curvas são invariantes de escala em relação
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Figura 2.3: (a) Gráfico de P × nsr para: δ = 10−3, δ = 10−2 e δ = 10−1. (b) Depois de
uma reescala (nsr → nsr/δ0,252), todas as curvas de (a) colapsam uma sobre as outras em
uma única curva universal.
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Figura 2.4: Gráfico de n′sr× δ. Um ajuste em lei de potência nos fornece como inclinação
0, 252(4).

ao parâmetro de controle δ. Isso implica que para qualquer valor de δ escolhido o
comportamento de P será sempre o mesmo.

Agora estudaremos o comportamento do desvio do ângulo de reflexão médio. Temos
que o ângulo de reflexão médio é dado por θ(n, δ) = 1

n

�n
i=1 θi e o desvio do ângulo

médio é dado por ω(n, δ) = 1
M

�M
j=1

�

θj
2(n, δ) − θj

2
(n, δ) , onde M representa um

conjunto de diferentes condições iniciais que foram escolhidas considerando θ0 = δ e
X0 ∈ (0, 2π].
Para termos uma boa estat́ıstica de ω mas ao mesmo tempo um razoável tempo

computacional, investigamos o comportamento da razão desvio padrão, Δω, sobre a
média do conjunto ω, i.e. R = Δω/ω̄. A figura 2.5 mostra um gráfico de R em função
do tamanho do conjunto. Conclúımos que M = 500 condições iniciais geradas para um
conjunto é suficiente para estabilizar a métrica R para qualquer n ∈ [10, 10000]. Por
segurança iremos considerar M = 1000.

Um gráfico t́ıpico de ω × n é mostrado na figura 2.6(a). Vemos que ω inicia um
crescimento em lei de potência do tipo ω ∝ nβ seguido de uma saturação (ωsat) após
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Figura 2.5: Gráfico de Δω/ω ×M para: (a) n = 10 colisões; (b) n = 10000 colisões.
Mesmos comportamentos foram obtidos para diversos valores de n ∈ [10, 10000].
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Figura 2.6: Gráfico de ω×n para os parâmetros δ = 2×10−4, δ = 5×10−4 e δ = 3×10−3;
(b) Depois de uma reescala (n→ nδ2+z e ω → ω/δα) todas as curvas de (a) colapsam em
uma única curva universal. Usamos um conjunto de M = 1000 condições iniciais.

um número de crossover nx. O comportamento de ω no regime de saturação é dado
por ω ∝ δα ao passo que nx ∝ δz.

Expoentes podem ser obtidos se o comportamento de ωsat e nx são obtidos em
função do parâmetro de controle. Após analisar várias curvas de ω, encontramos que
β ∼= 0, 5. Os expoentes em função de δ são mostrados nas figuras 2.7(a,b). Os expoentes
obtidos foram α = 0, 508(4) ∼= 0, 5 e z = −0, 956(9) ∼= −1. De posse dos valores
numéricos destes expoentes, uma reescala pode ser feita nos eixos da figura 2.6(a), com
isso produzindo um único gráfico universal para diferentes valores de δ, como é feito na
figura 2.6(b), com isso provando uma invariância de escala.
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Figura 2.7: Para M = 1000: (a) Gráfico de ωsat × δ, onde o expoente encontrado foi
α = 0, 508(4); (b) Resultados para nx × δ, onde z = −0, 956(9).

2.5 Escape no guia de ondas

Agora destacaremos alguns dos resultados publicados na Ref. (30). Como veremos a
seguir, este artigo apresenta alguns resultados sobre o escape de part́ıculas (ou do feixe
de luz) no guia de ondas, onde damos uma motivação f́ısica para as situações em que o
raio de luz escapa.
As equações de Fresnel foram primeiramente obtidas no ińıcio do século 19 (30, 43)

e descrevem o comportamento da luz se movendo em um meio com diferentes ı́ndices
de refração. A reflexão de luz que as equações predizem é conhecida como reflexão de
Fresnel. Quando a luz se move de um meio com ı́ndice n1 rodeada por uma superf́ıcie
com ı́ndice de refração n2 > n1, reflexão e refração da luz podem ser observadas. As
equações de Fresnel descrevem a fração da luz que é refletida (parte do raio escapa e é
refratado) quando o ângulo de incidência θi (entre o raio incidente e o vetor normal à
superf́ıcie no ponto de incidência) é menor que um ângulo cŕıtico dado por

AC = arcsin(n21), (2.3)

onde n21 = n2/n1. Uma reflexão total ocorre se o raio permanece totalmente no guia
de ondas para ângulos de incidência maiores do que o ângulo cŕıtico. A fração da
potência incidente é dada pela reflectância R e esta é igual à unidade para o caso
θi > AC . Entretanto, para θi ≤ AC os cálculos de R dependem da polarização do
raio incidente. Dois casos devem ser analisados: (i) a luz incidente é p-polarizada,
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Figura 2.8: (a) Curvas de reflectância para raios s-polarizado (curva preta cont́ınua) e
p-polarizado (linha tracejada vermelha) em função do ângulo de incidência θi. Foi consid-
erado n21 = n2/n1 = 1/1, 5; (b) Terceira potência da reflectância em função do ângulo de
incidência θi para raios s-polarizado (curva continua preta) e p-polarizado (linha tracejada
vermelha).

onde o campo elétrico está no plano incidente que contém o raio incidente e o vetor
normal à superf́ıcie no ponto de incidência; (ii) a luz incidente é s-polarizada, onde o
campo elétrico está em uma direção perpendicular à p-polarizada. Para um raio de luz
s-polarizado, o coeficiente de reflexão é dado por

Rs =









cos(θi)− n21
�

1−
�

sin(θi)
n21

�2

cos(θi) + n21

�

1−
�

sin(θi)
n21

�2









2

, (2.4)

e para a luz p-polarizada, o coeficiente de reflexão é igual à

Rp =









−n21 cos(θi) +
�

1−
�

sin(θi)
n21

�2

n21 cos(θi) +

�

1−
�

sin(θi)
n21

�2









2

. (2.5)

Estas equações podem ser usadas para outras polarizações do raio de luz incidente
pela decomposição em s e p. Por outro lado, quando o raio não é polarizado(isto é,
a decomposição do raio tem média nula) o raio deve ser considerado contendo uma
mistura equivalente destas polarizações. Neste caso, podemos ver pela figura 2.8(a)
que depois da incidência, com ângulo menor que o cŕıtico, o raio se torna predominan-
temente s-polarizado (polarização parcial). O raio pode ser totalmente s-polarizado
se o ângulo de incidência é igual ao ângulo de Brewster (AB = arctan(n21), isto é,
sin(AB)/ cos(AB) = n21) (44, 45, 46), onde Rp é nulo.
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Figura 2.9: Comportamento da primeira curva invariante spanning (Ainv) em função do
parâmetro δ. Um ajuste em lei de potência fornece (π/2−Ainv) ∝ δα com α = 0, 495(5).

Na figura 2.9 temos (π/2 − Ainv) em função do parâmetro δ, onde Ainv significa o
ângulo médio na curva invariante spanning. Esta por sua vez é caracterizada por uma
lei de potência com expoente α = 0, 495(5) ∼= 0, 5, com isso temos uma expressão da
forma

π

2
−Ainv = 1, 958δα. (2.6)

Agora consideraremos que o guia de ondas está inserido em um meio com diferentes
ı́ndices de refração, onde o ı́ndice de refração do guia de ondas é n1 enquanto o de
fora é n2 < n1. Considerando inicialmente um raio não polarizado composto por dois
raios s-polarizado e p-polarizado I0 = Ip0 + Is0 com mesmas intensidades Ip0 = Is0, a
intensidade do raio dentro do guia de ondas após n reflexões é dada por

In =





n
�

j=1

Rpj



 · Ip0 +





n
�

j=1

Rsj



 · Is0. (2.7)

Considerando que Rs não pode ser zero (ver a figura 2.8(a), onde podemos ver que
Rs não tem valor nulo para todo θi ∈ [0, π/2)), conclúımos que o raio nunca escapa
totalmente do guia de ondas. Entretanto, por propósitos práticos nós definiremos um
limite, com isso, calculando as estat́ısticas de sobrevivência. A figura 2.8(b) mostra
um gráfico da terceira potência da reflectância de Fresnel. Podemos ver que as curvas
são aproximadamente funções degrau em AC (ângulo cŕıtico). Se considerarmos uma
função degrau ao invés da Eq. (2.7), não haverá mudanças significativas nos resultados.
De fato em nossas simulações não foi observado mais do que três reflexões de Fresnel
para que a intensidade cáısse mais que 10−10 da intensidade inicial I0. Como conclusão
se θi > AC o raio é completamente refletido e permanece confinado no guia de ondas.
Por outro lado, se θi ≤ AC o raio é totalmente refratado e escapa do guia de ondas.
Definimos uma fração do espaço de fases, medido em relação à curva invariante

spanning e o ângulo AC . Esta fração é definida como cp e é escrita como

cp =
AC −Ainv
A0 −Ainv

, (2.8)

onde A0 corresponde ao ângulo inicial e AC o ângulo cŕıtico.
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Figura 2.10: (a) Gráfico do histograma relativo de órbitas que escaparam para cp = 0, 3
e três diferentes valores do parâmetro δ. (b) Depois de uma reescala no eixo horizontal
(n→ n/δ−0,963) e vertical (H → H/δ0,953) todas as curvas mostradas em (a) colapsam em
uma única curva universal.

Nossa primeira consideração assume que o escape ocorre apenas na superf́ıcie corru-
gada e a superf́ıcie lisa é um espelho perfeito. A figura 2.10(a) mostra o histograma de
escape relativo H para o número de raios que escaparam após n reflexões na superf́ıcie
corrugada do guia de ondas. Consideramos cp = 0, 3 e usamos diferentes valores para δ,
como mostrado na figura. Outros valores de cp < 1 também foram considerados. Vemos
que as curvas de H inicialmente crescem, atingem um máximo (Hmax) em n = np e
decrescem atingindo o valor nulo para n suficientemente longo.

O comportamento de np em função de δ é mostrado na figura 2.11(a) onde consi-
deramos diferentes valores de cp e temos o escape em ambas as fronteiras. Depois de
aplicar um ajuste em lei de potência nas diversas curvas mostradas na figura 2.11(a)
nós obtivemos que z̄ = −0, 963(4). Outro expoente pode ser obtido depois de analisar
Hmax em função de δ, como mostrado na figura 2.11(b), onde temos γ̄ = 0, 953(1).
Estes expoentes podem ser usados para colapsar as diferentes curvas mostradas na
figura 2.10(a) em uma única curva universal, como mostrado na figura 2.10(b), com
isso, comprovando uma invariância de escala para o histograma. O último expoente (β)
pode ser encontrado indiretamente observando np em função de cp (ver figura 2.11(c)),
onde ū = −2, 05(3) = −1/β, desta forma temos que β ∼= 0, 5.
Vamos agora considerar um caso limite onde o ângulo de escape é definido na posição

da curva invariante. Da Eq. (2.3) e Eq. (2.6) nós encontramos uma expressão para n21
no caso limite como

n21 =
n2
n1
= sin

�π

2
− 1, 958δα

�

. (2.9)

Para termos uma ideia dos ângulos limites de escape dados pela Eq. (2.9) e considerando
diferentes ı́ndices, mostramos na figura 2.12 através da curva tracejada alguns vidros
ópticos com ı́ndices n1 (consideramos a água como referência) e rodeados por ar com
ı́ndice de refração n2 ∼= 1. A região acima da curva tracejada representa a situação
onde o escape não é observado (refração). Os dados foram obtidos da Ref. (47).
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Figura 2.11: (a) Gráfico de np em função de δ para diferentes valores de cp e considerando
o escape em ambas partes lisa e corrugada do bilhar. Um ajuste em lei de potência fornece
z = −0, 963(4) ∼= −1; (b) Gráfico de Hmax em função de δ para três diferentes valores
de cp. O expoente obtido foi γ = 0, 953(1) ∼= 1; (c) Gráfico de np em função de cp para
δ = 10−2 e δ = 10−3, onde o expoente médio obtido foi u = −2, 05(3).

Discutimos agora a preferência de escape através da superf́ıcie plana ou corrugada.
A figura 2.13(a,b) mostra a evolução de 104 diferentes condições iniciais escolhidas
como A0 = π/2 − δ e os valores de X0 foram escolhidos aleatoriamente no intervalo
X0 ∈ [0, 2π), onde cada condição foi deixada evoluir até o limite de 5 reflexões para a
figura 2.13(a) e 100 reflexões para a figura 2.13(b). A evolução da dinâmica no tempo
mostrado na figura 2.13 preenche o espaço de fases com um padrão de distribuição
espećıfico e as órbitas se aproximam primeiro da linha tracejada preta (que representa
a condição de escape na superf́ıcie plana) ao invés da linha vermelha cont́ınua (condição
de escape na superf́ıcie corrugada). Os pontos verdes marcam as órbitas depois que o
escape na região lisa ocorreu e caso considerássemos as fronteiras como espelhos. Se
ambas as superf́ıcies são espelhos, uma órbita iterada diversas vezes deve preencher
totalmente o espaço caótico acesśıvel e o padrão de distribuição dos pontos não seria
observado.
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Figura 2.12: Índice de refração (n1) em função de δ, onde destacamos alguns materiais.
Os dados foram obtidos da Ref. (47).

Com a versão simplificada do mapa, poderemos dar uma descrição anaĺıtica e mais
rigorosa do comportamento descrito pela Eq. (2.6). Para isto, consideraremos as
seguintes hipóteses:

1. O valor do parâmetro δ é pequeno e; (a) a expressão do ângulo ψ pode ser ex-
pandida em série de Taylor do tipo ψn+1 = arctan(−δ sin(Xn+1)) ∼= −δ sin(Xn+1);
(b) e 2− δ cos(Xn)− δ cos(Xn+1) ∼= 2;

2. Consideraremos um novo ângulo chamado ϑ que é definido como An = π/2−ϑn,
desta forma, próximo da curva invariante spanning teremos que este ângulo é bem
pequeno. Como tan(An) = tan(π/2−ϑn), após uma expansão em série de Taylor
podemos concluir que tan(An) ∼= 1/ϑn.

Considerando este conjunto de hipóteses, o mapeamento que descreve as reflexões in-
diretas, aquelas que colidem com a parte corrugada vindo da superf́ıcie plana, é escrito
como

T :

�

ϑn+1 = ϑn − 2δ sin(Xn+1)
Xn+1 = [Xn +

2
ϑn
] mod(2π)

. (2.10)

Este mapeamento é equivalente ao mapeamento do modelo Fermi-Ulam (3) em sua
versão simplificada. Tal modelo considera uma part́ıcula clássica sofrendo colisões entre
duas paredes, sendo uma delas fixa e a outra se movendo como uma senóide. Como é
uma versão simplificada, o mapeamento não traz as informações sobre colisões múltiplas
com a parte corrugada do guia de ondas ou mesmo colisões múltiplas com a parede
móvel do Fermi-Ulam. Vamos agora discutir uma propriedade existente no mar de caos
do sistema. Consideramos que próximo da curva invariante spanning o ângulo pode ser
escrito como

ϑn = ϑ
∗ + (Δϑ)n , (2.11)
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Figura 2.13: Evolução de 104 condições iniciais diferentes iteradas: (a) 5 e; (b) 100 vezes.
A curva preta tracejada representa o escape na região plana do bilhar enquanto a linha
vermelha mostra o escape na parte corrugada do guia de ondas.

onde ϑ∗ denota o ângulo médio ao longo da curva invariante spanning e (Δϑ)n corres-
ponde a pequenas flutuações de ϑ∗. A primeira equação de (2.10) é dada por

(Δϑ)n+1 = (Δϑ)n − 2δ sin(Xn+1). (2.12)

A segunda equação de (2.10) é então escrita como Xn+1 = Xn+
2

ϑ∗
(1+ (Δϑ)n

ϑ∗
)−1. Depois

de expandir em série de Taylor e ignorar termos de ordem superior a 1, nós chegamos
à

Xn+1 = Xn +
2

ϑ∗
− 2(Δϑ)n

ϑ∗2
. (2.13)

Após multiplicar a Eq. (2.12) por −2

ϑ∗
2 , adicionar o termo

2
ϑ∗
, definir as variáveis In =

2
ϑ∗

− 2(Δϑ)n

ϑ∗
2 e φn = Xn obtemos que

�

In+1 = In +
4δ

ϑ∗
2 sin(φn+1)

φn+1 = φn + In mod(2π)
. (2.14)

O mapeamento (2.14) é conhecido como mapa padrão (standard mapping) (3) com um
parâmetro de controle efetivo Keff =

4δ

ϑ∗
2 . O mapa padrão exibe uma transição de

caos global para local em Keff = 0, 9716 . . . (ver Ref. (3) para uma discussão mais
espećıfica). Isto é exatamente o que acontece na borda do mar caótico limitado pela
curva invariante spanning. Se considerarmos Keff = 0, 9716 . . ., obtemos que o novo
ângulo ϑ∗ é dado por

ϑ∗ = 2

�

δ

0, 9716 . . .
∼= 2, 029δ1/2 , (2.15)

que é muito próximo a expressão numérica obtida na Eq. (2.6). Nós então conclúımos
que o tamanho do mar caótico é proporcional ao parâmetro de controle

√
δ.
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Figura 2.14: Espaço de fases para o mapeamento (2.16) usando o parâmetro de controle
δ = 10−3.

2.6 Resultados numéricos - Versão simplificada do mapea-
mento

Nesta seção discutiremos os resultados para o guia de ondas em sua versão simplifi-
cada. Aqui apresentamos resultados do artigo citado na Ref. (29). Para escrever o
mapeamento da mesma forma obtida no artigo citado, podemos fazer uma mudança
de variável, por exemplo, considerando γn = Xn + 1/ϑn. Somando (1/ϑn+1) em am-
bos os lados da primeira equação do mapeamento (2.10) e considerando um atraso nas
iteradas (n→ n− 1), é posśıvel mostrar que

T :







Xn+1 =
�

Xn +
�

1
γn
+ 1

γn+1

��

mod(2π)

γn+1 = γn + 2δ sin
�

Xn +
1

γn

� . (2.16)

O determinante da matriz Jacobiana é igual a 1 e com isso, podemos afirmar que o
mapa preserva a área no espaço de fases.
A figura 2.14 mostra o espaço de fases gerado por iterações do mapeamento (2.16).

Podemos identificar algumas estruturas, como curvas invariantes do tipo spanning e
ilhas periódicas. O mar caótico foi caracterizado usando expoentes de Lyapunov. O
valor médio do expoente de Lyapunov positivo encontrado para o parâmetro de controle
δ = 10−3 foi λ̄ = 1, 624(7), onde o erro 0, 007 corresponde ao desvio padrão do conjunto
de 10 diferentes condições iniciais escolhidas ao longo do mar caótico. O comportamento
do expoente de Lyapunov positivo como função do parâmetro δ é mostrado na figura
2.15.
Podemos ver que a variação do expoente de Lyapunov é pequena, da ordem de 10%

para a variação de δ considerada (δ ∈ [10−5, 10−2]).
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Como o parâmetro de controle δ varia, a posição das duas curvas invariantes
spanning (positiva e negativa) também varia. Uma vez que essas duas curvas sepa-
ram o caos global do caos local, nós esperamos que a dinâmica do sistema possa ser
descrita localmente usando o mapa padrão. Para isso, usaremos um procedimento
similar ao usado na Ref. (48) e escreveremos o ângulo de reflexão como

γn+1
∼= γ∗ +Δγn+1 , (2.17)

onde γ∗ é um valor t́ıpico do ângulo de reflexão ao longo da curva invariante spanning

e Δγn+1 é uma pequena perturbação deste ângulo. Se considerarmos Zn = Xn +1/γn,
reescrevermos a primeira equação do mapeamento (2.16), expandirmos em série de
Taylor, rearranjarmos o resultado e definirmos as novas variáveis In+1 = −2Δγn+1

γ∗2 + 2
γ∗

e φn = Zn + π, nós obteremos

T :

�

In+1 = In +
4δ

γ∗2 sin(φn)

φn+1 = φn + In+1
, (2.18)

onde podemos identificar um parâmetro de controle efetivo dado por Keff = 4δ/γ
∗2. A

transição de caos global para local ocorre para Keff ∼= 0, 971 . . ., com isso, obtemos que
as duas curvas invariantes spanning que separam o mar caótico são dadas por

γ∗ ∼= ±2
�

δ

0, 971 . . .
. (2.19)
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n→ n/
�

γuc δ
ζ̄
�

.

Com isso, podemos concluir que o tamanho do mar caótico é proporcional à
√
δ como

discutido na Ref. (48). A figura 2.16 confirma, a partir de simulações numéricas da
posição da curva invariante, o resultado previsto pela Eq. (2.19).

Agora estudaremos o transporte de part́ıculas através do mar caótico. Como
condições iniciais consideraremos γ0 = 10−5δ e o valor de X0 será aleatório. Per-
mitiremos que a dinâmica possa evoluir até 107 colisões usando um conjunto de 109

condições iniciais diferentes com X0 ∈ [0, 2π). Durante a evolução da dinâmica se
|γn| ≥ γc iremos interromper a simulação, onde coletaremos o número da colisão e
então uma nova condição inicial será escolhida. Usando tal procedimento obteremos o
histograma do número de part́ıculas que atingiram γc em uma certa iterada n, como
mostrado na figura 2.17(a) para diferentes valores do parâmetro de controle e para
diferentes valores de γc. Podemos ver um rápido crescimento para pequenos valores de
n, até o histograma atingir um valor máximo em np. Após isso, existe um decaimento
para grandes valores de n, que se aproxima de zero assimptoticamente. Para o conjunto
usado, poucas órbitas sobrevivem até 107 iteradas. Entretanto, o histograma mostrado
na figura 2.17(a) foi reescalado pelo máximo 105 apenas por caráter visual. A posição
do pico np é proporcional à γc. Um gráfico de np vs γc nos fornece um comportamento
descrito por lei de potência com expoente u = 1, 97(1), como é mostrado na figura
2.18(a).

Se considerarmos o transporte no sistema como uma difusão Browniana normal,
nós deveŕıamos esperar que np seja proporcional à γ

2
c . Entretanto, devido ao stickiness

e aprisionamento de part́ıculas perto das ilhas, o expoente obtido é um pouco menor
que 2. De fato, nossas simulações forneceram o valor 1, 97(1), como mostrado na figura
2.18(a). O gráfico de np vs δ para diferentes valores de γc é mostrado na figura 2.18(b)
para os seguintes parâmetros, junto com os expoentes ζ obtidos após ajustes em lei de
potência: γc = 20%γinv com ζ = −0, 950(8); γc = 40%γinv e ζ = −0, 951(6); finalmente
γc = 70%γinv com ζ = −0, 97(2). O valor médio é ζ̄ = −0, 95(1). Com este resultado, o

22



2.7 Conclusões

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

δ

10
2

10
4

n p

γ
c
=20%γ

inv
γ

c
=40%γ

inv
γ

c
=70%γ

inv
Lei de potência

u=1,97(1)
ζ=−0,950(8)

ζ=−0,951(6)

(b)

ζ=−0,97(2)

(a) 10
-3

10
-2

γ
c

10
1

10
2

10
3

n p

Resultado numérico
Ajuste em lei de potência

Figura 2.18: (a) Gráfico de np vs γc. Após um ajuste em lei de potência o expoente
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histograma pode ser reescalado convenientemente afim de colapsar todas as curvas em
uma única curva universal, como é mostrado na figura 2.17(b), com isso, confirmando
uma invariância de escala.

2.7 Conclusões

Como conclusão, nós consideramos o problema de um raio de luz refletindo em um guia
de ondas periodicamente corrugado. Mostramos com detalhes a forma de se obter os
mapeamentos, tanto para a versão completa ou simplificada. O espaço de fases obtido
é do tipo misto, contendo ilhas periódicas, caos e curvas invariantes spanning. Para a
versão completa do mapeamento, mostramos que o histograma do número de reflexões
múltiplas no espelho corrugado é invariante de escala com relação ao parâmetro de
controle. O desvio do ângulo médio foi analisado e mostramos que também é invariante
de escala. Consideramos as equações de Fresnel para determinar em quais situações
um raio de luz seria refratado ou refletido e comparamos com diversos materiais que
possuem diferentes ı́ndices de refração. Para a versão simplificada do problema, o
mar caótico confinado entre as duas primeiras curvas invariantes spanning (positiva e
negativa) foi caracterizado usando argumentos de escala juntamente com uma conexão
com o mapa padrão. Quando uma janela de escape é introduzida no mar caótico, o
histograma de escape exibe um crescimento marcado por um máximo e então decaindo
para longas iteradas. O máximo do histograma foi usado para reescalar todas as curvas
de histograma em uma única curva universal, ambos obtidos em função do parâmetro
de corrugação e também posição do escape. Seria interessante no futuro considerarmos
as escalas para o caso quântico. Os resultados apresentados aqui foram recentemente
publicados no Journal of Physics A, Mathematical and Theoretical (28), Physics Letters

A (29) e Communications in Nonlinear Science & Numerical Simulation (30).
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Capı́tulo3
Invariância de escala do coeficiente de

difusão em uma famı́lia de mapeamentos

Hamiltonianos bidimensionais

3.1 Resumo

Consideramos uma famı́lia de mapeamentos bidimensionais que preservam a área no
espaço de fases. Esta pode ser considerada uma generalização do mapa padrão de
Chirikov. Estes modelam uma grande variedade de sistemas periodicamente forçados.
A variável ação difunde com incrementos cuja fase é controlada por uma potência
negativa da ação e, portanto, efetivamente não correlacionadas para pequenas ações.
Para valores maiores da ação o espaço de fases é misto. O transporte de part́ıculas
ao longo do espaço de fases é considerado iniciando um conjunto de part́ıculas com
valores de ação muito pequenos e então evolúımos estas no espaço de fases até que
elas atinjam uma certa altura h. Para órbitas caóticas abaixo das ilhas periódicas,
a probabilidade de sobrevivência é caracterizada por uma função exponencial, que é
modelada pela solução da equação de difusão. Por outro lado, quando h atinge a posição
das ilhas periódicas, a difusão diminui significativamente. Mostramos que o coeficiente
de difusão é invariante de escala em relação aos parâmetros de controle do mapeamento.
Este caṕıtulo apresenta os resultados publicados na revista Physical Review E (31).

3.2 Motivação

A caracterização de espaços de fases mistos regulares-caóticos continua sendo um dos
problemas mais desafiadores em dinâmica Hamiltoniana. Quando temos uma força
periódica agindo, o ńıvel de caoticidade é tipicamente controlado pela razão das escalas
temporais intŕınsecas e extŕınsecas, uma função das variáveis do espaço de fases. Por
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3. INVARIÂNCIA DE ESCALA DO COEFICIENTE DE DIFUSÃO EM

UMA FAMÍLIA DE MAPEAMENTOS HAMILTONIANOS

BIDIMENSIONAIS

exemplo, a famı́lia de mapas

T :

�

Jn+1 = |Jn − ǫ sin(2πθn)|
θn+1 = [θn + J

−γ
n+1] (mod 1)

, (3.1)

para ação J e ângulo θ descreve uma vasta classe de sistemas, incluindo aplicações
relevantes para f́ısica de plasmas com γ = 2 (49). Para γ = 3/2, a difusão de parâmetros
orbitais de cometas através do movimento periódico de Júpiter é obtido (50, 51). Para
este problema a variável ação corresponde à energia dos cometas e a segunda equação
recupera a terceira lei de Kepler, devido a este fato este é chamado de mapa de Kepler.
O valor de γ = 1 recupera a dinâmica de um pacote de ondas (49). Para γ = 1 temos
também uma part́ıcula se movendo entre uma placa vibratória e outra fixa (52). Este
caso recupera o modelo do acelerador de Fermi-Ulam unidimensional, o qual considera
uma part́ıcula sofrendo colisões elásticas entre duas paredes ŕıgidas. A variável ação
representa a velocidade da part́ıcula e o ângulo denota a fase da parede móvel. γ = 1
também recupera um guia de ondas periodicamente corrugado (53), conforme discutido
no caṕıtulo anterior. Aqui a variável ação corresponde à posição no ponto de reflexão,
enquanto a variável ângulo corresponde ao ângulo formado entre a trajetória da luz e a
reflexão com a superf́ıcie corrugada. Já para γ = 1/2, algumas propriedades dinâmicas
para um poço de potencial (54, 55) são recuperados. Este modelo consiste de uma
part́ıcula clássica confinada dentro de uma caixa com potenciais infinitos nas bordas
e que contém um poço de potencial oscilante no meio. Assume-se que o fundo do
potencial se move periodicamente no tempo de acordo com uma função cosseno. A
variável ação representa a energia da part́ıcula enquanto a ângulo corresponde a fase
de oscilação. Para γ = −1 o modelo para uma part́ıcula saltando sobre uma placa
vibratória é recuperado (56). O modelo descreve o problema de uma part́ıcula clássica
colidindo elasticamente com uma parede cuja posição varia periodicamente no tempo,
onde a part́ıcula sofre a influência de um campo gravitacional. γ = −1 recupera também
o mapa padrão de Chirikov (3). Tal modelo descreve um sistema perturbado por uma
sequência de pulsos. Para maior clareza, vamos a partir de agora assumir que γ > 0.
A separação de escala de tempo é dada por J−γ . Quando J ≈ 1 existe um espaço de
fases misto, enquanto J ≪ 1, θ é efetivamente aleatório, levando à uma difusão caótica
de J o qual pode ser descrita analiticamente. Aqui desenvolvemos uma abordagem de
sistema aberto para regiões caótica e mista, e demonstramos invariância de escala do
coeficiente de difusão em relação ao parâmetro de controle ǫ.

Uma técnica para analisar sistemas dinâmicos (57, 58) consiste em colocar um
“buraco” quando J > h, onde h é um parâmetro que define a posição do buraco.
Podemos definir a probabilidade de sobrevivência P (n) como o número de part́ıculas
que sobrevivem (ou seja, a variável ação é menor do que h) para uma dada colisão n.
Isto nos fornece um teste senśıvel da difusão da variável ação. No regime fortemente
caótico, P (n) ∼ e−An (13, 32) com uma taxa de escape A que pode ser previsto pela
solução da equação de difusão com apropriadas condições iniciais e de contorno e sem
parâmetros livres. A relação dos coeficientes de transporte (por exemplo, difusão) e da
taxa de escape A em sistemas moleculares foi introduzido como “o formalismo da taxa
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3.3 Coeficiente de difusão

de escape” (59, 60). Aqui a difusão é no espaço de fases e mais adiante nós prevemos
a completa dependência temporal P (n).

Com o aumento da variável ação, movimentos periódicos são observados levando a
existência de ilhas periódicas. Para valores ainda maiores da ação um conjunto de curvas
invariantes spanning está presente no espaço de fases limitando o crescimento da variável
ação. Devido a existência de ilhas periódicas, as órbitas podem ficar aprisionadas ao
redor dessas regiões periódicas. Este aprisionamento temporário, também chamado de
stickiness, afeta o coeficiente de difusão, que é senśıvel à posição de ilhas periódicas.
Um observável relevante para sabermos o ińıcio do stickiness é a localização da ilha
periódica mais baixa JLSI . Neste trabalho mostramos que o processo de difusão é
invariante de escala e o coeficiente de difusão reescalado D/ǫ2, calculado usando uma
abordagem de sistema aberto, é uma função universal da altura do buraco reescalada
h/JLSI .

Este caṕıtulo é organizado da seguinte forma: Na seção 3.3 estudamos uma abor-
dagem anaĺıtica para os coeficientes de difusão e estudamos as propriedades de trans-
porte. A seção 3.4 discute sobre propriedades de transporte e resultados. Por último,
na seção 3.5 mostramos as discussões finais.

3.3 Coeficiente de difusão

Consideramos agora a dinâmica no espaço de fases para pequenos valores de J . Devido
a falta de correlação entre a variável ângulo nos instantes n e n+1, os incrementos em J
são bem descritos usando o Teorema do Limite Central (TLC) (61, 62). Podemos então
dizer que ao longo de muitos passos de tempo, a distribuição de deslocamentos é Gaus-
siana com uma variância proporcional ao número de passos. Condições suficientes para
termos um TLC são que {Xn}∞n=1 é uma sequência de variáveis aleatórias Independentes
e Identicamente Distribúıdos (IID) com valores reais tal que: (i) a média �Xn� = 0 e;
(ii) �X2n� < ∞ (63, 64, 65). Na Eq. (3.1) vemos que os ângulos divergem no limite
em que ação tende a zero, então espera-se que estes sejam independentes e distribúıdos
uniformemente no intervalo [0, 1). O incremento de J na Eq. (3.1) e também em muitos
outros problemas f́ısicos da literatura (66) é dado por Δn = Jn+1 − Jn = −ǫ sin(2πθn),
e este é também IID. Então, é posśıvel observar que

�

Δ2n
�

=
� 1
0 ǫ
2 sin2(2πθ) dθ = ǫ2/2.

Portanto o coeficiente de difusão anaĺıtico é dado por D =
�

Δ2
�

/2 = ǫ2/4, e por
isso, D/ǫ2 = 1/4. Ignoramos os sinais J < ǫ; o efeito causado é para assegurar que J
permanece positivo, i.e. existe uma parede ŕıgida no processo de difusão em J = 0.

Após muitas iteradas, devemos considerar o processo cont́ınuo dado pela equação
de difusão

∂u

∂n
= D

∂2u

∂J2
, (3.2)

onde u é uma função de densidade de probabilidade. As condições de contorno são
dadas por du/dJ(0, n) = 0 (a parede ŕıgida, acima) e u(h, n) = 0 (escape através do
buraco). Este problema deve ser resolvido através de separação de variáveis, u(J, n) =
X(J)T (n), onde as condições de contorno fornecem X(J) = cos [Jπ(k + 1/2)/h], com
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Figura 3.1: Gráfico de P ′ vs. n considerando h = 10 e D = 0, 5.

k = 0, 1, 2, 3, . . .. Substituindo u(J) na Eq. (3.2), obtemos a solução da equação de
difusão,

u(J, n) =

∞
�

k=0

ak cos

�

Jπ(k + 1
2)

h

�

exp

�

−Dnπ2(k + 1
2)
2

h2

�

. (3.3)

Finalmente, os coeficientes desconhecidos ak são determinados pelas condições ini-
ciais. Iniciamos todas as part́ıculas perto de J = 0, então u(J, 0) = δ(J). Equacionando
esta com ak cos [Jπ(k + 1/2)/h] como pedido pela Eq. (3.3), multiplicando ambos os
lados por cos [Jπ(m+ 1/2)/h] e integrando em função de J nos limites [0, h] encon-
tramos

u(J, n) =
2

h

∞
�

k=0

cos

�

Jπ(k + 1
2)

h

�

exp

�

−Dnπ2(k + 1
2)
2

h2

�

, (3.4)

o qual satisfaz a Eq. (3.2), ambas as condições de contorno e também as condições ini-
ciais. Integrando a Eq. (3.4) em função de J no intervalo [0, h], obtemos a probabilidade
de sobrevivência, que é dada por

P (n) =
2

π

∞
�

k=0

sin
�

π(k + 1
2)
�

k + 1
2

exp

�

−Dnπ2(k + 1
2)
2

h2

�

. (3.5)

O negativo da derivada de P (n) em relação a n, i.e., P ′(n) = −dP (n)/dn, nos fornece
o histograma de frequência para o número de part́ıculas que escaparam em um tempo
n. Um gráfico de P ′(n) vs. n é mostrado na figura 3.1.

Vemos a partir de tal figura que para curtos n existe um regime de crescimento
do histograma de frequência. Este atinge um máximo em np e então decresce para
altos valores de n. Poucas part́ıculas podem viajar até h e então escapar para curtos
tempos. O pico significa que para um valor t́ıpico de n existe um grupo majoritário
de part́ıculas que escapam atingindo h. Para tempos longos existem apenas poucas
part́ıculas restando, e então o número de escapes diminui. Considerando a figura 3.1
juntamente com a expressão de P ′(n), vemos que para elevados valores de h um único
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Figura 3.2: Espaço de fases usando: (a) ǫ = 10−3 e γ = 1/2, (b) ǫ = 10−2 e γ = 1.

termo com k = 0 é dominante e então exp[−Dnπ2/(4h2)] ∼= exp[−An]. Desta forma, o
coeficiente de difusão é escrito como

D = 4h2A/π2. (3.6)

O coeficiente A pode ser obtido utilizando um ajuste exponencial no histograma de
frequência P ′(n) vs. n para a curva que está decaindo depois do pico e antes do final
da curva (que pode não ser exponencial para tempos muito longos devido ao stickiness).

3.4 Propriedades de transporte e resultados

Os resultados acima são bastante gerais, em prinćıpio, podendo ser aplicados para qual-
quer sistema modelado pela equação de difusão. Agora consideraremos especificamente
uma famı́lia de mapeamentos dada pela Eq. (3.1). Os parâmetros de controle são ǫ
e γ. Para ǫ = 0 o sistema é integrável enquanto é misto para qualquer ǫ �= 0. O
mapeamento preserva a área no espaço de fases uma vez que o determinante da matriz
Jacobiana é igual à 1. A relevância dos valores particulares de γ é mostrada na seção de
motivação. O espaço de fases gerado pelo mapeamento (3.1) é mostrado na figura 3.2
para os parâmetros de controle: (a) ǫ = 10−3 e γ = 1/2 e (b) ǫ = 10−2 e γ = 1. Vemos
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nos eixos, as curvas colapsaram para pequenos valores de h. (c) Depois de uma reescala
apropriada nos eixos, todas as curvas colapsaram para altos valores de h.

que o espaço de fases é misto, com caos para pequenos valores de J , um conjunto de
ilhas periódicas que são rodeadas por um mar caótico, e este último é limitado por um
conjunto de curvas invariantes spanning.

O tamanho do mar caótico pode ser estimado usando a posição da curva invariante
spanning mais baixa. Como discutido em (67), perto de tal curva, a ação pode ser
aproximada como Jn+1

∼= J∗ + ΔJn+1 onde J
∗ é um valor t́ıpico ao longo da curva

e ΔJn+1 é uma pequena perturbação de J
∗. Usando tal procedimento e fazendo uma

conexão com o mapa padrão de Chirikov (3), o qual possui uma transição de caos global
para local em K = 0, 9716 . . ., a primeira curva invariante spanning pode ser descrita

como J∗ ∼=
�

2πγǫ
0,9716...

�1/(1+γ)
. A equação de difusão dada por (3.2) e o coeficiente de

difusão obtido na Eq. (3.6) podem ser aplicados também para a região caótica do
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espaço de fases gerado pelo mapeamento (3.1) abaixo da ilha periódica com menor
valor da ação. Quando as ilhas de estabilidade são consideradas, um aprisionamento
local pode ser observado. Este regime de stickiness afeta diretamente o transporte das
part́ıculas no espaço de fases levando à uma redução do coeficiente de difusão D (como
podemos ver na figura 3.3). O entendimento dos efeitos de stickiness no transporte é
ainda um dos problemas em aberto na dinâmica não linear.

As condições de contorno no espaço de fases são definidas pelo menor valor da
ação (por exemplo, zero) e a posição h < J∗ que define a localização do buraco. Para
tomar uma média das quantidades, começamos com um conjunto de diferentes condições
iniciais com valor de ação pequeno (10−3ǫ) e diferentes ângulos θ0 uniformemente dis-
tribúıdos ao longo de θ0 ∈ [0, 1]. Se durante a dinâmica a part́ıcula atinge h, a simulação
será interrompida, o número de iteradas necessário para difusão da part́ıcula até h é
coletado e uma nova condição inicial é tomada com um ângulo inicial diferente. O
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processo é repetido até que todo o conjunto de condições iniciais seja considerado. Se o
tempo máximo permitido de n = 105 iteradas é atingido, consideramos que a part́ıcula
não escapa (poderia escapar para tempos maiores e para uma simulação maior) e uma
nova condição inicial é iniciada.

É conhecido que quando o escape é considerado em uma região onde apenas caos
é presente, a probabilidade de sobrevivência de um conjunto de part́ıculas movendo
em tal região é descrito por um decaimento exponencial (ver, por exemplo, (68, 69)).
A existência de regiões periódicas no espaço de fases incluindo ilhas de estabilidade
e curvas invariantes levam a um aprisionamento local devido ao stickiness (70, 71,
72) e consequentemente a uma difusão anômala (73) transformando o decaimento da
probabilidade de sobrevivência em um regime mais lento que pode incluir desde uma
lei de potência (74, 75) ou até mesmo uma stretched exponential (16). Em nossas
simulações, a posição h foi variada. Para valores de h abaixo das ilhas de estabilidade,
um decaimento exponencial descreve bem a probabilidade de sobrevivência, enquanto
um decaimento mais lento é observado quando ilhas periódicas estão presentes. A
figura 3.4(a) mostra um gráfico do histograma de frequência considerando os parâmetros
γ = 3/4 e ǫ = 10−4. Entretanto qualquer outro conjunto de parâmetros geraria um
gráfico semelhante, portanto o comportamento parece ser genérico para qualquer γ > 0
e ǫ �= 0. O parâmetro A usado na Eq. (3.6) é obtido por uma análise numérica do
decaimento da curva depois de atingir o pico em np e antes do final da curva (onde
flutuação devido ao tamanho do conjunto deve influenciar). A figura 3.4(b) mostra
um gráfico de A vs. h e um ajuste em lei de potência nos fornece como inclinação o
valor −1, 97(1) ∼= −2, que concorda com a Eq. (3.6). O pico do histograma é senśıvel
a posição de h. Este se move para a direita na figura 3.4(a) quando a posição de h é
aumentada na direção vertical e se move para a esquerda quando h se move para baixo
no espaço de fases. Este comportamento é na verdade esperado por que quanto maior h
se torna, mais iteradas n do mapeamento (3.1) são necessários até que a part́ıcula atinja
h. Um gráfico de np vs. h é mostrado na figura 3.4(c). Se a posição h é reescalada
com h → h/ǫ, as diferentes curvas de np obtidas para diferentes ǫ são colapsadas em
um único gráfico, como mostrado na figura 3.4(d).

Vamos agora discutir sobre nossos resultados numéricos obtidos para o coeficiente
de difusão. A partir de simulações numéricas, obtivemos diferentes valores para o
coeficiente A e a Eq. (3.6) foi avaliada. O coeficiente de difusão é mostrado na figura
3.3(a) para diferentes parâmetros de controle ǫ e γ. Diferentes valores do parâmetro
de controle ǫ geraram diferentes valores para D em concordância com D/ǫ2 = 1/4.
Notamos que D é quase constante para uma vasta faixa de h até que repentinamente
sofre um decréscimo. O decréscimo acontece porque a posição h atingiu a ilha periódica
mais baixa. A partir de análises da estabilidade de pontos fixos encontramos que a
posição do último ponto fixo de peŕıodo um, gerando a última ilha de peŕıodo um é
localizada em

JLSI ∼=
�γπǫ

2

�

�

1

1+γ

�

, (3.7)

onde o ı́ndice LSI é usado para representar a ilha periódica mais baixa. Vemos que
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existem dois diferentes tipos de escalas para o comportamento de D. A primeira escala
é observada para pequenos valores de h. Nesta região, existe provavelmente uma quebra
da aproximação cont́ınua usada na equação de difusão uma vez que h se aproxima
suficientemente da escala de variação de ǫ. A figura 3.3(b) mostra o comportamento
de D para a reescala D → D/ǫ2 e h → h/ǫ. Vemos claramente que todas as curvas
de D obtidas para diferentes parâmetros de controle, como mostrado na figura 3.3(a),
se sobrepõe para pequenos valores de h/ǫ mas diferem para elevados valores de h. O
resultado surpreendente é obtido quando o eixo horizontal é reescalado em relação à
posição da ilha periódica mais baixa que é dado pela Eq. (3.7), i.e. h→ h/JLSI, como
mostrado na figura 3.3(c). Em adição vemos que apesar da diferença de D/ǫ2 para
diferentes parâmetros de controle ǫ considerando baixo h, o coeficiente de difusão sofre
uma abrupta mudança quando a posição h atinge as ilhas periódicas. Por causa das
regiões periódicas, as part́ıculas devem sofrer um aprisionamento temporário devido ao
stickiness e isto influencia no transporte ao longo do espaço de fases. Neste ponto a
difusão normal não é mais observada. Consequentemente o TLC não é aplicado neste
domı́nio.

3.5 Conclusões

Obtivemos analiticamente coeficientes de difusão para diferentes sistemas e estudamos
as propriedades de transporte de um conjunto de part́ıculas clássicas para uma famı́lia
de mapeamentos Hamiltonianos bidimensionais. As curvas de histograma de frequência
do número de part́ıculas que atingem uma altura h em uma dada iterada n foram obti-
das numericamente e um ajuste exponencial foi feito. Mostramos que os coeficientes de
difusão são invariantes de escala para diferentes posições do buraco. Os procedimentos
adotados aqui também podem ser aplicados em outros sistemas com mares de caos e
ilhas de periodicidade. No futuro seria interessante investigar se uma equação de di-
fusão modificada (talvez fracionária) poderia ser aplicada a variação de J na região de
aprisionamento, e se o mesmo tipo de stickiness é presente na primeira curva invariante
spanning. Este caṕıtulo apresentou os resultados publicados na revista Physical Review

E (31) no ano de 2013.
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Capı́tulo4
Poço de potencial dependente

periodicamente do tempo

4.1 Resumo

Estudaremos o modelo do poço de potencial, onde consideraremos part́ıculas clássicas
não interagentes que estão inseridas dentro de uma caixa com potenciais infinitos nas
bordas. A caixa contém um poço de potencial dependente periodicamente do tempo
em seu interior. O poço de potencial sofre a influência de diferentes perturbações
temporais. A dinâmica de cada part́ıcula é descrita por um mapeamento bidimensional
não-linear e que preserva a área no espaço de fases nas variáveis energia e tempo.
Isto leva a um espaço de fases contendo ilhas periódicas rodeadas por um extenso
mar caótico e este último é limitado por um conjunto de curvas invariantes do tipo
spanning. O histograma de frequência para o número de part́ıculas que atingem uma
certa energia h em uma dada iterada n, ao qual observamos ser invariante de escala,
cresce rapidamente até atingir um valor máximo e então decresce até atingir o valor
zero para tempos suficientemente longos. Gráficos da probabilidade de sobrevivência
da dinâmica em função do tempo são exponenciais para tempos curtos, atingindo um
tempo de crossover e tendendo a um regime de baixo decaimento devido as regiões
com grande stickiness no espaço de fases. Na última parte deste caṕıtulo mostraremos
numericamente que os expoentes obtidos (e consequentemente os observáveis médios
no espaço de fases) não dependem das perturbações temporais que são propostas para
o potencial móvel.

4.2 Motivação

Depois do resultado de Buttiker e Landauer (76) sobre tunelamento através de uma bar-
reira de potencial dependente do tempo, o interesse na dinâmica de uma part́ıcula em
poços e barreiras dependentes do tempo tem crescido. Esta dinâmica pode ser caracteri-
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zada tanto por trabalhos teóricos quanto experimentais, onde ambas as caracterizações
clássicas e quânticas podem ser consideradas. Várias aplicações podem ser discuti-
das, incluindo a condutância baĺıstica em um canal periodicamente corrugado (77),
transporte magnético através da heteroestrutura do GaAs/AlGaAs (39), influência do
transporte na presença de micro-ondas (78), transporte anômalo em um guia de ondas
corrugado (79), caracterização através do expoente de Lyapunov da dinâmica caótica
e destruição de curvas invariantes spanning (80) e muitas outras (81, 82).

Estudaremos as propriedades dinâmicas e de transporte de part́ıculas clássicas em
tais sistemas. Posśıveis alusões do potencial dependente do tempo considerado nesta
seção podem ser feitas quando consideramos o potencial criado por átomos localizados
em sequência ao longo de uma cadeia infinita e simétrica, o que pode representar,
por exemplo, a heteroestrutura do GaAs/AlGaAs (39). As oscilações do poço podem
representar o efeito de fônons ou banho térmico na cadeia infinita. Uma vez que o
poço de potencial está ganhando energia do banho térmico, esta energia é transferida
para as part́ıculas. É importante salientar que o potencial considerado nesta tese pode
também aprisionar temporariamente part́ıculas, exemplos podem ser visto por exemplo
em quantum dots (83).

Parte dos resultados que serão apresentados aqui foram publicados em 2011 na
revista Physical Review E (32), em 2012 na Physica A (33) e em 2013 na Physics

Letters A (34).

4.3 O modelo e o mapa

Figura 4.1: Esquema ilustrativo do potencial V (x, t) dado pela Eq. (4.1).
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Consideraremos aqui uma part́ıcula clássica de massa m que se move ao longo do
eixo x. Tal part́ıcula sofre a influência de um poço de potencial com energia potencial
dada por V (x, t), onde x é a posição da part́ıcula e t é o tempo. Um esquema t́ıpico
pode ser visto na figura 4.1, onde a base do poço de potencial varia periodicamente
no tempo de acordo com a função f0(t) = V1fj(wt), onde fj pode ser qualquer função
derivável em todos os pontos e que possa ser modulada em 2π, w é a frequência e t é o
tempo. Vemos que o poço se encontra no interior de uma caixa com potenciais infinitos
em suas bordas.

Figura 4.2: (a) Uma cadeia contendo infinitos poços de potencial simétricos, onde os
fundos destes se movem periodicamente e sincronizados no tempo; (b) Um único poço de
potencial; (c) Poço de potencial apresentado em (b) mas que foi cortado ao meio por causa
de sua simetria.

Vale ressaltar que outros tipos de formas de potenciais também podem ser usados
para obter a mesma descrição da dinâmica do sistema. Podemos, por exemplo, con-
siderar uma cadeia de poços de potencial infinitos e simétricos dependentes do tempo,
onde seus fundos se movem periódica e sincronizadamente no tempo, como é mostrado
na figura 4.2(a). Considerando a geometria do problema, podemos também assumir um
único poço de potencial que não contém uma caixa infinita de potencial, mas possui
condições de contorno periódicas nas bordas, como mostrado na figura 4.2(b). Fi-
nalmente e mais genericamente, podemos considerar um poço de potencial em que o
fundo se move periodicamente no tempo dentro de uma caixa de potencial infinito como
podemos ver na figura 4.2(c). Entretanto, neste caṕıtulo preferimos usar o esquema da
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figura 4.1, onde o potencial V (x, t) pode ser escrito como

V (x, t) =







∞, se x ≤ 0 ou x ≥ (a+ b)
V0, se 0 < x <

b
2 ou (a+

b
2 ) < x < (a+ b)

V1fj(wt), se
b
2 ≤ x ≤ (a+ b

2)

, (4.1)

onde a, b, V0, V1 e w são constantes.
Vamos supor que em um tempo t = tn, a part́ıcula inicia seu movimento com

energia E = En e está prestes a entrar no poço de potencial oscilante em x = b/2.
Ao entrar no poço a part́ıcula sofre uma mudança abrupta em sua energia cinética,
logo a energia cinética pode ser escrita como K ′

n = En − V1fj(wtn) = 1
2mv

′
n
2 onde

|v′n| =
�

2K ′
n/m é constante. Vale ressaltar que as velocidades são constantes, pois

não temos forças de qualquer natureza atuando sobre a part́ıcula. As exceções ocorrem
apenas em x = b/2 e x = a + b/2 onde temos mudanças bruscas nas velocidades da
part́ıcula. Chegando no outro lado do poço (em x = a + b/2), a energia da part́ıcula
é E′

n = K
′
n + V1fj [w(tn + Δt

′
n)] onde Δt

′
n = a/|v′n|. Se a part́ıcula não tem energia

suficiente para escapar do poço ela é refletida de volta, ou seja, E′
n ≤ V0. Além de

retornar, ela sofrerá reflexões sucessivas até que tenha energia suficiente para deixar
o poço. Podemos então reescrever E′

n como E
′
n = K

′
n + V1fj [w(tn + iΔt

′
n)] onde i é

o menor inteiro que satisfaz a condição E′
n > V0, condição esta que assegura que a

part́ıcula escapou.
Uma vez que a part́ıcula escapou do poço oscilante, ela viajará em direção a uma

das bordas da caixa com potenciais infinitos, sofrerá uma colisão elástica deste e irá
em direção ao poço oscilante. A nova energia imediatamente antes de entrar no poço
é dada por En+1 = En + V1{fj [w(tn + iΔt′n)] − fj(wtn)}. O tempo é escrito como
tn+1 = tn + iΔt

′
n +Δt

′′
n onde Δt

′′
n = b/|v′′n| com |v′′n| =

�

2K ′′
n/m e K

′′
n = En+1 − V0.

Podemos ver que existem muitos parâmetros de controle e que alguns não são rele-
vantes para descrever a dinâmica do sistema. No total temos 5, estes são a, b, V0, V1
e w. Definiremos variáveis adimensionais afim de diminuir o número de parâmetros de
controle: δ = V1/V0, r = b/a, en = En/V0, Nc = w/(2π) (a/

�

2V0/m) e a medida do
tempo em termos do número de oscilações do poço móvel, φ = wt. O parâmetro Nc cor-
responde ao número de oscilações que o poço completa em um tempo t = a/

�

2V0/m,
tempo que uma part́ıcula, com energia cinética igual a V0, levaria para percorrer a
distância a se o poço fosse estático.
Tendo em mente os parâmetros de controle propostos, o mapa pode ser reescrito

como (34)

T :

�

en+1 = en + δ[fj(φn + iΔφa)− fj(φn)]
φn+1 = φn + iΔφa +Δφb mod(2π)

, (4.2)

onde as variáveis auxiliares são dadas por

Δφa =
2πNc

�

en − δfj(φn)
, (4.3)

Δφb =
2πNcr√
en+1 − 1

. (4.4)
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Consideramos i o menor inteiro que torna a expressão en+δ[fj(φn+iΔφa)−fj(φn)] > 1
verdadeira.

Nos primeiros resultados que mostraremos, sempre consideraremos que a função f
é escrita da seguinte forma: f0(φ) = cos(φ). Somente na última seção (4.7) alteraremos
as funções fj e algumas propriedades dinâmicas serão discutidas.

4.4 Espaço de fase e pontos fixos

O espaço de fase do modelo é misto contendo ilhas periódicas, um extenso mar caótico
e curvas invariantes do tipo spanning que separam diferentes regiões caóticas e limitam
o crescimento da energia e, como podemos ver na figura 4.3.

Dadas as expressões do mapeamento, podemos obter os correspondentes pontos
fixos. A descrição completa dos pontos fixos e de suas estabilidades foi feita no artigo
publicado na revista Physica A (33), aqui reproduziremos parte dos resultados encon-
trados. Os pontos fixos de peŕıodo um, sem múltiplas reflexões (ou seja, i = 1 no mapa
(4.2)), são obtidos fazendo en+1 = en = e

∗ e φn+1 = φn + 2mπ = φ
∗, onde m é um

inteiro positivo. Fazendo en+1 = e
∗ na primeira expressão do mapa (4.2), obtemos

δ [cos(φ∗ +Δφa)− cos(φ∗)] = 0, (4.5)

e isso só é posśıvel se δ = 0 (situação que não nos interessa, pois teŕıamos de ignorar
esse parâmetro do mapa) ou cos(φ∗+Δφa) = cos(φ

∗). Essa última condição nos remete
a duas expressões para Δφa:

Δφa = k2π, (4.6)

ou

Δφa = k2π − 2φ∗, (4.7)

onde k é um número inteiro maior que zero. Nomearemos de tratamento (i) quando
utilizarmos Δφa da Eq. (4.6) e tratamento (ii) quando utilizarmos Δφa da Eq. (4.7).
Após alguns cálculos, como resultado para o tratamento (i), encontramos que a energia
no ponto fixo é

e∗ = 1 +

�

Ncr

m− k

�2

, (4.8)

onde m e k são constantes. A fase obtida pode ser igual à

φ∗ = arccos

�

1

δ

�

e−
�

Nc

k

�2
��

, (4.9)

ou

φ∗ = 2π − arccos
�

1

δ

�

e−
�

Nc

k

�2
��

. (4.10)
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Figura 4.3: Espaço de fase para o mapeamento (4.2). Os ćırculos correspondem aos pontos
fixos eĺıpticos ao passo que aqueles em formato de cruz são pontos fixos hiperbólicos. As
cores vermelhas são usadas no primeiro tratamento (i) e as azuis no segundo tratamento
(ii). Os parâmetros de controle usados são r = 1, Nc = 33, 18 e δ = 0, 5.

Para o tratamento (ii) não é posśıvel obtermos uma expressão anaĺıtica como solução
para o par (e∗, φ∗), sendo necessário uso de solução numérica. É posśıvel mostrar que
a energia do ponto fixo é dada por:

e∗ = δ cos(φ∗) +

�

πNc

kπ − φ∗
�2

. (4.11)

Ao fazer φn+1 = φ
∗ + m2π na segunda expressão do mapa (4.2) e substituindo a

expressão de Δφa da Eq. (4.7) e Δφb da Eq. (4.4) encontramos que

1− e∗ +
�

πNcr

π(m− k) + φ∗
�2

= 0, (4.12)
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e finalmente substituindo a expressão de e∗ da Eq. (4.11), obtemos

1 +

�

πNcr

π(m− k) + φ∗
�2

− δ cos(φ∗) +
�

πNc

kπ − φ∗
�2

= 0, (4.13)

onde esta expressão nos fornece a fase (φ∗) dos pontos fixos de peŕıodo 1 para o trata-
mento (ii). A energia é encontrada substituindo φ∗ na Eq. (4.11).
Os pontos fixos podem ser caracterizados se olharmos os autovalores λ da matriz

Jacobiana J . Estes podem ser encontrados fazendo Det(J − λI) = 0, onde Det é a
determinante e I é uma matriz identidade. Desta forma, obtemos λ2 − λ(Tr(J)) +
Det(J) = 0, onde a solução desta equação nos fornece λ± =

Tr(J)±
√
(TrJ)2−4Det(J)

2 . A
Jacobiana J é escrita como

J =







∂en+1

∂en

∂en+1

∂φn

∂φn+1

∂en
∂φn+1

∂φn







e Tr(J) é dito o traço da Jacobiana, ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal

da matriz J , Tr(J) = ∂en+1

∂en
+ ∂φn+1

∂φn
.

Como o determinante da matriz Jacobiana é igual à 1, o sistema preserva a área no
espaço de fases. Os pontos fixos para o modelo são classificados da seguinte forma (5):

• Se |TrJ | < 2, o ponto fixo (X∗, Y ∗) é eĺıptico, ou seja, λ± assumem valores
imaginários.

• Se |TrJ | = 2, o ponto fixo (X∗, Y ∗) é parabólico, neste caso λ+ = λ− = TrJ/2.

• Se |TrJ | > 2, o ponto fixo (X∗, Y ∗) é hiperbólico, ou seja, λ± são números reais.

Na figura 4.3 podemos ver os pontos fixos para os dois tratamentos. Os parâmetros
de controle usados são r = 1, Nc = 33, 18 e δ = 0, 5. Os ćırculos correspondem aos
pontos fixos eĺıpticos e os em formato de cruz são pontos fixos hiperbólicos. Pontos
fixos eĺıpticos são estáveis, ou seja, dada uma condição inicial exatamente no ponto
fixo, a órbita nunca sairá deste ponto, ao contrário dos hiperbólicos que tem trajetórias
que divergem do ponto fixo (ponto fixo instável). Ressaltamos que as cores vermelhas
são usadas no primeiro tratamento (i) e as azuis no segundo tratamento (ii).

4.5 Resultados - Propriedades de transporte através do

mar caótico

Nesta seção mostraremos os resultados sobre transporte no poço de potencial simples.
Os resultados apresentados nesta seção foram publicados recentemente na revista Phys-

ical Review E (32). Fixaremos os parâmetros de controle r = 1, que recupera o caso
em que o poço é simétrico, e δ = 0, 5. Os resultados numéricos serão obtidos basi-
camente como função de Nc, que de forma simplificada, representa a frequência de
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Figura 4.4: (a) Posição da primeira curva invariante do tipo spanning utilizando os
parâmetros de controle Nc = 9, Nc = 10 e Nc = 20. (b) Gráfico de emin × Nc. Os
parâmetros de controle utilizados foram r = 1 e δ = 0, 5.

oscilação do potencial móvel. Se aumentarmos o valor de Nc, as variáveis auxiliares
Δφa e Δφb (definidas pelas equações (4.3) e (4.4)), que dependem linearmente de Nc,
também terão seus valores aumentados. Tal fato diminui a correlação entre φn+1 e φn,
fazendo com que a posição da primeira curva invariante aumente de valor no espaço de
fases. Para confirmar tal fato, temos a posição aparente da primeira curva invariante
utilizando Nc = 9, Nc = 10 e Nc = 20, como mostrado na figura 4.4(a). Para construir
tal figura, dividimos o eixo φ em 1000 intervalos igualmente espaçados e anotamos o
valor da máxima energia obtida para cada intervalo após 1011 iteradas de uma única
órbita (com φ0 = 0 e e0 = 1, 0001), seguramente localizada no mar de caos.

Um gráfico da energia mı́nima ao longo da curva invariante spanning como função
de Nc é mostrado na figura 4.4(b), onde após uma ajuste em lei de potência temos
como resultado α1 = 0, 654(2) ∼= 2/3. É importante salientar que a posição da curva
invariante de mais baixa energia é descrita pela mesma lei de potência que descreve o
comportamento do desvio da energia média como função deste mesmo parâmetro (para
maiores detalhes, aconselhamos a leitura do artigo publicado na revista Physica A, ver
(33)).

Investigaremos agora o transporte de part́ıculas no espaço de fases. Consideraremos
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Figura 4.5: (a) Gráfico do histograma do número
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número de iteradas n para diferentes valores de Nc.
(b) Colapso de diferentes histogramas em uma única
curva, confirmando uma invariância de escala. Os
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Figura 4.6: Gráfico de np ×Nc.
Um ajuste em lei de potência
fornece γ = 1, 26(3).

que se uma part́ıcula atingir ou ultrapassar uma certa energia (ou altura) h, devemos
anotar o número de iteradas dadas e uma nova condição será iniciada. Consideraremos
em nossas simulações h = 0, 7emin, embora outro valor possa também ser utilizado.
Começaremos as simulações com um conjunto de 107 part́ıculas com baixa energia
inicial (e0 = 1, 01) e com diferentes fases iniciais φ0 ∈ [0, 2π), que serão evolúıdas no
tempo. Um gráfico do histograma de frequência para o número de part́ıculas com e ≥ h
em uma dada iteração n é mostrado na figura 4.5(a). É importante observar que todos
os gráficos de histograma de frequência foram normalizados à 1 para melhor visualização
dos dados. Podemos ver que para tempos curtos o número de part́ıculas que atingem
h é pequeno. Esse número cresce na medida em que n aumenta, atingindo um máximo
em n = np e então se aproxima de zero assimptoticamente. Vemos também que quanto
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Figura 4.7: (a) Gráfico de P vs n para
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Figura 4.8: Expoente do decaimento ex-
ponencial γ como função do h para três di-
ferentes valores de Nc: Nc = 33, 18, Nc =
66, 36 e Nc = 99, 54. Os outros parâmetros
de controle utilizados foram r = 1 e δ =
0, 5. As linhas retas são o melhor ajuste
para cada Nc escolhido.

maior é o parâmetro Nc, maior será np, nos levando a supor que np ∝ Nγ
c . Um gráfico

de np em função de Nc nos fornece γ = 1, 26(3), conforme mostrado na figura 4.6. Este
comportamento nos faz supor que np é invariante de escala. Isto significa que uma
reescala apropriada no eixo n, isto é, n→ n/Nγ

c , irá colapsar todas as curvas em uma
única curva universal. Isto é comprovado na figura 4.5(b).

Discutiremos o comportamento da probabilidade de sobrevivência, que é definida
como (13)

P (t) =

�

∞

t
pe(t

′)dt′ , (4.14)

onde pe(t) é densidade de probabilidade de escape. Para o caso discreto, consideraremos
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P como

P =
1

N

N
�

i=1

n(i)surv , (4.15)

onde a soma é tomada ao longo de um conjunto de N condições iniciais diferentes e
nsurv é o número de órbitas que não tem energia suficiente para atingir h. É conhecido
na literatura (13) que quando a Eq. (4.15) é considerada ao longo de uma órbita
completamente caótica, o comportamento de P é um decaimento exponencial (13).
Porém quando órbitas periódicas estão coexistindo no espaço de fases, a probabilidade
de sobrevivência tem um decaimento mais lento, que pode culminar em uma lei de
potência quando o fenômeno de stickiness é muito intenso (84).

Obtemos o comportamento de P em função de n para diferentes posições do bu-
raco, como mostrado nas figuras 4.7(a) e 4.7(b). Vemos que o comportamento inicial,
é claramente um decaimento exponencial até atingir um crossover e mudar para um
decaimento mais lento, indicando a existência de regiões de aprisionamento no espaço
de fases. O expoente de decaimento em função da posição do buraco pode ser visto na
figura 4.8. A figura 4.7(b) mostra um colapso das diferentes curvas de P mostrados na
figura 4.7(a) para pequenos valores de n, de todas as curvas mostradas na figura 4.7(a)
após uma reescala n → n/h2,5, confirmando uma invariância de escala da probabili-
dade de sobrevivência para pequenos valores de n. Colapso similar foi observado para
diferentes combinações de parâmetros e diferentes energias iniciais.

4.6 Conclusões parciais

Estudamos o problema de uma part́ıcula clássica confinada dentro de uma caixa com
potenciais infinitos nas bordas e contendo um poço de potencial oscilante. O trans-
porte de energia foi visto ser invariante de escala da frequência de oscilações do poço
para baixas energias iniciais. O histograma de frequência do número de part́ıculas que
atingiram uma certa altura h em uma dada iterada, para tempos curtos, foi medido
e caracterizado como invariante sob uma escala apropriada. A probabilidade de so-
brevivência em função de n era inicialmente exponencial, atinge um crossover, seguido
de um lento decaimento para tempos longos. Ambos os decaimentos exponenciais e
mais lentos são evidências de um aprisionamento de part́ıculas próximo das ilhas de
periodicidade no espaço de fases. Os resultados apresentados até esta parte do caṕıtulo
foram publicados em 2011 na revista Physical Review E (32) e em 2012 na Physica A
(33).

4.7 Poço de potencial com diferentes perturbações tem-

porais

Como dito nas seções anteriores, sempre consideramos que a função que descrevia o
movimento do potencial móvel era dado por f0(φ) = cos(φ). Agora consideraremos que
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Figura 4.10: Espaço de fases para o mapea-
mento (4.2) usando como parâmetros de con-
trole Nc = 33, 18, r = 1 e δ = 0, 5 para: (a)
f0(φ), (b) f1(φ), (c) f2(φ) e (d) f3(φ). As curvas
vermelhas representam a posição da primeira
curva invariante spanning.

a função fj pode assumir diferentes expressões, como mostrado na figura 4.9(a,b,c,d).
As funções f1(φ), f2(φ), f3(φ) e f4(φ) são dadas por

f1(φ) = cos[φ+ sin(φ)] , f2(φ) = sin[φ+ cos(φ)], (4.16)

e
f3(φ) = sin[φ+ sin(φ)] , f4(φ) = cos(qφ) . (4.17)

onde q é um número inteiro positivo. Para q = 1 a função f0(φ) = cos[φ] é recuperada.
Resultados obtidos para a dinâmica de part́ıculas considerando a função f4(φ) serão
mostrados mais adiante. É importante salientar que quaisquer funções poderiam ter
sido propostas nas fj , porém decidimos utilizar estas funções pois elas geram espaços de
fases que têm diferenças significativas. Outro motivo de termos escolhidos, por exemplo,
a função f1 é que ao observarmos a figura 4.9(a) vemos que esta função fica mais tempo
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próxima do valor −1 ao variamos φ do que quando comparado com a função f0. O
oposto ocorre com a função f2, neste caso a função se aproxima de +1 para uma grande
faixa de φ. A função f3 tem um pequeno platô constante próximo de 0. Finalmente,
para a função f4 podemos por exemplo considerar q tendendo ao infinito, desta forma
perdeŕıamos a correlação entre a energia nos instantes n e n + 1, fazendo com que a
função trabalhe de forma quase aleatória.

O espaço de fases para o mapeamento (4.2) é mostrado na figura 4.10(a,b,c,d)
para diferentes tipos de perturbações e considerando fixos os parâmetros de controle
Nc = 33, 18, r = 1 e δ = 0, 5. Consideramos r = a/b = 1 pois recupera o caso onde o
poço potencial é simétrico, em outras palavras, a = b. Considerando δ = V1/V0 = 0, 5
implica que a amplitude do movimento do poço móvel é metade do potencial V0. Já o
valor de Nc = 33, 18 foi considerado pois de acordo com a Ref. (54), este caso representa
uma frequência moderada de oscilações. Vemos que o espaço de fases para todas as
funções é misto. Quando a função fj (com j = 0, 1, 2, 3) é mudada, deformações em
algumas ilhas periódicas podem ser vistas e a posição dos pontos fixos também muda.
A posição da primeira curva invariante spanning claramente depende da função que é
considerada.

Vamos agora discutir o comportamento do expoente de Lyapunov. A figura 4.11(a)
mostra o gráfico de λ vs n para f0 e considerando quatro diferentes condições iniciais,
onde φ0 é escolhido aleatoriamente no intervalo φ0 ∈ (0, 2π] para os parâmetros Nc = 10
(que foi escolhido por ser da mesma ordem de grandeza de Nc = 33.18), r = 1 e δ = 0, 5.
A energia inicial usada foi e0 = 1, 001, o que garante que para todo o valor de φ0 teremos
uma órbita caótica. Vemos que após uma flutuação inicial, o expoente de Lyapunov
positivo converge para um valor constante para valores suficientemente grandes de n.
Os platôs de saturação dependem dos valores dos parâmetros de controle. O expoente
de Lyapunov médio é dado por

λ̄ =

�N
i=1 λi

N
, (4.18)

onde λi é obtido como o comportamento assintótico para órbitas caóticas considerando
diferentes condições iniciais. Em nossas simulações consideramos N = 5 e iteramos o
mapeamento 108 vezes para cada órbita. Valores elevados deN produzem uma pequena
redução das barras de erro. Na figura 4.11(b,c,d) temos respectivamente os gráficos de
λ̄ como função de Nc, r e δ para f0, f1, f2 e f3. Da figura 4.11(b), vemos que o
expoente de Lyapunov positivo varia de λ̄ ≈ 0, 5 para Nc = 1 até λ̄ ≈ 2 para Nc = 10

3.
Este também tem uma tendência monotônica de crescimento como função de Nc para
todos os fj (j = 0, ..., 3). Note entretanto que aumentar o valor de Nc corresponde a
aumentar o número de oscilações do poço. Isso implica que em um mesmo intervalo de
tempo, o fundo do poço oscila um número maior de vezes com o aumento de Nc. Este
fato leva a um aumento do expoente de Lyapunov. A figura 4.11(c) mostra o gráfico de
λ̄ vs r para valores fixos de δ = 0, 5 e Nc = 33, 18 considerando diferentes funções fj .
Aumentar o valor de r para valores fixos de Nc e δ corresponde a aumentar a distância
b, consequentemente a distância que as part́ıculas percorrem na região do potencial
que não depende do tempo é maior. Estes longos voos até a próxima entrada no
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Figura 4.12: Gráfico de: (a) ω vs n usando f0 e
considerando Nc = 100, r = 1 e δ = 0, 5. Para as
funções f0, f1, f2 e f3 temos: (b) ωsat vs Nc para
valores fixos de r = 1 e δ = 0, 5; (c) ωsat vs r para
Nc = 33, 18 e δ = 0, 5 (d) ωsat vs δ considerando
Nc = 300 e r = 1. Valores numéricos para os ex-
poentes são mostrados na Tabela 4.1.

potencial móvel acarretam em um aumento do número de oscilações e consequentemente
da ’aleatoriedade’ do sistema. Os saltos abruptos no comportamento do Lyapunov
médio são explicados como destruições de curvas invariantes spanning, levando a uma
junção de diferentes regiões caóticas. Maiores detalhes serão mostrados na seção. 4.7.3.
Finalmente, um gráfico λ̄ vs δ é mostrado na figura 4.11(d). Os parâmetros de controle
usados foram r = 1 (poço simétrico) e Nc = 33, 18 (gera uma frequência moderada
de oscilações). Vemos que pequenos valores de δ, ao qual correspondem a pequenas
flutuações do potencial oscilante, produzem altos valores do expoente de Lyapunov.
Um valor mı́nimo de λ̄ vs δ para todos fj foi observado para δ ≈ 0, 1.
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4.7 Poço de potencial com diferentes perturbações temporais

4.7.1 Desvio da energia média ao longo do mar caótico

Agora discutimos o comportamento do desvio da energia média para o regime caótico
de baixas energias. Para tal usamos a energia média, definida como

e(n, δ,Nc, r) =
1

n

n
�

i=1

ei, (4.19)

e então o desvio da energia média é escrito como

ω(n, δ,Nc, r) =
1

M

M
�

j=1

�

ej2(n, δ,Nc, r)− ej2(n, δ,Nc, r), (4.20)

onde M denota um conjunto de condições iniciais diferentes.

Tabela 4.1: Expoentes obtidos analisando o desvio da energia média.

f0 f1 f2 f3
α1 0, 659(4) 0, 651(3) 0, 66(2) 0, 649(6)
α2 0, 32(1) 0, 30(1) 0, 331(9) 0, 30(1)
α3 0, 78(1) 0, 76(1) 0, 725(8) 0, 74(2)
z1 1, 31(2) 1, 30(3) 1, 26(2) 1, 28(2)
z2 0, 64(2) 0, 61(2) 0, 66(2) 0, 62(3)
z3 −0, 65(3) −0, 55(4) −0, 59(2) −0, 59(6)

A figura 4.12(a) mostra o gráfico de ω vs n para Nc = 100, r = 1, δr = 0, 5 e
considerando a função f0. Vemos que ω cresce como lei de potência para pequenos
valores de n e com expoente β ≈ 0, 5 e, após um número de crossover nx, ω tende
a um regime de saturação atingindo ωsat para valores de n suficientemente grandes.
Variações dos parâmetros Nc, r e δ produzem gráficos similares mas com diferentes
valores de nx e saturações. Desta forma, propomos que

• (i) Para n≪ nx, o comportamento de ω pode ser descrito como

ω(nδ2, Nc, r, δ) ∝
�

nδ2
�β
, (4.21)

onde β é um expoente de aceleração. Após diversas simulações, conclúımos que
β ∼= 1/2;

• (ii) Para n≫ nx, ωsat é dado por

ωsat(nδ
2, Nc, r, δ) ∝ Nc

α1rα2δα3 , (4.22)

onde α1, α2 e α3 são expoentes;
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crossover nx como função dos
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Figura 4.14: (a) Gráfico da posição da curva in-
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r = 1 e δ = 0, 5 para Nc = 800, Nc = 900 e
Nc = 1000. (b) Gráfico de emin vs Nc com in-
clinação α1 para diferentes funções fi (i = 0, 1, 2, 3);
(c) emin vs r com inclinação α2; (d) emin vs δ com
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• (iii) O número caracteŕıstico de crossover nx é escrito como

nx(nδ
2, Nc, r, δ) ∝ Nc

z1rz2δz3 , (4.23)

onde z1, z2 e z3 também são expoentes.

Os expoentes podem ser encontrados analisando o comportamento de ωsat e nx em
função dos parâmetros de controle. Na figura 4.12(b) temos um gráfico de ωsat vs Nc.
Aplicando um ajuste em lei de potência obtemos os valores dos expoentes αi com
i = 1, 2, 3, conforme mostrado na Tabela 4.1, para f0, f1, f2 e f3. Usando procedimento
similar mas agora variando os parâmetros r e δ (ver figura 4.12(c) e figura 4.12(d))
encontramos α2 ≈ 1/3 e α3 como mostrado na Tabela 4.1.
O comportamento do crossover nx também pode ser caracterizado como função dos

parâmetros de controle. Da figura 4.13(a,b,c) e aplicando ajustes em lei de potência,
obtivemos para cada função (f0, f1, f2 e f3) os expoentes z1, z2 e finalmente z3, como
mostrado na Tabela 4.1.
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4.7 Poço de potencial com diferentes perturbações temporais

Tabela 4.2: Expoentes obtidos pela mı́nima energia ao longo da curva invariante spanning.

f0 f1 f2 f3
α1 0, 657(1) 0, 657(1) 0, 645(4) 0, 661(2)
α2 0, 37(2) 0, 31(3) 0, 33(1) 0, 29(2)
α3 0, 64(1) 0, 66(2) 0, 660(9) 0, 64(2)

4.7.2 Localização da curva invariante spanning

Vamos agora estudar detalhes da curva invariante spanning. Esta funciona como uma
barreira f́ısica que previne o crescimento ilimitado de energia. A posição da curva
depende dos valores dos parâmetros de controle adotados. A figura 4.14(a) mostra a
posição da primeira curva invariante spanning considerando valores fixos de r = 1 e
δ = 0, 5 e para Nc = 800, Nc = 900 e Nc = 1000 (valores que correspondem a uma
frequência de oscilações elevada, conforme a Ref. (54)), onde consideramos a função
f0. Um gráfico da energia mı́nima ao longo da curva invariante spanning (emin) como
função dos parâmetros fornece uma prévia de como o mar caótico se comporta. A figura
4.14(b) mostra emin vs Nc e a correspondente inclinação é α1. Usando um procedimento
similar, gráficos de emin vs r e emin vs δ são mostrados na figura 4.14(c,d) com suas
respectivas inclinações. α1, α2 e α3 obtidos para diferentes funções f0, f1 f2 e f3 são
mostrados na Tabela 4.2. Notamos que o valor numérico de α1 ∼= 2/3 é bem descrito
pelas predições teóricas da Ref. (67).

4.7.3 Comportamento da energia como função do parâmetro r

Discutiremos agora algumas propriedades do espaço de fases como função do parâmetro
r. Como mostrado na figura 4.14(c), emin se mantém constante para certos intervalos
de r e então muda de valor abruptamente. Isto é facilmente observado para a faixa
de r = 100 e r = 200 e também para o intervalo r = 600 e r = 700. Nas figuras
4.15(a-f) temos grades de 106 condições iniciais igualmente espaçadas com φ0 ∈ [0, 2π)
e e0 ∈ [60, 74]. As cores nas figuras. 4.15(a-c) representam o logaritmo do tempo
de escape (LTE) para cada condição inicial escolhida. Definimos o tempo de escape
como o número de iterações do mapeamento até que a energia seja e > 75 ou e <
59. O número máximo de iterações usados foi 106. As cores brancas correspondem a
regiões onde as part́ıculas foram aprisionadas para a condição inicial escolhida e não
escapam até 106 iteradas. De fato, para algumas regiões as part́ıculas permanecem
aprisionadas para sempre como se estivessem em ilhas periódicas. Se e > 75 ou e < 59,
consideramos que a part́ıcula escapou e uma nova órbita é iniciada. Como mostrado na
figura 4.15(a) (com r = 80) existe uma vasta região (cor branca) onde o tempo de escape
é maior que 106. A cor vermelha representa as regiões onde o stickiness é observado,
com isto elevando o tempo de escape quando comparamos com regiões sem stickiness.
Tais regiões predominantemente aparecem próximas de ilhas periódicas. As cores na
figura 4.15(d-f) representam o número de diferentes tempos de retorno (NDTR). Para
calcular este observável, consideramos um retângulo de recorrência, onde toda vez que
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Figura 4.15: Grade de condições iniciais (φ0, e0) mostrando o logaritmo do tempo de
escape (LTE) para: (a) r = 80; (b) r = 100; (c) r = 200. Número de diferentes tempos
de retorno (NDTR) para: (d) r = 80; (e) r = 100; (f) r = 200. As janelas de escape são
situadas em e1 < 59 e e1 > 75. A função f0 foi usada para obter os resultados.

a part́ıcula entra nesta região um contador é acumulado e este conta o número de
diferentes tempos de retorno. Para o mesmo parâmetro r = 80, como mostrado na
figura 4.15(d) vemos que dentro das ilhas periódicas, o NDTR têm valores baixos (cor
verde). De acordo com as figuras 4.15(d,e,f) uma região caótica é caracterizada por
NDTR ∼= 300, isto significa que temos vários tempos de retornos diferentes, ao passo
que em regiões com stickiness temos valores de NDTR da ordem de 50, pois as órbitas
tem momentaneamente um movimento quasi-periódico.

A figura 4.15(b) mostra os resultados para LTE usando r = 100. Vemos que a região
branca diminui quando comparada com a figura 4.15(a). Por outro lado, os resultados
para NDTR são aproximadamente os mesmos daqueles obtidos na figura 4.15(e). Para
r = 200 e como mostrado na figura 4.15(c) para a análise da LTE, conclúımos que é
posśıvel atravessar a região com stickiness (as regiões brancas desapareceram), com isso
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Figura 4.16: Grade com diferentes condições iniciais (φ0, e0) mostrando como cores o
logaritmo do tempo de escape (LTE) para: (a) r = 400; (b) r = 600; (c) r = 700. Número
de diferentes tempos de retorno (NDTR) para: (d) r = 400; (e) r = 600; (f) r = 700. As
janelas de escape são situadas em e1 < 117 e e1 > 127. A função F0 foi usada para obter
os resultados.

a energia das part́ıculas deve crescer. Olhando a figura 4.15(f), o NDTR confirma que a
região sticky se torna menor e então as ilhas começam a desaparecer. Consequentemente
as órbitas atingem uma maior energia máxima e ∼= 120, como mostrado na figura
4.16(a) para r = 400. Novamente é posśıvel observar as regiões brancas no LTE e
consequentemente stickiness destacados na NDTR (ver figura 4.16(d)). Para valores
mais altos de r, digamos r = 600, de novo as regiões brancas se tornam menores no
LTE (ver figura 4.16(b)), mas para r = 700 (figura 4.16(c)) tais regiões desaparecem e
a energia cresce. Tal fenômeno acontece para valores maiores de r e podemos concluir
que os degraus de energia, como mostrados na figura 4.14(c) para emin aparecem por
causa de extensas regiões de stickiness.

53
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Figura 4.17: Gráfico de emin vs Nc para q = 2, q = 25, q = 50 e q = 100. Um ajuste
em lei de potência nos fornece a inclinação 2/3; (b) Gráfico de emin vs q com inclinação
0, 65557(7); (c) Colapso das curvas mostradas no item (a) em um único e universal gráfico
depois da transformação emin → emin/a

0,65557.

De acordo com a definição da função f4 (ver equação Eq. 4.17) para q = 1 a
função f0(φ) é recuperada. Aumentando q, o número de picos e vales também aumenta
para φ ∈ [0, 2π]. A figura 4.9(d) confirma esta suposição para q = 2. Claramente um
aumento em q produz um aumento do número de oscilações no fundo do poço do sistema
com isto elevando a posição da curva invariante spanning. A figura 4.17(a) mostra um
gráfico de emin vs Nc para quatro diferentes valores de q. Como podemos ver, depois de
um ajuste em lei de potência a inclinação obtida para cada curva é aproximadamente
igual a 2/3. A figura 4.17(b) mostra um gráfico de emin vs q, e a inclinação obtida
foi α = 0, 65557(7). Usando tais resultados e reescalando apropriadamente os eixos da
figura 4.17(a) (emin → emin/a

0,65557) mostramos que a posição do mı́nimo da curva
invariante spanning é invariante de escala em relação a q.
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4.8 Conclusões

Estudamos a dinâmica de um conjunto de part́ıculas clássicas confinadas em uma caixa
com potenciais infinitos na borda e que contêm poços de potencial com diferentes
funções perturbadoras. Um dos resultados mais interessantes foi mostrar que os ex-
poentes de escala são independentes da função perturbadora que é proposta como
perturbação para o fundo do poço de potencial. É importante dizer que os expoentes
descrevem o comportamento caracteŕıstico de um conjunto de part́ıculas no espaço de
fases e é controlado pela posição da primeira curva invariante spanning. Os expoentes
αi (i = 1, 2, 3) são obtidos analisando a saturação do desvio da energia média em
função dos parâmetros de controle. O expoente β foi encontrado e seu valor é próximo
de 1/2 para todas as funções fj (j = 0, ..., 4). Os expoentes zi (i = 1, 2, 3) foram obti-
dos analisando o crossover nx como função dos parâmetros de controle. Discutimos o
comportamento da energia da part́ıcula como função do parâmetro r, o qual tem um
comportamento diferente, mostrando faixas com valores de energia constante quando
variamos o valor do parâmetro. Foi observado que uma região com bastante sticki-

ness evita a difusão da part́ıcula ao longo do mar caótico, com isto aprisionando as
part́ıculas por tempos suficientemente longos. Em relação a função f4, mostramos que
a posição do mı́nimo da curva invariante spanning é invariante de escala com relação ao
parâmetro q. Os resultados mostrados nesta última parte da seção foram publicados
na revista Physics Letters A em 2013 (34).
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Capı́tulo5
Bilhar ovóide girante

5.1 Resumo

Algumas propriedades dinâmicas para um bilhar ovóide com fronteiras girantes são
estudadas neste caṕıtulo. Duas situações são posśıveis: curvatura (i) positiva ou (ii)
negativa. Para o caso (i), vemos que o fenômeno de aceleração de Fermi (crescimento
ilimitado de energia) não é observado, o que aparentemente é uma contradição da
conjectura proposta por Loskutov-Ryabov-Akinshin (86). Para o caso (ii) mostramos
que a velocidade média para um conjunto de part́ıculas não interagentes cresce com uma
lei de potência com expoente 0, 1763. Mostramos também que há uma analogia entre o
bilhar girante e bilhares magnéticos ao analisarmos as curvas de Larmor formadas. Os
resultados mostrados neste caṕıtulo foram publicados na Communications in Nonlinear

Science & Numerical Simulation (35).

5.2 Motivação

Uma extensão natural de sistemas unidimensionais são os bilhares bidimensionais. Em
tais sistemas temos part́ıculas não interagentes confinadas dentro de uma região fechada
e experimentando colisões com a fronteira (85). Basicamente estes podem ser classi-
ficados em três diferentes classes, (i) integrável, (ii) ergódico e (iii) mista. Uma das
principais questões sobre tais sistemas é a presença ou não de aceleração de Fermi.
Neste sentido a conjectura proposta por Loskutov, Ryabov e Akinshin (LRA) (86) ba-
sicamente diz que se um sistema com fronteiras estáticas tem componentes caóticas no
espaço de fases, então uma perturbação temporal na fronteira seria condição suficiente
para produzir o crescimento ilimitado de energia. Tal conjectura foi confirmada em
diversos bilhares, por exemplo, oval (87), estádio (88), gaz de Lorentz (89) e muitos
outros. Recentemente foi mostrado que mesmo para bilhares eĺıpticos (90, 91), cuja
integrabilidade vem da conservação do momento angular em relação aos dois focos,
depois de introduzir dependência temporal na fronteira, o crescimento ilimitado de en-
ergia é observado (90, 92). Simulações mostraram que condições iniciais escolhidas ao
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longo da curva separatriz do bilhar com fronteiras estáticas levavam a part́ıcula à exibir
aceleração de Fermi (fenômeno que leva a um crescimento ilimitado de energia). Então
a conjectura LRA pode ser estendida para a existência de uma órbita heterocĺınica no
espaço de fases ao invés da existência de um conjunto com dinâmica caótica. O mecan-
ismo que gera aceleração de Fermi neste caso são os sucessivos cruzamentos de uma
part́ıcula pela vizinhança da curva separatriz no caso estático, ao qual sob perturbação
temporal da fronteira se torna uma camada estocástica. Tais cruzamentos mudam a
dinâmica da part́ıcula de rotação para libração (ou ao contrário) e causa uma flutuação
da energia cinética da part́ıcula. Tais flutuações aumentam com o tempo e levam a
uma difusão anômala e consequentemente aceleração de Fermi (90, 92). Neste caṕıtulo
estudaremos o sistema com uma perturbação do tipo giro, ou seja, a fronteira do bilhar
gira com velocidade angular constante.

5.3 O modelo e o mapa

Discutiremos os passos para construir as equações do mapeamento que descrevem a
dinâmica do sistema. O modelo consiste de uma part́ıcula clássica confinada dentro
de um bilhar ovóide dependente periodicamente do tempo e que experimenta colisões
elásticas com a fronteira. A dinâmica do sistema é descrita em termos de um ma-
peamento não-linear e quadridimensional T (θn, αn, | −→V n |, tn) = (θn+1, αn+1, | −→V n+1 |
, tn+1) onde as variáveis denotam: (θ) a posição angular da part́ıcula; (α) o ângulo que
a trajetória da part́ıcula forma com a linha tangente na posição da colisão; (| −→V n+1 |) a
velocidade absoluta da part́ıcula e; (t) o instante de colisão com a fronteira. Na figura
5.1 temos um esboço da fronteira oval e dos ângulos envolvidos na descrição do mapa.
A forma da fronteira em coordenadas polares pode ser escrita como

Figura 5.1: Esquema ilustrativo da fronteira e dos ângulos envolvidos na descrição do
mapa. Nesta figura temos que p = 2 e ǫ > ǫc = 0, 2.

Rb(θ, p, ǫ, t) = 1 + ǫ cos[pθ
′(t)] , (5.1)

onde ǫ ∈ [0, 1) é um parâmetro que controla a deformação da fronteira, p é um número
inteiro e θ′(t) = θ + Ωt, onde Ω define a frequência de giro e t é o instante de colisão.
A dependência temporal no sistema é introduzida ao fazermos a transformação em θ,
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que produz a rotação, por isso, se Ω = 0 a fronteira é estática e os resultados para o
caso estático podem ser recuperados (93). Para Ω �= 0 a fronteira gira com velocidade
angular Ω. As componentes cartesianas da fronteira na posição (θn, tn) são dadas por

X(θn, tn) = [1 + ǫ cos[pθ′(t)]] cos(θn) , (5.2)

Y (θn, tn) = [1 + ǫ cos[pθ′(t)]] sin(θn) . (5.3)

Começando com uma condição inicial (θn, αn, |Vn|, tn), o ângulo entre a reta tan-
gente na fronteira e o eixo horizontal no ponto X(θn) e Y (θn) é dado por φn =
arctan[Y ′(θn)/X

′(θn)], onde X
′ = dX/dθ e Y ′ = dY/dθ. Como não existem forças

atuando na part́ıcula durante o voo, a trajetória entre os choques é retiĺınea. Para
t > tn a posição da part́ıcula como função do tempo é dada por

Xp(t) = X(θn, tn) + |−→V n| cos(αn + φn)(t− tn) , (5.4)

Yp(t) = Y (θn, tn) + |−→V n| sin(αn + φn)(t− tn) . (5.5)

Uma vez que a posição da part́ıcula em função do tempo é conhecida, sua distância
medida em relação à origem do sistema de coordenadas é dada por Rp(θp, tn) =
�

X2p (t) + Y
2

p (t) e θp = arctan[Yp(t)/Xp(t)]. A posição angular na próxima colisão

da part́ıcula com a fronteira, isto é θn+1, é numericamente obtida resolvendo a seguinte
equação Rb(θ, t) = Rp(θ, t). O tempo é obtido por

tn+1 = tn +

√
ΔX2 +ΔY 2

|−→V n|
, (5.6)

onde ΔX = X(θn+1)−X(θn) e ΔY = Y (θn+1)− Y (θn). Para obter a nova velocidade
nós devemos observar que o referencial da fronteira está se movendo. Então, no instante
de colisão, a seguinte condição deve ser satisfeita

−→
V

′

n+1 ·
−→
T n+1 =

−→
V

′

n · −→T n+1 , (5.7)
−→
V

′

n+1 ·
−→
N n+1 = −−→

V
′

n · −→N n+1, (5.8)

onde
−→
T e

−→
N são os vetores unitários tangente e normal e

−→
V

′

indica a velocidade da
part́ıcula medida no referencial móvel. As velocidades das componentes da part́ıcula
são dadas por

−→
V n+1 · −→T n+1 = |−→V n|[cos(αn + φn) cos(φn+1)] +

+ |−→V n|[sin(αn + φn) sin(φn+1)] , (5.9)
−→
V n+1 · −→N n+1 = −|−→V n|[sin(αn + φn) cos(φn+1)] +

+ |−→V n|[cos(αn + φn) sin(φn+1)] +

+ 2
−→
V b(tn+1) ·

−→
N n+1 , (5.10)

onde
−→
V b(tn+1) é a velocidade da fronteira e

−→
V b(tn+1) ·

−→
N n+1 é escrito como

−→
V b(tn+1) ·

−→
N n+1 = −ǫpΩ sin[pθ′(tn+1)]×

×[− cos(θn+1) sin(φn+1) + sin(θn+1) cos(φn+1)] . (5.11)
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Figura 5.2: Gráfico mostrando: (a) α × θ para Ω = 0; (b) α × θ para Ω = 1 e; (c)
α× (θ+Ωt)(mod 2π). Os parâmetros usados foram ǫ = 0, 1 e a condição inicial foi V0 = 3,
θ0 = π, t0 = 0 e α0 = π/2− 0, 1. A órbita foi evolúıda até 2× 105 colisões com a fronteira.

Portanto, a velocidade da part́ıcula na colisão (n+ 1) é dada por

|−→V n+1| =
�

(
−→
V n+1 · −→T n+1)2 + (

−→
V n+1 · −→N n+1)2 . (5.12)

Finalmente, αn+1 é obtido por

αn+1 = arctan

�−→
V n+1 · −→N n+1
−→
V n+1 · −→T n+1

�

. (5.13)

5.4 Resultados numéricos

Sabe-se que para valores fixos de p e ǫ existe um parâmetro cŕıtico onde a curvatura
da fronteira muda de positiva para neutra e então localmente negativa (93). Tal valor
é dado por

ǫc =
1

1 + p2
, p ≥ 1 . (5.14)

Se ǫ < ǫc, o espaço de fases para o caso estático é misto, contendo ilhas periódicas,
mares de caos e curvas invariantes do tipo spanning. Se ǫ > ǫc as curvas invariantes são
destrúıdas, isto ocorre pois algumas regiões da fronteira tem curvatura não convexa.
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Figura 5.4: Gráfico de V vs. θ′ para dife-
rentes valores de V0 e considerando ǫ = 0, 1,
Ω = 1, α0 = π/2 − 0, 1 e θ0 = 0, 16. Cada
órbita foi iterada 104 vezes.

Para todas as simulações consideraremos p = 2, o que nos leva a concluir que ǫc = 0, 2.
Dividiremos os resultados em dois casos: (i) ǫ < ǫc e (ii) ǫ > ǫc. Para o caso (i),
mostraremos que o fenômeno de aceleração de Fermi não é observado para a combinação
de parâmetros de controle e condições iniciais escolhidas. Para o caso (ii), o crescimento
ilimitado de energia é observado, como previsto pela conjectura LRA.

5.4.1 Caso (i): ǫ < ǫc

A figura 5.2 mostra o comportamento de uma órbita iterada n = 2× 105 vezes, onde a
condição inicial usada foi θ0 = π, α0 = π/2−0, 1, V0 = 3, t0 = 0 e em (a) Ω = 0. Vemos
um mar caótico e curvas invariantes do tipo spanning, além de diversas ilhas periódicas.
Destacamos com ćırculos vermelhos uma órbita de peŕıodo dois. A figura 5.2(b) mostra
a órbita considerando Ω = 1. Como podemos ver as estruturas presentes na figura
5.2(a) não são mais observadas, entretanto, aplicando a transformação θ′ → θ+Ωt uma
estrutura similar ao item (a) é vista, como mostrado na figura 5.2(c). Tal transformação
foi proposta pois para cada ponto (X,Y ) faremos uma rotação no sentido contrário do
giro, desta forma a fronteira fica estática e a part́ıcula se move com arcos que serão
descritos a seguir. A posição e forma das ilhas periódicas muda e depende da velocidade
inicial adotada. Se a velocidade da part́ıcula é maior do que a velocidade da fronteira,
a part́ıcula experimenta diversas colisões em um pequeno intervalo de tempo, e no
limite de V → ∞ o espaço de fases para o caso estático é recuperado. O ângulo α∗

para o ponto fixo eĺıptico de peŕıodo dois (que é representado pelos ćırculos vermelhos
das figuras 5.2(a) e 5.2(c)) em função de V0 é mostrado na figura 5.3, onde no limite
V0 → ∞ temos que α → π/2. A figura 5.4 mostra o comportamento de V × θ′ para
ǫ = 0, 1, α0 = π/2 − 0, 1 e θ0 = 0, 16 e considerando diferentes valores de V0 iterados
até 104 vezes. É importante notar que para diferentes valores de V0, as estruturas
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Figura 5.5: Gráfico de uma órbita usando
V0 = 3, θ0 = π/2 e t0 = 0 para: (a) Ω = 0
e α0 = π/2 (ponto fixo de peŕıodo dois);
(b) Ω = 1 e α0 = 1, 28312 (outro exem-
plo de trajetória em um ponto fixo); (c) O
mesmo mostrado no item (b) considerando
a reescala θ → θ + Ωt; (d) Um exemplo
de saltos curtos ao longo da fronteira para
Ω = 1 e α0 = 2, 9 (correspondendo a uma
órbita rotator).
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Figura 5.6: (a) Gráfico de RL em função
de V0. Depois de um ajuste em lei de
potência o expoente obtido foi 0, 996(1);
(b) RL vs. Ω e o expoente obtido foi
−0, 995(2).

observadas no plano V × θ′ são similares (ver figura 5.4). A evolução da dinâmica leva
a velocidade da part́ıcula a variar dentro de um certo limite, produzindo estruturas
que aparentemente não são conectadas umas às outras. Portanto, uma órbita em tal
região nunca escapa desta região, consequentemente levando a um crescimento finito
de energia.
A figura 5.5(a) mostra uma trajetória para V0 = 3, α0 = θ0 = π/2 e Ω = 0. Para

tal caso, a part́ıcula apenas colide em uma região diametral do bilhar. Considerando
o caso de Ω = 1 e V0 = 3, para atingir a mesma posição, o valor de α0 deve mudar
porque a geometria está rodando [ver figura 5.5(b)]. Entretanto, considerando a mesma
transformação feita antes para θ, isto é, θ′ → θ+Ωt, isto pode ser interpretado como se
a fronteira ficasse na mesma posição e a part́ıcula se movesse com trajetórias fazendo
arcos, como mostrado na figura 5.5(c). Tais trajetórias são chamadas ćırculos de Larmor
(94, 95). Para uma part́ıcula clássica de massa m e carga q movendo com velocidade
constante v em uma região plana, se um campo magnético constante e uniforme B é
direcionado perpendicularmente ao plano de movimento, as trajetórias consistem de
uma série de arcos circulares com raio de Larmor que é definido como

RL = mv/(qB), (5.15)

onde R é proporcional à velocidade v e inversamente proporcional ao campo magnético
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Figura 5.7: Diagrama de α × θ onde as cores representam as mı́nimas (a,c) e máximas
(b,d) velocidades ao longo da órbita. O tempo inicial foi t0 = e: (a,c) V0 = 5 e (b,d)
V0 = 20.

B. A figura 5.5(c) mostra um exemplo de tal órbita diametral e fechada. Seguindo a
Ref. (94), conclúımos que RL = a/[2 cos(α

∗)], onde a é a distância entre dois pontos da
colisão com a fronteira. Para ǫ = 0, 1 e após diversas simulações, obtemos a ∼= 1, 8. A
figura 5.6(a) mostra o comportamento de RL em função de V0, e após um ajuste em lei
de potência obtivemos um expoente 0, 996(1) ∼= 1, portanto RL ∝ V0. Por outro lado,
variando Ω ∈ [10−3, 1] obtemos que RL ∝ Ω−1 como mostrado na figura 5.6(b). Já na
figura 5.5(d) mostramos uma órbita rotator1, que é um regime de curtos saltos ao longo
da fronteira (94). Conclúımos que RL ∝ V0/Ω e comparando com a Eq. (5.15), temos
que a velocidade v faz o papel da velocidade V0 do nosso bilhar e o campo magnético B
tem como equivalente o Ω. Portanto, a dependência temporal do tipo giro de alguma
forma faz com que a part́ıcula se mova como se estivesse experimentando o efeito de
um campo magnético constante.

Para checar a influência dos correspondentes valores mı́nimos e máximos da veloci-
dade ao longo da órbita em função da condição inicial, a figura 5.7 mostra um gráfico
das condições iniciais α×θ onde as cores caracterizam os limites alcançados por V . Para

1Uma trajetória rotator é localizada próxima da borda da fronteira e passa por todos os valores de

θ.
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5. BILHAR OVÓIDE GIRANTE

0 1 2 3 4 5 6
θ

0

1

2

3

α

0 1 2 3 4 5 6
θ’

0

1

2

3

α

(a)

(b)

Figura 5.8: Gráfico de: (a) α × θ para
Ω = 0 e; (b) α × θ′ para Ω = 1. Os
parâmetros usados foram ǫ = 0, 3 para a
condição inicial α0 = π/2 − 0, 1, θ0 = π,
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Figura 5.9: Gráfico de V̄ em função de n
usando 300 diferentes condições iniciais es-
colhidas aleatoriamente (t0 ∈ (0, 2π], θ0 ∈
(0, 2π] e α0 ∈ (0, π]) para cada V0. As
órbitas foram iteradas 108 vezes.

as figuras 5.7(a,c) as cores mostram a velocidade mı́nima ao longo da série variando
entre 3 e no máximo 5, 5 para uma velocidade inicial de V0 = 5 enquanto as figuras
5.7(b,d) correspondem as velocidades máximas até um máximo de n = 106 colisões
com a fronteira. Como podemos ver na figura 5.7, as velocidades são maiores para
α aproximadamente menor do que π/2, nestes casos temos que a velocidade de giro
da part́ıcula coincide com o sentido de giro da fronteira. As velocidades menores se
encontram normalmente em α > 2, que seria o sentido oposto ao de giro da fronteira.

5.4.2 Caso (ii): ǫ > ǫc

Consideraremos o caso em que ǫ = 0, 3 > ǫc. Para este valor de ǫ existem duas regiões
de curvaturas não positivas (para o caso estático), uma próxima de θ = π/2 e outra
em θ = 3π/2. A figura 5.8(a) mostra o esboço de uma órbita para o caso independente
do tempo onde Ω = 0 e considerando a condição inicial α0 = π/2 − 0, 1, θ0 = π,
t0 = 0 e V0 = 3. Para tal caso, podemos ver que as curvas invariantes do tipo spanning

são destrúıdas, porém ilhas periódicas e um extenso mar caótico ainda são observados.
A figura 5.8(b) também mostra uma órbita porém agora considerando Ω = 1, onde
utilizamos a transformação θ′ = θ + Ωt. Vemos que os espaços de fases são parecidos,
porém a forma das ilhas de peŕıodo 2 são alteradas na medida em que variamos o valor
de Ω.

Estudaremos o comportamento da velocidade média em função do número de co-
lisões com a fronteira para um conjunto de condições iniciais. Fixaremos a condição
inicial V0 enquanto os outros observáveis, θ0 ∈ (0, 2π], α0 ∈ (0, π] e t0 ∈ (0, 2π] são
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0 ).

escolhidos aleatoriamente. Avaliaremos a velocidade média sobre a órbita para uma
condição inicial, que é definida como Vi =

1
n+1

�n
j=0 Vi,j , onde o ı́ndice i corresponde

a uma amostra de um conjunto de condições iniciais e a velocidade média sobre o
conjunto é escrita como V = 1

M

�M
i=1 Vi , onde M = 300 simboliza o número de dife-

rentes condições iniciais. A figura 5.9 mostra o comportamento da velocidade média
em função de n para nove diferentes velocidades iniciais. Para n pequeno podemos
ver que as curvas permanecem constantes, e depois de um crossover nx todas iniciam
um crescimento com expoente β = 0, 1763(4) ∼= 1/6. O valor numérico encontrado
é aproximadamente o mesmo valor que fora encontrado em bilhares com perturbação
temporal do tipo breathing1 (96, 97). A figura 5.10(a) mostra nx vs V0 e após um ajuste
em lei de potência o expoente obtido foi z = 4, 96(4). Considerando a velocidade do
platô inicial em função de V0, encontramos um expoente α = 0, 941(9) (figura 5.10(b)).
Usando estes resultados, podemos colapsar todas as curvas mostradas na figura 5.9
fazendo uma transformação V → V /V 0,9410 e n → n/V 4,960 , como feito na figura 5.11.
O regime de crescimento da velocidade é uma confirmação de que a aceleração de Fermi
está agindo nas part́ıculas, onde este é um caso diferente do ǫ < ǫc, em que não vemos
um aparente crescimento ilimitado de energia.

1Uma tradução para bilhares do tipo breathing seria bilhares que “respiram” ou que pulsam.
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5.5 Conclusões

Estudamos algumas propriedades dinâmicas de um bilhar oval com perturbação tem-
poral do tipo giro. Mostramos que o modelo é descrito em termos de um mapeamento
não-linear e quadridimensional. Para o caso onde a curvatura da fronteira é estrita-
mente positiva (ǫ < ǫc) mostramos que o sistema não apresenta aceleração de Fermi e
isso é aparentemente uma contradição da conjectura LRA para bilhares bidimensionais.
Mostramos que a posição angular pode ser reescalada e as part́ıculas se movem através
de ćırculos de Larmor, com isso, temos uma conexão com bilhares magnéticos. Para
o caso onde a fronteira tem curvatura negativa (ǫ > ǫc), mostramos que o fenômeno
de crescimento ilimitado de energia é observado e a velocidade média é invariante de
escala em relação a velocidade inicial. Os resultados apresentados neste caṕıtulo foram
publicados na Communications in Nonlinear Science & Numerical Simulation (35).
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Nesta tese estudamos algumas propriedades dinâmicas e de escape de part́ıculas clássicas
não interagentes considerando diferentes sistemas. Vimos alguns exemplos de invariância
de escala que ocorrem, por exemplo, na energia média ou desvio da energia média; no
histograma do número de part́ıculas que atingem certa altura h no espaço de fases; na
probabilidade de sobrevivência; no coeficiente de difusão. Invariâncias de escala são
importantes pois mostram que após reescalas apropriadas, alguns observáveis médios
no espaço de fases têm comportamentos universais. Detalhamos a forma de obter os
mapeamentos, e pudemos observar que os sistemas descritos aqui, em sua maioria,
apresentam uma estrutura mista no espaço de fases, contendo ilhas periódicas, caos
e curvas invariantes do tipo spanning. Expoentes de Lyapunov foram utilizados para
caracterizar os sistemas.

No caṕıtulo 2 estudamos um guia de ondas senoidalmente corrugado, onde tal mo-
delo considera as trajetórias de um raio de luz que sofre reflexões entre um espelho
plano e outro liso. Obtivemos resultados tanto para a versão completa quanto simplifi-
cada do mapeamento. Como mencionado, a versão simplificada do modelo não nos traz
informações sobre reflexões múltiplas com a fronteira corrugada, porém facilita nossas
análises anaĺıticas. É interessante salientar que neste problema damos uma motivação
f́ısica para o escape de part́ıculas, onde utilizando as equações de Fresnel conseguimos
mostrar em quais situações temos o escape do raio de luz ao considerar meios materi-
ais com diferentes ı́ndices de refração. Os resultados apresentados nesta seção foram
recentemente publicados no Journal of Physics A, Mathematical and Theoretical (28),
Physics Letters A (29) e Communications in Nonlinear Science & Numerical Simulation

(30).

O caṕıtulo 3 mostrou uma famı́lia de mapas Hamiltonianos bidimensionais que
recupera diversos modelos. Após uma conexão com o mapa padrão, obtivemos analiti-
camente os expoentes de escala. Coeficientes de difusão foram obtidos considerando
histogramas de frequência para o número de part́ıculas que atingem uma certa altura
no espaço de fases. Também mostramos que os coeficientes de difusão são invariantes
de escala após reescalas apropriadas. Os resultados deste caṕıtulo foram publicados,
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conforme mostrado na Ref. (31).
O caṕıtulo 4 mostrou part́ıculas confinadas em uma caixa com potenciais infinitos

nas bordas e contendo em seu interior um poço de potencial dependente periodicamente
do tempo. Tal modelo mostra a dinâmica de um conjunto de part́ıculas clássicas que
sofre a influência de diferentes potenciais. Dependendo da região que a part́ıcula se
encontra e a fase do potencial móvel, é posśıvel haver ganhos ou perdas de energia
cinética. Os resultados foram publicados em (32, 33, 34). Aqui mostramos as expressões
dos pontos fixos eĺıpticos e hiperbólicos de peŕıodo um. Mostramos pela primeira vez
na literatura que o histograma do número de part́ıculas que escapam em uma dada
iterada n é invariante de escala (após reescalas apropriadas) ao considerarmos a posição
do buraco proporcional à posição da primeira curva invariante spanning.
Já o caṕıtulo 5 apresentou um bilhar ovóide com dependência temporal introduzida

através de giro. Para certas condições observamos que este não apresenta um cresci-
mento ilimitado de energia (aceleração de Fermi), desta forma sendo um posśıvel contra-
exemplo da conjectura LRA. Neste bilhar as part́ıculas se movem através de ćırculos
de Larmor, com isso, temos uma conexão com bilhares magnéticos. Para o caso em que
temos curvatura negativa (ǫ < ǫc), mostramos que o fenômeno de crescimento ilimitado
de energia é observado e a velocidade média das part́ıculas é invariante de escala em
relação a velocidade inicial. Os resultados do bilhar ovóide girante foram publicados
recentemente (35).
Esta tese foi um resumo de 8 artigos que foram publicados em revistas interna-

cionais. Todos os resultados que foram apresentados nesta tese são novos, originais e
deverão contribuir para o avanço do conhecimento na área de sistemas dinâmicos.

68



Capı́tulo7
Perspectivas futuras

Durante o tempo de doutoramento, tive a oportunidade de aprimorar os meus conhe-
cimentos em sistemas dinâmicos, caos, bilhares, entre outros. Pude submeter para
publicação alguns artigos, adiantar outros e além de contar com alguns aceitos para
publicação ou até mesmo publicados. Além dos oito artigos citados nesta tese, cujas
referências são (28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35), outro trabalho também foi publicado em
2012, desta vez na International Journal of Bifurcation and Chaos in Applied Sciences

and Engineering (11).

Os trabalhos abaixo foram submetidos para publicação:
• ’Phase space properties and chaotic transport for a particle moving in a time de-

pendent step potential well’, submetido para publicação na Applied Mathematics and

Computation (98);
• ’Circular, elliptic and oval billiards in a gravitational field’, submetido para publicação
na Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation (99);
• ’Statistical properties for a dissipative model of relativistic particles in a wave packet:

a parameter space investigation’, submetido para publicação na Applied Mathematics

and Computation (100);
• ’Transport and dynamical properties for a bouncing ball model with regular and

stochastic perturbations’, submetido para publicação na Physical Review E (101);

No meu terceiro ano de doutorado realizei um estágio em pesquisa com bolsa BEPE
da FAPESP (processo no 2012/18962-0). Fiquei por um peŕıodo de 6 meses no grupo
do prof. Carl Dettmann em Bristol (Reino Unido). Tal visita rendeu alguns trabalhos
que estão em processo de finalização, publicados ou submetidos.

Após a visita à Inglaterra, finalizei alguns artigos, dediquei-me à escrita da tese e
preparação para à defesa.

Gostaria de deixar aqui meus agradecimentos ao co-orientador Prof. Dr. Iberê L.
Caldas pelas discussões, por toda a contribuição dada ao longo do projeto de doutorado
e por toda a paciência. Como citado nas referências, nossa parceria rendeu 2 artigos,
sendo 1 deles submetido (98) e outro publicado(34), além de outros trabalhos que estão

69



7. PERSPECTIVAS FUTURAS

em processo de finalização.
Pretendo iniciar um Pós-Doutorado no ińıcio de 2014, onde continuarei com os meus

estudos em sistemas dinâmicos e bilhares. O novo projeto de pesquisa deverá contar
com a colaboração de diferentes grupos de pesquisa cujos pesquisadores responsáveis
são: (i) Prof. Iberê L. Caldas (USP / São Paulo); (ii) Prof. Leonid Bunimovich (Georgia

Institute of Technology / USA); (iii) Prof. Eduardo Altmann (Max-Planck-Institute /
Dresden); (iv) Prof. Dettmann (University of Bristol / Inglaterra); (v) Prof. Edson
Denis Leonel (UNESP - Rio Claro/SP); (vi) Prof. Jose Antonio Mendez-Bermudez
(Universidad Autonoma de Puebla / México).
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no eixo horizontal (n → n/δ−0,963) e vertical (H → H/δ0,953) todas as
curvas mostradas em (a) colapsam em uma única curva universal. . . . . 16

71



LISTA DE FIGURAS
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trole δ = 10−3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.15 Expoente de Lyapunov positivo como função do parâmetro de controle δ. 21
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até 2× 105 colisões com a fronteira. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.3 Gráfico da coordenada angular do ponto fixo de peŕıodo dois para dife-
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5.5 Gráfico de uma órbita usando V0 = 3, θ0 = π/2 e t0 = 0 para: (a) Ω = 0
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órbita rotator). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

74



LISTA DE FIGURAS
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usados foram ǫ = 0, 3 para a condição inicial α0 = π/2 − 0, 1, θ0 = π,
t0 = 0 e V0 = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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