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Resumo

Investigaremos algumas propriedades dinamicas e de transporte para um conjunto
de particulas classicas nao interagentes em diversos sistemas fisicos. Os sistemas des-
critos aqui, em sua maioria, apresentam estrutura mista no espaco de fase no sentido
de que curvas invariantes do tipo spanning, mares de caos e ilhas periddicas estao pre-
sentes. A descricao de cada sistema sera feita utilizando mapeamentos discretos nao
lineares. Detalharemos a forma de obter os mapeamentos assim como discutiremos
algumas de suas propriedades dinamicas. Expoentes de Lyapunov serao utilizados para
caracterizar a regiao de caos nos sistemas. Hipdteses de escala sao usadas para provar
que certos observaveis, por exemplo a energia média ao longo de mares de caos, sao
invariantes de escala. Consideraremos também que quando uma particula, ou de forma
equivalente um conjunto delas atinge uma determinada altura no espacgo de fases, ela
pode escapar. Ao estudar o escape de particulas, vemos que o histograma do ntmero
de particulas que atingem uma certa altura (ou energia) h no espago de fases em uma
dada iterada n, ao qual observamos ser invariante de escala, cresce rapidamente até
atingir um maximo e entao tende a zero para n grande. Quando a altura h varia pro-
porcionalmente a posicao da primeira curva invariante spanning, podemos confirmar
uma invariancia de escala do histograma de frequéncias. O mesmo ocorre para a pro-
babilidade de sobrevivéncia da particula a dinamica. Neste contexto, abordaremos os
seguintes problemas: (1) Um guia de ondas senoidalmente corrugado; (2) Uma familia
de mapas Hamiltonianos bidimensionais que recupera diversos modelos; (3) Particulas
confinadas em uma caixa com potenciais infinitos nas bordas e contendo em seu in-
terior um poco de potencial dependente periodicamente do tempo; (4) Analisaremos
um bilhar ovéide com dependéncia temporal introduzida através de giro, onde para
certas condigoes observamos que este nao apresenta um aparente crescimento ilimitado
de energia (aceleragao de Fermi), desta forma sendo um possivel contra-exemplo da
conjectura LRA. Esta tese é um resumo de 8 artigos que foram publicados em revistas
internacionais.

Palavras-chave: caos, sistemas dinamicos, bilhares, propriedades de escape, Ace-
leragao de Fermi
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ABSTRACT

Abstract

We investigate some dynamical and transport properties for a set of non-interacting
classical particles. The systems here described, for the most part, present mixed struc-
ture in the phase space in the sense that invariant spanning curves, chaotic seas and
periodic islands are present. The dynamics of each model is described by using non-
linear mappings. We show all the details to construct the mappings and discuss some
of their dynamical properties including fixed points stability among others. Lyapunov
exponents will be obtained to characterize the chaotic dynamics observed in the phase
space. Moreover some scaling hypotheses are used to prove that certain observables,
including the average energy, are scaling invariant. We consider also that when a parti-
cle or an ensemble of them reach a certain portion of the phase space, they can escape.
When studying the escape, we see that the histogram for the number of particles that
reach certain height (or energy) h in the phase space for the iteration n, for which we
observe to be scaling invariant, grows quickly until reaching a maximum and then goes
towards zero for large enough n. When changing the height h proportionally to the
position of the first invariant spanning curve, we can confirm the scaling invariance.
The same happens for the survival probability for a particle in the chaotic dynam-
ics. In this way, we will discuss the following problems: (1) A corrugated waveguide;
(2) A family of two-dimensional Hamiltonian mappings which can reproduce different
scaling exponents; (3) Particles confined to bounce in the interior of a time-dependent
potential well; (4) We will analyse a rotating oval billiard, where for certain conditions
we observed that this system does not present the unbounded energy growth (Fermi
acceleration), in this way it is a possible counterexample of the LRA conjecture. This
thesis is as summary of eight papers already published.

Keywords: chaos, dynamical systems, billiards, escape properties, Fermi acceleration

v



Sumario

1 Introducao 1
1.1 Proposta e organizacao da tese . . . . . . .. .. ... ... 3
2 Guia de ondas periodicamente corrugado 7
2.1 Resumo . . . . . . . e 7
2.2 Motivacao . . . . . ..o e 8
2.3 O modelo e o mapeamento . . . . . . .. ... Lo 8
2.4 Resultados numéricos . . . . . . . .. .. 10
2.5 Escapenoguiadeondas . . . . . .. ... oL 13
2.6 Resultados numéricos - Versao simplificada do mapeamento . . . . . . . 20
2.7 Conclusdes . . . . . . . e 23

3 Invariancia de escala do coeficiente de difusao em uma familia de
mapeamentos Hamiltonianos bidimensionais 25
3.1 Resumo . . . . . . . 25
3.2 Motivacao . . . . . ..o e 25
3.3 Coeficiente de difusao . . . . . . . . . ... o 27
3.4 Propriedades de transporte e resultados . . . . . ... ... .. 29
3.5 Conclusdes . . . . . . . e 33
4 Poco de potencial dependente periodicamente do tempo 35
4.1 Resumo . . . . . . .. e e 35
4.2 Motivagao . . . . . . .. 35
43 Omodeloeomapa . . . . . . . . . . 36
4.4 Espaco de fase e pontos fixos . . . ... ..o 39
4.5 Resultados - Propriedades de transporte através do mar cadtico . . . . . 41
4.6 ConclusOes parciais . . . . . . . . . .. 45
4.7 Poco de potencial com diferentes perturbacgoes temporais . . . . . . . . . 45
4.7.1 Desvio da energia média ao longo do mar cadtico . . . . . . . .. 49
4.7.2 Localizagao da curva invariante spanning . . . . . . .. ... .. 51



SUMARIO

4.7.3 Comportamento da energia como fungao do parametro r
4.7.4 Resultados para a fungao fy(¢)
4.8 Conclusdées . . . . . . .

5 Bilhar ovéide girante

5.1 Resumo . . . . . ..o
5.2 Motivagdo . . . . . ..o e
53 Omodeloeomapa. . . . .. .. ..

5.4 Resultados numéricos
5.4.1 Caso (i): € < e,
5.4.2  Caso (ii): € > €.

5.5 Conclusoes . . . . . . e

6 Conclusoes finais

7 Perspectivas futuras
Lista de Figuras

Lista de Tabelas

Bibliografia

vi

57
o7
o7
o8
60
61
64
66

67

69

71

7

79



o 1

Capitulo

Introducao

Um sistema é considerado cadtico quando possui sensibilidade as condigbes iniciais.
Isso implica que duas condicbes iniciais muito préximas divergem exponencialmente
uma da outra ao longo do tempo. Uma ferramenta comumente utilizada para verificar
a caoticidade de um sistema é o expoente de Lyapunov (1, 2, 3).

FEm sistemas Hamiltonianos bidimensionais os expoentes de Lyapunov aparecem
aos pares e com sinais contrarios. Enfatizamos que sempre consideraremos o expoente
positivo em nossas simulacoes quando existir. Se o maior expoente de Lyapunov é
nulo ou menor que zero, dizemos que a Orbita é regular ou quasi-periédica, porém se
um dos expoentes de Lyapunov é positivo, a érbita é dita ser cadtica. Ja em sistemas
dissipativos (que apresentam alguma forma de dissipagao, como por exemplo, arrasto
viscoso), a soma dos expoentes de Lyapunov é menor que zero.

Muitas vezes é possivel trabalharmos com mapeamentos, que sao sistemas dinamicos
discretizados no tempo. Para cada iteracao de um dado mapa o sistema passa de um
estado inicial X, para X, ;i através de uma transformacao 7', que pode ser escrita
como X,+1 = T(X,,), onde n representa a n-ésima iterada do mapeamento. Podemos
considerar como exemplo de mapa unidimensional o mapa Logistico (4), que é escrito na
forma X,, 11 = RX,,(1—X,,), onde R é o parametro de controle e X é a varidvel dindmica
do sistema. Este mapa é um exemplo de mapeamento unidimensional dissipativo, com
isso, para um dado conjunto de condigbes iniciais, o valor de X pode convergir a um
atrator ' que pode ser caético ou do tipo ponto fixo (5). Um ponto fixo de periodo 1
pode ser considerado como o ponto onde o valor da variavel é independente das iteradas,
ou seja, Xnp+1 = X, para qualquer valor de n.

Consideraremos uma o6rbita o conjunto Xg, X1, Xo, X3,..., X,, obtido apds m
iteradas de um mapeamento (6). J4 um espago de fases é o conjunto de diferentes
orbitas, com diferentes condigoes iniciais.

Dizemos que o espaco de fases é misto quando contém ilhas periédicas, mares
cadticos e curvas invariantes do tipo spanning que limitam ou separam diferentes regioes

! Atrator pode ser considerado um conjunto invariante para o qual érbitas préximas convergem
depois de um tempo suficientemente longo.
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cadticas. No interior das ilhas peridédicas temos orbitas com movimento quasi-periédico
ou regular. A evolucdo de uma condicao inicial dentro das ilhas peridédicas jamais fara
com que a particula saia desta regiao e atinja o mar caotico.

Uma classe de sistemas que pode ser descrita, consiste em considerar o problema do
movimento livre de uma particula classica confinada em uma regiao fechada do espaco
e que sofre colisbes com a fronteira. Tais problemas sao chamados de problemas do
tipo bilhar (2). Estes sistemas podem ser discutidos e tratados, por exemplo, a partir
de pogos ou barreiras de potencial. Por volta do ano 1920, o conceito de bilhares foi in-
troduzido dentro da teoria de sistemas dinamicos por Birkhoff (7). A ideia de Birkhoff
era ter uma classe simples de sistemas Hamiltonianos sem a necessidade de integrar
equagoes diferenciais (7, 8). O sistema dinamico discreto associado é conservativo e
pode apresentar (dependendo da forma do bilhar) regimes dinamicos como integrabil-
idade, nao-integrabilidade e caos. Quando o potencial que descreve a regiao fechada
é dependente do tempo ou de maneira equivalente, quando a posicao da fronteira é
dependente do tempo (bilhares pulsantes), temos exemplos simples de sistemas Hamil-
tonianos dependentes do tempo que também sao colocados facilmente na forma de um
sistema dinamico discreto. Grande parte destes sistemas apresentam um espaco de fase
do tipo misto. Especial atencao tem sido aplicada no comportamento cadtico destes
sistemas (9) assim como a possibilidade de caracteriza-los usando teoria de escala (10).
Além do mais, alguns destes sistemas podem apresentar comportamentos descritos por
leis de poténcia (11) com mesmos expoentes, os quais podem ser uma clara evidéncia
de que estes sistemas podem ser enquadrados em uma mesma classe de universalidade.

Atualmente, muitos problemas envolvendo bilhares com orificios em sua borda tem
sido estudados, um exemplo é o bilhar em forma de limao (12), que possui espago
de fase misto e o tempo médio de escape depende da posicao e geometria do buraco.
Trabalhos recentes enfatizam a probabilidade de sobrevivéncia e escape de particulas em
bilhares, como o caso do bilhar stadium (13, 14), bilhar circular aberto (15), transporte
assimétrico no modelo Bouncer (16) e os recentes avancos em bilhares abertos (17).

Um fenomeno bastante estudado em sistemas dinamicos e bilhares é o processo onde
uma particula classica adquire crescimento ilimitado de energia, chamado aceleracao
de Fermi (AF). Este processo foi reportado pela primeira vez por Enrico Fermi (18)
como uma tentativa para explicar a aceleracao de raios cosmicos. Ele propos que tal
comportamento aparece devido a interacao entre particulas carregadas e um campo
magnético dependente do tempo produzidos pelo meio interestelar. Mais tarde al-
guns outros modelos alternativos foram também propostos usando diferentes métodos
com aplicagoes em diferentes areas, incluindo fisica molecular(19), quantum dots(20),
nanoestruturas(21) e outros. Entre diferentes sistemas, um dos mais destacados é o
chamado modelo Fermi-Ulam. Este consiste de uma particula classica, ou um conjunto
de particulas nao-interagentes, confinadas entre duas paredes rigidas (10, 22, 23, 24).
Uma delas se move no tempo, portanto correspondendo a variacao do campo magnético
e a outra é fixa. A funcionalidade da segunda parede é somente para produzir um
mecanismo de reinjecao da particula apds a colisdo com a parede moével. A existéncia
de AF no modelo Fermi-Ulam se deve exclusivamente a forma com que ocorre a lei de
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reflexdo com a parede mével(3, 25), e contanto que esta lei seja suficientemente suave,
curvas invariantes do tipo spanning proibem o crescimento ilimitado de energia das
particulas.

Uma extensao natural do modelo Fermi-Ulam é o modelo Bouncer, que consiste
de uma particula livre, que estd caindo sob a influéncia de um campo gravitacional
constante e sofre a influéncia de uma parede moével com massa infinita (26, 27). Este
modelo é um bom exemplo de bilhar unidimensional que apresenta aceleracao de Fermi.

1.1 Proposta e organizacao da tese

Afim de facilitar e melhor organizar esta tese, em cada secao destacaremos parte das
motivagoes que levaram ao estudo de cada um dos sistemas aqui propostos. Os modelos
e mapeamentos serao detalhados e os resultados publicados em revistas internacionais
serao apresentados. Também mostraremos conclusoes parciais sobre os resultados obti-
dos.

Podemos citar como um dos pontos em comum desta tese o fato de conseguirmos
mostrar invariancias de escala para diferentes observaveis em diferentes modelos. Al-
guns exemplos de invariancia de escala que serao vistos aqui ocorrem na energia média
ou desvio da energia média; no histograma do niimero de particulas que atingem certa
altura h no espaco de fases; na probabilidade de sobrevivéncia; no coeficiente de difusao.
Invariancias de escala sao importantes pois mostram que apds reescalas apropriadas,
alguns observaveis médios no espaco de fases tem comportamentos universais.

Nesta tese estudaremos algumas propriedades dinamicas e de escape para diferentes
modelos. O espaco de fases dos modelos, em sua maioria, sao mistos, contendo ilhas
periddicas, mares cadticos e curvas invariantes do tipo spanning. Organizaremos esta
tese da seguinte forma: no capitulo 2 mostraremos os resultados para um guia de ondas
periodicamente corrugado. Neste modelo consideramos a dinamica de um raio de luz
que se move entre duas fronteiras, sendo uma delas plana e a outra com uma corrugagao
que depende de um unico parametro de controle. Neste capitulo discutiremos os resul-
tados obtidos e publicados em 3 artigos cientificos que lidam com escape de particulas
e propriedades dinamicas de um guia de ondas (28, 29, 30). Estudaremos tanto a
versao completa como simplificada de tal modelo. A versao simplificada do modelo
nao nos mostra informacoes sobre reflexoes multiplas com a fronteira corrugada, porém
facilita as nossas andlises numéricas, principalmente para explicar de forma analitica
a posicao da primeira curva invariante spanning. Parte da nossa contribuicao original
neste assunto consiste em mostrar que a frequéncia de reflexdes multiplas é invariante
de escala ao obtermos alguns expoentes de escala. Também mostraremos invariancias
de escala no desvio do angulo médio. Outro ponto a se destacar serd apresentar o
guia de ondas inserido em meios com diferentes indices de refracao e mostraremos que
existe uma expressao analitica que descreve em quais situacgoes terfamos o escape do
raio de luz ao considerarmos diferentes meios materiais. Aqui mostraremos invariancias
de escala do histograma do ntumero de feixes de luz que escapam em certa iterada n
em relacao ao parametro de controle. Através de uma conexao com o mapa padrao e
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considerando o mapeamento simplificado, obteremos de forma analitica os expoentes de
escala, onde este consequentemente nos mostra o comportamento da primeira curva in-
variante spanning. Para a versao simplificada do modelo também obteremos reescalas
no histograma de frequéncia, onde a diferenca agora sera também mostrar reescalas
para diferentes posicoes da regiao de escape.

No capitulo 3 analisaremos um mapeamento que reproduz uma familia de mapas
Hamiltonianos bidimensionais com diferentes expoentes. Particularmente discutiremos
algumas propriedades de transporte e escape para um conjunto de particulas classicas.
Novamente nossa contribuicao se deu, por exemplo, através de uma conexao com o
mapa padrao, que ¢ feita afim de obter analiticamente os expoentes de escala. Os coe-
ficiente de difusao sao obtidos considerando histogramas de frequéncia para o ntmero
de particulas que atingem uma certa altura no espaco de fases. Mostraremos que os co-
eficientes de difusao sao invariantes de escala apds reescalas apropriadas. Os resultados
apresentados neste capitulo foram publicados em (31).

O capitulo 4 apresenta as discussoes para um poco de potencial dependente peri-
odicamente do tempo. Tal modelo mostra a dinamica de um conjunto de particulas
classicas que sofre a influéncia de diferentes potenciais. Dependendo da regiao que a
particula se encontra e a fase do potencial movel, é possivel haver ganhos ou perdas
de energia cinética. Este capitulo reune resultados de 3 artigos que foram publicados
recentemente (32, 33, 34). Aqui nossa contribuicdo se destaca pelo fato de mostrar-
mos pela primeira vez na literatura que o histograma do numero de particulas que
escapam em uma dada iterada n é invariante de escala (apds reescalas apropriadas) ao
considerarmos a posicao do buraco proporcional a posicao da primeira curva invariante
spanning. Neste capitulo obteremos de forma analitica e numérica a posicao dos pontos
fixos elipticos e hiperbdlicos no espaco de fases. Mostraremos também que a probabili-
dade de sobrevivéncia é invariante de escala frente a posicao do buraco de escape. Na
ultima parte deste capitulo mostraremos que os expoentes de escala nao dependem das
perturbacoes temporais propostas para o potencial mével.

Ja no capitulo 5 estudaremos um bilhar ovéide girante, que foi recentemente publi-
cado (35). Este assunto é relativamente recente na literatura e podemos citar como uma
de nossas contribuicoes o fato de termos observado que este modelo nao apresenta ace-
leragao de Fermi para certos valores dos parametros de controle, o que é uma aparente
contradi¢ao da conjectura LRA. Veremos que as 6rbitas se movem através de curvas de
Larmor, o que nos remete a uma analogia entre o bilhar girante e bilhares magnéticos.
No capitulo 6 apresentaremos as conclusoes finais sobre a tese. Finalmente, no capitulo
7 apresentaremos as perspectivas futuras e por fim as referéncias bibliograficas.

Foi escolhida esta ordem de apresentacao dos modelos por se tratar de um gradativo
aumento na complexidade dos sistemas. Por exemplo, no capitulo 2 tratamos do modelo
do guia de ondas corrugado, tal sistema tem fronteiras estaticas e apenas 1 parametro
de controle que rege a dinamica do sistema. No capitulo 3 apresentamos uma familia
de mapeamentos Hamiltonianos bidimensionais, e tal sistema apresenta 2 parametros
de controle que podem ser ajustados. Ja no capitulo 4, que trata do poco de potencial,
o fundo do pocgo depende explicitamente do tempo, onde tal sistema possui um grau
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e meio de liberdade. Neste modelo, o niimero de parametros de controle estudados é
igual a 3. Finalmente, no capitulo 5 decidimos introduzir a dependéncia temporal na
fronteira de um bilhar. A dependéncia temporal é inserida através do giro, o que faz
com que o bilhar que antes era um mapa bidimensional em sua forma estatica se torne
um mapeamento quadridimensional. Todos os resultados que serao apresentados nesta
tese sao novos, originais e deverao contribuir para o avanco do conhecimento na drea
de sistemas dinamicos.



1. INTRODUCAO




Capitulo

Guia de ondas periodicamente corrugado

2.1 Resumo

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades dinamicas e de escape de um raio de
luz inserido em um guia de ondas senoidalmente corrugado. O raio é confinado entre
dois espelhos, onde um deles é plano e o outro é senoidalmente corrugado. O sistema
é controlado por um parametro de corrugacao § que controla a transicao de integravel
(6 = 0) para nao-integravel (0 # 0). A evolugao do sistema é descrita pelo uso de um
mapa bidimensional nao linear. Para § # 0 o espaco de fases é misto, contendo ilhas
periddicas, regides de comportamento cadtico e curvas invariantes do tipo spanning.
Caracterizamos a probabilidade de se observar reflexdes sucessivas de um raio de luz no
espelho corrugado e mostramos que esta € invariante de escala com relagao a amplitude
de corrugacao. Propriedades médias de observaveis ao longo do mar cadtico também
sao descritas pelo uso de argumentos de escala. Na secao do escape, o guia de ondas sera
inserido dentro de uma regiao com indice de refracao diferente e utilizamos as equacoes
de Fresnel, que mostram as condicgoes de refracao e consequentemente de escape do raio
do guia de ondas. Os resultados sdo discutidos usando parametros de controle que sao
fisicamente motivados em diferentes materiais épticos para estimar em que situacoes
ocorre o escape. Finalmente, na ultima se¢do mostraremos os resultados para a versao
simplificada desde modelo, onde algumas aproximacoes sao necessarias para descrever
0 mapa.

Este capitulo é um resumo de trés artigos, um deles foi publicado em 2012 na
Journal of Physics A, Mathematical and Theoretical (28). Outro artigo foi recentemente
publicado no Physics Letters A (29) em 2012. Por fim, o ultimo foi publicado na revista
Communications in Nonlinear Science € Numerical Simulation (30) e deve sair em
2014.



2. GUIA DE ONDAS PERIODICAMENTE CORRUGADO

2.2 Motivacao

Nos ultimos anos o interesse em guias de onda ou canais corrugados tem aumentado.
Ambos os tratamentos classicos e quanticos estao sendo investigados por varios au-
tores, além de experimentacoes. Aplicacoes envolvendo este assunto levam em conta
diferentes sistemas incluindo uma técnica para detectar uma grande fragao de fétons
emitido por diferentes centros de cor dentro de um diamante plano (36) e dispersao
deterministica de uma particula quantica em um guia de ondas balistico bidimensional.
Propagacao de pulso e aceleragao de elétrons em um plasma corrugado sao também
exemplos de possiveis aplicagoes. Historicamente, aceleragao direta de particulas car-
regadas por campos eletromagnéticos tém sido limitada por correspondéncia de fases,
difracao e limite de dano nos materiais, mas agora cientistas tem uma alternativa para
produzir elétrons rapidos usando um plasma de micro-éptica (37, 38). Além disso,
aplicagoes também podem envolver o transporte através de uma heteroestrutura finita
do GaAs/Al Ga;_4As(39), acistica subaquética (40, 41, 42) e muitas outras aplicagoes
(37). Diante da importancia de tais modelos, nos propomos a estudar a dinamica de
um raio de luz inserido em um guia de ondas corrugado com vistas a compreender
o comportamento cadtico das dérbitas no espago de fases. Como veremos, o modelo
aqui abordado apresenta um espaco de fases misto, que contém diversas informacoes
relevantes para a caracterizacdo de tal sistema. As secOes a seguir descrevem os re-
sultados publicados em 3 revistas internacionais (28, 29, 30). Ao longo de cada secao
mostraremos quais foram alguns dos principais resultados obtidos nos artigos.

2.3 O modelo e 0o mapeamento

Nesta secao descreveremos todos 0s passos para construir as equagoes do mapeamento
que descrevem a dinamica do sistema. O modelo consiste basicamente de um raio de
luz que é confinado e sofre reflexoes entre dois espelhos. Um deles é plano e localizado
na posi¢do y = yo enquanto o outro é dado pela equagao y = dcos(kz), onde d é a
amplitude de corrugacao, k é o numero de onda e x é a posi¢ao ao longo do espelho.
Os angulos envolvidos na reflexao sao obtidos assumindo reflexdes especulares, ou seja,
o angulo em relacao a normal do raio incidente ¢é igual ao do raio refletido. Temos trés
parametros de controle no total, mas o sistema nao depende de todos eles. Por isso,
torna-se necessario definirmos varidveis adimensionais. Definiremos X = kz (mod 27),
d=d/yo e Y = y/yo, entao o espelho corrugado é dado por Y = § cos(X), onde X é a
fase ao longo do canal corrugado, e com isso, o espelho plano estara na posicao Y = 1.
Um esquema ilustrativo do guia de ondas é mostrado na figura 2.1.

O mapa, nas novas variaveis, ¢ dado pela varidavel A,,, que é o angulo do raio refletido
e que é medido a partir da vertical (sentido horério serd considerado angulo positivo).
A segunda varidvel do sistema é X,, que é a fase de reflexdo no espelho corrugado,
onde n corresponde a enésima reflexao do raio. A figura 2.1 mostra dois casos tipicos
de reflexdes com angulos positivos: (1) a reflexdo ocorre depois que o raio é refletido
no espelho corrugado e; (2) a reflexdo ocorre depois que o raio é refletido pelo espelho
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Figura 2.1: Esquema ilustrativo do guia de ondas e dos angulos envolvidos em sua des-
cricao.

plano. Para o caso (1) assumimos que o raio comeca sua trajetéria a partir do espelho
corrugado na fase X,,, viaja a distancia AY = §cos(X,+1) — dcos(X,,) e é refletido
novamente. Portanto, X, ,; é obtido numericamente através da solugdo da equacao

transcendental
Xn+1 - Xn

dcos(Xpy1) — 0 cos(Xy,)

= tan(A,). (2.1)

O caso (2) é utilizado quando o raio deixa o espelho corrugado (X,_1) e viaja em
direcao ao espelho plano. Depois de sofrer uma reflexao especular o raio viaja de
volta em direcdo ao espelho corrugado (X,). A fase de reflexdo é obtida resolvendo
numericamente a seguinte equagao:

Xn-l—l - Xn
1 —6cos(Xpq1)+1—0cos(Xy)

= tan(A4,). (2.2)

E importante ressaltar que a zona de reflexao é definida como a regiao onde Y € [—4, d].

O angulo do raio refletido A,,+1 pode ser obtido do vetor tangente na fase de reflexao.
Portanto, para A, > 0 e de propriedades geométricas, encontramos que B,, = 7/2 +
O =1 e Apt1 =7/2 — @ —Ypy1, onde P41 é 0 arco medido no sentido anti-horario a
partir do eixo X positivo até a tangente. O coeficiente angular para a tangente é de fato
igual a derivada da funcao que descreve a superficie corrugada do espelho avaliada em
Xp,. Eliminando ¢ obtemos que A, 1 = —B,, — 2,41 onde: (1) B,, = A, se o raio vem
do espelho corrugado e; (2) B, = m — A, se o raio vem do espelho plano. Similarmente
se A,, < 0 nés temos que B,, = A, se o raio vém do espelho corrugado e B, = -7 — A,
se o raio vém do espelho plano, com isso teremos que A,11 = —7 — B, — 2¢,41.
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No artigo publicado na revista J. Phys. A: Math. and Theor. (Ref. (28)) mostramos
com detalhes uma forma de se resolver as equacoes transcendentais que otimizam os
programas usados nas analises numéricas, desta forma tornando os programas muito
mais rapidos e também nao perdendo nenhuma das solucoes.

2.4 Resultados numeéricos

O espago de fases para o modelo é mostrado na figura 2.2(a), porém é mais conveniente
expressar o angulo do raio refletido como § = 7/2 — A. Para o item (a) temos que

__
[\
w
N
W
(@)

@0 1 2 3 4 5 6 0

Figura 2.2: Espaco de fases para: (a) § =0, 1; (b) § = 0,01. Podemos ver que o tamanho
ocupado pelo espago de fases depende do parametro 9.

d = 0,1 e para o item (b) temos 6 = 0,01. Podemos ver que a estrutura do espago
de fases ¢ mista, apresentando ilhas periddicas, curvas invariantes spanning e mares
cadticos.

Durante a dinamica do raio de luz, reflexoes sucessivas podem ocorrer no espelho
corrugado. Estes eventos sao raros ao longo da dinamica e a probabilidade de se
observar uma reflexao sucessiva é maior do que duas, que é maior do que se observar
trés, e assim por diante. Uma distribuicdo de probabilidade (P) para 10'° iteradas
do mapa considerando uma tunica condicao inicial em func¢ao do nimero de reflexées
ns. € mostrada na figura 2.3(a) para diferentes valores de §. O comportamento de
P é dado por uma lei de poténcia do tipo P o nJ., onde uma andlise numérica nos
forneceu v = —3,76(3), onde o indice sr representa reflexdes sucessivas. Como todas
as curvas tem mesma inclinacao, isto é um indicio de que o comportamento de P pode
ser invariante de escala para 0. Para observar isso, escolhemos uma probabilidade
P particular, por exemplo, P = 1075 e obtivemos o correspondente valor de ng, para
diferentes valores de 9, onde isso é mostrado na figura 2.4. Um ajuste em lei de poténcia
nos forneceu o expoente 0,252(4) ~ —1/7.

Com o expoente obtido na figura 2.4, uma reescala pode ser feita na figura 2.3(a)
(Nsr — Mg /6%252), conforme mostramos na figura 2.3(b). Como as curvas colapsam
uma sobre as outras, isto confirma que as curvas sao invariantes de escala em relacao

10
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2
10 e s NP = S
I 0 =10~ 10 o
A 00§10~ o
107 M T o050t 10°4F &,
— Ajuste em lei de poténcia =)
Q—i 10'6 ——————— A . Q—i 10'6%
E | E
<f | 2F
10° : 107
El L A ! ') 0B E | Ll S
@ 10° 10’ 00 ® 10’ 10%
n 0,252
Sr n /8

ST

Figura 2.3: (a) Gréfico de P x ng, para: 6 = 1073, § = 1072 e § = 10~1. (b) Depois de
uma reescala (ng. — ng./6%2°2), todas as curvas de (a) colapsam uma sobre as outras em
uma unica curva universal.

Imn T T T

0,252(4)

8
=
0O-O Resultado numérico J
— Ajuste em lei de poténcia
0
kool L L H
10 3 2 -1
10 10 10

d

Figura 2.4: Gréfico de n’, x §. Um ajuste em lei de poténcia nos fornece como inclinagao
0,252(4).

ao parametro de controle . Isso implica que para qualquer valor de § escolhido o
comportamento de P serd sempre o mesmo.

Agora estudaremos o comportamento do desvio do angulo de reflexao médio. Temos
que o angulo de reflexio médio é dado por O(n,8) = 3" | 6; e o desvio do angulo

médio é dado por w(n,d) = & Z;‘il \/9]-2(71,5) —9_]-2(71,(5) , onde M representa um
conjunto de diferentes condicOes iniciais que foram escolhidas considerando 6y = § e
Xy € (0, 2 ]

Para termos uma boa estatistica de w mas ao mesmo tempo um razoavel tempo
computacional, investigamos o comportamento da razao desvio padrao, Aw, sobre a
média do conjunto w, i.e. R = Aw/w. A figura 2.5 mostra um grafico de R em fungao
do tamanho do conjunto. Concluimos que M = 500 condigoes iniciais geradas para um
conjunto é suficiente para estabilizar a métrica R para qualquer n € [10,10000]. Por
seguranca iremos considerar M = 1000.

Um gréfico tipico de w x n é mostrado na figura 2.6(a). Vemos que w inicia um
crescimento em lei de poténcia do tipo w o« n? seguido de uma saturacio (wsqe¢) apds

11
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0,5 ‘ ;
i ] 0,004 .
0,4 | b ]
0 : 10,0038 1
o =10 E : 1
o i == !
02f | 10,0036 : n=10000
o1l | 10,0034 % Nn ]
0,0032 '

S R R R I R R RO SR B B
@ % 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
M (b) M
Figura 2.5: Gréafico de Aw/w x M para: (a) n = 10 colisées; (b) n = 10000 colisdes.
Mesmos comportamentos foram obtidos para diversos valores de n € [10, 10000].

10° pr—T T
sat : ............... :
3 -1
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L ! 008=0.0002| | 3 | ]
: ! o §=0.0005| 1 [ ]
ro ' ©©8=0.003 | 1 r 1
O | i L i
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10 B | :\ ?w)ﬁu | 4w | = 10 ? @;mu Lo | | [
(a) 107 10* 10° 100 () 102 10° 100 10°
n 2+7
nod

Figura 2.6: Grafico de w xn para os parametros § = 2x 1074, § =5x 1074 e § = 3x1073;
(b) Depois de uma reescala (n — né*t* e w — w/J%) todas as curvas de (a) colapsam em
uma Unica curva universal. Usamos um conjunto de M = 1000 condicoes iniciais.

um nuamero de crossover n,. O comportamento de w no regime de saturacao é dado
por w o % ao passo que n, o 07.

Expoentes podem ser obtidos se o comportamento de wga; € N, sao obtidos em
funcao do parametro de controle. Apds analisar varias curvas de w, encontramos que
B =0,5. Os expoentes em fungao de ¢ sao mostrados nas figuras 2.7(a,b). Os expoentes
obtidos foram a = 0,508(4) = 0,5 e z = —0,956(9) = —1. De posse dos valores
numéricos destes expoentes, uma reescala pode ser feita nos eixos da figura 2.6(a), com
isso produzindo um unico grafico universal para diferentes valores de 0, como é feito na
figura 2.6(b), com isso provando uma invariancia de escala.

12
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o'F T A
| | O O Resultado numérico ] i
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Figura 2.7: Para M = 1000: (a) Gréafico de wget X d, onde o expoente encontrado foi
a = 0,508(4); (b) Resultados para n, x §, onde z = —0,956(9).

2.5 Escape no guia de ondas

Agora destacaremos alguns dos resultados publicados na Ref. (30). Como veremos a
seguir, este artigo apresenta alguns resultados sobre o escape de particulas (ou do feixe
de luz) no guia de ondas, onde damos uma motivagao fisica para as situagoes em que o
raio de luz escapa.

As equagoes de Fresnel foram primeiramente obtidas no inicio do século 19 (30, 43)
e descrevem o comportamento da luz se movendo em um meio com diferentes indices
de refracao. A reflexdo de luz que as equagoes predizem é conhecida como reflexao de
Fresnel. Quando a luz se move de um meio com indice n; rodeada por uma superficie
com indice de refracao ny > ni, reflexao e refracao da luz podem ser observadas. As
equagoes de Fresnel descrevem a fragao da luz que é refletida (parte do raio escapa e é
refratado) quando o angulo de incidéncia 6; (entre o raio incidente e o vetor normal &
superficie no ponto de incidéncia) é menor que um angulo critico dado por

Ac = arcsin(nay), (2.3)

onde no; = nog / n1. Uma reflexao total ocorre se o raio permanece totalmente no guia
de ondas para angulos de incidéncia maiores do que o angulo critico. A fracdo da
poténcia incidente é dada pela reflectancia R e esta é igual a unidade para o caso
0; > Ac. Entretanto, para 6; < Ac os calculos de R dependem da polarizacao do
raio incidente. Dois casos devem ser analisados: (i) a luz incidente é p-polarizada,

13
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_ R
1 07 \_J \ 1

Figura 2.8: (a) Curvas de reflectancia para raios s-polarizado (curva preta continua) e
p-polarizado (linha tracejada vermelha) em funcao do angulo de incidéncia ;. Foi consid-
erado noy = na/ny = 1/1,5; (b) Terceira poténcia da reflectancia em fungao do angulo de
incidéncia 6; para raios s-polarizado (curva continua preta) e p-polarizado (linha tracejada
vermelha).

onde o campo elétrico estd no plano incidente que contém o raio incidente e o vetor
normal a superficie no ponto de incidéncia; (ii) a luz incidente é s-polarizada, onde o
campo elétrico estd em uma direcao perpendicular & p-polarizada. Para um raio de luz
s-polarizado, o coeficiente de reflexao é dado por

cos(0;) —na1y/1 — (M)Q

n21

R, — | (2.4)
COS(Qi) +no91t /1 — <M>

n21

e para a luz p-polarizada, o coeficiente de reflexao é igual a

—ngi cos(6;) + /1 — (M)Q

n21

R, — . (2.5)
. 2
nap cos(f;) +4/1 — (M>

n21

Estas equacoes podem ser usadas para outras polarizagoes do raio de luz incidente
pela decomposicao em s e p. Por outro lado, quando o raio ndo é polarizado(isto ¢,
a decomposigao do raio tem média nula) o raio deve ser considerado contendo uma
mistura equivalente destas polarizagoes. Neste caso, podemos ver pela figura 2.8(a)
que depois da incidéncia, com angulo menor que o critico, o raio se torna predominan-
temente s-polarizado (polarizacdo parcial). O raio pode ser totalmente s-polarizado
se o angulo de incidéncia é igual ao angulo de Brewster (Ap = arctan(ng;), isto é,
sin(Ap)/ cos(Ap) = no1) (44, 45, 46), onde R, é nulo.

14
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Figura 2.9: Comportamento da primeira curva invariante spanning (Ainy) em fungao do
pardmetro 6. Um ajuste em lei de poténcia fornece (7/2 — Ajpy) o 8% com « = 0,495(5).

Na figura 2.9 temos (7/2 — Ainy) em fungao do parametro d, onde Ajy,, significa o
angulo médio na curva invariante spanning. Esta por sua vez é caracterizada por uma
lei de poténcia com expoente o = 0,495(5) = 0,5, com isso temos uma expressao da

forma -

5~ Ay = 1,95807. (2.6)
Agora consideraremos que o guia de ondas estd inserido em um meio com diferentes

indices de refracao, onde o indice de refracao do guia de ondas é n; enquanto o de

fora é ny < ny. Considerando inicialmente um raio nao polarizado composto por dois

raios s-polarizado e p-polarizado Iy = Ipo + Isp com mesmas intensidades I,,0 = I, a

intensidade do raio dentro do guia de ondas apds n reflexoes é dada por

L= (][ Rw| Lo+ [[]Re ] - Lo (2.7)
j=1 j=1

Considerando que R nao pode ser zero (ver a figura 2.8(a), onde podemos ver que
Rs nédo tem valor nulo para todo ; € [0,7/2)), concluimos que o raio nunca escapa
totalmente do guia de ondas. Entretanto, por propdsitos praticos nés definiremos um
limite, com isso, calculando as estatisticas de sobrevivéncia. A figura 2.8(b) mostra
um grafico da terceira poténcia da reflectancia de Fresnel. Podemos ver que as curvas
s@o aproximadamente funcoes degrau em A (angulo critico). Se considerarmos uma
funcao degrau ao invés da Eq. (2.7), ndo havera mudancas significativas nos resultados.
De fato em nossas simulacoes nao foi observado mais do que trés reflexdes de Fresnel
para que a intensidade cafsse mais que 10710 da intensidade inicial I. Como conclusao
se 0; > Ac o raio é completamente refletido e permanece confinado no guia de ondas.
Por outro lado, se #; < A¢ o raio é totalmente refratado e escapa do guia de ondas.

Definimos uma fracao do espago de fases, medido em relagdo a curva invariante
spanning e o angulo Ac. Esta fragao ¢ definida como ¢, e é escrita como

- Ac — Ainy
@™ AO - Ainv ’

onde Ay corresponde ao angulo inicial e A¢ o angulo critico.

(2.8)
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Figura 2.10: (a) Grafico do histograma relativo de dérbitas que escaparam para ¢, = 0,3
e trés diferentes valores do parametro 6. (b) Depois de uma reescala no eixo horizontal
(n — n/679963) e vertical (H — H/§%953) todas as curvas mostradas em (a) colapsam em
uma unica curva universal.

Nossa primeira consideracao assume que o escape ocorre apenas na superficie corru-
gada e a superficie lisa é um espelho perfeito. A figura 2.10(a) mostra o histograma de
escape relativo H para o nimero de raios que escaparam apos n reflexoes na superficie
corrugada do guia de ondas. Consideramos ¢, = 0,3 e usamos diferentes valores para 9,
como mostrado na figura. Outros valores de ¢, < 1 também foram considerados. Vemos
que as curvas de H inicialmente crescem, atingem um méaximo (H,,qz) em n = n, €
decrescem atingindo o valor nulo para n suficientemente longo.

O comportamento de n, em funcao de § é mostrado na figura 2.11(a) onde consi-
deramos diferentes valores de ¢, e temos o escape em ambas as fronteiras. Depois de
aplicar um ajuste em lei de poténcia nas diversas curvas mostradas na figura 2.11(a)
nés obtivemos que z = —0,963(4). Outro expoente pode ser obtido depois de analisar
H,par em funcao de §, como mostrado na figura 2.11(b), onde temos 5 = 0,953(1).
Estes expoentes podem ser usados para colapsar as diferentes curvas mostradas na
figura 2.10(a) em uma tunica curva universal, como mostrado na figura 2.10(b), com
isso, comprovando uma invariancia de escala para o histograma. O tltimo expoente ()
pode ser encontrado indiretamente observando n, em funcao de ¢, (ver figura 2.11(c)),
onde u = —2,05(3) = —1/4, desta forma temos que 8 =0, 5.

Vamos agora considerar um caso limite onde o angulo de escape é definido na posicao
da curva invariante. Da Eq. (2.3) e Eq. (2.6) nds encontramos uma expressao para naj
no caso limite como

no . T
ot = -2 = sin (— -~ 9586“) . (2.9)
ny 2
Para termos uma ideia dos angulos limites de escape dados pela Eq. (2.9) e considerando
diferentes indices, mostramos na figura 2.12 através da curva tracejada alguns vidros
6pticos com indices n; (consideramos a dgua como referéncia) e rodeados por ar com
indice de refracdo ny = 1. A regidao acima da curva tracejada representa a situagao
onde o escape nao ¢é observado (refracao). Os dados foram obtidos da Ref. (47).
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Figura 2.11: (a) Grafico de n, em fungao de J para diferentes valores de ¢, e considerando
o escape em ambas partes lisa e corrugada do bilhar. Um ajuste em lei de poténcia fornece
z = —0,963(4) = —1; (b) Gréfico de Hyq, em funcao de § para trés diferentes valores
de ¢p. O expoente obtido foi v = 0,953(1) = 1; (c) Gréfico de n, em fungao de ¢, para
§=10"2 e § = 1073, onde o expoente médio obtido foi u = —2,05(3).

Discutimos agora a preferéncia de escape através da superficie plana ou corrugada.
A figura 2.13(a,b) mostra a evolugdo de 10* diferentes condigdes iniciais escolhidas
como Ay = m/2 — § e os valores de X foram escolhidos aleatoriamente no intervalo
Xop € [0,27), onde cada condigao foi deixada evoluir até o limite de 5 reflexdes para a
figura 2.13(a) e 100 reflexoes para a figura 2.13(b). A evolugao da dindmica no tempo
mostrado na figura 2.13 preenche o espaco de fases com um padrao de distribuicao
especifico e as érbitas se aproximam primeiro da linha tracejada preta (que representa
a condicao de escape na superficie plana) ao invés da linha vermelha continua (condicao
de escape na superficie corrugada). Os pontos verdes marcam as érbitas depois que o
escape na regiao lisa ocorreu e caso considerdssemos as fronteiras como espelhos. Se
ambas as superficies sdo espelhos, uma orbita iterada diversas vezes deve preencher
totalmente o espaco cadtico acessivel e o padrao de distribuicao dos pontos nao seria
observado.
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Figura 2.12: Indice de refracio (n1) em fungao de ¢, onde destacamos alguns materiais.
Os dados foram obtidos da Ref. (47).

Com a versao simplificada do mapa, poderemos dar uma descricao analitica e mais
rigorosa do comportamento descrito pela Eq. (2.6). Para isto, consideraremos as
seguintes hipdteses:

1. O valor do parametro § é pequeno e; (a) a expressao do angulo ¥ pode ser ex-
pandida em série de Taylor do tipo 1,41 = arctan(—d sin(X,41)) = —0sin(X,,41);
(b) e 2 —dcos(X,,) — dcos(Xpt1) = 2;

2. Consideraremos um novo angulo chamado ¥ que é definido como A,, = 7/2 — ¥,
desta forma, proximo da curva invariante spanning teremos que este angulo é bem
pequeno. Como tan(A,,) = tan(r/2 —1,), ap6és uma expansao em série de Taylor
podemos concluir que tan(A,) = 1/9,.

Considerando este conjunto de hipdteses, o mapeamento que descreve as reflexoes in-
diretas, aquelas que colidem com a parte corrugada vindo da superficie plana, é escrito

como
T. { 7977,4—1 = 1971 — 20 Sin(Xn+1)

Xpy1 = [Xn + 5=] mod(2n) (2.10)

Este mapeamento é equivalente ao mapeamento do modelo Fermi-Ulam (3) em sua
versao simplificada. Tal modelo considera uma particula classica sofrendo colisoes entre
duas paredes, sendo uma delas fixa e a outra se movendo como uma sendide. Como é
uma versao simplificada, o mapeamento nao traz as informagcoes sobre colisdes multiplas
com a parte corrugada do guia de ondas ou mesmo colisoes muiltiplas com a parede
moével do Fermi-Ulam. Vamos agora discutir uma propriedade existente no mar de caos
do sistema. Consideramos que proximo da curva invariante spanning o angulo pode ser
escrito como

Dy = 0 + (AD), (2.11)
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2.5 Escape no guia de ondas

1,55¢

1,5

5 iteradas
@ - T R

L |
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Figura 2.13: Evolugao de 10* condigoes iniciais diferentes iteradas: (a) 5 e; (b) 100 vezes.
A curva preta tracejada representa o escape na regiao plana do bilhar enquanto a linha
vermelha mostra o escape na parte corrugada do guia de ondas.

onde ¥* denota o angulo médio ao longo da curva invariante spanning e (A1), corres-
ponde a pequenas flutuagoes de ¥*. A primeira equagao de (2.10) é dada por

(A)pp1 = (AD), — 26 8in(Xppi1). (2.12)

A segunda equagao de (2.10) é entdo escrita como X,, 1 = Xn+,ﬁ%(1+ %)_1. Depois
de expandir em série de Taylor e ignorar termos de ordem superior a 1, nés chegamos

N

a
2 2(A9),
Xn+1 - Xn + @ - (197) . (213)

Apés multiplicar a Eq. (2.12) por 19_722, adicionar o termo %, definir as varidveis I,, =

19—2* — 2(3:2)” e ¢, = X,, obtemos que

_ 45
In-i—l - In + 9+2 Sln(¢n+1) (2.14)
Oni1 = dn + In mod(2r)

O mapeamento (2.14) é conhecido como mapa padrao (standard mapping) (3) com um
parametro de controle efetivo Keg = 1;132. O mapa padrao exibe uma transicao de
caos global para local em K. = 0,9716... (ver Ref. (3) para uma discussao mais
especifica). Isto é exatamente o que acontece na borda do mar caético limitado pela
curva invariante spanning. Se considerarmos K.g = 0,9716..., obtemos que o novo

angulo ¥* é dado por

0

e = 2,0295'/2 (2.15)

que é muito préximo a expressao numérica obtida na Eq. (2.6). N6s entao concluimos
que o tamanho do mar cadtico é proporcional ao pardmetro de controle v/4.
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2. GUIA DE ONDAS PERIODICAMENTE CORRUGADO

Figura 2.14: Espaco de fases para o mapeamento (2.16) usando o parametro de controle
§=10"%.

2.6 Resultados numéricos - Versao simplificada do mapea-
mento

Nesta secao discutiremos os resultados para o guia de ondas em sua versao simplifi-
cada. Aqui apresentamos resultados do artigo citado na Ref. (29). Para escrever o
mapeamento da mesma forma obtida no artigo citado, podemos fazer uma mudanca
de varidvel, por exemplo, considerando v, = X,, + 1/¢,. Somando (1/¢,41) em am-
bos os lados da primeira equagao do mapeamento (2.10) e considerando um atraso nas
iteradas (n — n — 1), é possivel mostrar que

Xny1 = [Xn + (%ﬂ + Wlﬂﬂ mod(2m)

T: (2.16)

Ynt+1 = Yn + 20 sin (Xn + V%L

O determinante da matriz Jacobiana ¢ igual a 1 e com isso, podemos afirmar que o
mapa preserva a area no espacgo de fases.

A figura 2.14 mostra o espaco de fases gerado por iteragdes do mapeamento (2.16).
Podemos identificar algumas estruturas, como curvas invariantes do tipo spanning e
ilhas periédicas. O mar caotico foi caracterizado usando expoentes de Lyapunov. O
valor médio do expoente de Lyapunov positivo encontrado para o parametro de controle
§ = 1073 foi A = 1,624(7), onde o erro 0,007 corresponde ao desvio padriao do conjunto
de 10 diferentes condicoes iniciais escolhidas ao longo do mar caético. O comportamento
do expoente de Lyapunov positivo como funcao do parametro 6 é mostrado na figura
2.15.

Podemos ver que a variacao do expoente de Lyapunov é pequena, da ordem de 10%
para a variacdo de § considerada (6 € [107°,1072]).
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2.6 Resultados numéricos - Versao simplificada do mapeamento

00 Resultados numéricos
— Ajuste em lei de poténcia
10'F .
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Figura 2.15: Expoente de Lyapunov positivo Figura 2.16: Gréfico do menor valor
como funcao do parametro de controle 6. de v na curva invariante spanning como

fungao de & junto com o resultado
mostrado na Eq. (2.19). Um ajuste em
lei de poténcia nos fornece ~ o §9-°05(2),

Como o parametro de controle § varia, a posicao das duas curvas invariantes
spanning (positiva e negativa) também varia. Uma vez que essas duas curvas sepa-
ram o caos global do caos local, nds esperamos que a dinamica do sistema possa ser
descrita localmente usando o mapa padrao. Para isso, usaremos um procedimento
similar ao usado na Ref. (48) e escreveremos o angulo de reflexdo como

Y+l 2V + Avpyr (2.17)

onde v* é um valor tipico do angulo de reflexao ao longo da curva invariante spanning
e Av,+1 é uma pequena perturbagao deste angulo. Se considerarmos Z,, = X, + 1/7,,
reescrevermos a primeira equacao do mapeamento (2.16), expandirmos em série de
Taylor, rearranjarmos o resultado e definirmos as novas varidaveis I, = — 2Aﬂ;’§+1 + %
e ¢ = Z, + m, nés obteremos

, (2.18)

p. 4 e =In+ 2B sin(en)
an—i-l = an + In—i—l

onde podemos identificar um parametro de controle efetivo dado por Keg = 49/ 72 A
transicao de caos global para local ocorre para K.g = 0,971 ..., com isso, obtemos que
as duas curvas invariantes spanning que separam o mar cadtico sao dadas por

* AU 6
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2. GUIA DE ONDAS PERIODICAMENTE CORRUGADO
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Figura 2.17: (a) Histograma para diferentes v. e diferentes valores de 6. (b) Colapso de
todas as curvas mostradas no item (a) em um unico e universal gréafico apds uma reescala

n—n/ (7555)

Com isso, podemos concluir que o tamanho do mar cadtico é proporcional & v/d como
discutido na Ref. (48). A figura 2.16 confirma, a partir de simulagdes numéricas da
posi¢ao da curva invariante, o resultado previsto pela Eq. (2.19).

Agora estudaremos o transporte de particulas através do mar cadtico. Como
condicbes iniciais consideraremos 79 = 107°§ e o valor de X, serd aleatério. Per-
mitiremos que a dindmica possa evoluir até 107 colisdes usando um conjunto de 10°
condigbes iniciais diferentes com Xy € [0,27). Durante a evolucao da dinamica se
|| = e iremos interromper a simulagao, onde coletaremos o nimero da colisdo e
entdao uma nova condigao inicial serd escolhida. Usando tal procedimento obteremos o
histograma do numero de particulas que atingiram ~. em uma certa iterada n, como
mostrado na figura 2.17(a) para diferentes valores do parametro de controle e para
diferentes valores de .. Podemos ver um répido crescimento para pequenos valores de
n, até o histograma atingir um valor maximo em n,. Apds isso, existe um decaimento
para grandes valores de n, que se aproxima de zero assimptoticamente. Para o conjunto
usado, poucas érbitas sobrevivem até 107 iteradas. Entretanto, o histograma mostrado
na figura 2.17(a) foi reescalado pelo maximo 10° apenas por carater visual. A posicao
do pico ny, é proporcional a 7.. Um grafico de n, vs 7. nos fornece um comportamento
descrito por lei de poténcia com expoente u = 1,97(1), como é mostrado na figura
2.18(a).

Se considerarmos o transporte no sistema como uma difusdao Browniana normal,
noés deveriamos esperar que n, seja proporcional a 72. Entretanto, devido ao stickiness
e aprisionamento de particulas perto das ilhas, o expoente obtido é um pouco menor
que 2. De fato, nossas simulagoes forneceram o valor 1,97(1), como mostrado na figura
2.18(a). O gréfico de n, vs ¢ para diferentes valores de . é mostrado na figura 2.18(b)
para os seguintes parametros, junto com os expoentes ¢ obtidos apds ajustes em lei de
poténcia: v. = 20%iny com ¢ = —0,950(8); v = 40%Yiny € ¢ = —0,951(6); finalmente
Ye = T0%Yiny com ¢ = —0,97(2). O valor médio é { = —0,95(1). Com este resultado, o
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2.7 Conclusoes
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Figura 2.18: (a) Gréfico de n, vs 7.. Apds um ajuste em lei de poténcia o expoente
obtido foi u = 1,97(1). (b) Grafico de n, x ¢ e os respectivos ajustes em lei de poténcia
para v = 20%in, com ¢ = —0,950(8); v. = 40%Yin, com ¢ = —0,951(6); e finalmente
Ye = 70%iny com ¢ = —0,97(2).

histograma pode ser reescalado convenientemente afim de colapsar todas as curvas em
uma unica curva universal, como é mostrado na figura 2.17(b), com isso, confirmando
uma invariancia de escala.

2.7 Conclusoes

Como conclusao, nés consideramos o problema de um raio de luz refletindo em um guia
de ondas periodicamente corrugado. Mostramos com detalhes a forma de se obter os
mapeamentos, tanto para a versao completa ou simplificada. O espaco de fases obtido
é do tipo misto, contendo ilhas periddicas, caos e curvas invariantes spanning. Para a
versao completa do mapeamento, mostramos que o histograma do niimero de reflexoes
multiplas no espelho corrugado é invariante de escala com relagao ao parametro de
controle. O desvio do dngulo médio foi analisado e mostramos que também ¢é invariante
de escala. Consideramos as equacoes de Fresnel para determinar em quais situacoes
um raio de luz seria refratado ou refletido e comparamos com diversos materiais que
possuem diferentes indices de refracao. Para a versao simplificada do problema, o
mar caético confinado entre as duas primeiras curvas invariantes spanning (positiva e
negativa) foi caracterizado usando argumentos de escala juntamente com uma conexao
com o mapa padrao. Quando uma janela de escape ¢é introduzida no mar cadtico, o
histograma de escape exibe um crescimento marcado por um maximo e entao decaindo
para longas iteradas. O méaximo do histograma foi usado para reescalar todas as curvas
de histograma em uma tinica curva universal, ambos obtidos em funcao do parametro
de corrugagao e também posicao do escape. Seria interessante no futuro considerarmos
as escalas para o caso quantico. Os resultados apresentados aqui foram recentemente
publicados no Journal of Physics A, Mathematical and Theoretical (28), Physics Letters
A (29) e Communications in Nonlinear Science & Numerical Simulation (30).
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Capitulo

Invariancia de escala do coeficiente de
difusao em uma familia de mapeamentos
Hamiltonianos bidimensionais

3.1 Resumo

Consideramos uma familia de mapeamentos bidimensionais que preservam a area no
espaco de fases. Esta pode ser considerada uma generalizacao do mapa padrao de
Chirikov. Estes modelam uma grande variedade de sistemas periodicamente forcados.
A varidvel acao difunde com incrementos cuja fase é controlada por uma poténcia
negativa da acao e, portanto, efetivamente nao correlacionadas para pequenas agoes.
Para valores maiores da acao o espaco de fases é misto. O transporte de particulas
ao longo do espaco de fases é considerado iniciando um conjunto de particulas com
valores de agdo muito pequenos e entao evoluimos estas no espaco de fases até que
elas atinjam uma certa altura h. Para érbitas cadticas abaixo das ilhas periddicas,
a probabilidade de sobrevivéncia é caracterizada por uma funcao exponencial, que é
modelada pela solucao da equagao de difusao. Por outro lado, quando h atinge a posicao
das ilhas periédicas, a difusao diminui significativamente. Mostramos que o coeficiente
de difusao ¢ invariante de escala em relagao aos parametros de controle do mapeamento.
Este capitulo apresenta os resultados publicados na revista Physical Review E (31).

3.2 Motivacao
A caracterizacao de espacos de fases mistos regulares-cadticos continua sendo um dos
problemas mais desafiadores em dinamica Hamiltoniana. Quando temos uma forga

periddica agindo, o nivel de caoticidade é tipicamente controlado pela razao das escalas
temporais intrinsecas e extrinsecas, uma funcao das varidveis do espaco de fases. Por
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3. INVARIANCIA DE ESCALA DO COEFICIENTE DE DIFUSAO EM
UMA FAMILIA DE MAPEAMENTOS HAMILTONIANOS
BIDIMENSIONAIS

exemplo, a familia de mapas

T { Jnt+1 = |Jn — esin(276,,)| (3.1)

Ont1 = [0n+ J,);] (mod1) ’

para acao J e angulo 6 descreve uma vasta classe de sistemas, incluindo aplicacoes
relevantes para fisica de plasmas com v = 2 (49). Para v = 3/2, a difusao de parametros
orbitais de cometas através do movimento periédico de Jupiter é obtido (50, 51). Para
este problema a varidvel acao corresponde a energia dos cometas e a segunda equagao
recupera a terceira lei de Kepler, devido a este fato este é chamado de mapa de Kepler.
O valor de v = 1 recupera a dinamica de um pacote de ondas (49). Para v = 1 temos
também uma particula se movendo entre uma placa vibratdria e outra fixa (52). Este
caso recupera o modelo do acelerador de Fermi-Ulam unidimensional, o qual considera
uma particula sofrendo colistes eldsticas entre duas paredes rigidas. A varidvel acao
representa a velocidade da particula e o angulo denota a fase da parede mével. v =1
também recupera um guia de ondas periodicamente corrugado (53), conforme discutido
no capitulo anterior. Aqui a varidvel acao corresponde a posicdo no ponto de reflexao,
enquanto a variavel angulo corresponde ao angulo formado entre a trajetoria da luz e a
reflexdo com a superficie corrugada. J& para v = 1/2, algumas propriedades dinamicas
para um poco de potencial (54, 55) sao recuperados. Este modelo consiste de uma
particula classica confinada dentro de uma caixa com potenciais infinitos nas bordas
e que contém um poco de potencial oscilante no meio. Assume-se que o fundo do
potencial se move periodicamente no tempo de acordo com uma fungéao cosseno. A
variavel acao representa a energia da particula enquanto a angulo corresponde a fase
de oscilacao. Para v = —1 o modelo para uma particula saltando sobre uma placa
vibratéria é recuperado (56). O modelo descreve o problema de uma particula classica
colidindo elasticamente com uma parede cuja posi¢ao varia periodicamente no tempo,
onde a particula sofre a influéncia de um campo gravitacional. v = —1 recupera também
o mapa padrao de Chirikov (3). Tal modelo descreve um sistema perturbado por uma
sequéncia de pulsos. Para maior clareza, vamos a partir de agora assumir que vy > 0.
A separacao de escala de tempo é dada por J 7. Quando J = 1 existe um espaco de
fases misto, enquanto J < 1, 0 é efetivamente aleatério, levando a uma difusao cadtica
de J o qual pode ser descrita analiticamente. Aqui desenvolvemos uma abordagem de
sistema aberto para regioes cadtica e mista, e demonstramos invariancia de escala do
coeficiente de difusao em relacao ao parametro de controle e.

Uma técnica para analisar sistemas dinamicos (57, 58) consiste em colocar um
“buraco” quando J > h, onde h é um parametro que define a posicao do buraco.
Podemos definir a probabilidade de sobrevivéncia P(n) como o nimero de particulas
que sobrevivem (ou seja, a varidvel agdo é menor do que h) para uma dada colisao n.
Isto nos fornece um teste sensivel da difusao da variavel acao. No regime fortemente
cadtico, P(n) ~ e~4™ (13, 32) com uma taxa de escape A que pode ser previsto pela
solucao da equacao de difusao com apropriadas condigoes iniciais e de contorno e sem
parametros livres. A relagao dos coeficientes de transporte (por exemplo, difusao) e da
taxa de escape A em sistemas moleculares foi introduzido como “o formalismo da taxa
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3.3 Coeficiente de difusao

de escape” (59, 60). Aqui a difusao é no espaco de fases e mais adiante nés prevemos
a completa dependéncia temporal P(n).

Com o aumento da variavel acao, movimentos periédicos sao observados levando a
existéncia de ilhas periédicas. Para valores ainda maiores da agao um conjunto de curvas
invariantes spanning esta presente no espaco de fases limitando o crescimento da varidvel
acao. Devido a existéncia de ilhas periddicas, as érbitas podem ficar aprisionadas ao
redor dessas regioes periddicas. Este aprisionamento temporario, também chamado de
stickiness, afeta o coeficiente de difusao, que é sensivel a posicao de ilhas periddicas.
Um observavel relevante para sabermos o inicio do stickiness é a localizagao da ilha
periddica mais baixa Jpgy. Neste trabalho mostramos que o processo de difusao é
invariante de escala e o coeficiente de difusdo reescalado D /€2, calculado usando uma
abordagem de sistema aberto, é uma func¢ao universal da altura do buraco reescalada
h/JpLst-

Este capitulo é organizado da seguinte forma: Na secao 3.3 estudamos uma abor-
dagem analitica para os coeficientes de difusao e estudamos as propriedades de trans-
porte. A segdo 3.4 discute sobre propriedades de transporte e resultados. Por ltimo,
na secao 3.5 mostramos as discussoes finais.

3.3 Coeficiente de difusao

Consideramos agora a dinamica no espaco de fases para pequenos valores de J. Devido
a falta de correlagao entre a varidvel angulo nos instantes n e n+1, os incrementos em .J
sao bem descritos usando o Teorema do Limite Central (TLC) (61, 62). Podemos entao
dizer que ao longo de muitos passos de tempo, a distribuicao de deslocamentos é Gaus-
siana com uma variancia proporcional ao nimero de passos. Condicoes suficientes para
termos um TLC sao que {X,, } -, é uma sequéncia de varidveis aleatérias Independentes
e Identicamente Distribuidos (IID) com valores reais tal que: (i) a média (X,) = 0 e;
(ii) (X2) < oo (63, 64, 65). Na Eq. (3.1) vemos que os angulos divergem no limite
em que acao tende a zero, entao espera-se que estes sejam independentes e distribuidos
uniformemente no intervalo [0,1). O incremento de J na Eq. (3.1) e também em muitos
outros problemas fisicos da literatura (66) é dado por A,, = J, 11 — J,, = —esin(276,),
e este é também IID. Entdo, é possivel observar que (A2) = fol 2 sin?(270) df = €%/2.
Portanto o coeficiente de difusao analitico é dado por D = <A2> /2 = €%/4, e por
isso, D/e?> = 1/4. Ignoramos os sinais .J < ¢; o efeito causado é para assegurar que .J
permanece positivo, i.e. existe uma parede rigida no processo de difusao em J = 0.
Apés muitas iteradas, devemos considerar o processo continuo dado pela equagao
de difusao ,
ou_ 0
on 0J2’
onde u é uma funcao de densidade de probabilidade. As condigdes de contorno sao
dadas por du/dJ(0,n) = 0 (a parede rigida, acima) e u(h,n) = 0 (escape através do
buraco). Este problema deve ser resolvido através de separagao de variaveis, u(J,n) =
X(J)T'(n), onde as condigoes de contorno fornecem X (J) = cos [Jw(k + 1/2)/h], com

(3.2)
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UMA FAMILIA DE MAPEAMENTOS HAMILTONIANOS
BIDIMENSIONAIS
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Figura 3.1: Gréfico de P’ vs. n considerando h =10 e D =0, 5.

k =0,1,2,3,.... Substituindo u(J) na Eq. (3.2), obtemos a solugao da equagao de

difusao,
[Jw(k—i- Ly
Zakcos _

Finalmente, os coeficientes desconhecidos aj sao determinados pelas condigoes ini-
ciais. Iniciamos todas as particulas perto de J = 0, entao u(J,0) = §(J). Equacionando
esta com ay cos [Jr(k + 1/2)/h] como pedido pela Eq. (3.3), multiplicando ambos os
lados por cos[Jw(m + 1/2)/h] e integrando em fungao de J nos limites [0, h] encon-
tramos

(3.3)

—Dnm?(k + %)2
exp 72

: (3-4)

h

u(J,n) Zcos [M 2

[—Dn7r2(k: + %)2
exp

o qual satisfaz a Eq. (3.2), ambas as condigbes de contorno e também as condigdes ini-
ciais. Integrando a Eq. (3.4) em funcao de J no intervalo [0, k], obtemos a probabilidade
de sobrevivéncia, que é dada por

2 X sin [w(k + 1) —Dnr?(k + 1)?
P(n)=— Z [—12] exp 5 Z (3.5)
[l k 5 h
O negativo da derivada de P(n) em relagao a n, i.e., P'(n) = —dP(n)/dn, nos fornece

o histograma de frequéncia para o nimero de particulas que escaparam em um tempo
n. Um gréafico de P'(n) vs. n é mostrado na figura 3.1.

Vemos a partir de tal figura que para curtos n existe um regime de crescimento
do histograma de frequéncia. Este atinge um mdiximo em n, e entao decresce para
altos valores de n. Poucas particulas podem viajar até h e entao escapar para curtos
tempos. O pico significa que para um valor tipico de n existe um grupo majoritario
de particulas que escapam atingindo h. Para tempos longos existem apenas poucas
particulas restando, e entdo o numero de escapes diminui. Considerando a figura 3.1
juntamente com a expressao de P’(n), vemos que para elevados valores de h um tnico
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3.4 Propriedades de transporte e resultados

curvas invariantes spanning

0,3

0,02 L

0,01k

Figura 3.2: Espaco de fases usando: (a) e=10"2evy=1/2, (b) e=10"2ey=1.

termo com k = 0 é dominante e entdo exp|—Dnn?/(4h?)] = exp[—An]. Desta forma, o
coeficiente de difusao é escrito como

D = 4h*A /7. (3.6)

O coeficiente A pode ser obtido utilizando um ajuste exponencial no histograma de
frequéncia P’(n) vs. n para a curva que estd decaindo depois do pico e antes do final
da curva (que pode néo ser exponencial para tempos muito longos devido ao stickiness).

3.4 Propriedades de transporte e resultados

Os resultados acima sao bastante gerais, em principio, podendo ser aplicados para qual-
quer sistema modelado pela equacgao de difusao. Agora consideraremos especificamente
uma familia de mapeamentos dada pela Eq. (3.1). Os parametros de controle sao €
e 7. Para € = 0 o sistema é integravel enquanto é misto para qualquer € # 0. O
mapeamento preserva a area no espaco de fases uma vez que o determinante da matriz
Jacobiana é igual a 1. A relevancia dos valores particulares de v é mostrada na secao de
motivacao. O espaco de fases gerado pelo mapeamento (3.1) é mostrado na figura 3.2
para os parametros de controle: (a) e =103 ey=1/2¢ (b) e =102 ¢ v = 1. Vemos
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Figura 3.3: (a) D vs. h para diferentes valores de € e 7. (b) Depois de uma reescala
nos eixos, as curvas colapsaram para pequenos valores de h. (¢) Depois de uma reescala
apropriada nos eixos, todas as curvas colapsaram para altos valores de h.

que o espaco de fases é misto, com caos para pequenos valores de .J, um conjunto de
ilhas periddicas que sao rodeadas por um mar caodtico, e este ultimo é limitado por um
conjunto de curvas invariantes spanning.

O tamanho do mar cadtico pode ser estimado usando a posicao da curva invariante
spanning mais baixa. Como discutido em (67), perto de tal curva, a agdo pode ser
aproximada como J,11 = J* + AJ,41 onde J* é um valor tipico ao longo da curva
e AJ,y1 é uma pequena perturbacao de J*. Usando tal procedimento e fazendo uma
conexao com o mapa padrao de Chirikov (3), o qual possui uma transicao de caos global

para local em K = 0,9716..., a primeira curva invariante spanning pode ser descrita
1/(1+7)
como J* = {%} . A equagao de difusdo dada por (3.2) e o coeficiente de

difusao obtido na Eq. (3.6) podem ser aplicados também para a regiao cadética do
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Figura 3.4: Para v = 3/4 temos: (a) Um gréfico do Histograma em funcéo de n,, onde
destacamos como encontrar n,; (b) A vs. h, onde a inclinagao é igual a —1,97(1); (c)
n, vs. h para diferentes valores de e: ¢ =1075 e =3 x 107° e e = 10" e (d) n, vs. h/e.

espaco de fases gerado pelo mapeamento (3.1) abaixo da ilha periédica com menor
valor da agao. Quando as ilhas de estabilidade sao consideradas, um aprisionamento
local pode ser observado. Este regime de stickiness afeta diretamente o transporte das
particulas no espaco de fases levando a uma reducao do coeficiente de difusdo D (como
podemos ver na figura 3.3). O entendimento dos efeitos de stickiness no transporte é
ainda um dos problemas em aberto na dinamica nao linear.

As condigoes de contorno no espacgo de fases sao definidas pelo menor valor da
agao (por exemplo, zero) e a posicao h < J* que define a localizagdo do buraco. Para
tomar uma média das quantidades, comegamos com um conjunto de diferentes condicoes
iniciais com valor de agao pequeno (1073¢) e diferentes angulos p uniformemente dis-
tribuidos ao longo de 6y € [0, 1]. Se durante a dinamica a particula atinge h, a simulacao
serd interrompida, o ntimero de iteradas necessario para difusao da particula até h é
coletado e uma nova condicao inicial é tomada com um angulo inicial diferente. O
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processo é repetido até que todo o conjunto de condigoes iniciais seja considerado. Se o
tempo méximo permitido de n = 10° iteradas é atingido, consideramos que a particula
nao escapa (poderia escapar para tempos maiores e para uma simulagdo maior) e uma
nova condicao inicial é iniciada.

E conhecido que quando o escape ¢ considerado em uma regiao onde apenas caos
é presente, a probabilidade de sobrevivéncia de um conjunto de particulas movendo
em tal regido é descrito por um decaimento exponencial (ver, por exemplo, (68, 69)).
A existéncia de regides periddicas no espago de fases incluindo ilhas de estabilidade
e curvas invariantes levam a um aprisionamento local devido ao stickiness (70, 71,
72) e consequentemente a uma difusdo anémala (73) transformando o decaimento da
probabilidade de sobrevivéncia em um regime mais lento que pode incluir desde uma
lei de poténcia (74, 75) ou até mesmo uma stretched exponential (16). Em nossas
simulacoes, a posicao h foi variada. Para valores de h abaixo das ilhas de estabilidade,
um decaimento exponencial descreve bem a probabilidade de sobrevivéncia, enquanto
um decaimento mais lento é observado quando ilhas peridédicas estao presentes. A
figura 3.4(a) mostra um grafico do histograma de frequéncia considerando os parametros
v=3/4ee= 10~*. Entretanto qualquer outro conjunto de parametros geraria um
grafico semelhante, portanto o comportamento parece ser genérico para qualquer v > 0
e € # 0. O parametro A usado na Eq. (3.6) é obtido por uma andlise numérica do
decaimento da curva depois de atingir o pico em n, e antes do final da curva (onde
flutuacao devido ao tamanho do conjunto deve influenciar). A figura 3.4(b) mostra
um grafico de A vs. h e um ajuste em lei de poténcia nos fornece como inclinacdo o
valor —1,97(1) = —2, que concorda com a Eq. (3.6). O pico do histograma é sensivel
a posicao de h. Este se move para a direita na figura 3.4(a) quando a posicao de h é
aumentada na direcao vertical e se move para a esquerda quando h se move para baixo
no espago de fases. Este comportamento é na verdade esperado por que quanto maior h
se torna, mais iteradas n do mapeamento (3.1) sdo necessarios até que a particula atinja
h. Um gréfico de n, vs. h é mostrado na figura 3.4(c). Se a posicao h é reescalada
com h — h/e, as diferentes curvas de n, obtidas para diferentes e sdo colapsadas em
um tnico gréfico, como mostrado na figura 3.4(d).

Vamos agora discutir sobre nossos resultados numéricos obtidos para o coeficiente
de difusdo. A partir de simulacbes numéricas, obtivemos diferentes valores para o
coeficiente A e a Eq. (3.6) foi avaliada. O coeficiente de difusao é mostrado na figura
3.3(a) para diferentes parametros de controle € e 7. Diferentes valores do parametro
de controle e geraram diferentes valores para D em concordancia com D/e? = 1/4.
Notamos que D é quase constante para uma vasta faixa de h até que repentinamente
sofre um decréscimo. O decréscimo acontece porque a posicao h atingiu a ilha periddica
mais baixa. A partir de anélises da estabilidade de pontos fixos encontramos que a
posicao do tultimo ponto fixo de periodo um, gerando a ultima ilha de periodo um é
localizada em

JLst = [%} =] ; (3.7)

onde o indice LSI é usado para representar a ilha periddica mais baixa. Vemos que
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3.5 Conclusoes

existem dois diferentes tipos de escalas para o comportamento de D. A primeira escala
é observada para pequenos valores de h. Nesta regiao, existe provavelmente uma quebra
da aproximagao continua usada na equacao de difusdo uma vez que h se aproxima
suficientemente da escala de variagdo de e. A figura 3.3(b) mostra o comportamento
de D para a reescala D — D/e®> e h — h/e. Vemos claramente que todas as curvas
de D obtidas para diferentes parametros de controle, como mostrado na figura 3.3(a),
se sobrepoe para pequenos valores de h/e mas diferem para elevados valores de h. O
resultado surpreendente é obtido quando o eixo horizontal é reescalado em relacao a
posicao da ilha periédica mais baixa que é dado pela Eq. (3.7), i.e. h — h/Jys1, como
mostrado na figura 3.3(c). Em adicdo vemos que apesar da diferenca de D/e? para
diferentes parametros de controle € considerando baixo h, o coeficiente de difusao sofre
uma abrupta mudanca quando a posicao h atinge as ilhas periddicas. Por causa das
regioes perioddicas, as particulas devem sofrer um aprisionamento temporario devido ao
stickiness e isto influencia no transporte ao longo do espaco de fases. Neste ponto a
difusao normal nao é mais observada. Consequentemente o TLC nao é aplicado neste
dominio.

3.5 Conclusoes

Obtivemos analiticamente coeficientes de difusao para diferentes sistemas e estudamos
as propriedades de transporte de um conjunto de particulas classicas para uma familia
de mapeamentos Hamiltonianos bidimensionais. As curvas de histograma de frequéncia
do nimero de particulas que atingem uma altura h em uma dada iterada n foram obti-
das numericamente e um ajuste exponencial foi feito. Mostramos que os coeficientes de
difusao sao invariantes de escala para diferentes posicoes do buraco. Os procedimentos
adotados aqui também podem ser aplicados em outros sistemas com mares de caos e
ilhas de periodicidade. No futuro seria interessante investigar se uma equagao de di-
fusdo modificada (talvez fraciondria) poderia ser aplicada a variacao de J na regiao de
aprisionamento, e se o mesmo tipo de stickiness é presente na primeira curva invariante
spanning. Este capitulo apresentou os resultados publicados na revista Physical Review
E (31) no ano de 2013.
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Capitulo

Poco de potencial dependente
periodicamente do tempo

4.1 Resumo

Estudaremos o modelo do poco de potencial, onde consideraremos particulas cldssicas
nao interagentes que estao inseridas dentro de uma caixa com potenciais infinitos nas
bordas. A caixa contém um pogo de potencial dependente periodicamente do tempo
em seu interior. O poco de potencial sofre a influéncia de diferentes perturbacoes
temporais. A dinamica de cada particula é descrita por um mapeamento bidimensional
nao-linear e que preserva a area no espaco de fases nas varidveis energia e tempo.
Isto leva a um espago de fases contendo ilhas periddicas rodeadas por um extenso
mar cadtico e este ultimo é limitado por um conjunto de curvas invariantes do tipo
spanning. O histograma de frequéncia para o nimero de particulas que atingem uma
certa energia h em uma dada iterada n, ao qual observamos ser invariante de escala,
cresce rapidamente até atingir um valor maximo e entao decresce até atingir o valor
zero para tempos suficientemente longos. Graficos da probabilidade de sobrevivéncia
da dinamica em funcao do tempo sao exponenciais para tempos curtos, atingindo um
tempo de crossover e tendendo a um regime de baixo decaimento devido as regioes
com grande stickiness no espaco de fases. Na tultima parte deste capitulo mostraremos
numericamente que os expoentes obtidos (e consequentemente os observaveis médios
no espago de fases) nao dependem das perturbagoes temporais que sdo propostas para
o potencial movel.

4.2 Motivacao

Depois do resultado de Buttiker e Landauer (76) sobre tunelamento através de uma bar-
reira de potencial dependente do tempo, o interesse na dinamica de uma particula em
pocos e barreiras dependentes do tempo tem crescido. Esta dindmica pode ser caracteri-
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zada tanto por trabalhos tedricos quanto experimentais, onde ambas as caracterizacoes
classicas e quanticas podem ser consideradas. Varias aplicacoes podem ser discuti-
das, incluindo a condutéancia balistica em um canal periodicamente corrugado (77),
transporte magnético através da heteroestrutura do GaAs/AlGaAs (39), influéncia do
transporte na presenga de micro-ondas (78), transporte anémalo em um guia de ondas
corrugado (79), caracterizacao através do expoente de Lyapunov da dinamica cadtica
e destruigao de curvas invariantes spanning (80) e muitas outras (81, 82).

Estudaremos as propriedades dinamicas e de transporte de particulas classicas em
tais sistemas. Possiveis alusdes do potencial dependente do tempo considerado nesta
secao podem ser feitas quando consideramos o potencial criado por atomos localizados
em sequéncia ao longo de uma cadeia infinita e simétrica, o que pode representar,
por exemplo, a heteroestrutura do GaAs/AlGaAs (39). As oscilagdes do pogo podem
representar o efeito de fonons ou banho térmico na cadeia infinita. Uma vez que o
pogo de potencial estd ganhando energia do banho térmico, esta energia é transferida
para as particulas. E importante salientar que o potencial considerado nesta tese pode
também aprisionar temporariamente particulas, exemplos podem ser visto por exemplo
em quantum dots (83).

Parte dos resultados que serao apresentados aqui foram publicados em 2011 na
revista Physical Review E (32), em 2012 na Physica A (33) e em 2013 na Physics
Letters A (34).

4.3 O modelo e o mapa

A N

—b/2— —b/2—
vl [
Vlf(wt)
0 PRSI x

Figura 4.1: Esquema ilustrativo do potencial V' (z,t) dado pela Eq. (4.1).
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4.3 O modelo e o mapa

Consideraremos aqui uma particula classica de massa m que se move ao longo do
eixo x. Tal particula sofre a influéncia de um poco de potencial com energia potencial
dada por V(z,t), onde x é a posicao da particula e ¢ é o tempo. Um esquema tipico
pode ser visto na figura 4.1, onde a base do poco de potencial varia periodicamente
no tempo de acordo com a funcao fo(t) = Vi f;(wt), onde f; pode ser qualquer funcao
derivavel em todos os pontos e que possa ser modulada em 27w, w é a frequéncia e t é o
tempo. Vemos que o pogo se encontra no interior de uma caixa com potenciais infinitos
em suas bordas.

- b b .
VO
__________________ v, fwt)
a a a
(a) .
- i b/2
1b/2 b/21
. A
v,
; - (c) sl § VAT
) - IVlf(wt) 0 ar2 x

Figura 4.2: (a) Uma cadeia contendo infinitos pogos de potencial simétricos, onde os
fundos destes se movem periodicamente e sincronizados no tempo; (b) Um tnico pogo de
potencial; (¢) Pogo de potencial apresentado em (b) mas que foi cortado ao meio por causa
de sua simetria.

Vale ressaltar que outros tipos de formas de potenciais também podem ser usados
para obter a mesma descricao da dinamica do sistema. Podemos, por exemplo, con-
siderar uma cadeia de pocos de potencial infinitos e simétricos dependentes do tempo,
onde seus fundos se movem periddica e sincronizadamente no tempo, como é mostrado
na figura 4.2(a). Considerando a geometria do problema, podemos também assumir um
tnico poco de potencial que nao contém uma caixa infinita de potencial, mas possui
condigoes de contorno periédicas nas bordas, como mostrado na figura 4.2(b). Fi-
nalmente e mais genericamente, podemos considerar um pocgo de potencial em que o
fundo se move periodicamente no tempo dentro de uma caixa de potencial infinito como
podemos ver na figura 4.2(c). Entretanto, neste capitulo preferimos usar o esquema da
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figura 4.1, onde o potencial V (z,t) pode ser escrito como

o0, sex < 0oux>(a+b)
Viz,t)=4 Vo, se0<z<bou(a+d)<z<(atbd) , (4.1)
Vifj(wt), se § <z < (a+§)

onde a, b, Vjy, V1 e w sao constantes.

Vamos supor que em um tempo t = t,, a particula inicia seu movimento com
energia F = E, e estd prestes a entrar no pogo de potencial oscilante em = = b/2.
Ao entrar no pogo a particula sofre uma mudanca abrupta em sua energia cinética,
logo a energia cinética pode ser escrita como K, = E, — Vi f;j(wt,) = %mvfﬁ onde
|| = \/2K! /m é constante. Vale ressaltar que as velocidades sdo constantes, pois
nao temos forcas de qualquer natureza atuando sobre a particula. As excecbes ocorrem
apenas em © = b/2 e x = a + b/2 onde temos mudancas bruscas nas velocidades da
particula. Chegando no outro lado do pogo (em x = a + b/2), a energia da particula
é B, = K|, + Vifjlw(t, + At},)] onde At), = a/|v},|. Se a particula nao tem energia
suficiente para escapar do poco ela é refletida de volta, ou seja, E/, < V. Além de
retornar, ela sofrerd reflexoes sucessivas até que tenha energia suficiente para deixar
o poco. Podemos entao reescrever Ej, como E] = K], + Vi fj[w(t, + iAt;,)] onde i é
o menor inteiro que satisfaz a condi¢ao E], > Vp, condicao esta que assegura que a
particula escapou.

Uma vez que a particula escapou do pogo oscilante, ela viajard em direcao a uma
das bordas da caixa com potenciais infinitos, sofrerda uma colisao elastica deste e ira
em direcdo ao poco oscilante. A nova energia imediatamente antes de entrar no poco
¢ dada por Eny1 = E, + Vi{fjlw(t, + iAt},)] — fj(wty)}. O tempo é escrito como
tnt1 = tn + AL, + At onde At =b/|v)l| com |[v])| = \/2K!!/m e K] = Ep11 — Vp.

Podemos ver que existem muitos parametros de controle e que alguns nao sao rele-
vantes para descrever a dinamica do sistema. No total temos 5, estes sao a, b, Vy, V1
e w. Definiremos varidveis adimensionais afim de diminuir o niimero de parametros de
controle: § = Vi /Vp, r =b/a, e, = E,/Vo, N. = w/(27) (a/+/2Vh/m) e a medida do
tempo em termos do ntimero de oscilagoes do poco mével, ¢ = wt. O parametro N, cor-
responde ao nimero de oscilagoes que o pogo completa em um tempo ¢t = a/+/2Vy/m,
tempo que uma particula, com energia cinética igual a Vj, levaria para percorrer a
distancia a se o poco fosse estatico.

Tendo em mente os parametros de controle propostos, o mapa pode ser reescrito
como (34)

T- €nt+l1 = €en + 5[fj (Cbn + Z.Aﬁba) - f](@bn)] (4 2)
onde as variaveis auxiliares sao dadas por
27N,
Agy = ——2c (4.3)
Ven —0fj(én)
Ay = TNl (4.4)

\/en-i-l_l'
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4.4 Espacgo de fase e pontos fixos

Consideramos ¢ o menor inteiro que torna a expressao e, +0[f;(¢n+iA¢q) — fj(édn)] > 1
verdadeira.

Nos primeiros resultados que mostraremos, sempre consideraremos que a fungao f
é escrita da seguinte forma: fy(¢) = cos(¢). Somente na tltima segao (4.7) alteraremos
as funcoes f; e algumas propriedades dinamicas serao discutidas.

4.4 Espaco de fase e pontos fixos

O espaco de fase do modelo é misto contendo ilhas periddicas, um extenso mar caético
e curvas invariantes do tipo spanning que separam diferentes regioes cadticas e limitam
o crescimento da energia e, como podemos ver na figura 4.3.

Dadas as expressoes do mapeamento, podemos obter os correspondentes pontos
fixos. A descricao completa dos pontos fixos e de suas estabilidades foi feita no artigo
publicado na revista Physica A (33), aqui reproduziremos parte dos resultados encon-
trados. Os pontos fixos de periodo um, sem multiplas reflexdes (ou seja, i = 1 no mapa
(4.2)), sao obtidos fazendo e,11 = €, = €* € ¢p41 = ¢ + 2m7m = ¢, onde m é um
inteiro positivo. Fazendo e, 11 = e¢* na primeira expressao do mapa (4.2), obtemos

0 [cos(¢™ + A¢pg) — cos(¢p™)] =0, (4.5)

e isso 86 é possivel se § = 0 (situagdo que nao nos interessa, pois teriamos de ignorar
esse parametro do mapa) ou cos(¢* + Ag,) = cos(¢*). Essa ultima condigao nos remete
a duas expressoes para Ad,:

Ay = k2, (4.6)

ou
Ay = k21 — 26, (4.7)

onde k é um nimero inteiro maior que zero. Nomearemos de tratamento (i) quando
utilizarmos A¢, da Eq. (4.6) e tratamento (ii) quando utilizarmos A¢, da Eq. (4.7).
Apés alguns calculos, como resultado para o tratamento (i), encontramos que a energia

no ponto fixo é
N \?
*=1 4.8
‘ - <m - k) ’ (48)

onde m e k sdo constantes. A fase obtida pode ser igual a

S ”
R o

ou
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Figura 4.3: Espaco de fase para o mapeamento (4.2). Os circulos correspondem aos pontos
fixos elipticos ao passo que aqueles em formato de cruz sao pontos fixos hiperbdlicos. As
cores vermelhas sao usadas no primeiro tratamento (i) e as azuis no segundo tratamento
(ii). Os parametros de controle usados sao r =1, N, = 33,18 ¢ 6 =0, 5.

Para o tratamento (ii) nao é possivel obtermos uma expressao analitica como solucao
para o par (e, ¢*), sendo necesséario uso de solugdo numérica. E possivel mostrar que
a energia do ponto fixo é dada por:

+ seos(ot) + (N Y (4.11)
e* =dcos — :
km — ¢*
Ao fazer ¢,41 = ¢* + m27 na segunda expressao do mapa (4.2) e substituindo a
expressao de A¢, da Eq. (4.7) e A¢y da Eq. (4.4) encontramos que
TIN.r 2
1 _ e* + | " = O’ 412
w(m — k) + ¢* (412)
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4.5 Resultados - Propriedades de transporte através do mar cadtico

e finalmente substituindo a expressao de e* da Eq. (4.11), obtemos

L+ [ N7 r
m(m — k) + ¢*

onde esta expressao nos fornece a fase (¢*) dos pontos fixos de periodo 1 para o trata-
mento (ii). A energia é encontrada substituindo ¢* na Eq. (4.11).

Os pontos fixos podem ser caracterizados se olharmos os autovalores A da matriz
Jacobiana J. Estes podem ser encontrados fazendo Det(J — AI) = 0, onde Det é a
determinante e I é uma matriz identidade. Desta forma, obtemos A\? — A(Tr(J)) +

Tr(J)£+/(TrJ)2—4Det(J)
v A

2
— dcos(¢*) + (%) =0, (4.13)

Det(J) = 0, onde a solucao desta equacao nos fornece Ay =
Jacobiana J é escrita como

66n+1 aen-{»l
Oen 3¢n

Opnt1 Opnt1
Ben a(z)n
e Tr(J) é dito o trago da Jacobiana, ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal
da matriz J, Tr(J) = 02%1 + %.
Como o determinante da matriz Jacobiana é igual a 1, o sistema preserva a area no

espaco de fases. Os pontos fixos para o modelo sao classificados da seguinte forma (5):

e Se |TrJ| < 2, o ponto fixo (X*, Y*) é eliptico, ou seja, Ay assumem valores
imaginarios.

e Se |TrJ| = 2, o ponto fixo (X, Y*) é parabdlico, neste caso Ay = A\_ = TrJ/2.
e Se |TrJ| > 2, o ponto fixo (X*, Y*) é hiperbdlico, ou seja, Ay sdo nimeros reais.

Na figura 4.3 podemos ver os pontos fixos para os dois tratamentos. Os parametros
de controle usados sao r = 1, N. = 33,18 e 6 = 0,5. Os circulos correspondem aos
pontos fixos elipticos e os em formato de cruz sao pontos fixos hiperbédlicos. Pontos
fixos elipticos sao estaveis, ou seja, dada uma condigdo inicial exatamente no ponto
fixo, a érbita nunca saira deste ponto, ao contrario dos hiperbdlicos que tem trajetorias
que divergem do ponto fixo (ponto fixo instavel). Ressaltamos que as cores vermelhas
s@o usadas no primeiro tratamento (i) e as azuis no segundo tratamento (ii).

4.5 Resultados - Propriedades de transporte através do
mar caotico

Nesta secao mostraremos os resultados sobre transporte no pogo de potencial simples.
Os resultados apresentados nesta segao foram publicados recentemente na revista Phys-
ical Review E (32). Fixaremos os parametros de controle r = 1, que recupera o caso
em que o poco é simétrico, e § = 0,5. Os resultados numéricos serao obtidos basi-
camente como funcao de N., que de forma simplificada, representa a frequéncia de
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Figura 4.4: (a) Posicdo da primeira curva invariante do tipo spanning utilizando os
parametros de controle N. = 9, N, = 10 e N. = 20. (b) Gréfico de ein X N.. Os
parametros de controle utilizados foram r =1e § =0, 5.

C

oscilacao do potencial mével. Se aumentarmos o valor de N, as varidveis auxiliares
A¢, e A¢gy (definidas pelas equacoes (4.3) e (4.4)), que dependem linearmente de N,
também terao seus valores aumentados. Tal fato diminui a correlagao entre ¢,+1 € ¢y,
fazendo com que a posicao da primeira curva invariante aumente de valor no espaco de
fases. Para confirmar tal fato, temos a posicao aparente da primeira curva invariante
utilizando N, = 9, N, = 10 e N, = 20, como mostrado na figura 4.4(a). Para construir
tal figura, dividimos o eixo ¢ em 1000 intervalos igualmente espacados e anotamos o
valor da méaxima energia obtida para cada intervalo apés 10! iteradas de uma tnica
6rbita (com ¢g =0 e ey = 1,0001), seguramente localizada no mar de caos.

Um gréfico da energia minima ao longo da curva invariante spanning como fungao
de N, é mostrado na figura 4.4(b), onde apds uma ajuste em lei de poténcia temos
como resultado a; = 0,654(2) = 2/3. E importante salientar que a posicao da curva
invariante de mais baixa energia é descrita pela mesma lei de poténcia que descreve o
comportamento do desvio da energia média como fungao deste mesmo parametro (para
maiores detalhes, aconselhamos a leitura do artigo publicado na revista Physica A, ver
(33)).

Investigaremos agora o transporte de particulas no espaco de fases. Consideraremos
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Figura 4.5: (a) Gréfico do histograma do ntdmero Figura 4.6: Grafico de n, x N..
de particulas que atingiram a altura A em um certo Um ajuste em lei de poténcia
nimero de iteradas n para diferentes valores de N,. fornece v = 1, 26(3).

(b) Colapso de diferentes histogramas em uma unica

curva, confirmando uma invariancia de escala. Os

outros parametros usados nas simulagoes foram: r =

led=0,5.

que se uma particula atingir ou ultrapassar uma certa energia (ou altura) h, devemos
anotar o numero de iteradas dadas e uma nova condicao sera iniciada. Consideraremos
em nossas simulacoes h = 0, Te;,, embora outro valor possa também ser utilizado.
Comecaremos as simulacdes com um conjunto de 107 particulas com baixa energia
inicial (ep = 1,01) e com diferentes fases iniciais ¢g € [0,27), que serao evoluidas no
tempo. Um grafico do histograma de frequéncia para o nimero de particulas com e > h
em uma dada iteragdo n é mostrado na figura 4.5(a). E importante observar que todos
os graficos de histograma de frequéncia foram normalizados a 1 para melhor visualizagao
dos dados. Podemos ver que para tempos curtos o numero de particulas que atingem
h é pequeno. Esse nimero cresce na medida em que n aumenta, atingindo um maximo
em n = n, e entao se aproxima de zero assimptoticamente. Vemos também que quanto
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Figura 4.7: (a) Gréafico de P vs n para Figura 4.8: Expoente do decaimento ex-
diferentes posi¢oes de h (h = 4, 6, 10 e ponencial v como funcao do h para trés di-
12). Os parametros de controle usados ferentes valores de N.: N, = 33,18, N. =
foram N, = 33,18, r=1e d = 0,5. As 66,36 ¢ N. = 99, 54. Os outros parametros
linhas pontilhadas sao obtidas através de de controle utilizados foram r = 1 e § =
um ajuste exponencial. (b) Colapso, para 0,5. As linhas retas sao o melhor ajuste
pequenos valores de n, de todas as curvas para cada N, escolhido.
mostradas em (a) depois de uma reescala
n — n/h?%5.

maior é o parametro N, maior serd n,, nos levando a supor que n, o< NJ. Um gréfico
de n, em funcao de N, nos fornece v = 1,26(3), conforme mostrado na figura 4.6. Este
comportamento nos faz supor que n, ¢ invariante de escala. Isto significa que uma
reescala apropriada no eixo n, isto é, n — n/N/, ird colapsar todas as curvas em uma
Unica curva universal. Isto é comprovado na figura 4.5(b).

Discutiremos o comportamento da probabilidade de sobrevivéncia, que ¢é definida
como (13)

P(t) = /t T et | (4.14)

onde p.(t) é densidade de probabilidade de escape. Para o caso discreto, consideraremos
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P como
1N
P = Ngngggm , (4.15)
1=

onde a soma é tomada ao longo de um conjunto de N condigoes iniciais diferentes e
Nsury € 0 NUMero de érbitas que nao tem energia suficiente para atingir h. E conhecido
na literatura (13) que quando a Eq. (4.15) é considerada ao longo de uma 6rbita
completamente cadtica, o comportamento de P é um decaimento exponencial (13).
Porém quando orbitas periddicas estao coexistindo no espacgo de fases, a probabilidade
de sobrevivéncia tem um decaimento mais lento, que pode culminar em uma lei de
poténcia quando o fenémeno de stickiness é muito intenso (84).

Obtemos o comportamento de P em funcao de n para diferentes posicoes do bu-
raco, como mostrado nas figuras 4.7(a) e 4.7(b). Vemos que o comportamento inicial,
¢é claramente um decaimento exponencial até atingir um crossover e mudar para um
decaimento mais lento, indicando a existéncia de regioes de aprisionamento no espago
de fases. O expoente de decaimento em fungao da posicao do buraco pode ser visto na
figura 4.8. A figura 4.7(b) mostra um colapso das diferentes curvas de P mostrados na
figura 4.7(a) para pequenos valores de n, de todas as curvas mostradas na figura 4.7(a)
ap6s uma reescala n — n/h>®, confirmando uma invariancia de escala da probabili-
dade de sobrevivéncia para pequenos valores de n. Colapso similar foi observado para
diferentes combinacoes de parametros e diferentes energias iniciais.

4.6 Conclusoes parciais

Estudamos o problema de uma particula classica confinada dentro de uma caixa com
potenciais infinitos nas bordas e contendo um poco de potencial oscilante. O trans-
porte de energia foi visto ser invariante de escala da frequéncia de oscilagbes do pogo
para baixas energias iniciais. O histograma de frequéncia do niimero de particulas que
atingiram uma certa altura h em uma dada iterada, para tempos curtos, foi medido
e caracterizado como invariante sob uma escala apropriada. A probabilidade de so-
brevivéncia em funcao de n era inicialmente exponencial, atinge um crossover, seguido
de um lento decaimento para tempos longos. Ambos os decaimentos exponenciais e
mais lentos sao evidéncias de um aprisionamento de particulas préximo das ilhas de
periodicidade no espaco de fases. Os resultados apresentados até esta parte do capitulo
foram publicados em 2011 na revista Physical Review E (32) e em 2012 na Physica A
(33).

4.7 Pocgo de potencial com diferentes perturbacoes tem-
porais

Como dito nas segoes anteriores, sempre consideramos que a fun¢do que descrevia o
movimento do potencial mével era dado por fo(¢) = cos(¢). Agora consideraremos que
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0 0
(©) (d)

Figura 4.9: Grafico das fungoes: Figura 4.10: Espaco de fases para o mapea-
(a) f1(d); (b) fa(d); (¢) f3(o); (d) mento (4.2) usando como parametros de con-
fa(¢) usando ¢ = 2. As linhas trole N, = 33,18, r = 1 e 6 = 0,5 para: (a)
pontilhadas vermelhas correspondem fo(®), (b) f1(0), () f2(0) e (d) f3(¢). As curvas
a fungdo fo(¢) que foi usada como vermelhas representam a posicao da primeira
comparagao. curva invariante spanning.

(d)

a funcao f; pode assumir diferentes expressoes, como mostrado na figura 4.9(a,b,c,d).

As funcdes f1(9), f2(6), f3(@) e f4(¢) sio dadas por
fi1(¢) = cos[o + sin(@)] , fa(¢) = sin[¢p + cos(¢)], (4.16)

f3(¢) = sin[¢ +sin(@)] , fa(¢) = cos(qe) . (4.17)

onde ¢ é um nimero inteiro positivo. Para ¢ = 1 a funcao fy(¢) = cos[¢] é recuperada.
Resultados obtidos para a dinamica de particulas considerando a fungao f4(¢) serdo
mostrados mais adiante. E importante salientar que quaisquer funcoes poderiam ter
sido propostas nas f;, porém decidimos utilizar estas funcoes pois elas geram espacos de
fases que tém diferencas significativas. Outro motivo de termos escolhidos, por exemplo,
a funcao fi é que ao observarmos a figura 4.9(a) vemos que esta funcao fica mais tempo
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préxima do valor —1 ao variamos ¢ do que quando comparado com a funcao fo. O
oposto ocorre com a funcao fo, neste caso a funcgao se aproxima de +1 para uma grande
faixa de ¢. A funcao f3 tem um pequeno platoé constante proximo de 0. Finalmente,
para a funcao f; podemos por exemplo considerar ¢ tendendo ao infinito, desta forma
perderiamos a correlagdo entre a energia nos instantes n e n + 1, fazendo com que a
funcao trabalhe de forma quase aleatéria.

O espago de fases para o mapeamento (4.2) é mostrado na figura 4.10(a,b,c,d)
para diferentes tipos de perturbagoes e considerando fixos os parametros de controle
N, =33,18, r =1 e 6 = 0,5. Consideramos = a/b = 1 pois recupera o caso onde o
pogo potencial é simétrico, em outras palavras, a = b. Considerando § = V1/Vjy = 0,5
implica que a amplitude do movimento do poco mével é metade do potencial V. Ja o
valor de N, = 33, 18 foi considerado pois de acordo com a Ref. (54), este caso representa
uma frequéncia moderada de oscilagoes. Vemos que o espago de fases para todas as
funcbes é misto. Quando a fungao f; (com j = 0,1,2,3) é mudada, deformacoes em
algumas ilhas periédicas podem ser vistas e a posicao dos pontos fixos também muda.
A posicao da primeira curva invariante spanning claramente depende da fungao que é
considerada.

Vamos agora discutir o comportamento do expoente de Lyapunov. A figura 4.11(a)
mostra o grafico de A vs n para fy e considerando quatro diferentes condigoes iniciais,
onde ¢q é escolhido aleatoriamente no intervalo ¢g € (0, 27| para os parametros N, = 10
(que foi escolhido por ser da mesma ordem de grandeza de N, = 33.18), r =1ed =0, 5.
A energia inicial usada foi ey = 1,001, o que garante que para todo o valor de ¢ teremos
uma Orbita cadtica. Vemos que apds uma flutuacao inicial, o expoente de Lyapunov
positivo converge para um valor constante para valores suficientemente grandes de n.
Os platos de saturacao dependem dos valores dos parametros de controle. O expoente
de Lyapunov médio é dado por

3 ZZN:1 Ai

A= =5 (4.18)
onde \; é obtido como o comportamento assintotico para érbitas cadticas considerando
diferentes condigoes iniciais. Em nossas simulagoes consideramos N = 5 e iteramos o
mapeamento 10® vezes para cada 6rbita. Valores elevados de N produzem uma pequena
redugao das barras de erro. Na figura 4.11(b,c,d) temos respectivamente os graficos de
A como funcido de N., 7 e & para fo, f1, fo e f3. Da figura 4.11(b), vemos que o
expoente de Lyapunov positivo varia de A ~ 0,5 para N, = 1 até A ~ 2 para N, = 10°.
Este também tem uma tendéncia monotonica de crescimento como funcao de N, para
todos os f; (j = 0,...,3). Note entretanto que aumentar o valor de N, corresponde a
aumentar o nimero de oscilagoes do pogo. Isso implica que em um mesmo intervalo de
tempo, o fundo do pogo oscila um niimero maior de vezes com o aumento de N.. Este
fato leva a um aumento do expoente de Lyapunov. A figura 4.11(c) mostra o grafico de
A vs r para valores fixos de § = 0,5 e N, = 33,18 considerando diferentes funcoes fi-
Aumentar o valor de r para valores fixos de N, e § corresponde a aumentar a distancia
b, consequentemente a distancia que as particulas percorrem na regiao do potencial
que nao depende do tempo é maior. Estes longos voos até a préxima entrada no
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Figura 4.11: (a) Gréfico do Figura 4.12: Grafico de: (a) w vs n usando fy e
e

v

expoente de Lyapunov como considerando N, = 100, r = 1 e § = 0,5. Para as

funcao de n para cinco diferentes fungoes fo, f1, fo e f3 temos: (b) wsat vs N, para

condicoes iniciais e considerando valores fixos de r = 1 e 0 = 0,5; (¢) wsat Vs T para

a funcao fy. Os parametros usa- N, = 33,18 ¢ 6 = 0,5 (d) wsat vs 0 considerando

dos foram N, = 10, r = 1 e N, = 300 e r = 1. Valores numéricos para os ex-
= 0,5. Para as fungoes fo, f1, poentes sao mostrados na Tabela 4.1.

fo e f3 temos: (b) A vs N, para
valores fixos de r =1 e d = 0,5;
() X vs r para N. = 33,18 e
§ =0,5; (d) A vs § considerando
N,=33,18er=1.

potencial moével acarretam em um aumento do niimero de oscilacoes e consequentemente
da ’aleatoriedade’ do sistema. Os saltos abruptos no comportamento do Lyapunov
médio sao explicados como destruicoes de curvas invariantes spanning, levando a uma
juncao de diferentes regioces cadticas. Maiores detalhes serao mostrados na secao. 4.7.3.
Finalmente, um gréafico A vs § é mostrado na figura 4.11(d). Os parametros de controle
usados foram r = 1 (pogo simétrico) e N, = 33,18 (gera uma frequéncia moderada
de oscilagoes). Vemos que pequenos valores de §, ao qual correspondem a pequenas
flutuagoes do potencial oscilante, produzem altos valores do expoente de Lyapunov.
Um valor minimo de A vs § para todos f; foi observado para ¢ ~ 0, 1.
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4.7.1 Desvio da energia média ao longo do mar caético

Agora discutimos o comportamento do desvio da energia média para o regime cadtico
de baixas energias. Para tal usamos a energia média, definida como

e(n, 6, Ne,r) = Zez, (4.19)

e entao o desvio da energia média é escrito como

w(n,d, Ne,r) = Z\/ej .0, Ne,r) —e;2(n, 0, Ne, 1), (4.20)

onde M denota um conjunto de condic¢oes iniciais diferentes.

Tabela 4.1: Expoentes obtidos analisando o desvio da energia média.

fo f1 fo /3
a1 0,659(4)  0,651(3) 0,66(2)  0,649(0)
as 0,32(1)  0,30(1)  0,331(9) 0,30(1
as 0,78(1)  0,76(1)  0,725(8) 0,74(2

2 0,64(2 0,66(2)  0,62(3

) ) )

) ) )
s 1,31(2)  1,30(3)  1,26(2)  1,28(2)

) ) )
23 —0,65(3) —0,55(4) —0,59(2) —0,59(6)

A figura 4.12(a) mostra o grafico de w vs n para N, = 100, »r = 1, §, = 0,5 e
considerando a funcao fy. Vemos que w cresce como lei de poténcia para pequenos
valores de n e com expoente 5 ~ 0,5 e, apés um numero de crossover n,, w tende
a um regime de saturacao atingindo wg,t para valores de n suficientemente grandes.
Variacoes dos parametros N, r e § produzem graficos similares mas com diferentes
valores de n, e saturacoes. Desta forma, propomos que

e (i) Para n < n,, o comportamento de w pode ser descrito como
w(no?, N,,r,8) [n52]6, (4.21)

onde [ é um expoente de aceleracao. Apods diversas simulagoes, concluimos que

B=1/2;
e (ii) Para n > n,, wgy ¢ dado por
wsat(n52, Ne,r,0) o< NSA1ro2598, (4.22)

onde aq, as e ag sao expoentes;
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Figura 4.13: Gréfico do
crossover ng como fungdo dos
parametros de controle, con-
siderando diferentes fungoes fo,
f1, f2 e fs para: (a) ng, vs N,
para valores fixos de r = 1
e d = 0,5 (b) ng vs r para
N.=33,18¢0=0,5(c) ny vs ¢
para N, =300 e r = 1.

Figura 4.14: (a) Gréafico da posicao da curva in-
variante spanning usando a funcao fj e considerando
r=1ed = 0,5 para N. = 800, N. = 900 e
N, = 1000. (b) Gréafico de e vs N. com in-
clinagao «; para diferentes fungoes f; (i = 0,1,2,3);
(¢) emin vs T com inclinagao as; (d) €min vs 0 com
inclinagao as.

e (iii) O ndmero caracteristico de crossover n, é escrito como

nz(né?, N,,r,8) o< N7r?2§%, (4.23)

onde z1, 29 e z3 também sao expoentes.

Os expoentes podem ser encontrados analisando o comportamento de wg,; € N, em
funcao dos parametros de controle. Na figura 4.12(b) temos um grafico de wgat vs Ne.
Aplicando um ajuste em lei de poténcia obtemos os valores dos expoentes «; com

1 =1,2,3, conforme mostrado na Tab

ela 4.1, para fo, f1, f2 e f3. Usando procedimento

similar mas agora variando os parametros r e § (ver figura 4.12(c) e figura 4.12(d))
encontramos ag ~ 1/3 e a3 como mostrado na Tabela 4.1.

O comportamento do crossover n, também pode ser caracterizado como func¢ao dos

parametros de controle. Da figura 4.

13(a,b,c) e aplicando ajustes em lei de poténcia,

obtivemos para cada funcao (fo, f1, fo e f3) os expoentes z1, z9 e finalmente 23, como

mostrado na Tabela 4.1.

50



4.7 Poco de potencial com diferentes perturbagoes temporais

Tabela 4.2: Expoentes obtidos pela minima energia ao longo da curva invariante spanning.

fo J1 fo /3
a1 0,657(1) 0,657(1) 0,645(4) 0,661(2
as 0,37(2)  0,31(3)  0,33(1)  0,29(2)
as 0,64(1)  0,66(2) 0,660(9) 0,64(2)

)

4.7.2 Localizagao da curva invariante spanning

Vamos agora estudar detalhes da curva invariante spanning. Esta funciona como uma
barreira fisica que previne o crescimento ilimitado de energia. A posicao da curva
depende dos valores dos parametros de controle adotados. A figura 4.14(a) mostra a
posicao da primeira curva invariante spanning considerando valores fixos de r = 1 e
d = 0,5 e para N, = 800, N. = 900 e N, = 1000 (valores que correspondem a uma
frequéncia de oscilagoes elevada, conforme a Ref. (54)), onde consideramos a funcao
fo- Um gréfico da energia minima ao longo da curva invariante spanning (€min) como
funcao dos parametros fornece uma prévia de como o mar cadtico se comporta. A figura
4.14(b) mostra e,,;, vs N, e a correspondente inclina¢ao é c;. Usando um procedimento
similar, graficos de €, VS T € €min vs 0 sdo mostrados na figura 4.14(c,d) com suas
respectivas inclinagoes. a1, as e ag obtidos para diferentes fungoes fo, f1 fo e f3 sao
mostrados na Tabela 4.2. Notamos que o valor numérico de a; = 2/3 é bem descrito
pelas predigoes tedricas da Ref. (67).

4.7.3 Comportamento da energia como funcao do parametro r

Discutiremos agora algumas propriedades do espago de fases como fun¢ao do parametro
r. Como mostrado na figura 4.14(c), empin Se mantém constante para certos intervalos
de r e entdao muda de valor abruptamente. Isto é facilmente observado para a faixa
de r = 100 e r = 200 e também para o intervalo » = 600 e r = 700. Nas figuras
4.15(a-f) temos grades de 10° condicdes iniciais igualmente espacadas com ¢q € [0, 27)
e ey € [60,74]. As cores nas figuras. 4.15(a-c) representam o logaritmo do tempo
de escape (LTE) para cada condigao inicial escolhida. Definimos o tempo de escape
como o numero de iteragoes do mapeamento até que a energia seja e > 75 ou e <
59. O ntimero méximo de iteracoes usados foi 10°. As cores brancas correspondem a
regioes onde as particulas foram aprisionadas para a condicao inicial escolhida e nao
escapam até 100 iteradas. De fato, para algumas regides as particulas permanecem
aprisionadas para sempre como se estivessem em ilhas periddicas. Se e > 75 ou e < 59,
consideramos que a particula escapou e uma nova Orbita é iniciada. Como mostrado na
figura 4.15(a) (com r = 80) existe uma vasta regiao (cor branca) onde o tempo de escape
é maior que 10%. A cor vermelha representa as regides onde o stickiness é observado,
com isto elevando o tempo de escape quando comparamos com regides sem stickiness.
Tais regioes predominantemente aparecem préximas de ilhas periddicas. As cores na
figura 4.15(d-f) representam o ntmero de diferentes tempos de retorno (NDTR). Para
calcular este observavel, consideramos um retangulo de recorréncia, onde toda vez que

51



4. POCO DE POTENCIAL DEPENDENTE PERIODICAMENTE DO
TEMPO

300

200

100

300

200

100

300

200

100

Figura 4.15: Grade de condicdes iniciais (¢o,e9) mostrando o logaritmo do tempo de
escape (LTE) para: (a) r = 80; (b) » = 100; (¢) » = 200. Numero de diferentes tempos
de retorno (NDTR) para: (d) r = 80; (e) » = 100; (f) » = 200. As janelas de escape sao
situadas em e; < 59 e e; > 75. A fungado fy foi usada para obter os resultados.

a particula entra nesta regiao um contador é acumulado e este conta o numero de
diferentes tempos de retorno. Para o mesmo parametro r = 80, como mostrado na
figura 4.15(d) vemos que dentro das ilhas periédicas, o NDTR tém valores baixos (cor
verde). De acordo com as figuras 4.15(d,e,f) uma regidao cadtica é caracterizada por
NDTR = 300, isto significa que temos varios tempos de retornos diferentes, ao passo
que em regioes com stickiness temos valores de NDTR da ordem de 50, pois as érbitas
tem momentaneamente um movimento quasi-periédico.

A figura 4.15(b) mostra os resultados para LTE usando r = 100. Vemos que a regiao
branca diminui quando comparada com a figura 4.15(a). Por outro lado, os resultados
para NDTR sao aproximadamente os mesmos daqueles obtidos na figura 4.15(e). Para
r = 200 e como mostrado na figura 4.15(c) para a andlise da LTE, concluimos que é
possivel atravessar a regiao com stickiness (as regioes brancas desapareceram), com isso
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Figura 4.16: Grade com diferentes condigbes iniciais (¢o, ep) mostrando como cores o
logaritmo do tempo de escape (LTE) para: (a) r = 400; (b) r = 600; (¢) » = 700. Ntmero
de diferentes tempos de retorno (NDTR) para: (d) r = 400; (e) » = 600; (f) » = 700. As
janelas de escape sdo situadas em ey < 117 e e; > 127. A funcao Fj foi usada para obter
os resultados.

a energia das particulas deve crescer. Olhando a figura 4.15(f), o NDTR confirma que a
regido sticky se torna menor e entao as ilhas comegam a desaparecer. Consequentemente
as Orbitas atingem uma maior energia maxima e = 120, como mostrado na figura
4.16(a) para r = 400. Novamente é possivel observar as regides brancas no LTE e
consequentemente stickiness destacados na NDTR (ver figura 4.16(d)). Para valores
mais altos de r, digamos » = 600, de novo as regides brancas se tornam menores no
LTE (ver figura 4.16(b)), mas para r = 700 (figura 4.16(c)) tais regides desaparecem e
a energia cresce. Tal fendmeno acontece para valores maiores de r e podemos concluir
que os degraus de energia, como mostrados na figura 4.14(c) para ep, aparecem por

causa de extensas regioes de stickiness.
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4.7.4 Resultados para a fungao f4(¢)
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Figura 4.17: Grafico de ey, vs N, para ¢ = 2, ¢ = 25, ¢ = 50 e ¢ = 100. Um ajuste
em lei de poténcia nos fornece a inclinacao 2/3; (b) Grafico de e, vs ¢ com inclinacdo
0,65557(7); (c) Colapso das curvas mostradas no item (a) em um tnico e universal grafico
depois da transformacao e, — emm/ao>65557.

De acordo com a definicdo da funcdo f; (ver equagao Eq. 4.17) para ¢ = 1 a
funcao fo(¢) é recuperada. Aumentando ¢, o niimero de picos e vales também aumenta
para ¢ € [0,27]. A figura 4.9(d) confirma esta suposicao para ¢ = 2. Claramente um
aumento em ¢ produz um aumento do niimero de oscilacoes no fundo do poco do sistema,
com isto elevando a posi¢do da curva invariante spanning. A figura 4.17(a) mostra um
grafico de e, vs N, para quatro diferentes valores de q. Como podemos ver, depois de
um ajuste em lei de poténcia a inclinacao obtida para cada curva é aproximadamente
igual a 2/3. A figura 4.17(b) mostra um gréfico de e, Vs ¢, e a inclinagdo obtida
foi « = 0,65557(7). Usando tais resultados e reescalando apropriadamente os eixos da
figura 4.17(a) (emin — €min/a”%%°7) mostramos que a posicio do minimo da curva
invariante spanning é invariante de escala em relacao a q.
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4.8 Conclusoes

Estudamos a dindmica de um conjunto de particulas cldssicas confinadas em uma caixa
com potenciais infinitos na borda e que contém pocos de potencial com diferentes
fungoes perturbadoras. Um dos resultados mais interessantes foi mostrar que os ex-
poentes de escala sdo independentes da funcao perturbadora que é proposta como
perturbacao para o fundo do poco de potencial. E importante dizer que os expoentes
descrevem o comportamento caracteristico de um conjunto de particulas no espago de
fases e é controlado pela posicao da primeira curva invariante spanning. Os expoentes
a; (i = 1,2,3) sao obtidos analisando a saturacao do desvio da energia média em
funcao dos parametros de controle. O expoente 3 foi encontrado e seu valor é préximo
de 1/2 para todas as funcoes f; (j = 0,...,4). Os expoentes z; (i = 1,2,3) foram obti-
dos analisando o crossover n, como funcao dos parametros de controle. Discutimos o
comportamento da energia da particula como fungdo do parametro r, o qual tem um
comportamento diferente, mostrando faixas com valores de energia constante quando
variamos o valor do parametro. Foi observado que uma regiao com bastante sticki-
ness evita a difus@o da particula ao longo do mar cadtico, com isto aprisionando as
particulas por tempos suficientemente longos. Em relacao a funcao f4, mostramos que
a posicao do minimo da curva invariante spanning é invariante de escala com relagao ao
parametro ¢. Os resultados mostrados nesta ltima parte da segdo foram publicados
na revista Physics Letters A em 2013 (34).
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Capitulo

Bilhar ovéide girante

5.1 Resumo

Algumas propriedades dinamicas para um bilhar ovéide com fronteiras girantes sao
estudadas neste capitulo. Duas situagoes sao possiveis: curvatura (i) positiva ou (ii)
negativa. Para o caso (i), vemos que o fenomeno de aceleragao de Fermi (crescimento
ilimitado de energia) nao é observado, o que aparentemente é uma contradigao da
conjectura proposta por Loskutov-Ryabov-Akinshin (86). Para o caso (ii) mostramos
que a velocidade média para um conjunto de particulas nao interagentes cresce com uma
lei de poténcia com expoente 0,1763. Mostramos também que ha uma analogia entre o
bilhar girante e bilhares magnéticos ao analisarmos as curvas de Larmor formadas. Os
resultados mostrados neste capitulo foram publicados na Communications in Nonlinear
Science & Numerical Simulation (35).

5.2 Motivacao

Uma extensao natural de sistemas unidimensionais sao os bilhares bidimensionais. Em
tais sistemas temos particulas nao interagentes confinadas dentro de uma regiao fechada
e experimentando colisdes com a fronteira (85). Basicamente estes podem ser classi-
ficados em trés diferentes classes, (i) integravel, (ii) ergédico e (iii) mista. Uma das
principais questoes sobre tais sistemas é a presenca ou nao de aceleracao de Fermi.
Neste sentido a conjectura proposta por Loskutov, Ryabov e Akinshin (LRA) (86) ba-
sicamente diz que se um sistema com fronteiras estaticas tem componentes cadticas no
espaco de fases, entdao uma perturbacao temporal na fronteira seria condigao suficiente
para produzir o crescimento ilimitado de energia. Tal conjectura foi confirmada em
diversos bilhares, por exemplo, oval (87), estddio (88), gaz de Lorentz (89) e muitos
outros. Recentemente foi mostrado que mesmo para bilhares elipticos (90, 91), cuja
integrabilidade vem da conservagao do momento angular em relacao aos dois focos,
depois de introduzir dependéncia temporal na fronteira, o crescimento ilimitado de en-
ergia é observado (90, 92). Simulagdes mostraram que condicoes iniciais escolhidas ao
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longo da curva separatriz do bilhar com fronteiras estaticas levavam a particula a exibir
aceleracao de Fermi (fenomeno que leva a um crescimento ilimitado de energia). Entao
a conjectura LRA pode ser estendida para a existéncia de uma orbita heteroclinica no
espaco de fases ao invés da existéncia de um conjunto com dinamica cadtica. O mecan-
ismo que gera aceleracao de Fermi neste caso sao os sucessivos cruzamentos de uma
particula pela vizinhanca da curva separatriz no caso estatico, ao qual sob perturbacao
temporal da fronteira se torna uma camada estocastica. Tais cruzamentos mudam a
dinédmica da particula de rotacao para libragao (ou ao contrario) e causa uma flutuagao
da energia cinética da particula. Tais flutuagoes aumentam com o tempo e levam a
uma difusdo anémala e consequentemente aceleragao de Fermi (90, 92). Neste capitulo
estudaremos o sistema com uma perturbacao do tipo giro, ou seja, a fronteira do bilhar
gira com velocidade angular constante.

5.3 O modelo e o mapa

Discutiremos os passos para construir as equagoes do mapeamento que descrevem a
dinamica do sistema. O modelo consiste de uma particula classica confinada dentro
de um bilhar ovéide dependente periodicamente do tempo e que experimenta colistes
elasticas com a fronteira. A dinamica do sistema é descrita em termos de um ma-
peamento nao-linear e quadridimensional T'(0,,, v, | ? I, tn) = (9n+1,an+1,| ?n+1 |

,tn+1) onde as varidveis denotam: () a posicao angular da particula; ( ulo que
a trajetoria da particula forma com a linha tangente na posigao da cohsao Vg
velocidade absoluta da particula e; (¢) o instante de colisao com a frontelra. Na ﬁgura
5.1 temos um esboco da fronteira oval e dos angulos envolvidos na descricao do mapa.
A forma da fronteira em coordenadas polares pode ser escrita como

Figura 5.1: Esquema ilustrativo da fronteira e dos angulos envolvidos na descricao do
mapa. Nesta figura temos que p=2e e > ¢, =0,2.

Ry(0,p,€,t) = 1 + ecos[pd (t)] , (5.1)
onde € € [0,1) é um parametro que controla a deformagao da fronteira, p é um niimero

inteiro e 6'(t) = 6 + Qt, onde 2 define a frequéncia de giro e t é o instante de colisao.
A dependéncia temporal no sistema é introduzida ao fazermos a transformacao em 6,
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que produz a rotagao, por isso, se {2 = 0 a fronteira é estdtica e os resultados para o
caso estatico podem ser recuperados (93). Para Q # 0 a fronteira gira com velocidade
angular Q. As componentes cartesianas da fronteira na posicao (6,,t,) sao dadas por

X(Op,tn) = [1+ ecos[pt(t)]] cos(6,) , (5.2)
Y (On,tn) = [1+ ecos[pd(t)]]sin(b,) . (5.3)

Comegando com uma condi¢ao inicial (0, ay,|V,|,t,), o angulo entre a reta tan-
gente na fronteira e o eixo horizontal no ponto X(6,,) e Y (6,) é dado por ¢, =
arctan[Y”'(6,,)/ X’ (0,)], onde X' = dX/df e Y = dY/df. Como ndo existem forgas
atuando na particula durante o voo, a trajetéria entre os choques é retilinea. Para
t > t, a posi¢ao da particula como func¢ao do tempo é dada por

Xp(t) = X(Ontn) + |V ] cos(om + dn)(t — L) (5.4)
Yo(t) = Y(Onta) + |Vl sin(on + dn)(t — tn) - (5.5)

Uma vez que a posicao da particula em fungao do tempo é conhecida, sua distancia
medida em relagdo a origem do sistema de coordenadas é dada por R,(6p,t,) =

X2(t) +Y2(t) e 0, = arctan[Y,,(t)/X,(t)]. A posicao angular na préxima colisdo
da particula com a fronteira, isto é 6,41, ¢ numericamente obtida resolvendo a seguinte
equacao Ry(6,t) = Ry(6,t). O tempo é obtido por

VAX? 4+ AY?
lnt1 =1tn + T ) (5.6)
n

onde AX = X(0,41) — X(0,,) e AY =Y (0,,41) — Y (0,,). Para obter a nova velocidade
nés devemos observar que o referencial da fronteira esta se movendo. Entao, no instante
de colisao, a seguinte condicao deve ser satisfeita

Vi Topr =V -Top (5.7)

n

v:1-1-1 ’ ﬁm—l = _v; : ﬁn+1a (5'8)

~ . 7 . / . . .
onde T e N sdo os vetores unitarios tangente e normal e V' indica a velocidade da
particula medida no referencial mével. As velocidades das componentes da particula
sao dadas por

Vst - Topr = [Vallcos(an + én) cos(éns1)] +
|V |50 (e + fn) sin(bns)]
Vit Nogi = —[Valsin(an + én) cos(dns)] +
|V allcos(an + én) sin(dnr1)] +
va(tn+1) : ﬁn+1 ) (5.10)

onde vb(tn+1) é a velocidade da fronteira e vb(tn_l,_l) . J_\/>n+1 é escrito como
Vo(tng1) - Npy1 = —epQsin[ph (tns)] x
X[— cos(0p11) sin(¢pi1) + sin(0p41) cos(dni1)] - (5.11)

(5.9)

_|_

+ o+
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- A i Sk
©0 1 2 3 4 5 6

Figura 5.2: Gréfico mostrando: (a) a x 6 para Q = 0; (b) a x 6 para Q@ = 1 ¢; (¢)
ax (64 Qt)(mod 27). Os pardmetros usados foram ¢ = 0,1 e a condicao inicial foi Vp = 3,
Op=m, to=0eay=m/2—0,1. A érbita foi evoluida até 2 x 10° colisdes com a fronteira.

Portanto, a velocidade da particula na colisao (n + 1) é dada por

Vol =V (V- Tor)? + (Pair - N2 (512)

Finalmente, ;1 é obtido por

n+1° ﬁn—i—l

Qn+1 = arctan ?ﬁ— . (513)
n+1 - n+1

5.4 Resultados numéricos

Sabe-se que para valores fixos de p e € existe um parametro critico onde a curvatura
da fronteira muda de positiva para neutra e entdo localmente negativa (93). Tal valor
¢é dado por

1

€c
Se € < €., 0 espaco de fases para o caso estatico é misto, contendo ilhas periddicas,

mares de caos e curvas invariantes do tipo spanning. Se € > ¢, as curvas invariantes sao
destruidas, isto ocorre pois algumas regioes da fronteira tem curvatura nao convexa.
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Figura 5.4: Gréfico de V vs. 0" para dife-
rentes valores de V| e considerando € = 0, 1,
Q=1,ap=7/2—-0,1e6y =0,16. Cada
érbita foi iterada 10% vezes.

Figura 5.3: Grafico da coordenada an-
gular do ponto fixo de periodo dois para
diferentes valores de Vj e usando ¢ = 0,1
e Q = 1. A linha pontilhada é dada por
a* =m7/2.

Para todas as simulacoes consideraremos p = 2, o que nos leva a concluir que ¢, = 0, 2.
Dividiremos os resultados em dois casos: (i) € < €. e (ii) € > €. Para o caso (i),
mostraremos que o fendomeno de aceleracao de Fermi nao é observado para a combinacgao
de parametros de controle e condigoes iniciais escolhidas. Para o caso (ii), o crescimento
ilimitado de energia é observado, como previsto pela conjectura LRA.

5.4.1 Caso (i): € < e,

A figura 5.2 mostra o comportamento de uma érbita iterada n = 2 x 10° vezes, onde a
condi¢ao inicial usada foi 6y = m, ap = 7/2—0,1, V) = 3,tp =0 e em (a) @ = 0. Vemos
um mar cadtico e curvas invariantes do tipo spanning, além de diversas ilhas periddicas.
Destacamos com circulos vermelhos uma érbita de periodo dois. A figura 5.2(b) mostra
a oOrbita considerando 2 = 1. Como podemos ver as estruturas presentes na figura
5.2(a) nao sdo mais observadas, entretanto, aplicando a transformacao " — 6+ Q¢ uma
estrutura similar ao item (a) é vista, como mostrado na figura 5.2(c). Tal transformacao
foi proposta pois para cada ponto (X,Y') faremos uma rotagao no sentido contréario do
giro, desta forma a fronteira fica estatica e a particula se move com arcos que serao
descritos a seguir. A posicao e forma das ilhas periédicas muda e depende da velocidade
inicial adotada. Se a velocidade da particula é maior do que a velocidade da fronteira,
a particula experimenta diversas colisoes em um pequeno intervalo de tempo, e no
limite de V' — oo o espaco de fases para o caso estatico é recuperado. O angulo a*
para o ponto fixo eliptico de periodo dois (que é representado pelos circulos vermelhos
das figuras 5.2(a) e 5.2(c)) em funcao de Vj é mostrado na figura 5.3, onde no limite
Vo — oo temos que a — 7/2. A figura 5.4 mostra o comportamento de V' x 6" para
e=0,1, a0 =7/2—-0,1e 0y = 0,16 e considerando diferentes valores de V} iterados
até 10* vezes. E importante notar que para diferentes valores de V[, as estruturas
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Figura 5.5: Gréfico de uma 6rbita usando Figura 5.6: (a) Gréfico de Ry, em funcao
Vo=3,00=m/2ety=0para: (a) Q=0 de V. Depois de um ajuste em lei de
e apg = /2 (ponto fixo de periodo dois); poténcia o expoente obtido foi 0,996(1);
(b) 2 =1e ap = 1,28312 (outro exem- (b) Rr vs. Q e o expoente obtido foi
plo de trajetéria em um ponto fixo); (¢) O —0,995(2).

mesmo mostrado no item (b) considerando
a reescala 0§ — 0 4+ Qt; (d) Um exemplo
de saltos curtos ao longo da fronteira para
Q=1¢eay=2,9 (correspondendo a uma
6rbita rotator).

observadas no plano V x ' sdo similares (ver figura 5.4). A evolugao da dindmica leva
a velocidade da particula a variar dentro de um certo limite, produzindo estruturas
que aparentemente nao sao conectadas umas as outras. Portanto, uma orbita em tal
regiao nunca escapa desta regiao, consequentemente levando a um crescimento finito
de energia.

A figura 5.5(a) mostra uma trajetéria para Vo = 3, ag = 0y = 7/2 e Q = 0. Para
tal caso, a particula apenas colide em uma regiao diametral do bilhar. Considerando
o caso de 2 = 1 e Vj = 3, para atingir a mesma posi¢cao, o valor de ay deve mudar
porque a geometria estd rodando [ver figura 5.5(b)]. Entretanto, considerando a mesma
transformacao feita antes para 0, isto é, §/ — 0+ Qt, isto pode ser interpretado como se
a fronteira ficasse na mesma posigao e a particula se movesse com trajetorias fazendo
arcos, como mostrado na figura 5.5(c). Tais trajetérias sao chamadas circulos de Larmor
(94, 95). Para uma particula cldssica de massa m e carga ¢ movendo com velocidade
constante v em uma regiao plana, se um campo magnético constante e uniforme B é
direcionado perpendicularmente ao plano de movimento, as trajetérias consistem de
uma série de arcos circulares com raio de Larmor que é definido como

Ry, = mv/(¢B), (5.15)

onde R é proporcional a velocidade v e inversamente proporcional ao campo magnético
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Figura 5.7: Diagrama de a x § onde as cores representam as minimas (a,c) e méximas
(b,d) velocidades ao longo da érbita. O tempo inicial foi tg = e: (a,c) Vo = 5 e (b,d)
Vo = 20.

B. A figura 5.5(c) mostra um exemplo de tal 6rbita diametral e fechada. Seguindo a
Ref. (94), concluimos que Ry, = a/[2 cos(a*)], onde a é a distancia entre dois pontos da
colisdo com a fronteira. Para e = 0,1 e apds diversas simulagoes, obtemos a = 1,8. A
figura 5.6(a) mostra o comportamento de Ry, em fungao de Vp, e apés um ajuste em lei
de poténcia obtivemos um expoente 0,996(1) = 1, portanto Ry, « V. Por outro lado,
variando 2 € [1072,1] obtemos que R, « Q7! como mostrado na figura 5.6(b). J4 na
figura 5.5(d) mostramos uma érbita rotator', que é um regime de curtos saltos ao longo
da fronteira (94). Concluimos que Ry, « Vp/Q e comparando com a Eq. (5.15), temos
que a velocidade v faz o papel da velocidade V{; do nosso bilhar e o campo magnético B
tem como equivalente o 2. Portanto, a dependéncia temporal do tipo giro de alguma
forma faz com que a particula se mova como se estivesse experimentando o efeito de
um campo magnético constante.

Para checar a influéncia dos correspondentes valores minimos e maximos da veloci-
dade ao longo da érbita em fungdo da condigao inicial, a figura 5.7 mostra um grafico
das condigoes iniciais ax § onde as cores caracterizam os limites alcangados por V. Para

'Uma trajetéria rotator é localizada préxima da borda da fronteira e passa por todos os valores de
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®o T 2 3 56 10 100 100 10 10°
0’ n
Figura 5.8: Gréfico de: (a) a x 6 para Figura 5.9: Gréfico de V em funcao de n
Q =0¢ (b) ax@ para Q = 1. Os usando 300 diferentes condigoes iniciais es-
parametros usados foram ¢ = 0,3 para a colhidas aleatoriamente (to € (0,27], 0y €
condigao inicial oy = 7/2 — 0,1, 6y = m, (0,27] e ap € (0,7]) para cada V. As
to=0e Vy=3. 6rbitas foram iteradas 108 vezes.

as figuras 5.7(a,c) as cores mostram a velocidade minima ao longo da série variando
entre 3 e no maximo 5,5 para uma velocidade inicial de V) = 5 enquanto as figuras
5.7(b,d) correspondem as velocidades maximas até um maximo de n = 105 colisdes
com a fronteira. Como podemos ver na figura 5.7, as velocidades sao maiores para
a aproximadamente menor do que 7/2, nestes casos temos que a velocidade de giro
da particula coincide com o sentido de giro da fronteira. As velocidades menores se
encontram normalmente em « > 2, que seria o sentido oposto ao de giro da fronteira.

5.4.2 Caso (ii): € > ¢,

Consideraremos o caso em que € = 0,3 > €.. Para este valor de € existem duas regioes
de curvaturas nao positivas (para o caso estatico), uma préxima de 6 = 7/2 e outra
em 0 = 37w /2. A figura 5.8(a) mostra o esboco de uma érbita para o caso independente
do tempo onde €2 = 0 e considerando a condic¢do inicial oy = 7/2 — 0,1, Oy = ,
to = 0 e Vy = 3. Para tal caso, podemos ver que as curvas invariantes do tipo spanning
sao destruidas, porém ilhas peridédicas e um extenso mar cadtico ainda sao observados.
A figura 5.8(b) também mostra uma 6rbita porém agora considerando € = 1, onde
utilizamos a transformacao 6’ = 6 + Qt. Vemos que os espacos de fases sao parecidos,
porém a forma das ilhas de periodo 2 sao alteradas na medida em que variamos o valor
de .

Estudaremos o comportamento da velocidade média em funcao do nimero de co-
lisdes com a fronteira para um conjunto de condicoes iniciais. Fixaremos a condicao
inicial Vj enquanto os outros observaveis, 6y € (0,27, ag € (0,7] e ty € (0,27 sao
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Figura 5.10: (a) Gréfico de ng vs. V. Figura 5.11: Reescala de todas as cur-
Um ajuste em lei de poténcia fornece o vas mostradas na figura 5.9 em uma tnica
expoente z = 4,96(4); (b) Gréfico da ve- e universal curva, onde as transformagoes
locidade inicial do plato V;, em funcao nos eixos usadas foram (V. — V/V"*)
de V5. A inclinacao encontrado apds um e (n — n/Vy""%).

ajuste em lei poténcia foi o = 0,941(9).

escolhidos aleatoriamente. Avaliaremos a velocidade média sobre a érbita para uma
condicao inicial, que é definida como V; = %H Z?:o Vi, , onde o indice ¢ corresponde
a uma amostra de um conjunto de condi¢bes iniciais e a velocidade média sobre o
conjunto é escrita como V = ﬁ Zf\il Vi , onde M = 300 simboliza o nimero de dife-
rentes condigoes iniciais. A figura 5.9 mostra o comportamento da velocidade média
em funcao de n para nove diferentes velocidades iniciais. Para n pequeno podemos
ver que as curvas permanecem constantes, e depois de um crossover n, todas iniciam
um crescimento com expoente 3 = 0,1763(4) = 1/6. O valor numérico encontrado
¢é aproximadamente o mesmo valor que fora encontrado em bilhares com perturbacao
temporal do tipo breathing' (96, 97). A figura 5.10(a) mostra n, vs Vo e apés um ajuste
em lei de poténcia o expoente obtido foi z = 4,96(4). Considerando a velocidade do
plato inicial em fungao de Vj, encontramos um expoente o = 0,941(9) (figura 5.10(b)).
Usando estes resultados, podemos colapsar todas as curvas mostradas na figura 5.9
fazendo uma transformacao V. — V/ VOO’941 en—mn/ V04’96, como feito na figura 5.11.
O regime de crescimento da velocidade é uma confirmacao de que a aceleracao de Fermi
estd agindo nas particulas, onde este é um caso diferente do € < €., em que nao vemos
um aparente crescimento ilimitado de energia.

'Uma traducéo para bilhares do tipo breathing seria bilhares que “respiram” ou que pulsam.
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5.5 Conclusoes

Estudamos algumas propriedades dinamicas de um bilhar oval com perturbacao tem-
poral do tipo giro. Mostramos que o modelo é descrito em termos de um mapeamento
nao-linear e quadridimensional. Para o caso onde a curvatura da fronteira é estrita-
mente positiva (e < €.) mostramos que o sistema nao apresenta aceleragao de Fermi e
isso é aparentemente uma contradicao da conjectura LRA para bilhares bidimensionais.
Mostramos que a posicao angular pode ser reescalada e as particulas se movem através
de circulos de Larmor, com isso, temos uma conexao com bilhares magnéticos. Para
o caso onde a fronteira tem curvatura negativa (e > €.), mostramos que o fendémeno
de crescimento ilimitado de energia é observado e a velocidade média é invariante de
escala em relagao a velocidade inicial. Os resultados apresentados neste capitulo foram
publicados na Communications in Nonlinear Science & Numerical Simulation (35).
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Capitulo

Conclusoes finais

Nesta tese estudamos algumas propriedades dindmicas e de escape de particulas classicas
nao interagentes considerando diferentes sistemas. Vimos alguns exemplos de invariancia
de escala que ocorrem, por exemplo, na energia média ou desvio da energia média; no
histograma do ntimero de particulas que atingem certa altura h no espaco de fases; na
probabilidade de sobrevivéncia; no coeficiente de difusao. Invaridncias de escala sao
importantes pois mostram que apds reescalas apropriadas, alguns observéaveis médios
no espaco de fases tém comportamentos universais. Detalhamos a forma de obter os
mapeamentos, e pudemos observar que os sistemas descritos aqui, em sua maioria,
apresentam uma estrutura mista no espaco de fases, contendo ilhas periddicas, caos
e curvas invariantes do tipo spanning. Expoentes de Lyapunov foram utilizados para
caracterizar os sistemas.

No capitulo 2 estudamos um guia de ondas senoidalmente corrugado, onde tal mo-
delo considera as trajetérias de um raio de luz que sofre reflexdes entre um espelho
plano e outro liso. Obtivemos resultados tanto para a versao completa quanto simplifi-
cada do mapeamento. Como mencionado, a versao simplificada do modelo nao nos traz
informacoes sobre reflexdoes multiplas com a fronteira corrugada, porém facilita nossas
andlises analfticas. E interessante salientar que neste problema damos uma motivagao
fisica para o escape de particulas, onde utilizando as equacoes de Fresnel conseguimos
mostrar em quais situagoes temos o escape do raio de luz ao considerar meios materi-
ais com diferentes indices de refracao. Os resultados apresentados nesta secao foram
recentemente publicados no Journal of Physics A, Mathematical and Theoretical (28),
Physics Letters A (29) e Communications in Nonlinear Science €& Numerical Simulation
(30).

O capitulo 3 mostrou uma familia de mapas Hamiltonianos bidimensionais que
recupera diversos modelos. Apds uma conexao com o mapa padrao, obtivemos analiti-
camente os expoentes de escala. Coeficientes de difusao foram obtidos considerando
histogramas de frequéncia para o nimero de particulas que atingem uma certa altura
no espaco de fases. Também mostramos que os coeficientes de difusao s@ao invariantes
de escala apds reescalas apropriadas. Os resultados deste capitulo foram publicados,
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conforme mostrado na Ref. (31).

O capitulo 4 mostrou particulas confinadas em uma caixa com potenciais infinitos
nas bordas e contendo em seu interior um poco de potencial dependente periodicamente
do tempo. Tal modelo mostra a dinamica de um conjunto de particulas classicas que
sofre a influéncia de diferentes potenciais. Dependendo da regiao que a particula se
encontra e a fase do potencial mével, é possivel haver ganhos ou perdas de energia
cinética. Os resultados foram publicados em (32, 33, 34). Aqui mostramos as expressoes
dos pontos fixos elipticos e hiperbdlicos de periodo um. Mostramos pela primeira vez
na literatura que o histograma do nimero de particulas que escapam em uma dada
iterada n é invariante de escala (apds reescalas apropriadas) ao considerarmos a posicao
do buraco proporcional & posicao da primeira curva invariante spanning.

Ja o capitulo 5 apresentou um bilhar ovéide com dependéncia temporal introduzida
através de giro. Para certas condicoes observamos que este nao apresenta um cresci-
mento ilimitado de energia (aceleracao de Fermi), desta forma sendo um possivel contra-
exemplo da conjectura LRA. Neste bilhar as particulas se movem através de circulos
de Larmor, com isso, temos uma conexao com bilhares magnéticos. Para o caso em que
temos curvatura negativa (e < €.), mostramos que o fenémeno de crescimento ilimitado
de energia é observado e a velocidade média das particulas é invariante de escala em
relacao a velocidade inicial. Os resultados do bilhar ovéide girante foram publicados
recentemente (35).

Esta tese foi um resumo de 8 artigos que foram publicados em revistas interna-
cionais. Todos os resultados que foram apresentados nesta tese sao novos, originais e
deverao contribuir para o avanco do conhecimento na area de sistemas dinamicos.
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Capitulo

Perspectivas futuras

Durante o tempo de doutoramento, tive a oportunidade de aprimorar os meus conhe-
cimentos em sistemas dinamicos, caos, bilhares, entre outros. Pude submeter para
publicacao alguns artigos, adiantar outros e além de contar com alguns aceitos para
publicacao ou até mesmo publicados. Além dos oito artigos citados nesta tese, cujas
referéncias sao (28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35), outro trabalho também foi publicado em
2012, desta vez na International Journal of Bifurcation and Chaos in Applied Sciences
and Engineering (11).

Os trabalhos abaixo foram submetidos para publicagao:
e 'Phase space properties and chaotic transport for a particle moving in a time de-
pendent step potential well’, submetido para publicacao na Applied Mathematics and
Computation (98);
o ’Circular, elliptic and oval billiards in a gravitational field’, submetido para publicagao
na Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation (99);
o 'Statistical properties for a dissipative model of relativistic particles in a wave packet:
a parameter space investigation’, submetido para publicacao na Applied Mathematics
and Computation (100);
e "Transport and dynamical properties for a bouncing ball model with regular and
stochastic perturbations’, submetido para publicacao na Physical Review E (101);

No meu terceiro ano de doutorado realizei um estdgio em pesquisa com bolsa BEPE
da FAPESP (processo n° 2012/18962-0). Fiquei por um periodo de 6 meses no grupo
do prof. Carl Dettmann em Bristol (Reino Unido). Tal visita rendeu alguns trabalhos
que estao em processo de finalizacao, publicados ou submetidos.

Apés a visita a Inglaterra, finalizei alguns artigos, dediquei-me a escrita da tese e
preparacao para a defesa.

Gostaria de deixar aqui meus agradecimentos ao co-orientador Prof. Dr. Iberé L.
Caldas pelas discussoes, por toda a contribuicao dada ao longo do projeto de doutorado
e por toda a paciéncia. Como citado nas referéncias, nossa parceria rendeu 2 artigos,
sendo 1 deles submetido (98) e outro publicado(34), além de outros trabalhos que estao
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em processo de finalizacao.

Pretendo iniciar um Pés-Doutorado no inicio de 2014, onde continuarei com os meus
estudos em sistemas dinamicos e bilhares. O novo projeto de pesquisa deverd contar
com a colaboracao de diferentes grupos de pesquisa cujos pesquisadores responsaveis
sao: (i) Prof. Iberé L. Caldas (USP / Sao Paulo); (ii) Prof. Leonid Bunimovich (Georgia
Institute of Technology / USA); (iii) Prof. Eduardo Altmann (Max-Planck-Institute /
Dresden); (iv) Prof. Dettmann (University of Bristol / Inglaterra); (v) Prof. Edson
Denis Leonel (UNESP - Rio Claro/SP); (vi) Prof. Jose Antonio Mendez-Bermudez
(Universidad Autonoma de Puebla /| México).
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fi (i =0,1,2,3); (¢) emin vs r com inclinagao ag; (d) € vs § com
inclinagao ai3. . . . . . oL oL
Grade de condigoes iniciais (¢g, eg) mostrando o logaritmo do tempo de
escape (LTE) para: (a) r = 80; (b) 7 = 100; (c) » = 200. Numero de
diferentes tempos de retorno (NDTR) para: (d) r = 80; (e) r = 100; (f)
r = 200. As janelas de escape sao situadas em e; < 59 e e; > 75. A
funcao fy foi usada para obter os resultados. . . . . . . . . ... ... ..

Grade com diferentes condigoes iniciais (¢o, eg) mostrando como cores o
logaritmo do tempo de escape (LTE) para: (a) r = 400; (b) r = 600;
(c) 7 = 700. Numero de diferentes tempos de retorno (NDTR) para: (d)
r =400; (e) r = 600; (f) r = 700. As janelas de escape sao situadas em
e1 < 117 e eq > 127. A funcao Fj foi usada para obter os resultados. . .

Grafico de e, vs Ne para ¢ = 2, ¢ = 25, ¢ = 50 e ¢ = 100. Um
ajuste em lei de poténcia nos fornece a inclinagao 2/3; (b) Gréfico de
€min VS ¢ com inclinacao 0,65557(7); (c) Colapso das curvas mostradas
no item (a) em um unico e universal grafico depois da transformacao

0,65557
Emin = Emin/a 0220

Esquema ilustrativo da fronteira e dos angulos envolvidos na descrigao
do mapa. Nesta figura temos que p=2ee>e.=0,2. . . . .. ... ..
Grafico mostrando: (a) a x 6 para Q = 0; (b) a x § para Q =1 e; (c)
ax (04 Qt)(mod 27). Os parametros usados foram € = 0, 1 e a condicao
inicial foi Vy =3, g =m, to =0 e ag =7/2—0,1. A 6rbita foi evoluida
até 2 x 10° colisdes com a fronteira. . . . . . . .. .. .. ... ... ..
Grafico da coordenada angular do ponto fixo de periodo dois para dife-
rentes valores de Vjy e usando ¢ = 0,1 e = 1. A linha pontilhada é
dadapor a® =7/2. . . ..

Grafico de V wvs. ¢ para diferentes valores de Vj e considerando ¢ = 0, 1,
Q=1 a=7/2-0,1e6y=0,16. Cada 6rbita foi iterada 10* vezes.
Grafico de uma 6rbita usando Vp = 3, 6y = /2 e to = 0 para: (a) 2 =0
e ag = m/2 (ponto fixo de periodo dois); (b) 2 =1 e ap = 1,28312 (outro
exemplo de trajetdéria em um ponto fixo); (¢) O mesmo mostrado no item
(b) considerando a reescala 8 — 6+ Qt; (d) Um exemplo de saltos curtos
ao longo da fronteira para Q@ = 1 e a9 = 2,9 (correspondendo a uma
Orbita rotator). . . . ...
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5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

(a) Gréfico de Ry em funcao de Vj. Depois de um ajuste em lei de
poténcia o expoente obtido foi 0,996(1); (b) RL vs. e o expoente
obtido foi —0,995(2). . . . . . . ...
Diagrama de o x 6 onde as cores representam as minimas (a,c) e maximas
(b,d) velocidades ao longo da drbita. O tempo inicial foi ¢y = e: (a,c)
Vo=5e(bd) Vo=20.. . . . . . .
Gréfico de: (a) ax 6 para Q = 0¢; (b) ax 6 para Q = 1. Os parametros
usados foram e = 0,3 para a condigao inicial ag = 7/2 — 0,1, 0y = T,
t() =0e Vb = 3. e
Grafico de V em funcdo de n usando 300 diferentes condicoes iniciais
escolhidas aleatoriamente (to € (0,27], 6y € (0,27] e ag € (0,7]) para
cada Vp. As érbitas foram iteradas 108 vezes. . . . . . . . . .. ... ..
(a) Grafico de n, vs. Vp. Um ajuste em lei de poténcia fornece o expoente
z =4,96(4); (b) Gréfico da velocidade inicial do plato Vj, em funcao de
Vo. A inclinacdo encontrado apds um ajuste em lei poténcia foi o =
0,941(9). .« . o o
Reescala de todas as curvas mostradas na figura 5.9 em uma tnica e
universal curva, onde as transformacgoes nos eixos usadas foram (V —
VIVEI M Y e (n— VR0 L

0]



LISTA DE FIGURAS

76



Lista de Tabelas

4.1 Expoentes obtidos analisando o desvio da energia média. . . . . . . . . .
4.2 Expoentes obtidos pela minima energia ao longo da curva invariante
SPANTUITLG.  + « o o o o e e e e e e e e e e e e e e e e

7



LISTA DE TABELAS

78



Bibliografia

[1] J. P. Eckmann e D. Ruelle, Rev. Mod. Phys 57, 617 (1985). 1

[2] N. Chernov, R. Markarian, Chaotic Billiards, American Mathematical Society, Vol.
127 (2006). 1, 2

[3] Lichtenberg A J and Lieberman M A 1992 Regular and Chaotic Dynamics, Applied
Mathematical Sciences Vol 38 (Springer-Verlag, New York). 1, 3, 18, 19, 26, 30

[4] R M May, Science, 86 645-647 (1974). 1

[5] N. Fiedler-Ferrara, C. P. C. do Prado, Caos Uma Introdugao, Edgard Blucher
(1994). 1, 41

[6] D. F. M. de Oliveira e E. D. Leonel, New J. Phys. 13, 123012 (2011). 1

[7] G. D. Birkhoff Dynamical Systems (Providence, RI: American Mathematical Soci-
ety). 2

[8] Dullin H R 1998 Nonlinearity 11 151-173. 2
[9] E. D. Leonel, J. K. L. Silva, S. O. Kamphorst, Phys. A, 331, 435-447 (2004). 2

[10] E. D. Leonel, P. V. E. McClintock, J. K. L. Silva, Phys. Rev. Lett. 93, 014101
(2004). 2

[11] D. R. da Costa, A. L. P. Livorati, E. D. Leonel, Int. J. of Bifurcation and Chaos
22, 1250250 (2012). 2, 69

[12] J. Nagler, M. Krieger, M. Linke, J. Schonke, J. Wiersig, Phys. Rev. E, 75, 046204
(2007). 2

[13] C. P. Dettmann, O. Georgiou, Phys. D 238, 2395-2403 (2009). 2, 26, 44, 45
[14] C. P. Dettmann, O. Georgiou, arXiv:1006.1316v2 (2010). 2

[15] L. A. Bunimovich, C. P. Dettmann, Phys. Rev. Lett. 94 100201 (2005). 2

79



BIBLIOGRAFIA

[16] C. P. Dettmann, E. D. Leonel, Phys. D 241, 403-408 (2012). 2, 32

[17] C. P. Dettmann, arXiv:1007.4166v1 (2010). 2

[18] E. Fermi, Phys. Rev. 75, 1169 (1949). 2

[19] S. E. Sklarz, D. J. Tannor, N. Khaneja, Phys. Rev. A 69, 053408 (2004). 2

[20] K. Nakamura e T. Harayama, Quantum Chaos and Quantum Dots, Oxford Uni-
versity Press, Oxford (2004). 2

[21] M. Steiner, M. Freitag, V. Perebeinos, J. C. Tsang, J. P. Small, M. Kinoshita, D.
Yuan, J. Liu, P. Avouris, Nature Nanotech. 4, 320 (2009). 2

[22] A. K. Karlis, P. K. Papachristou, F. K. Diakonos, V. Constantoudis, and P.
Schmelcher, Phys. Rev. Lett. 97, 194102 (2006). 2

[23] A. C. J. Luo, ASME J. Vib. Acoust. 124, 420 (2002). 2
[24] A. C. J. Luo, R. P. S. Han, Nonlinear Dynam. 10, 1 (1996). 2

[25] F. Lenz, C. Petri, F. K. Diakonos, and P. Schmelcher, Phys. Rev. E 82, 016206
(2010). 3

[26] L. D. Pustyl'nikov, Theor. Math. Phys. 57, 1035 (1983). 3

[27] A. L. P. Livorati, T. Kroetz, C. P. Dettmann, I. L. Caldas and E. D. Leonel, Phys.
Rev. E 86, 036203 (2012). 3

[28] M. R. Silva; D. R. da Costa e E. D. Leonel, J. Phys. A: Math. and Theor. 45,
265101 (2012). 3, 7, 8, 10, 23, 67, 69

[29] E.D. Leonel, D. R. da Costa e C. P. Dettmann, Phys. Lett. A 376, 421-425 (2012).
3.7, 8, 20, 23, 67, 69

[30] D. R. da Costa, M. R. Silva e E. D. Leonel, Commun. Nonlinear. Sci. Numer.
Simul. 19, 842-850 (2014). 3, 7, 8, 13, 23, 67, 69

[31] J. A. de Oliveira, C. P. Dettmann, D. R. da Costa, E. D. Leonel, Phys. Rev. E 87,
062904 (2013). 4, 25, 33, 68, 69

[32] D. R. da Costa, C. P. Dettmann e E. D. Leonel, Phys. Rev. E 83, 066211 (2011).
4, 26, 36, 41, 45, 68, 69

[33] D. R. da Costa, M. R. Silva, J. A. de Oliveira e E. D. Leonel, Phys. A 391,
3607-3615 (2012). 4, 36, 39, 42, 45, 68, 69

[34] D. R. da Costa, I. L. Caldas e E. D. Leonel, Phys. Lett. A 377, 1814 (2013). 4,
36, 38, 55, 68, 69

80



BIBLIOGRAFIA

[35] D. R. da Costa, D. F. M. Oliveira, E. D. Leonel, Commun. Nonlinear. Sci. Numer.
Simul. 19, 1926-1934 (2014). 4, 57, 66, 68, 69

[36] D. Le Sage et. al, Phys. Rev. B 85, 121202(R) (2012). 8

[37] A. G. York et. al, Phys. Rev. Lett. 100 195001 (2008). 8

[38] J. P. Palastro et. al, Phys. Rev. E 77, 036405 (2008). 8

[39] L. P. Kouwenhoven et. al, Phys. Rev. Lett. 65, 361 (1990). 8, 36
[40] A. L. Virovlyansky E G. M. Zaslavsky, Chaos 10, 211 (2000). 8

[41] I. P. Smirnov, A. L. Virovlyansky e G. M. Zaslavsky, Phys. Rev. E 64, 036221
(2001). 8

[42] A. Iomin e Yu Bliokh, Commun. Nonlinear. Sci. Numer. Simul. 8, 389 (2003). 8
[43] E. Hecht, Optics, 4th ed., Reading, MA: Addison—Wesley (2002). 13

[44] A. Lakhtakia, Optik 90, 184 (1992). 14

[45] D. B. Brewster, Philos. Trans. R. Soc. Lond. 105, 105 (1815). 14

[46] A. Lakhtakia, OSA Optics News 15, 14 (1989). 14

[47] http://refractiveindex.info. Acessado em 15 de Abril de 2012. 16, 18, 72

[48] A. F. Rabelo e E. D. Leonel. Brazilian J. Phys. 38, 54 (2008). 21, 22

[49] Zaslavsky G. M., Sagdeev R. D., Usikov D. A. and Chernikov A. A, Weak Chaos
and Quasi-Regular Patterns. Cambridge University Press, Cambridge, (1991). 26

[50] G. M. Zaslavsky, Hamiltonian chaos and fractional dynamics. Oxford University
Press, Oxford, (2005). 26

[51] I. I. Shevchencko, New Astron. 16, 94(2011). 26
[52] M. A. Lieberman, A. J. Lichtenberg, Phys. Rev. A 5, 1852 (1971). 26

[53] G. A. Luna-Acosta, J. A. Mendez-Bermudez, and F. M. Izrailev, Phys. Rev. E 64,
036206 (2001); Phys. Lett. A 274, 192 (2000). 26

[54] G. A. Luna-Acosta, G. Orellana-Rivadeneyra, A. Mendoza-Galvén, and C. Jung,
Chaos, Solitons and Fractals, 12, 349 (2001). 26, 47, 51

[55] J. L. Mateos, Phys. Lett. A, 256, 113 (1999). 26
[56] L. D. Pustylnikov, Trans. Moscow Math. Soc. 2, 1 (1978). 26

[57] L. A. Bunimovich and C. P. Dettmann, Europhys. Lett., 80, 40001 (2007). 26

81



BIBLIOGRAFIA

[58] E. G. Altmann, S. E. Portela and Tamas Tel, arxiv:1208.0254. 26
[59] P. Gaspard and G. Nicolis, Phys. Rev. Lett. 65, 1693(1990). 27
[60] J. R. Dorfman and P. Gaspard, Phys. Rev. E 51, 28(1995). 27

[61] W. J. Adams, The Life and times of the Central Limit Theorem. 2.ed. American
Mathematical Society, Providence (2009). 27

[62] H. Fischer, History of the Central Limit Theorem. Springer, New York (2011). 27
[63] I. Eliazar, J. Klafter, Chem. Phys. 370, 290 (2010). 27

[64] H. J. Hilhorst, Braz. J. Phys 39, 371 (2009). 27

[65] S. Umarov, C. Tsallis, S. Steinberg, Milan J. Math. 76, 307 (2008). 27

[66] G. M. Zaslavsky, Phys. Rep. 371, 461 (2002). 27

[67] E. D. Leonel, J. A. de Oliveira and F. Saif. J. Phys. A 44, 302001 (2011). 30, 51
[68] C.F.F. Karney, Phys. D 8, 360 (1983). 32

[69] M. F. Demers and L.-S. Young, Nonlinearity 19, 377 (2006). 32

[70] V. A. Avetisov and S. K. Nechaev, Phys. Rev. E 81, 046211 (2010). 32

[71] D. L. Shepelyansky, Phys. Rev. E 82, 055202(R) (2010). 32

[72] G. Cristadoro, R. Ketzmerick, Phys. Rev. Lett. 100, 184101 (2008). 32

[73] S. S. Abdullaev and K. H. Spatschek, Phys. Rev. E 60, R6287 (1999). 32

[74] H. Henry et. al., Chaos 9, 381 (1999). 32

[75] N. Buric, A. Rampioni, G. Turchetti and S. Vaienti, J. Phys. A: Math. Gen. 36,
L.209 (2003). 32

[76] M. Buttiker, R. Landauer, Phys. Rev. Lett. 49, 1739 (1982). 35
[77] M. Leng, C. S. Lent, Phys. Rev. Lett. 71, 137 (1993). 36

[78] L. P. Kouwenhoven, S. Jauhar, J. Orenstein, P. L. McEuen, Phys. Rev. Lett. 73,
3443 (1994). 36

[79] R. B. Hwang, IEEE T. Antenn. Propag., 54, 755 (2006). 36
[80] E. D. Leonel, P. V. E. McClintock, Phys. Rev. E 70, 016214 (2004). 36

[81] P. K. Papachristou, F. K. Diakonos, E. Mavrommatis, V. Constantoudis, Phys.
Rev. E 64, 016205 (2001). 36

82



BIBLIOGRAFIA

[82] P. K. Papachristou, F. K. Diakonos, V. Constantoudis, P. Schmelcher, L. Benet,
Phys. Lett. A 306, 116 (2002); Phys. Rev. E 70, 056215 (2004). 36

[83] J. Wu, et al., Phys. Lett. A 262, 245 (1999). 36
[84] E. G. Altmann, T. Tél, Phys. Rev. E 79, 016204 (2009). 45

[85] J. Andreasen, H. Cao, J. Wiersig e A. E. Motter, Phys. Rev. Lett. 103, 154101
(2009). 57

[86] A. Loskutov, A. B. Ryabov, L. G. Akinshin, J. Phys. A 33, 7973 (2000). 57
[87] D. F. M. Oliveira, E. D. Leonel, Phys. A 389, 1009 (2010). 57
[88] A. Loskutov, A. Ryabov, J. Stat. Phys. 108, 995 (2002). 57

[89] A. K. Karlis, P. K. Papachristou, F. K. Diakonos, V. Constantoudis, P. Schmelcher,
Phys. Rev. E 76, 016214 (2007). 57

[90] F. Lenz, F. K. Diakonos, P. Schmelcher, Phys. Rev. Lett. 100, 014103 (2008). 57,
58

[91] D. F. M. Oliveira, M. Robnik, Phys. Rev. E 83, 026202 (2011). 57
[92] E. D. Leonel; A. L. Bunimovich, Phys. Rev. Lett. 104, 224101 (2010). 57, 58

[93] D. F. M. Oliveira, E. D. Leonel, Commun. Nonlinear. Sci. Numer. Simul. 15, 1092
(2010). 59, 60

[94] M. Robnik e M. V. Berry, J. Phys. A: Math. Gen. 18, 1361-1378 (1985). 62, 63
[95] M. V. Berry e E. C. Sinclair, J. Phys. A: Math. Gen. 30, 2853-2861 (1997). 62
[96] E. D. Leonel, D. F. M. Oliveira, A. Loskutov, Chaos 19, 033142 (2009). 65
[97] B. Batisti¢ e M. Robnik, J. Phys. A: Math. Theor. 44, 365101 ( 2011). 65

[98] D. R. da Costa, I. L. Caldas e E. D. Leonel, submetido para publicagdo na Appl.
Math. Comput. (2013). 69

[99] D. R. da Costa, C. P. Dettmann e E. D. Leonel, submetido para publicagao na
Commun. Nonlinear. Sci. Numer. Simul. (2013). 69

[100] M. Hansen, D. R. da Costa, D. F. M. Oliveira e E. D. Leonel, submetido para
publicacao na Appl. Math. Comput.. 69

[101] D. R. da Costa, C. P. Dettmann e E. D. Leonel, submetido para publicacdao na
Phys. Rev. E (2013). 69

83



BIBLIOGRAFIA

84



