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Resumo

Nesta Tese de Doutoramento investigamos a influéncia das 6rbitas em regime de stickiness,
para com a dinamica de alguns sistemas dindmicos cldssicos. Tais Orbitas sdo caracterizadas
como aprisionamentos de tempo finito ao redor de estrututas de regularidade no espaco de fases.
Esse comportamento ao longo da dinamica, pode afetar propriedades estatisticas, de difusao e
de transporte, dependendo do ensemble de condicdes iniciais e parametros de controle. Ca-
racterizamos a influéncia deste fendbmeno em trés sistemas dinamicos: (i) modelo Fermi-Ulam
(FUM), onde 6rbitas em regime de stickiness produzem decaimento de correlacdes em forma
de exponencial esticada e de lei de poténcia, e toda uma andlise estatistica ao longo da dindmica
¢ feita, tanto analitica quanto numericamente; (ii) no modelo Bouncer, essas orbitas sdo carac-
terizadas via expoentes de Lyapunov e decaimento de correlagdes, onde elas funcionam como
um mecanismo para atrasar a difusdo ilimitada de energia; e finalmente (iii) no bilhar Stadium,
onde aliado a ressonancia, o stickiness atua como um facilitador na troca de comportamento
de drbitas, onde as mesmas sofrem uma transi¢do de difusdo ilimitada, para platd estaciondrio,

perto da criticalidade ressonante.

Palavras Chaves: Caos, Stickiness, Sistemas Dinamicos, Transporte e Difusio.
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Abstract

In this Doctorate Thesis we investigate how the sticky orbits influence the dynamics of
some classical dynamical systems. These orbits are characterized as finite-time trapping around
stability islands in the phase space. This behaviour along the dynamics, may affect statistical
properties, diffusion and transport, depending on the ensemble of energies, initial conditions
and control parameters. We characterize this stickiness influence in three dynamical systems:
(i) in the Fermi-Ulam Model (FUM), where orbits in sticky regime produce a decay of corre-
lations, of a stretched exponential and power law kinds and a whole statistics analysis is made
concerning numerical and analytical approaches; (ii) in the Bouncer model, these orbits are cha-
racterized along the dynamics via Lyapunov exponents and decay of correlations, where they
play the role of a mechanism to slow down the unlimited diffusion of energy; and finally (iii)
in the Stadium billiard, where allied with the resonance, stickiness allows a change in the orbits
behaviour, where we can set a transition from unlimited diffusion to stationary state, near the

critical resonance.

Key Words: Chaos, Stickiness, Dynamical Systems, Transport and Diffusion.
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Capitulo 1

Introducao

Esta Tese de Doutoramento é um trabalho essencialmente tedrico/numérico, em que foram
estudados vdrios aspectos relacionados ao fendomeno conhecido como stickiness, que basica-
mente é descrito como o aprisionamento tempordrio de orbitas por estruturas de estabilidade,
e sua influéncia para com a dindmica, propriedades cadticas, estatisticas, de difusdo e trans-
porte de alguns sistemas dindmicos cldssicos. Comegaremos nosso estudo na se¢do 1.1, onde
uma revisdo historica e motivacional ¢ feita. Na secdo 1.2, faremos uma revisdo sobre alguns
conceitos de caos cldssico. Jd a segcdo 1.3 tem por objetivo descrever os sistemas dindmicos uti-
lizados em nosso estudo e algumas de suas propriedades. Finalmente, na secdo 1.4 relataremos

alguns detalhes sobre o periodo de Doutoramento e discutiremos a estrutura da Tese.

1.1 Breve revisao historica

Ao longo do desenvolvimento da ciéncia, o estudo de sistemas dindmicos sempre foi uma
drea muito atraente, pois permite modelar matematicamente sistemas naturais. Desde os estu-
dos experimentais de Galileu Galilei [1, 2], envolvendo péndulos, planos inclinados, projéteis
e queda livre; passando por Isaac Newton [3, 4], que foi um dos pioneiros a ser capaz de des-
crever sistemas fisicos através de um conjunto de leis, que por sua vez tornou possivel escrever
conjuntos de equacdes; acreditava-se que os fendmenos descritos no mundo macroscéopico po-
deriam ser teoricamente previsiveis, devido ao seu cardter deterministico, onde a partir de uma
condicdo inicial e conhecendo as suas equacdes de movimento, poderiamos construir sua tra-
jetéria. No entanto, muitas das propriedades dos sistemas dindmicos, que utilizaremos nesta
Tese, ficaram ignoradas até meados do século XX, ainda que estivessem contidas em equacoes
diferenciais conhecidas ha trés séculos. Isso se deve a dificuldade de um tratamento analitico
das equacdes ndo lineares que descrevem propriedades cadticas.

Os trabalhos de Poincaré [5], no famoso problemas de trés corpos, foram os pioneiros no
tratamento da teoria do caos. Ele foi capaz de mostrar, através de técnicas geométricas e to-

poldgicas, que a evolucdo temporal de tal sistema € frequentemente cadtica, no sentido de que



um conjunto de condicdes iniciais, quando levemente perturbadas, poderiam levar a uma grande
mudanca em seu estado final. Seguindo essa mesma linha de estudos, seguiram-se os trabalhos
de Birkhoff [6] no final dos anos 20 do século passado, que futuramente dariam luz ao estudos
de bilhares, seguidos dos importantes trabalhos de Kolmogorov [7] e Smale [8], jd nos anos 50
e 60, respectivamente.

Porém, do ponto de vista do desenvolvimento do caos deterministico, € somente a partir
da integracdo numérica de equacdes diferenciais nao lineares, possibilitadas pelo advento de
computadores, que resultados comegaram a surgir. Contando a partir do pioneiro trabalho de
Lorenz [9] em meteorologia, nos anos 70 e 80, surge na literatura uma série de trabalhos com
resultados novos sobre comportamentos de sistemas cadticos. Sao exemplos os trabalhos de Fei-
genbaum [10], Kaplan e Yorke [11], Chirikov [12], May [13], Hénon [14], Pomeau-Manneville
[15] e Grebogi, Ott e Yorke ([16], os quais nos fornecem propriedades de dindmica cadtica,
bem como sua descri¢do, e de como tal dindmica se instala em sistemas fisicos. Esses estudos e
uma série incontdvel de estudos posteriores descrevem a dinamica temporal de sistemas fisicos,
analisando universalidades no comportamento dindmico desses sistemas e confirmando que os
mesmos apresentam propriedades cadticas.

Atualmente, o tema tem sido continuamente desenvolvido, tanto do ponto de vista de méto-
dos analiticos, mas em sua grande maioria por métodos e comparagdes numéricas. Ainda,
podemos encontrar a teoria do caos expandida nas mais diversas dreas do conhecimento, como

Biologia, Astronomia, Economia, Engenharia, Quimica, entre outras.

1.2 Alguns conceitos de caos classico

Nesta se¢do nos focaremos em alguns conceitos de dindmica no linear que serdo fundamen-

tais para o entendimento posterior e discussao dos resultados.

1.2.1 Sistemas Hamiltonianos

A abordagem via teoria dos sistemas dindmicos e do estudo da evolu¢ao temporal dos
sistemas fisicos pressupde que esta evolugdo pode ser descrita por um conjunto de equagdes
envolvendo varidveis relevantes, denominado estado, que caracterizam o sistema. Dé-se o nome
de espaco de fases ao conjunto de todos os estados acessiveis. Ao evoluir, a partir de um estado
inicial, o sistema passa por pontos do espaco de fases; ao conjunto assim percorrido denomina-
se Orbita. Assim, o espago de fases é também o conjunto de todas as Orbitas possiveis [17, 18].

A maneira mais comum para descrevermos as equacdes de movimentos de corpos € utili-
zando o formalismo Hamiltoniano, onde o estado do sistema é descrito pelo conjunto de N
coordenadas generalizadas ¢ = (qi,¢2,...,qnv) € de N momentos conjugados generalizados
p = (p1, P2, ---, Pn), onde N estd relacionado com o niimero de graus de liberdade do sistema.

Cada par (p, ¢) define um grau de liberdade. Veremos ainda mais adiante na Tese, que o nimero



de graus de liberdade de um sistema coincide com a dimensao topoldgica do espaco de fases do
sistema. A evolucdo temporal para este formalismo € obtida através das equagdes de Hamilton
[19] dadas por

Gi = 9H(q,p)

(A 8 i

S _BI}J(%IJ) ’ (1.1)
v 9q;

sendo que H (q, p) é a funcdo Hamiltoniana do sistema. Qualquer conjunto de variaveis (¢, p) tal
que as suas evolugdes temporais sejam dadas pelas equagdes de movimento acima sao chamadas
de canoénicas [18].

A estrutura do espaco de fases caracteriza portanto os comportamentos dinamicos possiveis
do sistema. De uma maneira geral esta estrutura pode se apresentar de vdrias maneiras, em
graus distintos de organizacdo e contendo hierarquias de arranjos. Se considerarmos um sis-
tema Hamiltoniano com /N graus de liberdade, dizemos que o sistema € integrdvel se 0 mesmo
apresentar N constantes de movimento. Desta maneira, podemos realizar uma transformacao
candnica de varidveis (¢,p) — (g, ), de forma que a nova funcdo Hamiltoniana H(p) de-
penda apenas do novo momento, de modo que g—g = 0 [19]. Essa transformacao, nos fornece
novos momentos, que sdo interpretados como constantes arbitrdarias. Ainda, se considerarmos
que as varidveis da transformagao canodnica sejam escolhidas como as varidveis de acdo-angulo

(G, p) — (I,0) [18, 19, 20], podemos escrever as novas equagdes de movimento como

dl do  0H(I)
sendo que as solugdes das Eqgs.(1.2), s@o respectivamente
I(t) =1(0
(t) = 1(0) (1.3)
0(t) = 0(0) + w[I(0)]t

As solucdes para estes sistemas sdo representadas por toros N dimensionais, sendo que
cada componente da dimensdo rotaciona com uma frequéncia w;, onde : = 1,..., N. Uma
forma geométrica de representar as solucoes das Eqs.(1.3) é ilustrada na Fig.1.1, onde a varidvel
de acdo representa os raios constantes, e a varidvel angulo evolui ciclicamente no tempo. As
trajetdrias sobre o toro podem ser analisadas quanto a sua periodicidade ou quase-periodicidade
através das frequéncias w; () [19]. Se considerarmos uma trajetéria periédica, a mesma deve
obedecer a relacdo de ressonancia m.w; = 0, sendo 7 um vetor de valores inteiros. Para o caso

bidimensional, a condi¢ao de ressonancia é

! mo
— =—— (1.4)

w2 my
Os toros racionais sdo encontrados quando a razdo entre as frequéncias € um ndmero ra-
cional. Assim, quando uma Orbita completar m; voltas em 6; e ms voltas em s, a Orbita se

fecha sobre si mesma, e temos uma 6rbita periddica. No entanto, se a Eq.(1.4) ndo for satisfeita,



Trajetoria

Figura 1.1: Movimento de um ponto no espaco de fases para um sistema integrdvel com dois
graus de liberdade. Figura retirada da Ref.[19].

lidamos com o caso quase-periddico, onde as 6rbitas nunca fecham sobre si mesmas, para este
caso temos os toros irracionais. Este dltimo ocorre com muito mais frequéncia, uma vez que
num dado dominio, a probabilidade de encontrarmos razdes irracionais € muito maior que a de

encontrar razdes racionais.

Teorema KAM

Uma abordagem para verificar a robustez da integrabilidade do sistema, € submeté-lo a uma
pequena perturbagdo [17, 18]. Neste caso, representamos a Hamiltoniana, ja na varidveis a¢ao
e angulo como:

H(1,0) = Ho(I)+ €eH(1,0), (1.5)

onde a fungdo H (I, 0) é separada em duas partes, uma integravel Hy, mais a parte perturbativa
H,, sendo € o parametro que controla a transi¢do de integrabilidade para ndo integrabilidade.
A pergunta sobre em quais condi¢des a Hamiltoniana perturbada da Eq.(1.5) apresenta tra-
jetérias que permanecem confinadas a toros N dimensionais sé foi respondida pelo teorema
de Kolmogorov [7], Arnol’d [21, 22], Moser [23, 24], usualmente chamado de teorema KAM
(Kolmogorov-Arnol’d-Moser). O teorema estabelece que, se um sistema dinamico integravel
for submetido a uma pequena perturbacdo nao-linear, determinados toros serdo deformados e
outros destruidos. Nesse contexto, definimos toros como sendo curvas invariantes no espaco
de fases, onde condig¢des iniciais dadas em cima do toro, permanecem sobre o mesmo, pre-
enchendo uma curva fechada toroidal com a evolucdo temporal [17, 18, 19, 20]. Assim, os
toros sobreviventes sdo aqueles que possuem uma razio de frequéncias suficientemente irraci-
onais, ou seja, sdo destruidos aqueles cujo quociente de frequéncias mais se aproxima de um
namero racional. Sendo assim, o dltimo toro a ser destruido € o que apresentar o quociente de
frequéncias mais irracional de todos (muito préximo da razio durea) [17, 18, 19, 20]. Em outras

palavras, o sistema deve obedecer os seguintes critérios para que os toros sobrevivam:
e (i) independéncia linear das frequéncias [18]: 7i.cd;(I) # 0,

e (ii) a perturbacdo deve ser suave [18], com um nimero suficiente de derivadas continuas



de Hl ,

e (iii) condi¢Oes iniciais devem ser fornecidas suficientemente afastadas das ressonancias
[18].

Para uma perturbacao e suficientemente grande todos os toros sdo destruidos. Da condicao (iii),
temos que o dltimo toro a ser destruido € aquele cuja razdo de frequéncias € o nimero mais
irracional. Podemos entender o significado do “niimero mais irracional” através de algumas
ferramentas matematicas da teoria de nimeros. Um numero irracional R, pode ser representado

através de fragdes continuadas infinitas [17] na forma:

R=—aj 4 —" (1.6)

onde a; assumem valores inteiros. Ao truncarmos a fragdo em um determinado a,,, obtemos
um valor racional pr6ximo do niimero irracional. Desta maneira, o nimero “mais irracional” é
definido como o que se aproxima mais lentamente do valor da Eq.(1.6) [17]. O nimero mais
irracional que existe € conhecido como razdo durea [17] denotada como: ¢ = @

No entanto, os toros com razdo de frequéncia racional, sdo destruidos com valores de
perturbacio € muito pequenos. Apds essa destrui¢do, surgem pontos fixos ou de equilibrio aos
pares, identificados como elipticos e hiperbdlicos, conforme o Teorema de Poincaré-Birkhoff
[17, 18, 20]. Os pontos elipticos sdo estaveis. Assim, condi¢Oes iniciais em sua vizinhanga,
geram Orbitas elipticas, em um movimento periddico ou quase-periddico; movimento esse que
se repete em menores escalas, caracterizando sua estrutura hierdrquica. J4 pontos fixos hi-
perbdlicos, também chamados de pontos de sela, apresentam dire¢des instdveis e estdveis. Ao
conjunto de pontos que tendem ou escapam iterativamente para o ponto de sela denominamos
variedade (manifold) [17, 18, 20]. Nesse cendrio, encontramos Orbitas homoclinicas e hete-
roclinicas, onde 6rbita homoclinica € definida como um conjunto de pontos que liga um ponto
de sela a ele mesmo; ja orbita heteroclinica, também € definida como um conjunto de pontos,
porém, eles ligam diferentes pontos de sela. Ainda, a instabilidade dos pontos fixos hiperbdlicos
€ responsavel pela formacao de regides cadticas em sistemas conservativos. Ou seja, caso um
sistema apresente um ponto hiperbdlico, uma “pequena perturbagcdo” pode levar o0 mesmo a
apresentar dinamica cadtica.

Para o caso de sistemas nao-integraveis, que constituem a grande maioria dos sistemas Ha-
miltonianos, encontramos a coexisténcia de diferentes tipos de érbitas no espago de fases, ge-
radas por diferentes condi¢des iniciais, que sdo controladas pela intensidade da ndo-linearidade
do sistema. Assim, podemos encontrar regides cadticas coexistindo com regides estaveis. Tal
coexisténcia € responsdvel pela quebra de ergodicidade do sistema. Um sistema dindmico &
classificado como ergddico, quando uma dnica condic¢ao inicial, evoluida em um tempo sufici-
entemente longo, preenche todo o espago de fases. Em particular, para sistemas bidimensionais,

uma linha divide um plano, e um toro KAM separa o espaco de fases em duas regides distintas.



Assim, uma regido cadtica € separada por um toro KAM no espaco bidimensional. Nestes casos,
os toros KAM atuam como se fossem barreiras que ndo podem ser atravessadas por qualquer
orbita. Tal comportamento da origem ao fendmeno de stickiness, o qual nos referiremos mais

adiante ao longo da Tese.

Secao de Poincaré

A abordagem que enfocamos até o momento estd relacionada com sistemas de tempo
continuo. Geralmente sdo representados por conjuntos de equagdes diferenciais ordindrias ou
parciais, juntamente com condi¢des iniciais e parametros de controle externos que permitem
descrever o comportamento dindmico dos sistemas ao longo do tempo. Podemos ainda, es-
tudar um sistema dinamico considerando o tempo como uma varidvel discreta. Nesses casos,
normalmente temos uma modelagem através de mapas, nos quais existe uma lei de recorréncia
relacionando os valores das varidveis dindmicas no instante posterior com seus valores em ins-
tantes anteriores [25]. Sendo assim, uma das maneiras pela qual um fluxo continuo da origem a
um mapa discreto € pela utilizacdo de se¢des de Poincaré. A seciao de Poincaré é uma maneira
de simplificar o estudo de um fluxo em um espago de fases /N —dimensional a uma aplicagdo,
chamada mapa de Poincaré, ou mapa de retorno, num espaco de fases com N — 1 dimensdes
[25].

Dada uma equagdo diferencial genérica do tipo & + a;(t)@ + as(t)r = 0, onde a;(t) e
as(t), sdo periédicos com periodo 7. O mapa de Poincaré é obtido considerando as sucessivas
interseg¢Oes das trajetérias com uma superficie {2 chamada secdo de Poincaré, toda vez que o
tempo for um miuiltiplo de 7" [25]. Ainda, caso essa superficie coincida com o plano (%, z),
encontramos o chamado mapa estroboscopico [20]. Na Fig.1.2, podemos perceber como o
fluxo de trajetdrias intercepta a superficie €2, apds a aplicacdo do mapa de Poincaré P. Aqui
temos o exemplo de uma 6rbita periddica 7, na qual a transformagdo P(7y") = xo*, ou seja, a
Orbita xg intercepta a secdo de Poincaré no mesmo ponto z* onde foi iniciada. Temos também
o exemplo de uma 6rbita ndo-periédica 77, onde P(z') # x1’, ou seja, aqui a 6rbita ;" ndo
intercepta a secdo de Poincaré no mesmo ponto inicial z.

Algumas das vantagens de utilizarmos a se¢do de Poincaré, sdo: (i) a redu¢cdo dimensional,
onde reduzimos o espago de fases de uma variavel; (ii) dindmica global, onde em sistemas com
baixa dimensao, a integracao numérica das equacdes diferenciais do problema original, nos for-
necem a dinamica global do sistema; e (iii) a melhor visualiza¢do de fendmenos, onde conceitos
fisicos dificeis de se caracterizar no problema original, tornam-se claros quando olhamos para

a secao de Poincaré.

Mapa padrao

No caso de sistemas dindmicos com tempo discreto, o sistema bidimensional integravel

mais simples, onde a Hamiltoniana € proporcional ao quadrado da varidvel de a¢do (caso tipico



Figura 1.2: Representacdo geométrica do mapa de Poincaré P: 1y é uma orbita periddica, e
xo* € o ponto onde a drbita intercepta a hipersuperficie C); 11 é uma orbita ndo periddica que
corta ), onde P(z') # x,'. Figura retirada da Ref.[25].

relacionado a energia cinética) foi proposto pela primeira vez por Chirikov [12], onde apds uma
perturbacdo da varidvel de ag¢do I por uma funcdo senoidal do angulo ¢ e de intensidade K,

obtemos o seguinte mapeamento

Iy =1,+ Ksin(6,) mod(2m)

(1.7)
Opi1 =0, + 1,11 mod(27)

Aqui, o conjunto de Egs.(1.7) € definido como mapa padrao, e modulacdo em 27 de ambas
das variaveis (I, 0,,), remete a dindmica confinada em uma geometria toroidal. Se K = 0, o
sistema € integravel. Quando K > 0, o sistema € ndo-integravel e pode ocorrer a coexisténcia
de regides cadticas e regulares. Aqui encontramos uma transicao de integrabilidade para ndo
integrabilidade. Quando temos o parametro K préximo a um valor critico, dito K. ~ 0, 9716,
temos a destrui¢@o da dltima curva invariante, € encontramos uma outra transi¢do, de caos local
para caos global no espacgo de fases. A Fig.1.3, representa o espaco de fases para alguns valores
do parAmetro K, com 400 condi¢des iniciais distintas evoluidas até n = 10? iteracdes.

O mapa padrao tem sido amplamente utilizado na investigacdo de processos de difusdo
e transporte andmalos, e também no decaimento andmalo das correlacdes temporais e re-
corréncias de Poincaré [26, 27]. Ainda, podemos obter o mapeamento padrio, através da andlise

da dindmica do rotor quicado.

Stickiness

Na literatura cientifica existem diversos exemplos numéricos que confirmam a existéncia de
um comportamento andmalo de algumas 6rbitas cadticas, quando elas se aproximam das bor-
das de ilhas de estabilidade, onde longos intervalos de tempo sdo gastos nas vizinhancas dessas

regides. As Orbitas inicializadas no mar de caos, podem ser aprisionadas por diferentes estru-



Figura 1.3: Espaco de fases para o mapa padrdo. Em (a) K = 0,4, em (b) K = K. ~ 0,9716
eem(c) K =1,5

turas de estabilidade, e em determinado momento, escapam desse aprisionamento temporario e
continuam visitando diferentes regides imersas no mar de caos. Tal comportamento “intermi-
tente”, ndo pode ser atribuido a um toro KAM, uma vez que o mesmo representa uma barreira
para 6rbitas cadticas independentemente do tempo de evolucao do sistema.

As primeiras observacdes numéricas da existéncia desse aprisionamento de Orbitas cadticas
nas vizinhancgas de ilhas de estabilidade, foram realizadas nas décadas de 70 por George Con-
topoulos [28]. Na década de 80, foi proposto por Mackay, Meiss e Percival [29] a existéncia
de objetos chamados de cantori. Eles sdo definidos como um conjunto invariante infinito de
pontos, mas que nao formam uma linha continua (toro), e sim um conjunto fractal [17, 18, 20].
Esses cantori se formam através da destruicdo dos toros invariantes conforme se aumenta a
perturbacio do sistema. Ainda, diferentemente dos toros KAM, eles formam barreiras parci-
ais no espaco de fases. A existéncia destes cantori tem grande influéncia sobre como ocorre
o transporte de Orbitas cadticas no espaco de fases, e teve como consequéncia principal, uma
reformulacio topoldgica dos estudos sobre espacos de fases. Quando a dindmica € evoluida, a
evolucdo da orbita pela regido onde se encontram as ilhas de estabilidade se torna complicada,
pois o cantori mais proximo bloqueia o escape da drbita da fronteira na vizinhanga da ilha de
estabilidade. Essa 6rbita bloqueada, acaba ficando “presa” dentro da drea entre 0 mais proximo
cantori e a fronteira da ilha de estabilidade. Desta maneira, observamos uma maior densidade
de pontos ao redor da ilhas de estabilidade, como mostra a Fig.1.4.

Durante esse processo, tais Orbitas sdo aprisionadas ou ainda “coladas” nas bordas (sticky
motion) [30]) de verdadeiras quase-armadilhas dindmicas (quasi-dynamical traps) [31] por um
intervalo finito de tempo. De acordo com Zaslavsky [32], como o aprisionamento das Orbitas

cadticas ocorre por um instante de tempo finito, ndo € correto dizer que existe aprisionamento



de 6rbitas em armadilhas dindmicas absolutas, como um sink, como é observado para sistemas
dissipativos, mas sim em quase-armadilhas dindmicas. Ainda, Zaslavsky foi um dos pioneiros
e muito bem sucedido cientista na investigacdo do fendmeno de stickiness. Na Fig.1.4 temos
varias amplia¢des em torno das ilhas de estabilidade de um espaco de fases para o mapa padrao
com o parametro de controle KX = 6,908743, onde encontramos os cantori e suas cadeias de
ilhas correlacionadas. Podemos ver em particular na Fig.1.4(b), uma maior densidade de pontos

em torno das trés ilhas, caracterizando o aprisionamento de drbitas pelo fendmeno de stickiness.

Figura 1.4: Sucessivas ampliacdes do espaco de fases para o mapa padrdo nas proximidades
das ilhas de estabilidade, caracterizando o fendmeno de stickiness. O pardmetro de controle
utilizado foi K = 6,908743.

De forma simplificada, o aprisionamento de 6rbitas cadticas pode ser definido como longos e
sucessivos intervalos de tempo em que a dindmica do sistema, torna-se “menos cadtica”. Ainda,
durante o aprisionamento, as Orbitas tendem a apresentar um movimento “quase regular”, ou
em determinados casos, até regular [31, 32]; contrastando com sua dindmica cadtica quando
elas estdo longe das ilhas de estabilidade. Tal comportamento pode ser considerado como o
que conhecemos por processo intermitente [15, 17], onde existe uma alternancia entre periodos
de movimento regular e cadtico (mesmo que ndo ocorram os estouros burst). Ainda, algumas
aplicacdes resultantes desse fendmenos de aprisionamento de Orbitas por estruturas regulares
pode ser encontradas em astronomia [33], em mecanica dos fluidos [34], em dindmica de voos
de Levy [35] e biologia [36].
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1.2.2 Transporte

O comportamento de uma Orbita iniciada em uma regido cadtica do espago de fases de um
sistema que apresenta espaco de fases do tipo misto é bastante complexo. Apesar da Orbita
nao penetrar nas regides de estabilidade (ilhas), percebemos que a presenca de algumas dessas
estruturas afeta de maneira decisiva o comportamento das Orbitas. De fato, gracas a presenca
de cantori (toréides de dimensdo fractal) e de um labirinto de cadeias de ilhas dentro de cadeias
de ilhas, geradas por ressonancias, 6rbitas do mar de caos podem ser aprisionadas em regides
estreitas proximas as ilhas, permanecendo um tempo muito longo até escapar novamente para o
mar de caos. Aqui definimos a dimensao fractal basicamente como estrututas que possuem ge-
ometria irracional, embora existam defini¢des matemadticas extremamente mais rigorosas [37].

No entanto, muitas vezes ndo estamos interessados em saber o comportamento individual de
particulas, mas sim, em conhecer comportamentos médios do sistema. Essa € a principal razao
para considerarmos métodos estatisticos na descricdo dos fendmenos dinamicos. Um exemplo
intuitivo é pensarmos em como se afastam as particulas, se pingarmos uma gota de tinta em
uma superficie liquida.

Ao tomarmos um sistema fisico e introduzirmos um vazamento, ou ainda mesmo uma bar-
reira, dizemos que a probabilidade da amostragem inicial de condi¢gdes iniciais sobreviver ao
vazamento é denominada p(7,t), onde 7 representa uma variavel de acdo genérica. Consi-
derando que podemos separar a “regido de sobrevivéncia” em duas partes; as particulas que
escaparam, e as que ainda nao escaparam, podemos definir uma “corrente de fluxo” para o es-
cape, onde esta deve ser proporcional a diferenca de concentracdo das duas regides. De acordo
com [38, 39], escrevemos

j(7,t) = —DVp(7, 1), (1.8)
onde D € o coeficiente de difusdo. Ao considerarmos ainda a propriedade da conservacao das

particulas temos
ap(Fv t) = =
——= ==V (rt). 1.9
5 J(7t) (1.9)
Combinando as Eqgs.(1.8) e (1.9), obtemos a equacdo de difusao
Ip(T, 1)

PN DV2(7 1) . 1.1
o V(' t) (1.10)

A distribui¢ao de probabilidades em sistemas unidimensionais que obedecem a Eq.(1.10)

sao dadas por [38, 39]
1 r2
rt)= ——exp| — | . 1.11
p(7,t) D p( 4Dt) (1.11)

Podemos destacar dois tipos de comportamento, ressaltando os aspectos temporais da pro-

babilidade de sobrevivéncia.

e (i) Mar de caos: A Orbita realiza um movimento errdtico similar a um movimento Brow-

niano (random walk) [40], possuindo uma estatistica do tipo exponencial para os tempos
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de retorno (escape através do buraco).

e (ii) Proximo as ilhas de estabilidade: A 6rbita pode ficar confinada por um longo tempo
proximo as ilhas em um processo de aprisionamento (stickiness). Durante esse tempo
o comportamento da dindmica € aproximadamente regular. O tempo de aprisionamento

tipico segue o formato de uma lei de poténcia, para as correlagdes (escape) [39, 41].

Uma vez a 6rbita iniciada em uma regido do mar de caos, ela pode alternar entre estes
dois regimes de comportamento indefinidamente, dizemos assim que se trata de um movimento
intermitente. Apesar da alterndncia ser entre regimes regulares e cadticos, essa intermiténcia
se distingue do conceito usual pois 0 movimento cadtico ndo se d4 no formato de um estouro
(burst). A distribui¢ao do tempo de retorno, ou probabilidade de sobrevivéncia em um sistema
deste tipo, refletird a presenca desses dois processos.

Para tempos de retorno curtos, ou rdpido escape, esperamos uma queda exponencial (mo-
vimento no mar de caos). J4 para tempos de retorno longos, ou escapes demasiadamente de-
morados, esperamos que os aprisionamentos ao redor das ilhas predomine, provocando uma

distribuic@o do tipo lei de poténcia. Em equacgdes temos que

p(7,t) < Ae=¢t  tempos “curtos” (1.12)
p(7,t) o« Bt™  tempos “longos” '

onde em principio as constantes A, B, ( e v sdo ndo negativas, ¢ podem depender da posi¢io
e/ou tamanho do buraco introduzido no sistema, em relagdo a alguma varidvel relevante de
andlise do sistema (7). Recentemente, foi mostrado que se a regido de escape for dependente
do tempo, temos também dependéncia temporal no decaimento das correlacdes [42]. Para siste-
mas cadticos, ou hiperbélicos, é natural encontrarmos um decaimento exponencial [39, 43, 44];
e para sistemas mistos, isto €, onde ilhas de estabilidade e mares de caos coexistem, o decai-
mento € caracteristico de lei de poténcia (mais lento) [45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53], mas
podemos também encontrar decaimento de probabilidade de sobrevivéncia no formato de ex-
ponencial esticada (stretched exponential) [54, 55]. Ainda, se for observado um decaimento em
lei de poténcia ou de exponencial esticada, com longas “caudas”, existem grandes chances de
se observar stickiness no sistema.

Deste modo, quantidades como difusao e transporte sao afetadas diretamente pela existéncia
de orbitas aprisionadas em regime de stickiness, € por essa razao sao chamadas de difusdo e
transporte anomalos [56]. Grandezas utilizadas na quantificagdo de caos em sistemas dindmicos
sdo extremamente sensiveis a existéncia de trajetdrias aprisionadas: € o caso dos expoentes de
Lyapunov e a probabilidade de sobrevivéncia. Além destes exemplos, a influéncia do fendmeno
de aprisionamento pode ser observado diretamente no decaimento das correlagdes temporais
[57, 58] e nas recorréncias de Poincaré [38, 59, 60, 61, 62], que neste caso também apresentam

um comportamento andmalo, de alguma maneira proporcional a uma lei de poténcia [39].
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1.2.3 Expoentes de Lyapunov

Na literatura existem diversas defini¢des para a dinamica cadtica [17, 18, 20, 25, 63],
onde tais defini¢des dependem explicitamente da escolha da condicdo inicial. Desta maneira,
sistemas que apresentam coexisténcia de dominios que possuem dindmica cadtica e regular no
espaco de fases, faz com que a andlise da dinamica do mesmo seja muito mais complexa. Ainda,
o entendimento entre a iteragdo entre esses dois comportamentos ¢ um campo de pesquisa em
constante desenvolvimento.

Citando Zaslavsky [31, 32] na literatura contemporanea, as defini¢des mais usuais para um
sistema cadtico sdo, se 0 mesmo apresenta em algum dominio do espaco de fases: (i) pelo
menos um expoente de Lyapunov positivo, ou (ii) entropia de Kolmogorov-Sinai positiva, ou
(iii) se o sistema for hiperbdlico.

Diante deste contexto, torna-se essencial ressaltar um vinculo entre estas defini¢cdes, que
¢ a existéncia de uma instabilidade local e consequentemente do afastamento exponencial de
trajetorias geradas a partir de condigdes iniciais escolhidas muito préximas, porém diferentes.
Tanto para sistemas de tempo continuo quanto discreto, a sensibilidade as condi¢des iniciais
pode ser avaliada através do célculo dos expoentes de Lyapunov. Essa técnica, representa um
dos meios mais utilizados e eficientes na obtencdo de informacdes a respeito da instabilidade
local no espago de fases de sistemas dindmicos, em particular, com relacdo as direcoes de
aproximacao e/ou afastamento das condig¢des iniciais.

Em sistemas Hamiltonianos com dois graus de liberdade, como por exemplo o mapa padrao,
teremos dois expoentes de Lyapunov, onde seus valores dependem das condicdes iniciais esco-
lhidas. Para sistemas /N dimensionais, podemos encontrar /N expoentes de Lyapunov [64]. O
conjunto de todos os expoentes de Lyapunov é chamado de espectro de Lyapunov. Para sis-
temas conservativos a soma de todos os elementos do espectro de Lyapunov deve ser igual a
zero, como uma consequéncia da conservagao do volume do espago de fases, garantida pelo Te-
orema de Liouville [18, 19]. Sendo assim, tomando o mapa padrdo como exemplo, escolhendo
condic¢des inicias no mar de caos, teremos dois expoentes de Lyapunov: um positivo e outro
negativo, onde deve ser obedecida a relagdo |\;| = |\s|, para garantir o Teorema de Liouville.
Assim, ao tomarmos um sistema /N dimensional, para garantirmos que a Orbita gerada pela
condicdo inicial serd cadtica, devemos ter no espectro de Lyapunov, pelo menos um expoente
positivo. Ainda, podemos associar o expoente de Lyapunov, com a estabilidade da trajetdria.
Da mesma forma que os autovalores da matriz Jacobiana dos sistema, utilizados para determi-
nar o expoente de Lyapunov, sdo invariantes sob uma mudanca de coordenadas, os préprios

expoentes de Lyapunov também serdo, garantindo assim um considerdvel grau de robustez.

Definicao

Considerando um sistema dinamico avaliado com espectro de tempo discreto, embora todos

os resultados apresentados aqui possam ser expandidos para o espectro de tempo continuo.



13

Inicialmente, temos um mapa genérico unidimensional da forma x,,,1 = F'(z,,). A estabilidade
de uma trajetéria qualquer, chamada x,,, pode ser determinada através da evolu¢do de uma
trajetoria vizinha (satélite) a z,,, chamada x,,’. Aqui x,, é obtida através de x,,’(0), que nada
mais é do que uma perturbagdo infinitesimal de z,,(0), onde o nimero zero simboliza o tempo
ou iterada inicial. Assim, z,,'(0) = z,(0) + dz,(0), ou como z,(0) = z,,’(0) — z,(0), com
|02, (0)] << 1.

Para sistemas que ndo sejam cadticos, a distancia dx,, entre a trajetdria de referéncia original
e a trajetdria perturbada é limitada na média, ou ainda pode crescer linearmente com o tempo.
Por outro lado, em sistemas cadticos, essa distancia cresce exponencialmente com o tempo, de

acordo com
5, o< 02, (0)e (1.13)

onde )\ € a taxa de expansdo exponencial local. Deste modo, podemos definir um pardmetro

capaz de determinar o grau de instabilidade de uma dada trajetéria da seguinte forma

A= lim lim lln (M) ) (1.14)
n—00 6, (0)—0 1 |02,,(0)]

onde )\ representa a quantidade responsavel pela estimativa da taxa exponencial média de afasta-

mento entre as trajetorias original e vizinha, conhecida como expoente de Lyapunov. Quando o

limite positivo existir, a trajetoria mostra sensibilidade as condig¢des iniciais e deste modo o sis-

tema é caracterizado como sendo caético. Na grande maioria das vezes, as andlises numéricas

sdo feitas usando o maior expoente de Lyapunov.

Expoentes de Lyapunov a tempo finito (FTLE)

Como j4 visto, o principio bésico de obtencdo dos expoentes de Lyapunov consiste em
verificar se duas trajetdrias vizinhas divergem em média exponencialmente uma da outra com o
decorrer do tempo. Contudo, tomar o tempo infinito na Eq.(1.14) € invidvel. Assim, trunca-se
a evolucgdo temporal até um certo tempo finito. Ainda, para sistemas que apresentam regides de
estabilidade imersas em mares de caos, temos o fendmeno de stickiness inerte na dindmica do
sistema. Uma vez que esses aprisionamentos temporarios podem ser considerados a priori como
Orbitas periddicas, ou quasi-periddicas, ao calcularmos o expoente de Lyapunov durante esses
aprisionamentos, este deveria se apresentar com valores muito proximos de nulo. Logicamente,
o valor mais préximo de zero € obtido, quando o tempo de aprisionamento é¢ bem longo.

Considerando este comportamento, pode-se escolher um ensemble de condicdes iniciais e
entdo construir distribui¢do dos expoentes de Lyapunov a tempo finito, que chamaremos de
p(X), para investigarmos propriedades da influéncia do stickiness. As flutuagdes no valor de A
sdo responsdveis pelo aumento da largura e do formato de p(\). Devido aos diferentes com-
portamentos existentes em sistemas que apresentem propriedades mistas no espago de fases, o

valor de A e a sua distribui¢@o, p()\), passam a depender das condigdes iniciais utilizadas. Nes-
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ses sistemas, cuja dinamica seja regular, cadtica ou haja a coexisténcia de ambos os regimes,
p(\) deixam de ser do tipo Gaussiana, e passam a apresentar caudas mais alongadas, ou até
picos secunddrios, proximos do zero. No entanto, o valor do pico principal da fun¢do, € muito
préoximo do valor médio do expoente de Lyapunov [61, 62, 65].

Desde a década de 80 até atualmente, o estudo das informagdes contidas nas distribui¢oes
do expoentes de Lyapunov a tempo finito, tem servido para explicar diferentes comportamentos,

como propriedades andmalas de transporte, difusdo e recorréncias de Poincaré.

Método de triangularizacao para mapas 2-D

Faremos agora um detalhamento de como obter os expoentes de Lyapunov para mapeamentos
bidimensionais, como o mapa padrdo. Assim, partimos da definicdo dos expoentes de Lyapu-
nov. A forma unidimensional pode ser encontrada na Eq.(1.14). J4 na forma bidimensional, os

expoentes sdo definidos como [66]

Aj:nhigo%mmﬂ j=1,2, (1.15)
onde A;, sdo os autovalores da matriz M = [[, J(z;,y;). Aqui J; é a matriz Jacobiana
do mapeamento avaliada ao longo da 6rbita (z;,y;). Aqui trocamos a notagdo das varidveis
originais do mapa padrdo, por varidveis genéricas x e y por conveniéncia.

Utilizamos a técnica proposta por Eckmann e Ruelle [66], que basicamente garante que
o produtério ndo ird divergir, caso o médulo de algum autovalor fique maior do que 1. O
procedimento adotado na determinag@o dos autovalores da matriz M, consiste em escrever .J
como o produto de uma matriz ortogonal # por uma matriz triangular superior 7" da seguinte
forma: J = 0T. Uma vezque M = J,J, 1...JoJ; = Jan_l...Jgﬁlﬁfljl. Definindo j2 =
Jo01, podemos aplicar o0 mesmo procedimento para obter M = J,,J,,_1...J30505 1j2T1, e assim
sucessivamente. Deste modo, a matriz M € reescrita como o produto de matrizes triangulares
T cujos autovalores sdo T}, Te,.

Para obter a expressdo dos autovalores de 7', devemos explicitar as matrizes 6 e 1. Esco-

lhendo a matriz ortogonal
cos(f) —sin(0)

0 = ‘ , (1.16)
sin(f)  cos(0)
€ a matriz triangular superior
T T
T="" "*], (1.17)
0 T

temos assim os elementos de 6 que podem ser escritos em termos dos coeficientes de J como o
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produto das matrizes #.J = T'. Assim
COS(G) sm(@) % j:ll j:l2 _ T11 T12 ’ (118)
—sin(f) cos(0) Jo1 Joo 0 Ty

onde j11, J12, Jo1 € joo representam os coeficientes das matrizes Jacobianas. Feita a multiplicacio

das matrizes, chegamos a

J11 cos(0) + jo1 8in(f)  ji2 cos(f) + jao sin(6) _( T T (1.19)
j21 COS(@) — jn sm(@) jgg COS(@) - j12 sm(@) 0 T22
Comparando os coeficientes, temos jo; cos(6) = ji1 sin(f), e assim %((Z)) = % Para ob-

termos as expressoes das razdes trigonométricas sin(f) e cos(#), vamos recorrer ao tridngulo
retangulo, sendo j;; 0 eixo das abscissas e jo; 0 eixo das ordenadas, e aplicando as conheci-
das relagdes de seno e cosseno e também o teorema de Pitdgoras para o tridngulo retangulo,

chegamos a
J21
in(@ 5 . o
sin(0) _ Vbt (1.20)
cos(6) i1

Vit

onde as expressdes de sin () e cos(f) podem ser obtidas por comparagio. Com esses resultados,

os autovalores de 7" sdo dados por

{ T11 = ji1 cos(0) + ja1 sin(6) (1.21)

T22 = j22 COS(@) — j12 sm(@)
Considerando as defini¢des de sin(#) e cos(¢), encontramos

T . — Jtitin
11_\/ﬁ
Ji1tI%n (1.22)
— Jeajui—jiejor )
Ty = Vih+ih
Ji1tia

A expressdo de jg, ¢ obtida da seguinte maneira j2 = J;04, onde

Jo= i de ) (st a0 (1.23)
J21 J22 sin(6y)  cos(6,)
j . jll COS(¢91> + jlg Sin(¢91> j12 cos(@l) — ,jll Sin(¢91>
2 = . o . o . (1.24)
Jo1 €08(01) + joa sin(fy)  jag cos(6y) — j21 sin(6q)

Assim, usando os resultados de T, e 15, podemos encontrar numericamente 0s expoen-
tes de Lyapunov, iterando diversas condic¢des iniciais em sucessivas triangularizacdes, até um

tempo finito.
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1.3 Bilhares

O estudo de sistemas dinamicos e sua evolucdo temporal em funcio dos parametros de con-
trole, sempre foi uma area muito atraente de pesquisa, pois permite reproduzir comportamentos
complexos e diversos fendmenos naturais. Uma classe de sistemas dindmicos, ditos bilhares,
possui facil visualizagdo de trajetorias e simples modelagem dindmica. Definimos aqui um bi-
lhar como um sistema dindmico, onde uma particula se move com trajetéria retilinea, dentro de
uma regido fechada (fronteira) [67]. Ainda, dependendo de parametros externos, como geome-
tria da fronteira e perturbagdes externas, podemos fazer uma anélise qualitativa e quantitativa
de fendmenos relacionados com dindmica cadtica, bem como caracterizar suas propriedades.
Nesta Tese, estudaremos trés casos de sistemas dinidmicos, dois deles com dindmica unidimen-
sionais (modelo Fermi-Ulam e modelo Bouncer), e o bilhar Stadium (bidimensional). Embora
os modelos FUM e Bouncer, ndo se enquadrem rigorosamente na defini¢do de bilhar, podemos
dizer que eles possuem dindmica do tipo de bilhares (billiard-like dynamics). As defini¢des
rigrosas dos modelos serdo fornecidas em seus capitulos especificos.

Na histéria contemporanea, a nocao de bilhar é conhecida desde que Birkhoff [6] propds o
problema do movimento de uma esfera em varias direcdes colidindo com fronteiras. Entretanto,
gragas aos trabalhos de Sinai [68, 69, 70], que desenvolveu teorias matematicas sobre propri-
edades dos bilhares com fronteiras dispersivas, e também Krylov [71], que fez uma anélise
mais completa sobre as caracteristicas deste tipo de dindmica, uma nova época sobre andlises
de propriedades de bilhares comecou. Essas ideias levaram a um crescimento do tipo “ava-
lanche” de trabalhos sobre propriedades e caracteristicas de bilhares. Um avanco consideravel
foi encontrar a solu¢do, considerando a teoria ergédica de Boltzmann para a dindmica de gases
[72].

Basicamente os bilhares sdo sistemas fisicos cuja dindmica consiste de um dominio fechado
@, com fronteira suave (), em que uma particula puntual (bola de bilhar) se move livremente
em trajetdrias retilineas com velocidade constante. Ao colidir com a fronteira a particula é
refletida elasticamente, de modo que sua componente normal muda de sinal, enquanto que sua
componente tangencial € preservada, no caso de bilhares bidimensionais. Essa condi¢do nos
leva a consequéncia de que o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexdo [67]. Ainda,
considerando o caso unidimensional, a lei de reflexdo se aplica apenas a componente normal da
varidvel levada em questdo. Se o dominio J() ndo depende do tempo, entdo o sistema ndo troca
energia e/ou velocidade com a particula e € dito um sistema de fronteira fixa. Por outro lado, se

0Q = 0Q(t), dizemos entdo que o sistema apresenta dependéncia temporal.

1.3.1 Dinamica e Geometria

Dependendo da geometria da fronteira, podemos dividir os bilhares em dispersivos, conver-
gentes e neutros. Bilhares neutros, possuem fronteiras formadas por segmentos de reta, como

por exemplo o bilhar quadrado [67]. Bilhares dispersivos, algumas vezes conhecidos por bilha-
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res de Sinai [68], consistem de componentes divergentes, e em alguns casos hd a coexisténcia de
componentes divergentes e neutras [68]. Um dos exemplos mais populares desse tipo de bilhar
€ o Gas de Lorentz [72, 73, 74]. A andlise desse modelo resultou na prova de que a dindmica
puramente deterministica pode ser ergddica com propriedades mistas e similar a0 movimento
Browniano [72]. A fronteira de bilhares convergentes, consiste somente de componentes con-
vergentes ou de componentes focais conectadas por retas (componentes neutras). Exemplos
tipicos desse tipo de bilhar pertencem a Bunimovich [75, 76]. Um desses exemplos € o bilhar
Stadium, que € constituido de dois arcos conectados por segmentos de retas paralelas. Para
esse bilhar ja foi provado que para uma combinagdo de parametros geométricos, ele possui
propriedades cadticas e mistas [67].

De uma maneira geral, a dindmica de uma particula em um bilhar, pode ser classificada
de trés maneiras: (i) completamente integravel, ou seja, regular; (ii) ergddica, e (iii) mista.
Exemplos tipicos do caso (i) sdo os bilhares eliptico e circular [67, 77, 78], cuja integrabilidade
vem da conservacdo do momento angular e da energia. O bilhar de Sinai e o bilhar Stadium
de Bunimovich, sdo exemplos do caso (ii); para esses sistemas a evolugcdo temporal de uma
unica condi¢do inicial, para combinacdes apropriadas de parametros de controle, é condi¢dao
suficiente para preencher o espaco de fases ergodicamente [68, 67, 75, 76]. Finalmente, para
o caso (iii), existe um ndmero significativo de sistemas que apresentam caracteristicas mistas
para o espaco de fases, cujos parametros de controle possuem diferentes significados fisicos.
Para esses sistemas observamos um conjunto de ilhas KAM, geralmente envoltas por um mar de
caos e curvas invariantes (invariant tori), assim separando diferentes regides do espaco de fases
[67, 79, 80]. Atualmente, o estudo de bilhares tem aplicacdes em vérios campos de pesquisa,
como mecanica estatistica nao linear, sistemas hiperbdlicos, acustica, plasmas, microondas,

pontos quanticos, Otica, entre outras areas. [81, 82, 83, 84, 85, 86, 87].

1.3.2 Aceleracao de Fermi e mecanismos geradores de caos

A nossa motivacdo principal para o estudo de aceleracdo de Fermi, remete ao trabalho
de Enrico Fermi em 1949 [88], onde ¢ feita uma tentativa de explicar as altas energias dos
raios cosmicos que viajam no meio interestelar. Fermi disse, que particulas carregadas, in-
teragem com campos magnéticos oscilantes de grandes estruturas no espaco, como galdxias.
Essa interacdo, faz com que as particulas carregadas eventualmente ganhem ou percam ener-
gia. Fermi disse que na média, as particulas tendem a ganhar energia, e isso explicaria as altas
energias encontradas em particulas proveniente de raios cosmicos.

A partir dessa ideia pioneira de Fermi, sdo propostos alguns sistemas, que tentam modelar
esse mecanismo proposto por Fermi, chamado de acelerador de Fermi. S3o modelos unidi-
mensionais relativamente simples, onde as particulas césmicas sdo representadas por particulas
classicas de massa m. O modelo Fermi-Ulam (Fermi-Ulam model - FUM), proposto por Sta-

nislaw Ulam [89], consiste de uma particula cléssica sofrendo colisdes entre 2 paredes, uma
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delas sendo fixa e a outra mével. Neste modelo a fronteira mével, faz o papel da interacado
eletromagnética (que tira ou fornece energia), e a fronteira fixa é o mecanismo de retorno da
particula. O modelo Bouncer, proposto originalmente por Pystilnikov [90], segue basicamente
a mesma linha, onde agora uma particula cldssica, colide com uma tnica fronteira que se move
periodicamente no tempo, sob a agdo de um campo gravitacional constante, que faz o papel do
mecanismo de retorno.

Considerando a dindmica dos dois modelos, o FUM nio apresenta aceleragdao de Fermi, ao
passo que o modelo Bouncer pode apresentar. No modelo FUM, curvas invariantes do tipo span-
ning impedem o crescimento ilimitado de energia [91]. J4 no caso do modelo Bouncer, depen-
dendo das condig¢des iniciais e dos parametros de controle, as curvas invariantes sdo destruidas
e o crescimento ilimitado de energia pode ser observado, levando ao fendmeno de aceleracdo
de Fermi. Existe ainda, uma versdo hibrida dos modelo Fermi-Ulam e Bouncer, conhecido
como modelo Fermi-Ulam bouncer [92, 93]. Também, particulas confinadas em pocos e bar-
reiras de potencial [94, 95, 96, 97, 98, 99], sdo descritos por mapeamentos discretos. Outras
nao linearidades também podem ser consideradas no modelo FUM, como o caso da perturbacao
biela-manivela [100].

O mecanismo gerador de caos em bilhares depende basicamente da fronteira. Para bilhares
divergentes, a propria geometria da fronteira faz com que a trajetéria da particula divirja em
relacdo a um ponto focal. No caso convergente, as trajetorias tendem a convergir para um ponto
focal apds interagirem com a fronteira convergente. Nesses bilhares, o caos aparece, quando o
tempo de divergéncia, ou seja, o tempo gasto pela particula, depois que ela passou pelo ponto
focal até colidir novamente com a fronteira convergente, for maior que o tempo de convergéncia,
que € o tempo gasto entre a colisio com a componente convergente até o ponto focal. Este
mecanismo € denominado mecanismo desfocalizador defocusing mechanism [67, 75, 76, 101].

Particularmente, em bilhares bidimensionais, existe uma conjectura sobre o fenomeno de
aceleracao de Fermi. A conjectura LRA (Loskutov-Ryabov-Akinshin) [102, 103, 104, 105, 106]
diz que para bilhares que possuem alguma componente cadtica em seu espaco de fases na sua
versdao com fronteira estdtica, a introdu¢@o da perturbacao temporal na fronteira é condi¢ao su-
ficiente para que seja observardo o fenomeno de aceleracdo de Fermi. No bilhar elipitico, que
possui a dindmica integravel em sua versado estatica, Lenz e coloboradores [107, 108, 109], mos-
traram que, quando introduzida a dependéncia temporal na fronteira, o fendmeno de aceleragao
de Fermi ocorria. Para este caso em particular, constatou-se que a aceleragdo de Fermi se da
porque algumas Orbitas cruzam a regido da curva separatrix no espaco de fases, que se torna
uma stochastic layer quando a perturbacao € introduzida. Definimos aqui separatrix como uma
curva que separa duas regides distintas do espaco de fases, onde sua origem e fim coincidem
com os pontos de sela do sistema; e definimos stochastic layer como sendo uma curva que pos-
sui uma “camada porosa” (layer), onde as 6rbitas podem cruzar as regides distintas do espaco de
fases. Esse cruzamento permite que 6rbitas troquem de comportamento nas regides de libracao

e rotacdo, fazendo com que a particula sofra os efeitos da aceleracdo de Fermi, no caso do bilhar
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eliptico. Tal comportamento aliado a fendmenos de ressonincia e stickiness, leva a dindmica
a platds estaciondrios para tempos longos, como veremos no Cap.4. Recentemente, Leonel e
Bunimovich [110], complementaram a conjectura LRA, confirmando que somente a presenga
de orbitas heteroclinicas no espago de fases da versdo estdtica do bilhar, é condicdo suficiente
para que o bilhar experimente aceleracao de Fermi, quando a dependéncia temporal na fronteira
€ introduzida.

Frequentemente, a dinimica de um sistema depende dos seus parametros de controle. Em al-
guns casos, esses parametros controlam a intensidade da nao-linearidade dos sistemas. Quando
esse parametros variam, quantidades médias de observaveis mensurdveis podem experimentar
mudangas subitas de comportamento, caracterizando portanto transi¢des de fase [40]. Muitas
dessas transi¢des, podem ser descritas utilizando-se de argumentos de escala, onde expoentes
criticos desempenham um importante papel na descri¢do completa de propriedades médias.
Em particular, uma transicdo de integrabilidade para ndo integrabilidade pode ser estudada
[111, 112, 113, 114], e portanto classes de universalidade podem ser obtidas [112, 115]. Esse
formalismo de escala se mostrou ttil e vdlido em diferentes tipos de transi¢des em bilhares,
considerando casos com fronteiras estdticas e dependentes do tempo [111, 116, 117, 118], con-
servativos e dissipativos [115, 119, 120, 121, 122, 123].

1.4 Estrutura e informacoes sobre a Tese

A presente Tese de Doutoramento tem como missdo e principal objetivo estudar e carac-
terizar alguns dos efeitos causados na dinamica, e para com algumas propriedades estatisticas,
da influéncia do fendmeno de stickiness em alguns sistemas dindmicos cldssicos. Utilizando
técnicas descritas ao longo das secdes anteriores, como andlise de transporte e difusdo, expo-
entes de Lyapunov e probabilidade de sobrevivéncia, procuramos caracterizar como as Orbitas
em regime de stickiness afetam tais observaveis. Através disso, pudemos entender como o stic-
kiness afeta a aceleracdo de Fermi, no modelo Bouncer e no bilhar Stadium; retardando o seu
crescimento, ou ainda, aliado a ressonancias e pertubacdes, impedir que essa difusao ilimitada
ocorra. Ja no modelo Fermi-Ulam, onde ndo ocorre aceleracdo de Fermi, caracterizamos a
influéncia das orbitas de stickiness em algumas propriedades estatisticas relacionadas ao trans-
porte no modelo. Todos os capitulos podem ser lidos de forma independente, sem prejudicar o
entendimento da Tese.

Comecgaremos com o modelo Fermi-Ulam no capitulo 2, onde temos a dinamica confinada
dentro de duas paredes, onde uma delas move-se periodicamente no tempo € a outra encontra-se
fixa, ainda, sem nenhuma acao de forca externa. Um mapeamento bidimensional é obtido, nas
variaveis velocidade da particula V', e fase da parede movel ¢, e algumas propriedades cadticas
sdo caracterizadas. Estudamos como ocorre o transporte no modelo, através de técnicas de
probabilidade de sobrevivéncia e andlise de difusdo. Vimos que o fendmeno de stickiness existe,

e provoca comportamentos distintos no decaimento de correlagdes para diferentes ensembles
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de energia. Ainda, caracterizamos a difusdo no mar de caos, com expoente caracteristico 5 =
1/2, tanto do ponto de vista analitico, quanto numérico e também propomos uma relagdo de
renormaliza¢@o envolvendo o parametro de controle.

O capitulo 3 estd dedicado a estudar a dindmica do modelo Bouncer, onde uma particula
cldssica sofre sucessivas colisdes com uma fronteira mével, sob a a¢do de uma forca externa
gravitacional. Um mapeamento ndo-linear bidimensional foi obtido, para as versdes completa
e simplificada, nas varidveis velocidade da particula V, e fase da parede mével ¢. Propriedades
cadticas foram caracterizadas e ainda uma conex@o com o mapa padrdo € feita. Crescimento
ilimitado de energia foi estudado e modos aceleradores foram encontrados no sistema. Além
do mais, Orbitas em regime de stickiness influenciam bastante a regéncia da dinamica, podendo
inclusive atrasar o crescimento de energia. Essas orbitas foram caracterizadas utilizando for-
malismo de escape e estudo de propriedades de transporte e de expoentes de Lyapunov a tempo
finito. Desta maneira, podemos dizer que o stickiness age como um mecanismo de retardo para
a aceleracdo de Fermi.

Ja no capitulo 4 analisamos o caso da dindmica de um bilhar do tipo Stadium, que basica-
mente € descrito por fronteiras concavas, que se movem no tempo, conectados a linhas paralelas.
Para este caso, um tratamento mais robusto € necessdrio para descrever a dindmica, uma vez que
temos agora movimento bidimensional. Um mapeamento nao-linear quadrimensional € obtido
considerando os angulos polares « € ¢, a velocidade da particula V' e o tempo ¢ € um espago
de fases do tipo misto foi encontrado. Foi caracterizado uma velocidade de ressonancia, que
basicamente funciona como um divisor de ensembles de velocidades. Tal ressonancia, permite
que as curvas invariantes que delimitam os pontos fixos, atuem como stochastic layers, permi-
tindo que a maior parte do espaco de fases fique acessivel. Assim, Orbitas podem mudar de
comportamento durante a dindmica. Comportamento esse que era impossivel na versdo com
fronteira estdtica. Caso, seja fornecida uma velocidade acima do valor de ressonancia, obser-
vamos difusdo ilimitada na velocidade. Tal comportamento, ainda foi caracterizado usando
argumentos de escala. No entanto, se uma condicao inicial tiver velocidade inicial abaixo do
valor ressonante, existem grandes chances dessa Orbita ficar aprisionada ao redor das ilhas de
estabilidade por longos periodos de tempo. Assim, o stickiness atua como facilitador da troca
entre comportamento cadtico e regular, onde a dindmica para tempos longos acaba se tornando
estaciondria.

Finalmente, algumas consideragdes finais, conclusdes e perspectivas serdo mostradas no
capitulo 5. Aqui também serd mostrada uma lista com as publica¢des obtidas ao longo do
periodo de Doutoramento.

O desenvolvimento desta Tese de doutoramento € resultado de estudos iniciados em Margo
de 2011 e concluidos em Dezembro de 2014. O periodo de doutoramento foi financiado pelo
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq). Houve também um
estdagio internacional, com duracao de seis meses na School of Mathematics - University of Bris-

tol - United Kingdon, com financiamento do programa Ciéncia sem fronteiras (CsF - CAPES).
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Todas as pesquisas desenvolvidas durante esse tempo de Doutorado resultaram em algumas
publicagdes cientificas, citadas ao longo do texto e também disponivel na lista de referéncias,
onde algumas delas em particular deram origem a esta Tese. As simulacdes numéricas que
viabilizaram a obten¢do dos resultados que possibilitaram a realizacao dos trabalhos que serdo
apresentados nesta Tese de Doutoramento, foram executados com a utilizacdo integral do sis-
tema operacional Linux, compiladores e programas de visualiza¢do grafica a ele associado,
como Xmgrace, Kate, Kile, Gimp, Gnuplot, etc. A linguagem de programagao utilizada va-
riou entre Fortran 77, Fortran 90, C, C++ e Shell Script, dependendo do algoritmo numérico
utilizado. Ainda, a grande maioria dos resultados numéricos foram obtidos nos Clusters de
computadores do laboratério do grupo de investigacdo em sistemas complexos e dindmica ndo
linear, do departamento de Fisica - UNESP, Rio Claro, e também do Cluster de computadores
do Niucleo de Computagao Cientifica NCC/UNESP Sao Paulo.



Capitulo 2

Modelo Fermi-Ulam (FUM)

Neste capitulo, descreveremos algumas propriedades do modelo Fermi-Ulam. Come¢aremos
com a obten¢do do seu mapeamento e algumas propriedades cadticas na Sec.2.1. Logo sem
seguida na Sec.2.2, trataremos o problema com o ponto de vista estatistico e abordando o
formalismo de escape, para caracterizar as orbitas em regime de stickiness. Ainda, na Sec.2.3,
faremos o estudo de algumas propriedades de transporte, como a difusdo considerando um
tratamento analitico e comparando com os resultados numéricos. Finalmente, na Sec.2.4 nos

referimos a conclusées parciais e perspectivas.

2.1 Modelo Fermi-Ulam

O modelo Fermi-Ulam consiste basicamente de uma particula cldssica sofrendo colisdes
com duas paredes rigidas. A primeira parede € dita fixa, e a segunda move-se periodicamente

com o tempo [111]. Uma versao ilustrativa do modelo pode ser vista na Fig.2.1. A parede
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Figura 2.1: Esquema ilustrativo do modelo Fermi-Ulam.

movel estd localizada em z = ¢ em relacdo a parede fixa quando esta estiver na posi¢do de
equilibrio. A parede que oscila periodicamente com o tempo tem o seu movimento definido

por x,,(t) = € cos(wt), onde €’ é a amplitude de oscilagdo da parede mével e w € a frequéncia

22
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angular da oscilacdo. Nao hd presenca de campo gravitacional ou quaisquer outros campos
e forgas externas. Isso implica que a particula se move com velocidade constante entre os

choques.

2.1.1 Descricao do Mapeamento

A dindmica do sistema € descrita por um mapeamento nao linear nas varidveis veloci-
dade da particula v e tempo ¢ imediatamente apds a enésima colisdo da particula com a parede
movel. Podemos ainda descrever o modelo em duas versdes: versdo completa, que considera
o movimento real da parede mével, e a simplificada, que geralmente é usada para acelerar as
simulacdes numéricas, onde ambas as paredes sdo assumidas como fixas, porém, a particula
troca energia € momentum com uma delas, como se ela estivesse em movimento. A versio
simplificada, facilita no tratamento analitico das propriedades cadticas da dindmica do modelo

que faremos ao longo desse capitulo.

Mudanca de Referencial

Para realizar os cdlculos da velocidade apds a colisdo (seja versdo simplificada ou com-
pleta), € necessdrio fazer uma mudanca de referencial inercial para referencial ndo inercial, pois
a colisdo ocorre em um referencial que estd acelerado (referencial da parede moével). Para ob-
ter uma melhor visualizacdo de tal mudanga de referencial, vamos observar a Figura 2.2. O
referencial inercial é representado pelo par (zy) e o referencial ndo inercial é representado por
(z'y"). Sendo que o ponto P representa o instante da colisdo, temos que: R é o vetor posicdo da
particula no referencial inercial, 7~ representa a posi¢do da parede medida no referencial inercial
er' éa posicdo da parede no referencial ndo-inercial. Podemos representar esta relacao vetorial
de mudanca de referenciais, como

—

R=7+1. (2.1)

Como estamos interessados em obter a relag@o entre as velocidades, derivamos no tempo a
Eq.(2.1)e R = 7+ 7", o que pode ser representado como 2, = #,' + ', onde os subindices p e
w representam respectivamente a particula e a parede mével. Assim, no instante imediatamente

antes da colis@o (t,), temos v, . = v,(t,) — vy (t,). No instante imediatamente depois da

tes
colisdo (¢,,1) temos que

v = , (2.2)

Pdepois Pantes

onde esta relagdo define a “lei de reflexdo”. Substituindo a expressdo de v, na Eq.(2.2),
antes

obtemos v;, depois = —(vp(tn) — vu(tnt1)). Voltando agora para o referencial inercial onde po-

demos escrever a relagdo com o instante imediatamente depois da colisdo v, (t,,41) = v; depois +

Uy (tnt1), cOMO
U1 = —Vp + 204 (tny1) - (2.3)
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Figura 2.2: Esquema ilustrativo de uma mudanca de referencial inercial para referencial ndo-
inercial.

Versao Completa

O tempo de voo € definido como o tempo gasto pela particula para ir de uma colisdo
com a parede médvel, até uma colisdo com a parede fixa, e colidir novamente com a parede
moével. Definindo ainda algumas varidveis adimensionais e mais convenientes para a descri¢cao
da dindmica como: V,, = v,/wl, ¢ = € /¢, medindo o tempo em funcdo da fase da parede
movel ¢,, = wt,, e considerando uma condicao inicial (V},, ¢,,) com posicdo inicial da particula
dada por x,(¢,) = €cos(¢,), a dindmica é evoluida por um mapeamento 7" que nos fornece o
seguinte par recorrente (V,, 11, ¢,+1) na (n + 1)-ésima colisdo com a parede mével, podemos

encontrar o mapeamento que s€ segue como

Vor1 =V — 2esin(dni1)

(2.4)
bns1 = [0+ AT,] mod(2m)

c -

As expressoes de V" e AT,, dependem do tipo de colisdo que ocorre: (i) colisdes multiplas ou
(i1) colisdes simples. O caso de colisdes multiplas ocorre quando a particula entra na zona de
colisdo, x € [—¢, +¢], colide com a parede mével e, antes de sair da zona de colisdo, a particula
sofre uma segunda colisdo, ou eventualmente mais colisdes dependendo da combinagdo de V,
e ¢,. Para este caso as expressodes sdo V. = —V,, e AT,, = ¢.. O valor numérico de ¢. é obtido

da solucdo da equagdo G(¢.) = 0, onde

G(¢e) = ecos(oy + @) — €cos(dy) — V.o, (2.5)
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com ¢. € (0,27]. Entre duas colisdes com a parede mével, a particula viaja com velocidade
constante, uma vez que ndo ha gradiente de potencial entre essas colisdes. Entdo, a equacdo
de movimento da particula é dada por uma equacéo linear no tempo. A func¢do G(¢,.) é obtida
usando a condi¢do onde z,(t) = x,(t). Caso a fun¢do G(¢.) ndo tenha raiz no intervalo
¢. € (0,27], podemos concluir que a particula saiu da zona de colisdo, e colisdes sucessivas
nao ocorrerao mais.

Considerando agora o caso de colisdes simples, temos que V,* = V,, e AT,, = ¢, + ¢ + ¢,
onde os termos auxiliares sdo ¢, = (1 — ecos(¢,))/V, e ¢ = (1 —€)/V,. A expressdo ¢,
denota o tempo que a particula gasta viajando para a direita, até atingir a parede fixa. Entdo a
particula sofre uma colisdo completamente eléstica e € refletida de volta com velocidade —V/,.
O termo ¢; denota o tempo que a particula leva até entrar na zona de colisdo viajando para o
lado esquerdo. Finalmente, ¢. é numericamente obtido da solucdo da equagdo F'(¢.) = 0 com
F(¢.) dado por

F(¢e) = €cos(¢n + Or + 1+ @) — €+ Ve . (2.6)

A mesma argumentagio usada para a fun¢do G(¢..) também serve para a fun¢ao F'(¢.). Entdo a
Eq.(2.6) vem da condic@o em que a posi¢c@o da particula € a mesma da posicao na parede movel
no instante do impacto. Ainda, para encontrar as raizes de ambas as equagdes G(¢.) e F(¢.),

utilizamos o método da bisse¢do [124].

Versao Simplificada

A versdo simplificada do modelo, assume que a parede mével seja considerada fixa no
instante da colisdo com a particula. Contudo, consideramos trocas de energia € momentum,
entre a parede e a particula, como se a mesma estive movendo-se normalmente. A versao
simplificada se fez muito util, quando os computadores eram um pouco lentos. Sendo assim,

definimos o mapeamento simplificado como

Vn+1 = ‘Vn — 26 Sin(¢n+1)‘

2.7
bnsr = (6o + 2] mod(2m) e

O modulo na primeira equagdo da velocidade esta presente, pois nessa versao velocidades ne-
gativas sdo proibidas. Esta versdo retém a ndo linearidade do sistema, e ainda permite que
resultados analiticos sejam obtidos com maior facilidade. Por fim, anédlises de relacdes com
outros mapeamentos, como o mapa padrdo, sao muito mais simples com a versao simplificada,

do que com a completa.

2.1.2 Propriedades caéticas

A Figura 2.3 mostra o espaco de fases para trés diferentes valores de ¢, para 50 condi¢des

iniciais diferentes. Podemos ver que o espaco de fases basicamente apresenta estrutura do
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tipo mista para todos os valores de e utilizados, onde um mar de caos aparece no regime de
baixa energia (velocidade), e entdo uma cadeia de ilhas de estabilidade surge com o aumento
da velocidade. Definimos aqui baixa energia, particulas que tenham velocidade da ordem de
€. Ainda, encontramos a primeira curva invariante (First invariant spanning curve - FISC), que
limita o crescimento do mar de caos, consequentemente limita o crescimento da velocidade.
Esta é a razdo de ndo observarmos difusdo ilimitada na dindmica do modelo. A posicao da
FISC varia de acordo com e. Uma aproximagdo analitica para a sua posi¢do pode ser feita,
comparando o mapa simplificado dado na Eq.(2.7), adicionado de uma pequena perturbagao,
com 0 mapeamento padrio, assim como feito para uma familia de mapas Hamiltonianos [116,
117, 118]. Sendo assim, encontramos a primeira curva invariante no eixo das velocidades de

acordo com

€
Vrrsc = 2 = = 2V, (2.8)

C
onde € é o parametro de controle do modelo FUM e K, € o parametro critico do mapa padrao.

Analisando o espaco de fases misto do modelo FUM, percebemos que dependendo da condicdo

Figura 2.3: Espaco de fases para o modelo completo Fermi-Ulam. Em (a) ¢ = 1072, em (b)
e=10"3 eem(c)e =10

inicial, podemos ter tipos distintos de dindmica. Se uma particula possui velocidade inicial
acima de Vg, dependendo da condigdo inicial, a mesma poderd se encontrar em uma 6rbita
periddica, quase periddica, ou ainda localmente cadtica. Pode-se perceber esses comporta-
mentos olhando a Fig.2.3(a), na regidao acima de Vp;gc. No entanto, se a velocidade inicial
for fornecida abaixo de Vrrsc, a particula possui regides mais amplas para percorrer em sua
dinamica. Esse ultimo regime dindmico, se mostra mais interessante de se estudar, pois é bem

possivel que encontremos fendmeno de stickiness ao longo da evolucdo temporal, pois temos a
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coexisténcia de ilhas de estabilidade e mar de caos. Ainda, podemos dizer que nessa dinamica,
possuimos um espago de fases limitado com fronteira superior Vz;g¢ e fronteira inferior V' = 0
(podemos ter velocidade negativas, até —e, porém, com a simetria no eixo das fases, podemos
considerar essa contribuicao nula).

Neste espaco podemos caracterizar alguns pontos fixos de periodo-1, como V,,,; = V,, =
V*, e ¢ni1 = ¢n = "+ 2mm, de acordo com o mapeamento dado na Eq.(2.4). Assim, obtemos
V* e ¢* como

o = 0 R 1 — ecos(¢*) | (2.9)

e mm

onde para as ilhas de estabilidade, devemos considerar ¢* = 7, assim V* = (1 4 ¢)/mm, onde
m € um nuamero inteiro, com m = 1,2,3.... Ainda, para garantir que estamos lidando com
os pontos fixos elipticos, é necessdrio que |7r J| < 2 [18], onde J é a matriz Jacobiana do

sistema, avaliada nos pontos fixos. Desta maneira, encontramos que

11
m> )€ (2.10)

T €

Conhecendo a expressao do primeiro ponto fixo eliptico, podemos entdo estimar a posi¢ao da
primeira ilha de estabilidade de periodo-1 (FSIP1) (fisrt stability island of period-1) no espago
fases de acordo com o valor de €. Mais detalhes sobre a obtengdo do mapeamento, andlise de

pontos fixos e equagdes da matriz Jacobiana, podem ser encontradas na Ref.[125].

2.2 Analise Estatistica

Nesta se¢do faremos uma analise estatistica da dindmica do FUM, considerando propriedades
médias da velocidade quadratica, onde podemos prever analiticamente, como serd a dindmica
e comparar com os resultados numéricos. Também calculamos o decaimento de tempos de
correlacdo, para dois ensembles opostos de energias. Vimos que o fendmeno de stickiness se
faz presente em ambos os sistemas, no entanto se comporta de maneira distinta, quando existe

um maior numero de ilhas de estabilidade influenciando na dindmica.

2.2.1 Velocidade quadratica média (Vzs)

Em uma primeira abordagem, a varidvel velocidade € a mais interessante a ser estudada,
portanto investigamos propriedades médias da velocidade. Assim, tomando a expressdo da ve-
locidade no mapeamento simplificado (embora no modelo completo a andlise seria basicamente

a mesma) dada pela Eq.(2.7), elevando ao quadrado ambos os lados e realizando uma média,

temos que (V,11)2 = (V)2 — 4V, esin(d, 1) + 4€2sin®(¢,41). Considerando a média em um
ensemble uniformemente distribuido no intervalo de ¢ € [0, 27| nos termos dependentes de

¢, que é zero no termo do sin(¢,1), e igual & 1/2 no termo do sin?(¢,,1), e definindo que
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(AV)? = (Vas1)? = (Va)?, temos que
(AV)? = 2€°. (2.11)

Como em nossa dindmica verificamos as propriedades da velocidade no intervalo entre co-
lisdes, tomamos a expressdo de (AV)? no intervalo entre colisdes. Aqui podemos extrapolar e
interpretar esse intervalo como o menor possivel, e como uma varidvel de integragao [122, 123],

onde podemos aproximar que

(Vos1)? = (V)2 OV2

~ 2.12
(n+1)—n on 2.12)

Integrando ambos os lados temos que

Vo o n
/ dV? = / 2¢2dn — (V,)2 = (Vo)* + 2¢*n . (2.13)

Vo 0
Podemos ainda definir

Vams = VV2, (2.14)

e assim, encontramos uma expressao analitica para a velocidade com o passar das colisoes,
Veuvs = v/ (Vo)? + 2€¢n . (2.15)

Salientamos que essa expressdao nao € sempre valida, e deve somente ser aplicada para n
“pequenos”(n o< 1/€).
Conhecida a expressdo analitica para a velocidade, vamos entdo comparar com 0O caso

numérico [111]. Assim, iteramos computacionalmente a expressao

M n

1 1

W:ME ;E Vi, (2.16)
i=1 = j=1

onde M é o ensemble de condigdes iniciais, € n € o nimero de iteracdes. Aqui, realizamos
a média ao longo da orbita e ao longo do ensemble de condi¢des iniciais. Ainda, evoluimos
condig¢des iniciais sempre escolhidas dentro do mar de caos, tanto com altas energias, onde
Vo = Vrrse; quanto de baixas energias, com V) ~ e.

A Figura 2.4, mostra as curvas de Vz,ss calculadas ao longo de um ensemble de 1000
condigdes iniciais, escolhidas em ambas as regides de alta e baixa energia no mar de caos e
iteradas até 10° colisdes com a parede mével. Percebe-se que as curvas de diferentes velocidade
iniciais, para o mesmo parametro de controle €, convergem para a mesma regido de velocidade
final no limite n — oo.

Analisando as curvas de Vzysg, podemos ver que basicamente as que possuem ensembles
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Figura 2.4: Curvas de Vgys para o modelo Fermi-Ulam, para diferentes valores de €. Para
baixas energias temos que as curvas de Vryrs apresentam crescimento de acordo com /n para
tempos curtos, passam por um crossover (n,) e tendem a um regime de saturagcdo para tempos
longos. Jd para altas energias, as curvas de Vgyrs tem um regime inicial decaimento linear
muito suave, depois passam por um crossover com decaimento em lei de poténcia = 0.1, e
tendem para tempos longos com mesmo platd de saturacdo que as curvas de Vgys iniciadas
comVy =~ €.

de velocidades iniciais no regime de baixa energia, apresentam um regime de crescimento,
caracterizado por uma lei de poténcia de acordo com n”, onde 3 ~ 1/2 para tempos curtos, e
depois passam por um crossover, onde tendem a um plato de saturacio para tempos longos. Tal
regime, se mostrou anteriormente invariante de escala para as versdoes completa e simplificada
[126]. Podemos perceber ainda, que no regime V;? ~ 0, o termo dominante na expressio dada
na Eq.(2.15) é Vgrys = V2€2n, confirmando portanto que 5 = 1/2.

J4 as curvas com ensemble inicial de velocidade em altas energias, tipicamente préximo
a curva invariante observamos um decaimento linear muito suave para a dindmica inicial, de-
pois um decaimento em lei de poténcia n~*, com expoente u == 0, 1, seguido por um platd de
saturacdo basicamente na mesma regido, onde as curvas com ensemble de baixa energia satu-
ram. Comparando com a expressdo analitica da Eq.(2.15) onde Vi ~ Vprsc ~ 24/, temos
que dentro da raiz quadrada, o termo 4e >> 2¢*n para tempos curtos. Isso explica o platd
inicial quase constante, com decaimento linear, até que a ordem de grandeza de 2¢*n comeca a
dominar e mudar a dinAmica. Notemos ainda, que dependendo do parimetro € esse fendmeno
pode demorar a acontecer.

Ainda, para ambos os ensembles de velocidade inicial as curvas de Vz) g convergem para
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uma mesma regido. Tal regido de convergéncia depende do parametro €. Foi interessante ob-
servar que essa regido de saturacdo comum para ambos os ensembles de alta e baixa energia,
¢ aproximadamente a metade do valor da regido delimitada entre Vr;gc € 0, ndo importando a
velocidade inicial escolhida. Nesse caso entdo, podemos dizer que a velocidade final de con-

vergéncia para tempos muito longos, ou seja no estado estaciondrio Vgg (stationary state) é

Vi
Vo = =222 = ,/Kimﬁ, (2.17)

1/2

aproximadamente

onde, podemos escrever esse platd de saturacdo como o €'/¢. Tal expoente 1/2, coincide com
o expoente de escala encontrado, na andlise via formalismo de escala para a regido de saturagdo

de Vs [111, 126, 127].

2.2.2 Probabilidade de sobrevivéncia e influéncia de stickiness

Nesta Tese de Doutoramento, estamos interessados em saber como o fendmeno de stickiness
afeta algumas propriedades dinamicas, sendo assim, uma pergunta natural, seria se o stickiness
afeta propriedades da velocidade média, ou de transporte no sistema. Como sabemos para
onde a dindmica convergird, para tempos longos, faremos uso da técnica de introduzir buracos
nos sistema, onde podemos estudar propriedades de transporte ao longo do espaco de fases
do tipo misto e fazer uma andlise estatistica da difusdo cadtica. Sendo assim, introduzimos um
buraco distinto para cada regime de velocidade inicial. Para o ensemble inicial de baixa energia,
colocamos um buraco no espago de fases um pouco abaixo de Vg, chamado de H; (hole down).
J4 para o ensemble inicial de altas energia, introduzimos o buraco no espago de fases um pouco
acima de Vg, denominado H,, (hole up).

Basicamente, a dinamica com buraco funciona da seguinte maneira. Ao evoluirmos uma
condicdo inicial de qualquer ensemble de energia, a mesma tenderd, com o passar o tempo,
a se estabelecer proximo da regido de Vgg. Assim, com o buraco introduzido, no caso do
ensemble de baixa energia, consideramos que a condi¢@o inicial escapou, se a velocidade da
orbita for maior que H;. Da mesma forma, consideramos que a 6rbita escapou se no ensemble
de alta energia, a velocidade da orbita for menor do que H,. A partir dai, salvamos cada
condicdo inicial que escapou em um vetor, e também, a iteracdo n, na qual o escape ocorreu,
e construimos um histograma para o escape. Assim, podemos caracterizar diferentes tipos de
transporte, quando o escape ocorre de maneira rdpida, ou se ele se d4 de maneira lenta.

A andlise estatistica cumulativa para distribui¢do dos tempos de recorréncia € obtida através
da integracdo do histograma para o escape de particulas. Essa distribui¢do cumulativa de re-

corréncia também pode ser chamada como probabilidade de sobrevivéncia e € escrita como

1 )
Psurv - _ZNrec(j) > (218)



31

0,06 g

Figura 2.5: Em (a) temos o espaco de fases para ¢ = 0,001, e em (b) uma ampliacdo de regido
de alta energia de (a). Ainda evidenciamos a posi¢do de ambos os buracos H, e H,, e também
do valor de Vzy 5 estaciondria para n — oo.

onde o somatério € feito ao longo de um ensemble de N = 10° condigdes iniciais distintas. O
termo N,..(7) representa o nimero de condigdes iniciais que ndo escaparam pelo buraco co-
locado, ou seja, recorreram, até a j-ésima colisao [38]. O ensemble de condig¢des iniciais foi
definido sempre no mar de caos, tomando o extremo cuidado ao definir a faixa de condic¢des
iniciais para a varidvel da fase, para garantir que nao estamos escolhendo nenhuma condi¢do
que por ventura, estaria dentro de alguma ilha de estabilidade. Caso isso ocorresse, a estatistica
ficaria comprometida, uma vez que queremos estudar 6rbitas que em principio tenham um com-
portamento cadtico, ou quase regular (stickiness). Ainda, P, desempenha o mesmo papel da
grandeza p(7,t), apresentada na Sec.1.3, mas agora as varidveis seriam a velocidade V', e o
nimero de colisdes n, ao invés da varidvel de ag¢ao genérica 7" e do tempo t.

J4 é conhecido na literatura, que se um sistema apresenta algum comportamento cadtico, as
curvas de Py, possuem um decaimento exponencial [38]. Entretanto, quando temos estrutura
mista no espaco de fases, isto é, ilhas KAM, curvas invariantes e mares de caos, as curvas
de Py, podem apresentar distintos comportamentos de decaimento, onde podemos incluir:
(i) decaimento em lei de poténcia [39], ou (ii) decaimento em exponencial esticada [54, 55].
Basicamente, o decaimento exponencial, indica que as Orbitas estio em um regime cadtico,
e escapam mais rapidamente. J4 para um decaimento em lei de poténcia e em exponencial
esticada, podemos notar um escape mais lento, onde 6rbitas em regime de stickiness acabam
exercendo uma certa influéncia para o escape. Essas orbitas, quando passam muito perto da

ilha de estabilidade, acabam ficando aprisionadas durante um tempo ao redor da ilha, causando
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Figura 2.6: Curvas de probabilidade de sobrevivéncia para o modelo FUM para alguns valores
de €. Em (a) escolhemos o escape no buraco (Hy) para o ensemble de baixas energias, onde
basicamente, todas as curvas decaem exponencialmente, seguidas por uma lei de poténcia. Em
(b) foi escolhida como condigdo de escape no buraco (H,) para o ensemble de altas energias,
onde as curvas apresentam decaimento com formato de exponencial esticada. Em (c) temos a
comparagdo entre os decaimentos.

um “‘atraso’notdvel para a difusdo normal das 6rbitas no mar de caos. Para o modelo Fermi-
Ulam, que possui estrutura mista no espaco de fases, as curvas de Pi,., podem apresentar
ambos os decaimentos dependendo do valor do parametro de controle ¢, da posi¢ao escolhida
para o buraco, ou seja, o valor de V},,;. € também do conjunto de condicdes iniciais escolhidas,
como ¢ mostrado na Fig.2.6(a). Quando considerado o escape pelo primeiro buraco (H,) para
o ensemble de baixas energias, observamos um decaimento exponencial das curvas de Pk,
seguido por uma lei de poténcia. Logicamente, esse decaimento é esperado, uma vez que a
posicdo do buraco escolhido estd um pouco acima de Vgg. Ainda, mesmo com apenas algumas
ilhas de estabilidade no espaco delimitado para a dinadmica, o fendmeno de stickiness se faz
presente e influencia o decaimento.

Quando escolhemos o segundo buraco (H,,), podemos notar na Fig.2.6(b) que o decaimento
exponencial existe, ocorre de maneira bem mais lenta, o qual chamamos de exponencial esticada

[54, 55], e pode ser descrito da seguinte maneira
Payry o Ce™™ | (2.19)

onde em principio C, a e y sdo constantes ndo negativas, e y determina o quanto “esticada”é a
exponencial. Tal decaimento, assim como a lei de poténcia, € uma assinatura da influéncia do
fendmeno de stickiness no sistema. Ainda podemos perceber a diferenca entre os decaimentos

na Fig.2.6(c), onde para o ensemble de altas energias e com escape H,, temos um decaimento
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bem mais lento, do que quando consideramos o ensemble de baixas energias com escape em
H,.

Nao se sabe ainda se existe alguma correlacdo entre a quantidade de ilhas e a frequéncia do
fenomeno de stickiness. Pois, quando consideramos ensembles de altas energias, temos mais
ilhas de estabilidade influenciando a dindmica, do que no ensemble de baixas energias, como
mostra a Fig.2.5, onde € = 0,001. Estamos atualmente considerando a relagdo entre o nimero

de ilhas e stickiness. E um trabalho ainda em aberto, porém em desenvolvimento [128].

2.3 Transporte e Difusao

Uma vez que o fendmeno de stickiness esta presente em ambos os ensembles, escolhe-
mos o de baixa energia para tentar caracterizar algumas propriedades relacionadas a transporte
e difusdo, uma vez que os decaimentos de correlacio se mostram do tipo mais convencio-
nal (exponencial), e ndo do tipo exponencial esticada. Primeiramente, faremos um tratamento
analitico na resoluc@o da equacdo de difusdo, considerando a introdug@o de buracos no espaco
de fases. Depois faremos uma andlise numérica, considerando propriedades estatisticas da velo-
cidade. Os nossos resultados, dizem que o tratamento analitico é confirmado pelo procedimento

numérico.

2.3.1 Tratamento analitico

Como visto na introducdo, analisando propriedades de transporte de particulas, encontramos
a equacao de difusao [38, 40], dada por
9p(v,n)

— = DV?p(v,n) , (2.20)

onde agora a varidvel de acdo € a velocidade. Para resolver a Eq.(2.20) vamos fazer uso da
técnica de resolucao de EDO, chamada método de separagdo de varidveis, onde podemos rees-

crever p(v,n) = V(v)T(n). Desta maneira temos que
T'(n)V(v) = DV"(v)T'(n) , (2.21)

onde 7"(n) é a primeira derivada da fungdo separdavel T'(n), D é o coeficiente de difusdo e
V" (v) é a segunda derivada da funcdo separavel V (v).

Separando as varidveis, podemos encontrar as seguintes igualdades

Tn) V()
() V)

=q, (2.22)

onde ¢ é uma constante arbitrdria.



34

Resolvendo a equagdo Eq.(2.22) considerando primeiramente apenas a varidvel n, encon-
tramos
T(n) = Cie ", (2.23)

onde C € uma constante. Tomando agora os termos da Eq.(2.22) relacionados com a varidvel

da velocidade, podemos obter
V" (v) ¢ 2
22— _p?. 2.24
V(v) D g 2:24)

Vamos supor que a fungdo V' (v) seja do tipo combinagdo linear de senos e cossenos.
V(v) = Acos(nv) + Bsin(nv) , (2.25)

onde A e B sdo contantes a serem definidas. Derivando a Eq.(2.25) e assim podemos obter
V'(v)e V"(v)

V'(v) = —Ansin(nv) + Bncos(nv) ,
V"'(v) = —An?cos(nv) — Bn?sin(nv) .

Consideramos agora duas condicdes de contorno para o nosso escape

0
Pom) (2.26)
ov
onde, quando v = 0 temos que V’(0) = 0, logo
p(u,n) =0, (2.27)

quando v = vp... Esta condi¢do nos diz que V(vpee) = 0, sendo vy, a velocidade pré-
definida para o escape das particulas. Fisicamente, podemos interpretar essas duas condi¢des
de contorno descritas nas Eqs.(2.26) e (2.27) respectivamente como sendo a conservacao de
particulas da amostragem inicial, e pela distin¢cdo da divisao do espago de fases em particulas
que escaparam e particulas que nao escaparam, partir do momento que atingiram a velocidade
limite de escape pré-definida. Aplicando a condi¢do de contorno descrita pela Eq.(2.26) na
relacdo de V'(v), encontramos que B = 0. Fazendo procedimento similar agora com a segunda
condi¢do de contorno, definida na Eq.(2.27) e aplicando esta na relagdo de V' (v), definida na

Eq.(2.25), e ja considerando que B = (, podemos obter a seguinte relacao
A cos(Nupere) =0 . (2.28)

Ao expandirmos a Eq.(2.28) em série de Fourier, considerando que seja satisfeita a condi¢do

ndo trivial (A # 0) e com o argumento da fungdo cosseno 7vp.. seja sempre um valor onde o
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cosseno se anula, podemos dizer que

1 I
NUhole = T (m + 5) s NMVUhole = ? ) (229)

onde [ € o indice do somatdrio da expansdao em série de Fourier, considerando somente os
termos fmpares, como [ = 1,3, 5, .... Lembrando da Eq.(2.24), onde n* = %, podemos obter o
expoente ¢, em funcdo do coeficiente de difusdo D, da velocidade de escape (vj,¢) € do indice

de somatdrio da expansao de Fourier como

(Im)2D
B 4Ul%ole .

(2.30)

Desta maneira podemos reescrever a expressao de p(v,t) = V(v)T'(n) como a combinagdo
das Eqgs.(2.24), (2.25),(2.27), (2.28) e (2.30), e ainda considerando a troca de notagao de vy =
h e a troca do indice de somatdrio da expansdo de série de Fourier de [ para (k 4 1/2), onde ao
invés de considerarmos somente os termos impares, podemos agora contar com todos os termos

da expansao. Desta maneira obtemos

(v,m) iA cos |2 (& + ! e - Dn k+ 1y’ (2.31)
— R — X R — .

P\Y, k h 2 p 52 9 )

onde o expoente de difusdo € definido como

4(Uhole)2C

— T\ hole) b 2.32
72 (k+1/2)% (2:32)

onde, podemos ter varias ordens de aproximagao para k.

A expressdo fornecida pela Eq.(2.31) nos fornece uma relacdo analitica da probabilidade
de sobrevivéncia para o ensemble de baixas energia, quando condicionamos o sistema a um
“vazamento”através do buraco H, [118]. Vale a pena ressaltar, que a Eq.(2.31) descreve bem o
comportamento das curvas de Pk, apenas enquanto o decaimento € exponencial. Para o caso,
onde a dindmica evolui através do espaco de fases misto, a resolu¢do da equacao de difusdo se

torna muito mais complicada e ainda € considerada um problema em aberto.

2.3.2 Tratamento Numérico

Quando avaliamos o transporte e a difusdo [38, 40] para sistemas cadticos, a expressao

encontrada que relaciona a varidvel de acdo do sistema, com a difusdo é:

<r(n)’ >= /r(n)Qp(F, n)d*r = 2Dn , (2.33)
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onde r € a varidvel de acdo do sistema, D € o expoente de difusdo, n é o nimero de iteracoes e
p(7,n) é a distribuicdo de probabilidades de um sistema. Para o caso do modelo FUM, podemos
utilizar na expressdo fornecida pela Eq.(2.33), os resultados ja obtidos previamente na equacao
de < (AV)? >= 2¢2, para obter uma aproximagio numérica do coeficiente de difusdo, onde no
caso a nossa variavel de acdo € a velocidade da particula. Assim, ap6s cada iteracao calculamos

o valor da velocidade quadratica média, ou dispersdo, como

NP
1 . .
<AV?>= lim — Y (V,'= ") 2.34
NP-ooo NP Zl( n 0 ) ) ( )
1=
onde N P € o ndimero de particulas que estamos utilizando, o indice © marca as /N P particulas
utilizadas e V,, é a posicdo apos n iteracdes da i-€sima particula. O coeficiente de difusdo,

coerentemente com o que foi estabelecido na Eq.(2.33), é

1
D= lim — < AV?> . (2.35)

n—oco 2n

. |B=0.496(1)

O Dados Numéricos
— Ajuste em Lei de Poténcia

Figura 2.7: Em (a) temos o comportamento do coeficiente de difusdo em funcdo de n para
alguns parametros ¢, no ensemble de baixas energias. Em (b) temos o comportamento do
coeficiente de difusdo D e sua relagdo de proporcionalidade com 2¢*. Um ajuste em lei de
poténcia com expoente [3 = 1/2 é obtido, confirmando assim, o expoente de crescimento.

A Figura 2.7(a) mostra os coeficientes de difusdo, obtidos pelas Eq.(2.35) ao longo do
nimero de colisdes. Quando comparamos a proporcionalidade da difusdo com < (AV)? >,
ou seja D o< 2¢2 como mostrado na Fig.2.7(b), encontramos o mesmo expoente de crescimento
f =~ 1/2. O que era de se esperar, pois estamos avaliando a dindmica, para o ensemble de baixa
energia, ou seja, no tempo inicial a particula estd errante no mar de caos, e difunde como no
processo difusivo normal [40], ou seja o< y/n [115, 122, 123, 129].

A titulo de comparac¢do, usaremos agora a expressao da difusdo obtida na Eq.(2.32), onde
no regime de baixa energia, consideramos 10 buracos distintos igualmente espacados a partir

de 2¢ ao longo do eixo da velocidade, até valor de Vipg;p1. Essas posi¢des dos buracos estdo
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Figura 2.8: Em (a) temos curvas de Py,,., para 10 buracos distintos, para ¢ = 0,0005. Em
(b), temos o comportamento do coeficiente de difusdo analitico, em funcdo dos buracos h. Em
(c) temos uma renormalizacdo dos buracos pelo pardmetro €; e finalmente em (d), temos uma
sobreposicdo dos valores do coeficiente de difusdo para os 10 buracos, onde confirmamos o
expoente 1/2 como fator normalizador da dindmica em baixas energias.

sempre abaixo de Vsg. Assim, conseguimos um bom ajuste exponencial (¢) no decaimento da
probabilidade de sobrevivéncia, como mostra a Fig.2.8(a). Aqui consideramos a evolugdo de
10° condigdes iniciais de baixa energia, iteradas até 10° colisdes. Podemos ver ainda, que con-
forme aumentamos o buraco, ou seja, aumentamos o tamanho do mar de caos para a particula
difundir, o expoente do decaimento exponencial diminui. Ainda, podemos notar a influéncia de
stickiness nessas curvas, onde para tempos longos temos decaimento em lei de poténcia. Esse
decaimento € causado por ilhas secunddrias no espaco de fases, uma vez que estamos em uma
regido com poucas ilhas.

Jana Fig.2.8(b) mostramos o valor do coeficiente de difusdo ja calculado para os 10 buracos,
para alguns valores de €, pela andlise analitica, dada na Eq.(2.32). Na Fig.2.8(c), renormaliza-
mos os eixos da difusdo e dos buracos pelo parametro €. E, finalmente, na Fig.2.8(d), usamos
o parimetro de renormalizacdo 2¢2, para obter um colapso de difusdo, independentemente do
buraco h analisado. Podemos perceber que encontramos uma reescala em torno de 1/2 (linha
tracejada), o que era esperado pelos resultados analiticos € numéricos mostrados anteriormente.
Ainda, para altas posi¢des do buraco h, temos uma pequena oscilacdo nessa reescala. Isso

também € de se esperar, pois quanto mais subimos no espaco de fases no eixo da velocidade,



38

ilhas de estabilidade secundarias e as de periodo-1 comecam a aparecer, e temos o fendmeno
de stickiness presente, que acaba influenciando o expoente de difusdo, causando anomalias nas

propriedades de difusdo e transporte.

2.4 Conclusoes parciais

A dinamica de uma particula confinada entre duas paredes, uma delas sendo fixa e outra pe-
riodicamente perturbada no tempo foi estudada. Um mapeamento bidimensional € obtido, onde
encontramos espago de fases misto e curvas invariantes impedem o crescimento do mar de caos.
Analisamos a expressdo da velocidade quadratica média, conseguimos estimar analiticamente
o comportamento da dindmica ao longo do tempo, para os ensembles de alta e baixa energia.

Estudando o decaimento de curvas de probabilidade de sobrevivéncia para ambos os ensem-
bles, percebemos que o fendmeno de stickiness esta presente na dindmica, e acaba influenciando
de maneira distinta os decaimentos nos ensembles. Para baixas energias, onde temos regime de
poucas ilhas de estabilidade, o decaimento de curva de probabilidade de sobrevivéncia € ex-
ponencial para tempos curtos e em lei de poténcia para tempos longos, como € mais usual na
literatura. No entanto, para altas energias, existem mais cadeias de ilhas de regularidade, e para
esse caso, o decaimento de curvas de probabilidade de sobrevivéncia é do tipo exponencial es-
ticada. Ainda, € feita uma andlise analitica e numérica para o comportamento da difusdo no
mar de caos, onde os resultados coincidem muito bem, fornecendo expoente de crescimento
g=1/2.

Os resultados apresentados nesse capitulo estdo em processo final de preparagdo para sub-
missao [127, 128].



Capitulo 3
Modelo Bouncer

Neste capitulo detalharemos o comportamento da dindmica do modelo Bouncer. Na Sec.3.1
relatamos todos os detalhes para a obtencdo do mapeamento da dindmica, e listamos algumas
propriedades caoticas e conexdes com o mapa padrdo. O fenomenos de aceleracdo de Fermie a
caracterizacdo de modos aceleradores, sdo descritos na Sec.3.2. Propriedades de recorréncia e
transporte, sdo estudadas na Sec.3.3, onde via método de expoentes de Lyapunov a tempo finito
e andlise de probabilidade de sobrevivéncia, constatamos que orbitas em regime de stickiness
exercem influéncia na dindmica, ao ponto de serem consideradas um mecanismo de retardo
para a difusdo ilimitada da velocidade. Finalmente, algumas conclusoes e perspectivas sdo
dadas na Sec.3.4.

3.1 O modelo e 0 mapeamento

A motivagado para estudarmos o modelo Bouncer, estd em descrever o fendmeno de aceleracao
de Fermi. Em 1949, o fisico italiano Enrico Fermi [88], estudava o comportamento da iteracao
dos raios césmicos de altas energias com campos magnéticos oscilantes. Ele percebeu, que
na média, a energia das particulas tendia ao crescimento. Esse fendmeno de crescimento de
energia foi chamado de aceleracdo de Fermi. Desta maneira, o modelo Bouncer pode ser in-
terpretado como uma versao do acelerador de Fermi, onde a particula livre faz o papel das
particulas cosmicas de altas energias, o campo gravitacional constante funciona como meca-
nismo de re-inje¢do da particula a zona de colisdo e a parede movendo-se periodicamente no
tempo desempenha a mesma fun¢do dos campos magnéticos oscilantes.

A dindmica do modelo serd descrita nas varidveis velocidade da particula livre (v,) e o
tempo em que ocorre uma colisdo (¢,,). Descrevemos também a equag¢do que governa o movi-
mento da parede mével como sendo y,,(t,) = € cos(wt,, ), onde ¢ e w representam respectiva-
mente a amplitude e a frequéncia de oscilagdo da parede mével. Como no modelo FUM, podem
ocorrer ainda dois tipos de colisdes entre a particula e a parede movel: (i) colisdes indiretas e

(ii) colisdes sucessivas. No caso (i) de colisdes indiretas, a particula ao sofrer uma colisdo, sai

39
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da chamada zona de colisdo y,, € [—¢,¢], sobe até uma altura médxima e desce, sob a ag¢do
do campo gravitacional, para uma nova colisdo com a parede moével. Por outro lado, no caso
(ii) colisdes sucessivas ocorrem quando, apds uma colisdo a particula ndo abandona a zona de
colisdo, e sofre uma colisdo novamente. Este processo pode se repetir muitas vezes. A Figura

3.1 mostra um esquema ilustrativo do modelo Bouncer.

m—— [ 2e

Figura 3.1: Esquema ilustrativo do modelo Bouncer.

3.1.1 Mapa Completo

Vamos descrever primeiramente o caso de colisdes indiretas. Supomos que no instante ¢,, = 0,
a posicao da particula seja a mesma da parede mével, v,, = vy > 0. Devemos obter agora o
momento da proxima colis@o. A equagdo da posi¢ao da particula em funcdo do tempo é dada
por: yp(tn) = Yo + va(tn) — 39t,%, onde yo = y,,, representa que a particula acabou de sair de
uma colisdo. Através da equacdo da velocidade da particula onde j,(t,,) = v,, — gt,, podemos
encontrar o tempo de subida (,) da particula até atingir uma altura maxima onde sua velocidade

¢ zero. Esse tempo de subida escrito como ¢, ¢ dado como
s = —. 3.1
g

Devemos também determinar a altura maxima que a particula atinge, até que sua velocidade

seja nula Y% = € cos(wWty) + Vnts — %gtSQ. Assim, obtemos
1v,?
mar — ¢ cos(wt,) + ——— . 3.2
Yy (Wtn) + 5 . (3.2)

Para encontrar o tempo de descida até a entrada da zona de colis@o, usaremos a equacgao de
: : 2 __ 2 _ max £ :
Torricelli vs* = vo” + 29Ay, onde Ay = (¢ — y;'**) e vy € a velocidade de entrada na zona
de colisdo, que denotaremos por v.,,;. Lembrando sempre que a velocidade inverte de sinal ao
longo do movimento de descida, com isso podemos descartar a solu¢cdo matemadtica positiva e

EXPressar Ue,; COmo
Vent = —1/29(yma® —€) . (3.3)
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Utilizando a expressdo de v.,,; na equagio da velocidade da particula 4,(t,) = Vent — gta,

podemos encontrar o tempo de descida (¢,) até a entrada na zona de colisdo, como

ty = Zent (3.4)
—g

Assim, encontramos uma expressdo para o tempo total (¢;), para a particula sair de uma
colisdo, atingir uma altura mdxima e entrar novamente na zona de colisdo, que € a soma do
tempo de subida com o tempo de descida. Assim, t; = t; + t;. Para que ocorra uma colisao é
necessario que ¥y, = Yp, onde y, tem que estar de acordo com o momento em que a particula
entra na zona de colisdo, e na equacao de y,,, devemos levar em consideracido todo o tempo

gasto pela particula até uma nova colisdo, assim temos

1
YUp = Y = € cos[w(tn + 1 + tc)] = € + Ventte — §gt02 s (35)

onde . é o chamado tempo de colisao.
Desta forma, obtemos uma equagdo transcendental F'(¢), onde o instante de colisdo ¢. é a

raiz desta equagdo

F(t.) =ecos(t, +t +t.) — & — Vepslc + %gtc2 : (3.6)
onde t. € [0, %] e F(t.) = 0.

Considerando o tempo total gasto entre as colisdes podemos escrever para o caso de colisdes
indiretas, a seguinte relacdo de recorréncia no tempo ¢,,,1 = t,, +ts +t4+ .. Para o caso, onde
ocorrem colisdes sucessivas, como a particula ndo deixa a zona de colisdo, ndo € necessario
levar em conta o tempo de subida e descida da particula, entdo a relacdo de recorréncia no
tempo € 1,,11 = t,, + t..

Descrevendo de maneira semelhante, o processo de mudanca de referencial inercial para re-
ferencial ndo inercial feito no capitulo 2 para o modelo FUM, obtemos a velocidade da particula

apos a colisdo como sendo
Upt1 = —Up + gt. — ewsin(wt, 1) . (3.7

Analisando as expressdes de recorréncia para o tempo e para a velocidade em ambos 0s casos
de colisoes, percebemos que temos trés parametros de controle para levar em consideragdo: ¢
que € a amplitude de oscilacdo da parede mével; g que representa o campo gravitacional e w
indicando a frequéncia de oscilacdo da parede mével. Podemos entdo definir um conjunto de

UJ2

variaveis adimensionais, como: V,, = -

2 .
€= % e medindo o tempo como ¢ = wt, obtemos
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0 seguinte mapeamento para o modelo Bouncer

; (3.8)

T Vor1 = =V + ¢ — 2esin(¢,41)
| bnr1 = [9n + AT, mod(27)

onde as expressdes de V,* e AT,, dependem do tipo de colisdo, e o parametro € ¢ interpretado
fisicamente como razdo de aceleracdes, entre a parede vibrante e o campo gravitacional.
Para o caso de colisdes sucessivas V" =V, e AT}, = ¢.. O termo ¢, € obtida da solucdo da

equagdo transcendental G(¢.) = 0, onde

G(¢e) = €cos(¢n + @) — €cos(dn) — Vide + %Qﬁ ) (3.9)

com ¢, € (0,27]. Quando temos o caso de colisdes indiretas V;* = —/V,2 + 2¢(cos(¢,) — 1) €
AT, = ¢ps+dq+¢. com ¢, = V,, denotando tempo de subida da particula até chegar ao ponto de

velocidade nula e ¢4 = /V;2 + 2¢(cos(¢,) — 1) corresponde ao tempo de descida da particula
até a entrada na zona de colisdo. Finalmente, o termo ¢, deve ser obtido numericamente a partir

da expressao F'(¢.) = 0 onde

F(60) = €cos(n+ 0+ ba+ 60) — €~ Vide + 562 (3.10

com ¢, € [0, 27).

Mapa Simplificado

Podemos ainda obter uma outra versao do mapeamento, chamada de versao simplificada,
onde a parede € considerada fixa e nenhuma equacgdo transcendental precisa ser resolvida para
se obter o instante da colisdo. Ainda, nessa versdo, consideramos que a troca de momentum
entre a particula e a parede, ocorre como se a parede estivesse se movendo. Tal cdlculo é obtido
de maneira similar ao realizado na mudanca de referencial inercial para nao-inercial. Sendo

assim, o tempo de subida serd igual ao tempo de descida.

b=ty = 3.11)

O tempo total entdo é calculado como t; = 2v,/g. Utilizando-se da mesma estratégia de
descrever o mapeamento nas varidveis adimensionais, e ja considerando a troca de momentum

entre parede e particula, podemos escrever o mapeamento simplificado como sendo:

. { Vi1 = |V, — 2esin(¢p1)] | (3.12)

Pnt1 = [¢n + QVH] mOd(QTF)
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O moédulo € necessdrio, pois se a velocidade da particula for negativa, fisicamente seria repre-
sentado como se a particula tivesse atravessado a parede, uma vez que esta encontra-se parada

na versao simplificada.

3.1.2 Propriedades Cadticas

A versdo simplificada, se mostrou muito util no passado quando os computadores eram
demasiadamente lentos, pois as simulacdes numéricas com esse tipo de dindmica eram mais
rapidos. No entanto, com o avango da tecnologia e a velocidade de processamento de micro-

processadores, a dindmica completa torna-se aplicavel. A matriz Jacobiana é dada por

8an«‘fl 8an«‘fl
— IVy On
J = Oomis  Odurn , (3.13)
OV On

onde para a versao completa da dinamica, no caso de colisdes sucessivas, as derivadas parciais

Se apresentam como

8‘/nJrl o 8(250 a(anrl
o, — —Umgy) 2ecoslonn) 5
36, 06, O
8¢n+1 _ 6¢c
ov,, vy’
a(anrl 8‘250
=1 .
0 " 9,
As derivadas g% e g;’z , sdo obtidas derivando implicitamente a equagdo transcendental G(¢.).

Ja no caso da versdo completa, considerando colisdes indiretas, temos as derivadas parciais da

seguinte maneira

a‘/nJrl o a‘/emt a(bc 8¢n+1
v, — “Caw, “av,) T 2ecosOnn)p =
a‘/n-i-l o 8VVent 8¢c agbn—f—l
6¢n - ( agbn agbn) 2e COS(¢TL+1) 8¢n )
8¢n+1 - 1_ 8‘/ent + 6¢c
oV, v, oV’
8(anrl - 1— 8‘/emt + a(bc

Onde % e % sao obtidos derivando implicitamente V,,; em relagdo a V,, e a ¢,, respecti-
O¢c

O¢c
OVn 7 O¢n’

¢, respectivamente. Quando consideramos a versdo simplificada, as derivadas sdo calculadas

vamente; e e sdo obtidos derivando implicitamente a fungdo F'(¢.) em relagdo a V, e
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como:

oV, On
Wzl = 1—2ecos(¢ppyi1) (;bv;rl )
oV, Ofn
8¢:1 = —2ecos(Ppyi1) §¢:1 )
a(anrl

= 2
oV, ’
a¢n+1 _ 1
D '

Ao calcularmos o determinante da matriz Jacobiana, para ambas as versdes, percebemos que
esses determinantes apresentam expressoes distintas. Por construcdo, o sistema € conservativo,
e se espera que o determinante nesse caso seja unitario [18], para que ocorra presenvagdo de drea
no espaco de fases. Essa propriedade é observada no caso da versao simplificada no modelo,

onde Det J = 1. No entanto, para a versdo completa, o determinante obtido foi

Vi, + esin(¢y,)
Vn+1 —+ ESiH((anrl)

Det J = (3.14)
Tal diferenca entre os determinantes da versdo simplificada e completa, tem uma explica¢dao
[18]. Quando consideramos a dinamica completa, as varidveis levadas em consideracao sao .,
(posic¢do da parede movel), v, (velocidade da particula), £, (energia da particula) e o tempo.
Os pares candnicos para as varidveis sao (z,,v,) € (E,,t). Da maneira que o mapeamento
foi construido, nao foi levada em conta os pares candnicos das varidveis, pois as varidveis do
mapeamento sdo velocidade da particula (v,) e o tempo. Assim, o Det J nunca serd igual
a unidade para esse par de varidveis, mesmo que por constru¢do o mapa seja conservativo. Ja
quando consideramos a versdo simplificada, as varidveis analisadas se tornam as candnicas, pois
a posicdo da parede é sempre fixa, e a energia da particula, pode ser entendida somente como a
componente de energia cinética, diretamente relacionada com a velocidade. Para esse caso em
particular, é como se estivéssemos analisando as varidveis candnicas, por isso, o Det J = 1.
Entretanto, o modelo completo preserva a seguinte medida no espago de fases du = (V +
esin(¢))dVde [115].

Conexao com mapa padrao

Ao avaliarmos a dindmica em fun¢do do parametro de razdo de aceleragdes €, observamos
que, quando € = 0, o sistema € integravel, ja para € # 0, o sistema € ndo integravel. Além disso,
quando €. ~ 0,2429, o sistema apresenta outra transi¢do de comportamento, de localmente
cadtico, para globalmente cadtico, com estrutura do tipo mista no espaco de fases, com ilhas
KAM imersas no mar de caos [18]. Tal transicdo € andloga a que encontramos no mapeamento

padrao [12]. Inclusive, podemos obter o mapa padrao a partir da versao simplificada do modelo
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Bouncer. Fazendo I, = 2V,,, K = 4ee 0, = ¢, + 7, recuperamos o mapa padrao descrito

como
Iy =1, + Ksin(6,)]

Tstd :
Opni1 = [0n + I11] mod(2m)

, (3.15)

que € o mesmo mapeamento da Eq.(1.8) onde o parametro K, controla a nao linearidade do
sistema. Para o valor K, ~ 00,9716, temos o anédlogo €. ~ 0, 2429, ja que K = 4e [114].
Podemos observar a evolugao do espaco de fases em fun¢do de € na Fig. 3.2, onde vemos
dois tipos de regimes. O primeiro se dd para 0 < € < €., onde o sistema apresenta uma
mundanca de localmente cadtico para globalmente cadtico em € = €.. A segunda ocorre para
€ > €., nesta, os pontos fixos estaveis, representados pelas ilhas de estabilidade se tornam

instaveis a medida que aumentamos o valor de e.

Pririigd

,_M_._.m_'_' o S
¢ e=100 ™ O e=120

0 S '
6 0 6
(C) (I) E=0,45 (f) 820,80 (g)

Figura 3.2: Espaco de fases para o modelo Bouncer considerando a versdo completa.

Como mostra a Fig. 3.2, para € < €. = 0, 2429 o espaco de fases possui curvas invariantes
do tipo spanning (também conhecidas como toros invariantes) e o crescimento ilimitado de
energia, que caracteriza a aceleragdo de Fermi ndo é observado. Ja para € > €., essas curvas
sdo destruidas, permitindo difusdo ilimitada em V' e o fendmeno de aceleracdo de Fermi ocorre.
Além disso, podemos também observar que os pontos fixos sofrem uma série de mudancgas na
estabilidade. Esses pontos fixos sdo obtidos da seguinte maneira para o periodo 1: V,,. 1 = V,, =

V*e opi1 = ¢p = ¢ 4 2mm, assim, podemos identificd-los como

V' o=l o, 1=1,2,... (3.16)
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o = arcsin(g—m> , m=0,1,2,... (3.17)

€

Ao analisarmos a estabilidade linear dos pontos fixos de periodo 1 através do cdlculo dos auto-

valores da matriz Jacobiana, encontramos a seguinte expressao
(2mm)? < 16€* < 16 + (27m)? . (3.18)

Este resultado nos fornece os intervalos onde as drbitas periddicas sdo estdveis para valores
arbitrarios de e. O primeiro intervalo (m = 0), diz que para 0 < ¢ < 1, os pontos fixos de
periodo 1 sdo estdveis. Para o proximo intervalo, (m = 1), encontramos que em € = 7/2
comeca um novo intervalo onde os pontos fixos sdo estdveis, e para € > /1 + 7w2/4 eles se
tornam instdveis. Tomando agora os pontos fixos de periodo 2, obtidos como Vo = V,, = V*
€ Pnio = Op = ¢* + 2mm, e aplicando procedimento semelhante, podemos encontrar que as

janelas de periodicidade para os pontos fixos de periodo 2 estdo compreendidas entre
(2m)*(p — 1)* < 16€* < (2m)*(p — 1)* +4, (3.19)

ondep =1[—m.

Afim de compreender melhor como essas mudancgas de estabilidade dos pontos fixos alte-
ram a dindmica do modelo, podemos construir um espaco de fases com a varidvel velocidade
modulada em 7. Ao observarmos a Fig.3.2(a,b,c,d,e) vemos que a estrutura de ilhas de estabi-
lidade € repetida em multiplos de . A Figura3.3 mostra os espagos de fases para os mesmos
parametros da Fig.3.2, com o eixo vertical V' (mod(r)). Vale salientar que ambas as Figs. 3.2 e
3.3 sdo simulag¢des numéricas considerando a dindmica do modelo completo, e que a tolerancia
usada na solugio das equagdes transcendentais F(¢.) e G(¢.) foi de 10712, Além disso, as
velocidades iniciais usadas para a constru¢do da Fig. 3.3 foram escolhidas, de modo que seu
valor minimo estivesse fora da regido de estabilidade V' € [0, 2¢].

Como podemos ver nas Figs.3.2 e 3.3, o sistema apresenta uma dindmica bastante rica,
com mudancas na estrutura no espago de fases. Alguns fendmenos em particular podem ser
observados nessa dinimica. E o caso de 6rbitas em regime de stickiness, modos aceleradores e
crescimento ilimitado de energia, além de algumas propriedades de transporte cadtico. Vamos

falar de cada um desses fendmenos em separado nas préximas secoes.

3.2 Aceleracao de Fermi

Ao avaliarmos a mundanga de comportamento quando ¢ ~ €., observamos uma transicao
de caos local para caos global. Tal mundanca se deve ao fato das curvas invariantes spanning
serem destruidas, permitindo assim a unido dos mares de caos locais, como € ilustrado nas Figs.

3.3(c,d). Avaliando a dindmica em funcdo do nimero de colisdes, notamos que a velocidade,
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Figura 3.3: Espaco de fases para o modelo Bouncer considerando a versdo completa com o
eixo das velocidades representado como V mod(r).

exibe uma tendéncia de crescimento. Tal comportamento é mostrado na Fig.3.4(a,b), para diver-
sos valores do pardmetros € > ¢, iterados até 107 colisdes, onde a velocidade média é mostrada

no eixo vertical, e calculada considerando 1000 condicdes iniciais distintas.

3.2.1 Modos Aceleradores e Desaceleradores

Podemos notar dois regimes distintos de crescimento. Em um deles, Vg, cresce com n de
acordo com uma lei de poténcia com expoente 5; ~ 1/2. O outro regime de crescimento, obe-
dece uma lei de poténcia com expoente de crescimento 3, ~ 1. Além da diferenca no expoente
de crescimento, temos também a diferenca na ordem de grandeza da velocidade. Enquanto, o
crescimento normal, a velocidade ndio ultrapassa a barreira dos 10, a velocidade que cresce
com expoente 3, ~ 1, atinge valores muito altos, inclusive, algumas ordens de grandeza maior,
chegando até 107. Em particular, podemos ainda observar uma transicdo entre os dois tipos
de crescimento. Na Figura 3.4(b), para os valores de ¢ = 1,2 e ¢ = 1,4, a curva de Vgus
comega em um regime de crescimento com 3; € apds aproximadamente 10? colisdes, muda
para o regime de crescimento em [.

Esse crescimento na velocidade, tem interpretacdo fisica. Para o primeiro regime de cres-
cimento com [3;, dizemos que a particula estd sob a influéncia do fendmeno de aceleracdo
de Fermi, ou crescimento ilimitado de energia. Ainda, o expoente de crescimento em lei de

poténcia 5; ~ 1/2 € caracteristico desse fendmeno. Ja para o segundo regime de crescimento,
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Figura 3.4: Evolucdo de Vgyis da particula para diversos valores do € > ¢.. Em (a) e em
(b) observamos dois tipos de crescimento. Algumas curvas crescem com expoente em lei de
poténcia 1 =~ 1/2, e outras curvas crescem com expoente By ~ 1. Em particular ainda,
podemos caracterizar a transi¢do de um tipo de crescimento para o outro no item (b), para os
casos onde ¢ = 1,2 e ¢ = 1,4. Jd em (c), temos a faixa de pardmetros de ¢ onde podemos
encontrar os modos aceleradores, responsdveis pelo crescimento de Vyyrs com expoente [3s.
Os picos mais acentuados, representam essas faixas, onde se localizam os modos aceleradores.
Em particular, mostramos os periodos de cada faixa de pardametros.

encontramos a explicacdo no surgimento de modos aceleradores ( AM accelerator mode) no
sistema, ou modos balisticos [130, 131]. Tais modos aceleradores, surgem no modelo com a
caracteristica de pontos assintoticamente estdveis. Basicamente, podemos definir ponto assin-
toticamente estdvel, como aquele que com o passar das iteracdes, a dindmica converge para
o ponto fixo. Assim, pelo fato de podermos avaliar a varidvel velocidade de maneira “repeti-
tiva”’em 7, observamos essa convergéncia para o ponto. Entretanto, ao considerarmos o €ixo
das velocidades “aberto”, a dindmica no modo acelerador provoca um movimento continuo e
periddico no eixo das velocidades, ou seja, a velocidade sempre cresce.

No entanto, como podemos perceber das Figs.3.4(a,b), somente para alguns valores do
parametro €, encontramos os modos aceleradores. Afim de uma melhor caracterizagdo desse
fendmeno de crescimento diferenciado, plotamos um grafico do valor final de Vz,,s para as
mesmas 200 condi¢des inciais anteriores, iteradas até 10* colisdes, em func¢do do pardmetro
e. Tal curva € mostra na Fig. 3.4(c), onde podemos ver claramente a ocorréncia dos modos
aceleradores nos picos de velocidade em determinadas faixas do pardmetro de controle. Ainda,
encontramos que eles apresentam periodicidade. Para um determinada faixa de parametros de
controle €, encontramos diversos periodos. Como o crescimento continuo se da em multiplos de
7, se a Orbita no modo acelerador é de periodo 1, significa que ela tem um crescimento modu-
lado em 7, ou seja, a cada colisdo sua velocidade aumenta uma unidade de 7. J4 se a 6rbita é de
periodo 2, significa que temos que considerar duas colisdes, para que a velocidade da particula

aumente seu modulo de 7, e assim por diante com os outros periodos.
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Figura 3.5: Grdfico de V vs. n. Em (a) mostramos a evolucdo de uma orbita comecando
exatamente de um modo desacelerador, onde a velocidade decresce linearmente com inclina¢do
/3, até esta sair da zona de influéncia do modo desacelerador e passa a crescer com expoente
de lei de potiicia f = 0,4667(2). Em (b) a érbita segue um padrdo de crescimento com expoente
B = 0,4458(3) e depois é atraida para o modo acelerador, onde sua velocidade passa a crescer
linearmente, com expoente de crescimento 1,0466.

De uma maneira geral, quando consideramos o espaco de fases onde V' mod(7), os modos
aceleradores podem ser considerados pontos fixos atrativos do sistema, ou seja, uma vez que
uma Orbita passa por sua regido de influéncia, ela € atraida para esse ponto, ou seja, 0 modo
acelerador € um ponto fixo classificado como assintoticamente estdvel. Analogamente, ao que
ocorre no Terorema de Poincaré-Birkhoff [20, 25], onde na quebra de integrabilidade do sistema
surgem pontos fixos aos pares, um deles sendo estdvel e o outro instdvel (ponto de sela); quando
um modo acelerador aparece na dindmica, juntamente com ele, se apresenta também um modo
desacelerador, que seria interpretado como o seu par instavel.

A figura 3.5 mostra a evolu¢@o de duas condigdes iniciais, uma em cima do modo desacele-
rador e outra no meio do mar de caos. Uma vez que o modo desacelerador € instavel, ou seja, é
um repulsor, esta condi¢do se faz necessaria. Assim, na Fig.3.5(a), podemos observar que essa
condi¢do dada em cima do modo desacelerador faz com que a velocidade da particula diminua.

No entanto, essa influéncia do modo desacelerador acaba (10° colisdes) pela propria instabi-
lidade (repulsividade) do mesmo, e a érbita volta a percorrer o mar de caos, onde sua velocidade
aumenta conforme a lei de poténcia de crescimento com expoente  ~ 1/2. Ainda, um ajuste
linear na regido do decréscimo de velocidade do modo desacelerador, nos fornece o coeficiente
linear de 1,0472. Se multiplicarmos esse nimero por 3, obteremos um valor muito préximo
do valor de 7, confirmando assim a 6rbita como periodo-3. Ja no caso da Fig.3.5(b), onde a
condi¢do inicial foi dada no meio do mar de caos, a Orbita evolui normalmente, crescendo a

sua velocidade com expoente 5 ~ 1/2. Eventualmente ela encontra um modo acelerador e sua
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velocidade passa a crescer linearmente com n. Nota-se que um ajuste linear na regido de alto
crescimento, também nos fornece um coeficiente angular da ordem de 7/3, indicando assim um

modo acelerador de periodo 3. O valor de e considerado em ambas as Figs.3.5(a,b) foie =1, 2.
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Figura 3.6: Evolugdo da dindmica mostrando o niimero de colisées com a escala do gradiente
de cores. Em (a) modo desacelerador para ¢ = 1,25, em (b) ampliacdo da convergéncia para
um modo acelerador de periodo 3 para ¢ = 1,2. Em (c) e (d) um modo acelerador de periodo-
18, onde em particular para (d), temos uma ampliacido em uma das 3 regides de (c). E bom
lembrar que em (b), (c) e (d), o eixo das velocidades foi modulado em .

JanaFig. 3.6, avaliamos a evolucdo dindmica em funcao do nimero de colisdes com a ajuda
de um gradiente de cores. Na Fig.3.6(a) podemos ver a atuacdo do modo desacelerador. Uma
grade 1000 x 1000 de condi¢des iniciais foi estabelecida bem em cima de uma regido de modo
desacelerador. Utilizamos o formalismo de escape de particulas, onde cada condicao inicial
foi evoluida até 10° colisdes, e se a velocidade atingisse um valor menor do que V), = 200,
tal condi¢do inicial e também a colisdo em que o escape ocorreu eram salvas (este formlaismo
de escape serd descrita melhor na proxima se¢do). Assim, pudemos identificar o formato do
modo acelerador e a sua zona de influéncia. Em verde (cinza claro), podemos ver o modo
desacelerador atuando, onde as velocidades passam de V;, = 200 rapidamente e sua zona de
influéncia em volta representada em cor azul (cinza). J4 em preto, sdo as condi¢des iniciais que
nao passaram de Vj, = 200. Para a Fig.3.6(a) em particular, o gradiente de cores equivale a

iteragcdo de escape na escala logaritmica. Tal escala se faz ttil pois queremos representar toda



51

a extensdo dinamica, desde as colisdes iniciais, até para grandes n. Por exemplo, a escala em
verde corresponde a iteragéio n = exp(6), ou seja, 0 modo desacelerador faz com que as érbitas
diminuam de sua velociadade inicial, até a velocidade de escape V}, em aproximadamente 400
colisdes.

Considerando agora as Figs.3.6(b,c,d), observamos a evoluciao da influéncia da dinamica
para os modos aceleradores. Podemos ver a convergéncia das orbitas para os modos com o
passar das iteragdes. Para as Figs.3.6(b,c,d) o gradiente de cores equivale as colisdes na escala
linear. Aqui, estamos interessados somente no regime final de convergéncia para o modo ace-
lerador, por isso a escala linear no gradiente de cores € melhor do que a escala logaritmica. Em
particular para as Figs.3.6(c,d) constatamos um periodo 18, onde a Fig.3.6(d) € uma ampliacio
de um dos pontos em preto da Fig.3.6(c). Vale lembrar que os eixos das velocidades para as

Figs.3.6(b,c,d) estdo moduladas em .
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Figura 3.7: Evolugdo das bifurcacoes sofridas pelo modo acelerador de periodo 1, ao longo da
variacdo do pardmetro e.

O (in)oportuno achado do periodo 18 na Fig.3.6(c), indica que esses modos aceleradores
(desaceleradores) também estdo sujeitos a mundacas de estabilidade. De fato, ao voltarmos e
analisarmos o modo acelerador de periodo-1 na Fig.3.4(c), percebemos que ele sofre algum
tipo de alteracdo, enquanto o pardmetro € varia entre 1,58 e 1,90. Acreditamos que nessa
faixa de parametros o modo acelerador esteja sofrendo mundangas em sua estabilidade, o que
acarreta em sucessivas bifurcagdes de periodos. Na Figura 3.7, € possivel observar o formato
do modo acelerador de periodo-1, para diferentes valores de €. Bifurcagdes de varios periodos

sdo encontradas, causadas por essas mundagas de estabilidade. A bifurcacdo mais influente,
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¢ a bifurcacdo de periodo-3 [132], e o “desaparecimento momentaneo” do modo acelerador
proximode € =~ 1, 74. Ainda, para os modos de periodo-1, podem ser encontrados considerando
a Eq.(3.18), para m = 1,2,3, ..., onde os modos aceleradores sofrem o mesmo processo de

mundacga de estabilidade que a ilha de estabilidade principal também de periodo-1.

3.2.2 Simetria e Variedades

Tentando ir um pouco mais a fundo nas propriedades cadticas dessas Orbitas balisticas, os
modos desaceleradores aparecem no sistema com uma simetria oposta a posi¢cdo original dos
modos aceleradores, exatamente como pontos elipticos e hiperbdlicos, que aparecem aos pares
com simetria oposta.

Para entender melhor como funciona esse processo, desenhamos as variedades instaveis e
estaveis de um ponto de sela e modulamos a sua velocidade em multiplo de 7. Como citado
na introduc¢do, um ponto de sela (hiperbdlico), possui duas direcdes preferenciais. Uma de-
las estdvel, onde 6rbitas convergem para o ponto, e outra instdvel onde 6rbitas divergem do
ponto. Sendo assim, quando evoluimos o mapeamento da Eq.(3.8), no ponto de sela, obte-
mos as chamadas variedades instaveis. Para obter as variedades estaveis, € necessario consi-
derar a dindmica reversa avaliada no ponto de sela, ou seja, deveremos obter a transformacao

T (Voit, dni1) = (Vy, ¢n)). Desta maneira, depois de alguma dlgebra obtemos

7-1. On = Opp1 — Vo — v

h(V,) = V2 4 2¢[cos(pni1 — Vi — V) — cos(pny1)] — v (3.20)

onde v = [V, 41 + 2esin(¢,41)]. Aqui, como a fun¢do h(V;,) depende de V,, e V,,, 1, e devemos
resolvé-la numericamente. Entdo fazemos uso do método de Newton [124] para obter a raiz,
onde V,, =V, 11 — h(V,) /W (V,), e W' (V) = 2V, + 2esin(¢pi1 — Vi, — v).

Na Fig.3.8 mostramos um gréfico de V' (mod 27) vs. ¢(mod 27), onde podemos percerber
a simetria entre os modos aceleradores e desaceleradores, para dois periodos. Para ¢ ~ 7/4,
observamos um periodo-4, onde apds 4 iteragdes, temos uma mudanga de valor 7 no eixo das
velocidades, como mostrado na Fig.3.8(a). Jd para € ~ 7/2, temos um modo de periodo-1,
onde a cada iteracdo avancamos 7 unidades no eixo da velocidade, como exibido na Fig.3.8(b).
Modulamos os itens da Fig.3.8(a,b) em velocidades diferentes, para uma melhor visualizacio
em relagcdo ao periodo dos modos.

Podemos perceber nas variedades, ambas estdveis e instdveis, o comportamento de estica
e encolhe ao longo do espaco de fases. Observamos que a variedade estavel (em azul) pos-
sui ramos (acimulos de dobras) que decrescem para a direita, e a variedade instdvel, possui
um acimulo de ramos para cima, na regido de ¢ ~ 37 /2. Ainda, em rela¢do a posi¢do dos
modos, percebemos que os mesmos sempre se encontram em ilhas de emaranhado das vari-
edades (tangle islands), conforme proposto por Zaslavsky [133]. Ainda, € interessante notar

que, as posicdes dos modos balisticos, coincidem com algum tipo de intersecao das varieda-
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des. Por exemplo, em ambas as Figs.3.8(a,b), os modos aceleradores aparecem quando temos a
intersecao dos ramos crescentes da variedade instavel, com ramos de dobras decrescentes da va-
riedade estdvel. Da mesma forma, os modos desaceleradores, sao encontrados nas intersecoes
das dobras crescentes da variedade estavel, e nos ramos decrescentes da variedade instavel.
Ainda, ndo € sabido ao certo, qual é o grau de hierarquia e correlac@o entre essas intersecoes

das variedades, entre dobras crescentes e decrescentes, € a natureza dos modos balisticos.

¢ Modos Aceleradores (AM) — Variedade Instavel - Variedade Instdvel
DM : ;
Variedade Fstével

n Modos Desaccleradores (DM) — Variedade Fstivel

V (mod 27m)
V mod(3)

(§=]

()

Figura 3.8: Simetria entre modos aceleradores e modos desaceleradores e sua interagdo com as
variedades estdveis (cor azul) e instdveis (cor vermelha) de um ponto de sela. Em (a) para uma
orbita de periodo 4 onde ¢ = 0,744, e em (b) para uma érbita de periodo 1, onde ¢ = 1, 61.

3.3 Orbitas em regime de stickiness

Quando o espaco de fases de um sistema fisico exibe propriedades do tipo mista, isto €, com
mares de caos, toros invariantes (curvas invariantes), ilhas KAM, é comum o aparecimento de
um fendomeno chamado de stickiness. Tal fendmeno estd relacionado com as ilhas de estabili-
dade em si. Se uma Orbita passa proximo de uma ilha de estabilidade, ela pode ficar aprisionada
por um determinado intervalo de tempo finito ao redor dessa ilha, escapar e seguir seu caminho
normalmente pelo mar de caos. Se a ilha de estabilidade possuir um conjunto de cantori, esse
aprisionamento tempordario € ainda mais forte [45, 46, 47, 60, 65, 134]. Esse processo dindmico
de aprisionamento de 6rbitas influencia a dindmica do sistema, de maneira a ser um mecanismo
para retardar o fendmeno de aceleracdo de Fermi [114].

Ao evoluir a dindmica em funcao do parametro de controle €, podemos notar que as propri-
edades de espaco de fases misto, ou seja, ilhas de estabilidade, sejam elas de qualquer periodo,
aparecendo juntamente com o mar de caos, ocorrem para o intervalo €, < € < /2, onde em

e = m/2 aparece o primeiro modo acelerador de periodo-1. Logicamente, quanto mais e mais
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ilhas de estabilidade aparecerem no espaco de fases misto maior serd a chance de incidéncia do
fendmeno de stickiness. Assim, para valores de e proximos ao valor critico, podemos observar
melhor esses aprisionamentos. Ainda, afim de caracterizar melhor a influéncia desses aprisio-
namentos temporarios, faremos uso das técnicas numérias de Expoente de Lyapunov a tempo
finito (FTLE) e também de propriedades de transporte, como escape de particulas e tempos de
recorréncia estatisticos (decaimento de correlagdes), também conhecido como probabilidade de

sobrevivéncia.

3.3.1 Expoentes de Lyapunov a tempo finito (FTLE)

Como visto na Introdugao, os expoentes de Lyapunov quantificam o afastamento exponencial
de condig¢des iniciais suficientemente proximas. Caso a0 menos um expoente seja positivo, a
Orbita € dita ser cadtica. Tal ferramenta, € aplicavel na caracterizacdo do fendmeno de stickiness.
Neste caso o aprisionamento leva a uma 6rbita que pode ser considerada “quase” regular, onde

teriamos um valor de expoente de Lyapunov préximo de nulo.
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Figura 3.9: Influéncia de orbitas em regime de stickiness na dindmica do modelo Bouncer. Em
(a) evolugdo do expoente de Lyapunov em funcdo das iteracdes. Os sucessivos aprisionamentos
levam o valor do expoente para proximo de zero, confirmando a regularidade da orbita. Em
(b) mostramos a evolucdo da mesma condigdo inicial de (a) em funcdo de velocidade e do
niimero de colisoes. Jd em (c) mostramos o espaco de fases para a ampliacdo de (b), onde
fica caracterizado o aprisionamento da orbita em regime de stickiness ao redor das ilhas de
estabilidade.

Podemos observar o comportamento de uma orbita em regime de stickiness e seu respectivo
expoente no Lyapunov na Fig.3.9. Consideramos o parametro de controle ¢ = 0, 40, onde ha
uma quantidade razodvel de ilhas de estabilidade. Analisando a Fig.3.9(a) temos o comporta-

mento do expoente de Lyapunov a cada 100 iteracdes mostrada no eixo horizontal em escala



55

logaritmica iterada até 10° vezes, onde observamos grandes flutuacdes entre o valor médio
A = 0,3078(1) e valores préximos de zero ou até mesmo negativos. Tais valores, indicam que a
condic¢ao inicial escolhida sofreu influéncia do fendmeno de stickiness onde o valor do expoente
de Lyapunov durante o aprisionamento tempordrio aproximou-se de zero. Na Fig.3.9(b) mos-
tramos a evolucdo da mesma condicao inicial da Fig.3.9(a) em funcdo do nimero de colisoes.
Observamos que por varias vezes a velocidade ficou confinada em uma determinada faixa de
valores. Tal acontecimento ocorre com frequéncia e as vezes de maneira sucessiva. Uma janela
de ampliacdo evidencia esse fenomeno. Esse aprisionamento da velocidade pode ser melhor
interpretado e entendido observando a Fig.3.9(c), onde € mostrado o espago de fases para a
mesma regido de ampliacio da Fig.3.9(b), onde € nitido o aprisionamento da 6rbita ao redor das
ilhas de estabilidade. Ainda, o fendmeno de stickiness influencia bastante a dinimica da orbita,
impedindo o seu rdpido crescimento de velocidade; fendmeno este que caracteriza a aceleragdo
de Fermi.

Para verificar qual € a influéncia das 6rbitas em regime de stickiness ao longo da dinamica,
construimos um histograma de distruibui¢ao dos valores do expoente de Lyapunov, mencio-
nado na Introduc@o, como p(\). Tal ferramenta ja se mostrou bem ftil na caracterizagdo desse
fendmeno [65]. Basicamente, essa distribui¢do se apresenta em um formato Gaussiano, onde o
pico principal da curva de distribuicdo pode ser interpretado como o valor médio do expoente
de Lyapunov [65]. Caso o sistema possua qualquer tipo de movimento ou Orbita periddica ou
quase-periddica, o histograma de distruibui¢do dos valores do expoente de Lyapunov a tempo
finito, apresenta um pico secundério préximo da regido onde o expoente € nulo. Esse pico se-
cunddrio, pode ser interpretado como Orbitas em regime de stickiness na dinamica do sistema,
responsavel pelos aprisionamentos temporarios. Essas distribui¢cdes sao mostradas na Fig.3.10,
onde para diversos valores do pardmetro €, 7 condicdes iniciais distintas foram escolhidas em
meio ao mar de caos e iteradas até 10° colisdes. Vale relembrar também que a janela de intervalo
de tempo finito considerada foi igual a 100.

Analisando a Fig.3.10 podemos ver que o pico secunddrio perto da regido de expoente
nulo € mais evidente para valores menores de €. Isso ja era esperado, pois para valores me-
nores de € mais e mais ilhas de estabilidade aparecem na dindmica. Em particular para as
Figs.3.10(a,b) temos que os picos secunddrios representam da ordem de 30% e 20% respectiva-
mente da distruibuicdo total. Contudo, quando aumentamos o valor de €, o pico secundario se
torna cada vez menor para valores de € préximos de 7/2. E importante notar também, que con-
forme aumentamos o valor do paradmetro €, o pico principal da distribui¢do vai se deslocando

para a direita.

3.3.2 Propriedades de Transporte e Formalismo de Escape

Nesta se¢@o discutimos a dindmica para as 6rbitas que evoluem (sobrevivem) até atingirem

uma velocidade pré definida. Para fazer tal procedimento, consideramos a introducdao de uma
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Figura 3.10: Distribuicoes do expoente de Lyapunov a tempo finito para vdrios valores de e.
Podemos observar dois picos distintos, o maior e principal representando o valor médio do
expoente de Lyapunov, e o secunddrio é devido a orbitas em regime de stickiness. A medida
que € aumenta, a magnitude do pico secunddrio diminui, indicando que para altos valores de
€, cada vez menos orbitas em regime de stickiness sdo observadas.

velocidade de corte que assumimos como sendo um‘buraco’na varidvel velocidade no espago
de fases. Se a Orbita atingir tal velocidade ou maior, a dindmica € interrompida € uma nova
condicdo inicial € iterada, e assim por diante. A introducido do buraco na dindmica nos per-
mite estudar propriedades de transporte, bem como caracterizar através de andlises estatisticas
de probabilidade de sobrevivéncia e decaimentos de tempo de correlagcdo, a influéncia que as

Orbitas em regime de stickiness trazem para a dindmica do modelo [50, 51, 52].

Transporte

Assim, selecionamos uma grade de 500 x 500 condig¢des iniciais igualmente distribuidas ao
longo dos eixos V € [0,30] € ¢ € [0,27]. Cada condigdo inicial foi iterada até 10° colisdes,
ou até que a dinamica atingisse o valor da velocidade de escape pelo buraco introduzido na
velocidade, o qual condicionamos como V}, = 30. A Figura 3.11 mostra a evolugdo da grade de
condigdes iniciais para 10° colisdes ou até a velocidade de escape ser atingida. O gradiente de
cores equivale ao nimero de colisdes, plotadas em escala logaritmica, que a particula teve com a
parede moével até atingir o escape pelo buraco (1}, = 30). Tal escala no gradiente de cores é qtil
pois podemos observar o escape durante toda a evolu¢do dindmica da 6rbita. Interpretamos a

escala do degradé de cores como sendo o vermelho representando o escape rapido das particulas,
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e o azul mostrando dindmica para tempos muito longos. As regides brancas denotam que a
particula nunca escapou, ou seja, as condicdes iniciais foram dadas exatamente em cima de

uma ilha de estabilidade e as 6rbitas ficam ali confinadas para sempre.

N

)

Figura 3.11: Evolugdo temporal da grade de condicoes iniciais até atingirem a velocidade de
escape pelo buraco Vi, = 30. Os pardmetros de controle usados foram (a) e = 0,40, (b)
€ =0,60, (c) e =0,80e (d) e = 1,20. Azul escuro indica evolugdo dindmica de longa duracdo
até atingir o buraco, enquanto vermelho, indica o escape rdpido de particulas. A cor branca
denota que as particula nunca escaparam até 10° colisées com a parede mdvel.

Podemos observar na Fig.3.11(a), onde ¢ = 0,40, que velocidades iniciais muito baixas
gastam muito tempo até atingirem a velocidade de escape em V},,;. = 30. Ainda, podemos ver
vérias ilhas de estabilidade onde Orbitas ficam presas temporariamente. Tal influéncia dindmica
pode ser observada nas regides de cor azul escura nas Figs.3.11(b,c), onde os parametros de
controle sdo respectivamente € = 0, 60 e € = 0, 80. Quando aumentamos o valor do pardmetro
de controle, o escape através do buraco ocorre de maneira mais rdpida, como podemos observar
das Figs.3.11(b,c,d). As regides de estabilidade vao se tornando cada vez menores, a medida
que aumentamos ¢, e na Fig.3.11(d) elas jé aparecem bem pequenas para ¢ = 1, 2. No entanto,
mesmo para um parametro de controle onde as ilhas de estabilidade sdo pequenas, podemos
perceber que as Orbitas em regime de stickiness ainda estdo presentes na dinamica denotadas
também pela cor azul escuro, embora em menor nimero quando comparado com os demais
valores do parametro €. Em particular, podemos notar nas Figs.3.11(c,d), que o rdpido escape

coincide com as variedades estaveis do modelo, onde basicamente, elas descrevem um caminho
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para a difusdo ilimitada.

Probabilidade de Sobrevivéncia

Como € sabido, se um sistema apresenta comportamento cadtico, as curvas de Pj,,, possuem
um decaimento do tipo exponencial [38]. Entretanto, quando temos estrutura mista no espago
de fases, as curvas de Ps,,, podem apresentar distintos comportamentos de decaimento, onde
podemos incluir: (i) decaimento em lei de poténcia [39], ou (ii) decaimento em exponencial
esticada [54, 55]. Para o modelo Bouncer, que possui estrutura mista no espago de fases, as
curvas de Pk, podem apresentar ambos os decaimentos dependendo do valor do parametro de
controle € e também do conjunto de condicdes iniciais escolhidas, como € mostrado na Fig.3.12.

Introduzimos um novo buraco agora em V},,;c = 100, no entanto qualquer outro valor para a
posicdo do buraco pode ser escolhido. O ensemble de condicdes iniciais foi definido com uma
velocidade constante 1 = 27, enquanto a fase (¢) foi dividida uniformemente em 10° partes
iguais onde ¢ € [2,8;3,2]. Tomamos o cuidado ao escolher essa faixa de condigdes inicias
para a varidvel da fase, para garantir que nao estamos escolhendo nenhuma condi¢dao que por
ventura estaria dentro de alguma ilha de estabilidade. Caso isso ocorresse, a estatistica ficaria
comprometida, uma vez que queremos estudar érbitas que tenham um comportamento caético.

Analisando a Fig.3.12, podemos ver uma transi¢do no comportamento do decaimento das
curvas de Pk, a medida que diminuimos o valor de €. Para altos valores de €, como por exem-
ploe = 1,4e e = 1,3, aestrutura do espaco de fases tem algumas pequenas ilhas de estabili-
dade e o mar de caos é praticamente dominante sobre a dindmica do sistema. Assim, € portanto
esperado um decaimento exponencial para as curvas de Pk,,.,, como mostra a Fig.3.12(a,b). Re-
duzindo o valor do parametro €, cada vez mais e mais ilhas de estabilidade vao aparecendo na
estrutura do espago de fases, levando a dinamica do sistema a apresentar cada vez mais Orbitas
em regime de stickiness. Considerando essas regides de estabilidade no espaco de fases, uma
mudanga de comportamento nas curvas de Pk, € esperado. De fato, para valores de € < 1, po-
demos observar uma combinagdo de distintos decaimentos nas curvas de Pk,,,,. Primeiramente,
as curvas exibem um decaimento exponencial, e subitamente, mudam de comportamento apre-
sentando um decaimento bem mais lento, onde podemos encontrar um ajuste em lei de poténcia
para descrevé-lo. Tal decaimento mais lento em lei de poténcia € caracteristico de orbitas em
regime de stickiness [39], e sua influéncia acaba atrasando o escape em V. = 100.

Considerando as curvas de probabilidade de sobrevivéncia mostradas na Fig.3.12, podemos
encontrar um ajuste numérico que pode ser feito de acordo com o tipo de decaimento observado.

Para um decaimento exponencial temos
Psurv(n) & exp(—n(’) ) (321)

onde ¢ € o expoente do decaimento exponencial. Por outro lado, se o decaimento estiver so-

frendo influéncia das drbitas em regime de stickiness, dizemos que obedece uma lei de poténcia
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Figura 3.12: Comportamento das curvas de Py,,., para diferentes valores do pardametro de
controle e. Podemos observar claramente a mudanga de comportamento nas curvas de Py, a
medida que diminuimos o valor do pardametro e.

de acordo com
Pyyry(n) occn™ | (3.22)

onde consideramos v como sendo o expoente de decaimento em lei de poténcia.

Podemos observar o comportamento dos expoentes ¢ e v em funcdo de In(e — ¢.), como
mostra a Fig.3.13. A transformac@o na horizontal In(e — €.) se faz necesséria para descrever a
dinamica proximo a transi¢do de caos local para caos global. Analisando a Fig.3.13(a), pode-
mos perceber que a medida que diminuimos o valor do parametro €, o decaimento exponencial
das curvas de probabilidade de sobrevivéncia também sofrem alteracdo. O expoente (, que €
encontrado a partir do ajuste exponencial de acordo com a Eq.(3.21) também diminui. Tal re-
sultado € esperado, uma vez que temos um aumento da regidao de periodicidade da estrutura
do espaco de fases a medida que ¢ decresce. Ainda, podemos ver que o comportamento do

expoente ¢ em fungdo de In(e — €.) pode ser descrito por uma lei te potécia do tipo
¢ xIn(e —€.)*, (3.23)

onde a inclinag@o da lei de poténcia é dado por z = 2, 709(4).

A descricdo do expoente 7y entretanto, ndo apresenta a mesma beleza matemdtica observada



60

3
T U B L L
10°F
5 25 .
107 s
son | 172 T
10°F 2 =2,709(4) s
L QO Dados Numéricos ] 7
- — Ajuste em Lei de Poténcia | 1
-6'e ] . L v T V1
(1()’ 0,125 0.25 0,5 1 It —
a _ (b) » ’ »
, Ine ~¢,) In(e—¢)

Figura 3.13: Comportamento dos expoentes e y em fungdo de In(e — €.).

na andlise do expoente (. O decaimento mais lento observado nas curvas de probabilidade de
sobrevivéncia € de fato devido a influéncia das 6rbitas em regime de stickiness encontradas no
espaco de fases. Para as nossas simulacdes numéricas, a grande maioria do decaimento mais
lento foi caracterizada por uma lei de poténcia. De fato, € conhecido na literatura, que para tal
distribui¢ao de tempo cumulativo recorrente para outros sistemas dinamicos, inclusive bilhares
[45, 46, 60, 108, 134], que também apresentam estrutura mista no espago de fases e também o
fendmeno de oOrbitas em regime de stickiness; o expoente <y se encontra sempre dentro de uma
faixa v € [1, 5; 2, 5]. Nossos resultados coincidem com essa faixa de pardmetro 7, como mostra
a Fig.3.13(b). Ainda, é importante ressaltar que o completo entendimento do comportamento
desse decaimento em lei de poténcia e do expoente v ainda é um problema em aberto, e sdo
necessarios muitos cdlculos tedricos e simulagdes numéricas para descrever seu comportamento

de maneira adequada.

3.3.3 Mecanismo de retardo de aceleracao de Fermi

De fato podemos comprovar que o fendmeno de dOrbitas em regime de stickiness afeta a
dindmica do sistema, bem como as propriedades de transporte, quando consideramos a evolugao
da dinamica em fun¢do do nimero de colisdes. No entanto, para verificar qual é a influéncia
desses sucessivos aprisionamentos temporarios no fendmeno de aceleracao de Fermi, calcula-
mos a evolucdo da velocidade média da particula para um conjunto muito especial de condi¢des
iniciais.

Considerando as curvas de decaimento de probabilidade de sobrevivéncia mostradas na
Fig.3.12, escolhemos condicdes iniciais que possuem um escape normal, isto €, sua curva ca-
racteristica de decaimento € a exponencial. E escolhemos para o outro conjunto, as condi¢des
iniciais que possuem um escape mais lento, ou seja, sdo caracterizadas pelo decaimento em lei

de poténcia das curvas de probabilidade de sobrevivéncia. A figura 3.14 mostra o comporta-
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mento da evolucdo da velocidade média para um ensemble de 200 condi¢des iniciais de cada

grupo pré-selecionado.
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Figura 3.14: Comportamento das curvas de Vs em fungdo do niimero de colisées n para: (a)
e = 0,8 e (b)e = 0,525. Podemos observar dois regimes distintos de crescimento, que levam
a diferentes expoentes para Regular Fermi Acceleration (RFA) e Sticky Fermi Acceleration
(SFA). Tal distin¢do dos expoentes de crescimento, nos leva a propor que orbitas em regime de
stickiness s@o um mecanismo para retardar a aceleracdo de Fermi.

Para as condig¢des iniciais escolhidas no grupo do decaimento exponencial, que leva a
particula a sofrer difusdo na velocidade, onde V' o< /n, observamos que realmente elas apre-
sentam um expoente de crescimento = 1/2, ou como denominado anteriormente (3;, para di-
ferentes parametros de e. Tais curvas foram denominadas Regular Fermi Acceleration (RFA),
e estdo representadas por quadrados em ambas as Figs.3.14(a,b). No entanto ao selecionar-
mos o conjunto de condi¢des iniciais que estdo na regido do decaimento em lei de poténcia das
curvas de probabilidade de sobrevivéncia e calcularmos de maneira semelhante ao realizado
para o conjunto de condicdes iniciais no decaimento exponencial, encontramos um expoente de
crescimento menor que 1/2. Representadas por circulos nas Figs.3.14(a,b), as curvas de Sticky
Fermi acceleration (SFA), mostram expoentes menores para o crescimento na velocidade, onde
para € = 0,8, Bspa = 0,398(7) e para ¢ = 0,525, Sgpa = 0,400(1). A confirmagdo do
valor desse expoentes de decaimento menor do que 1/2, necessita ser melhor estudada e enten-
dida. Mas, esses resultados comprovam que Orbitas em regime de stickiness acabam atrasando o
processo de difusdo na velocidade. Sendo assim, podemos concluir que esses aprisionamentos
tempordrios funcionam como um mecanismo para retardar o crescimento ilimitado de energia

que caracteriza o fendmeno de aceleracdao de Fermi [114].
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3.4 Conclusoes parciais

Analisamos a dindmica de uma particula livre sob a acdo de um campo gravitacional, so-
frendo colisdes eldsticas com uma parede moével no tempo. Um mapeamento bidimensional foi
obtido, e um espaco de fases do tipo misto foi encontrado, onde algumas propriedades cadticas
foram caracterizadas e uma conexao com mapa padrao foi feita, onde algumas transi¢des sao
observadas. De ¢ = ( para € # 0, temos a quebra da integrabilidade do sistema; e quando € = ¢,
temos uma transi¢ao de caos local para caos global. Tal transicdo dad origem ao fendomeno de
aceleracao de Fermi no sistema.

A difusao ilimitada, foi caracterizada e modos balisticos foram encontrados. Quando érbitas
em regime de stickiness estao presentes no sistema, as mesmas atuam como um mecanismo que
retarda a aceleragdo de Fermi. Tal mecanismo foi caracterizado via expoentes de Lyapunov a
tempo finito, e curvas de probabilidade de sobrevivéncia.

Os resultados apresentados neste capitulo sobre a influéncia das 6rbitas em regime de stic-
kiness foram publicados na Ref.[114]. Um outro artigo estd em fase final de preparacdo sobre a

dindmica dos modos aceleradores [135].



Capitulo 4
O Bilhar Stadium Dependente do Tempo

Neste capitulo investigaremos o bilhar Stadium com fronteiras que dependem periodica-
mente do tempo. Na Sec.4.1 descreveremos os procedimentos para a obtengcdo do mapeamento
quadridimensinal, para a aproximagdo de fronteira fixa, onde colisdo sucessivas e indiretas
sdo consideradas. Na Sec.4.2, encontramos um valor critico para a velocidade, através da
linearizagcdo do mapa ndo perturbado. Caracterizamos uma ressondncia entre a pertubacdo
externa e o nimero de rotacdo de uma orbita, onde curvas invariantes que delimitam pon-
tos fixos se comportam como stochastic layers, tornando a grande maioria do espago de fases
acessivel. Aliado ao fenomeno de stickiness, orbitas ressonantes, podem mudar de compor-
tamento, cadtico para estdvel, e convergem para estados estaciondrios para tempos longos.
Tal comportamento caracteriza uma divisdo no ensemble de energias, que é caracterizado
na Sec.4.3. Para altas energias, encontramos uma dindmica tipica de acelera¢do de Fermi,
também analisado via formalismo de escala. Jd para baixas energias, o stickiness aliado com
a ressondncia, leva a dindmica a platds estaciondrios para tempos longos. Ainda, caracteri-
zamos a relagdo dos platés com a posigdo das ilhas, e também analisamos o transporte perto
da velocidade de ressondncia. Finalmente, algumas conclusées e perspectivas sdo dadas na
Sec.4.4.

4.1 O bilhar e o mapeamento

O bilhar Stadium foi proposto por Bunimovich [75, 76] (veja Fig.4.1(a)), e consiste basica-
mente de uma particula clssica que colide elasticamente entre dois segmentos de reta paralelos
conectados por dois semi-circulos. Em nosso estudo, analisaremos o bilhar Stadium-like, que
consiste em uma generalizacdo do bilhar Stadium original proposto, onde podemos ter, depen-
dendo dos parametros de controle a, b e [, fronteiras convergentes no formato de semi-circulos
inteiros ou somente segmentos de semi-circulos, como no caso da Fig.4.1(b).

Introduzimos a dependéncia temporal, fazendo a fronteira 9Q) = JQ(t), na forma de uma

perturbacao periddica nas fronteiras convergentes. Assim, a equacdo da fronteira pode ser es-
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Figura 4.1: O Bilhar Stadium. Em (a) a versdo original de Bunimovich e em (b) o bilhar
Stadium-like.

crita como
R(t) = Ro+1f(t), 4.1

onde r < Ry e f(t) é uma perturbacdo do tipo harmonica, ou seja, sin(wt). Ao derivarmos, a

Eq.(4.1), obtemos a equacdo da velocidade da fronteira mével, como sendo
R(t) = B(t) = Bof'(wt), (4.2)

onde By = rw é a amplitude de oscilagdo, w é a frequéncia de oscilagdo e ' = df /dt.

E importante ressaltar, que as fronteiras neutras (retas paralelas) nio se movem na dindmica.
Assim, o procedimento descrito acima para a perturbacdo da fronteira convergente (circular)
¢ feito considerando a aproximacdo da fronteira de fixa, ou seja, no momento da colisdo a
particula troca momentum com a fronteira como se esta estivesse se movendo. Esse tipo
de simplificagdo da dinamica, ja foi feita para outros bilhares e ndo afeta a ndo-linearidade
do sistema [104, 105, 106]. Ainda, esse método pode ser considerado andlogo ao usado na

simplificagdo do mapeamento do modelo FUM e do modelo Bouncer.

4.1.1 Colisoes Sucessivas e Indiretas

A Figura 4.2 mostra um esquema ilustrativo de uma trajetéria tipica de colisdes sucessi-
vas com os parametros de controle, juntamente com R e ®. Analisando a Fig.4.2, podemos
encontrar as expressoes de R e ® como sendo

a® + 4v*

2
R= = ® = arcsin <§a> ) 4.3)
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onde em particular se a = 2b, recuperamos o bilhar Stadium original proposto por Bunimovich.

Figura 4.2: Esquema ilustrativo de uma trajetoria sofrendo colisdes sucessivas com a mesma
componente convergente explicitando algumas de suas varidveis dindmicas.

Para descrever a dinamica do sistema, utilizaremos quatro varidveis principais, sendo duas
delas angulares, além do tempo e da velocidade da particula. As condi¢des iniciais angulares
sd0 o, que é o angulo medido entre a trajetdria e a reta normal ao ponto de colisdo com a
componente convergente, € ¢,, que € o angulo medido entre a vertical ao eixo de simetria do
bilhar e a reta normal ao ponto de colisdo com a componente convergente. Para facilitar a
notacdo, as varidveis indexadas por * sdo medidas imediatamente antes da colisdo. Assumimos
entdo, que V), e t,, sdo respectivamente a velocidade e o tempo da particula no instante da
enésima colisdo, e que no instante inicial ¢ = 0, a particula parta da fronteira convergente do
bilhar 0(Q), e o vetor velocidade aponte para dentro da mesa de bilhar Q.

Consideramos dois casos distintos para descrever a dinamica da particula: (i) colisdes suces-
sivas e (ii) colisdes indiretas. Em (i) consideramos que a particula, apds sofrer uma colisdo com
a componente convergente, sofre uma colisdo subsequente com a mesma componente. Ja em
(ii) consideramos que apds uma colisdo com a componente convergente, a proxima colisdo se
da com a componente oposta. Para este segundo caso, utilizamos o método do desdobramento
(unfolding) para avaliar a dinamica [67, 101].

Vamos primeiramente introduzir as equagdes dindmicas para o primeiro caso, ou seja, co-
lisdes sucessivas com a mesma componente convergente. Como mostra a Fig.4.2, esse tipo
de colisdo ocorrerd somente quando for satisfeita a condi¢do | ¢,41 |< ®. Assim, usando

algumas propriedades geométricas, obtemos

Qp = Qp
Ont1 = on + 71— 20, (mod 27) . 4.4)
tn+1 —t, + 2R cos(an)

Vn

Agora devemos considerar o segundo caso onde a particula, apds sofrer uma colisdo com
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a componente convergente, colidindo em sequéncia com a componente oposta. Para que esta
condicdo seja satisfeita, é necessdrio que & <| ¢,41 |. Além disso, introduziremos algu-
mas varidveis dindmicas auxiliares no mapeamento, como ¥ que é o angulo medido entre a
trajetdria e a reta vertical ao ponto de colisdo e x,, que € a projecao da posicao da particula no
eixo horizontal. Vale ressaltar que a dindmica do bilhar que estamos estudando consiste em
considerar o modelo de aproximacao de fronteira fixa, ou modelo simplificado, por isso z,, €
somente a projecao da posi¢do da particula no momento em que ela entra na zona das compo-
nentes convergentes, ou zona de colisdo, como mostra a Fig.4.2. A partir dessas consideracoes,
e considerando algumas relagdes de geometria na Fig.4.3, obtemos as seguintes relacdes de

recorréncias )

Uy = ap — @, mod(m/2)

Ty = Wlfpn)[sin(an) + sin(® — )]

Tpt1 = Tp + Ltan(yy,) mod(a)

o), = arcsin[sin(¢y, + @) — 41 cos(¢y,)/R]
Ont1 = Un — a4

thrl — tn + R[COS(sOn)-FC‘;J:(CiZ(JFJZ)—Z cos(®)]+1

4.5)

\

Os detalhes especificos para a obtengdo do mapeamento, € toda a geometria envolvida neste

i
L 3 L

Figura 4.3: Esquema ilustrativo de uma trajetoria sofrendo colisdes indiretas com as duas
componentes convergentes.

processo, podem ser encontrados na Ref.[136]

4.1.2 Leide Reflexao

Analisando agora a reflexdo especular, temos que a expressao da velocidade da particula

depois da colisdo pode ser obtida decompondo a mesma em duas componentes distintas, que
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sao .
Uy - T, = vy sin(a) 6)
I , :
Uy + Ny = —v,, cos(al)

onde 7" e N sdo respectivamente os vetores unitdrios tangencial e normal no ponto de colisdo.
Ainda, como as colisdes ocorrem em um referencial ndo inercial, devemos considerar essa
mudancga de referencial. Exatamente como feito no obtengdo do mapeamento do modelo FUM

na Sec.2.1. Desta maneira, temos que a lei de reflexao é dada por

—», — . —», —
i1 N1 = =KV - Ny

Vl—f—l “Thp = 77Vr; ) T;Hrl

n

, 4.7)

onde k € [0,1] e n € [0, 1] sdo os respectivos coeficientes de restitui¢do para a componente
normal e tangencial e o super indice ' se refere ao referencial ndo inercial. Para o caso conser-
vativo em estudo na presente Tese, tomamos x = 1 = 1, embora a constru¢do do mapeamento
tenha sido feita para o caso mais geral. Alguns resultados para a dindmica dissipativa, podem
ser encontrados em [137].

Ao voltarmos para o referencial inercial, as componentes da velocidade depois de conside-

rada a colisdo da particula serdo

‘7n+1 ' Nn+1 = _HVn : Nn+1 + (1 + H)é(thrl) : NnJrl (4 8)
Vn+1 : Tn+1 - nVn : Tn+1 + (1 - n)B(tn—l—l) : Tn+1

Finalmente, a expressao da velocidade apds o choque dada por

| Vn—f—l |: \/(Vn—f—l . fn—l—l)Q + (Vn—i—l . Nn—i—l)Z . (49)

As duas componentes da velocidade podem ser usadas para obter o angulo « levando a
o, = arcsin | ———sin(a}) | . (4.10)

Assim, a dindmica da particula pode ser avaliada considerando os conjuntos de Eqgs.(4.4), (4.5),
(4.9) e (4.10).

Na Fig.4.4, podemos ver a composi¢do do espago de fases para diferentes combinacdes de
condi¢es iniciais. O espago de fases se apresenta do tipo misto, com ilhas KAM e mares de
caos. Como podemos ver das Fig.4.2 e 4.3, a coordenada angular ¢,, varia entre [—®, ®| e
o, tem valor livre entre —7/2 e /2, se contarmos a dindmica no sentido anti-horario. Con-
siderando isso e a simetria axial do bilhar, podemos descrever o dominio de «,, no espaco de
fases somente de [0, 7/2], sendo que a outra metade negativa, seria espelhada. Ainda, podemos
representar suas coordenadas, de acordo com a conveniéncia, usando tanto as coordenadas an-

gulares «, € ¢, ou variaveis auxiliares ¢ e &, onde £ = 0,5 + Ry sin(¢,11)/a é a projegdo ao
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longo do eixo horizontal e é usualmente tomado em mod(1). O mesmo procedimento aplicado
a simetria de «,, se estende para v,,. Se considerarmos as coordenadas auxiliares do bilhar,
muitas das propriedades cadticas sdo derivadas da dindmica com fronteira estitica, e de ou-
tras aproximacdes, como fronteiras parabdlicas [101, 136]. Assim, as posi¢des das ilhas de

estabilidade de periodo-1 no eixo horizontal do espaco de fases sdo dadas por

1* = arctan (?) , 4.11)

onde m € o nimero de stadiums espelhados que uma particula intercepta antes de colidir com
a outra componente focal. Dependendo do valor de m, existe uma sequéncia de pontos fixos
correspondendo a Orbitas que sempre ficam dentro do Stadium (ndo colidem com as retas pa-
ralelas), caso de ¢, = 0 (periodo-1), que intercepta diferentes multiplos do pardmetro a na
dire¢do horizontal, de acordo com o método de unfolding [67, 101]. Elas s@o representadas no
espaco de fases como as maiores ilhas de estabilidade, como mostrado na Fig.4.4. Ainda, essas

Orbitas estdveis, podem ser entendidas como trajetdrias de libracao dentro do bilhar [67].

0,05k ] 005t 005kt

S-0f

0,05 005k

Figura 4.4: Espacos de fase para o modelo perturbado periodicamente no tempo para 50
condigoes iniciais diferentes. Os pardmetros de controle utilizados foram | = 1, a = 0,5,
b=0,01e By = 0,01 e se mantiveram constantes nos 4 itens da figura. As velocidades iniciais
sdo: (a)Vo =5, (b)Vo = 1,5, (c)Vh = 1,2 e (d)Vy = 0, 5.
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4.2 Velocidade de Ressonancia

Ao linearizamos o mapa nao perturbado estudado [103, 104, 105, 106], encontramos de

acordo com a varidveis a¢do-angulo, o nimero de rotacao

0 = arccos (1 87(%) , 4.12)

T @ o (y3)

7z

onde 1 € o ponto fixo dado na Eq.4.11e m > 1. Detalhes especificos sobre a obtengdo da
expressao dada pela Eq.(4.12), sdo encontrados na Ref.[136]. Se considerarmos uma 6rbita em
que a particula se move ao redor de algum ponto fixo no modelo ndo perturbado, o tempo entre

duas colisdes de duas componentes focais, considerando 6rbitas de periodo-1 € dado por

l

Assim, podemos encontrar um periodo de rotagcdo dessa 6rbita ao redor do ponto fixo como

2
T, =" (4.14)
g

Quando introduzimos a perturbag@o externa, encontramos que o periodo dessa perturbagdo é
dado por
2m
Towe = — . (4.15)
w
Quando o periodo de rotagao externa for igual ao periodo de rotacdo de uma 6rbita ao redor do
ponto fixo, temos entdo uma ressondncia entre as oscilacdes da fronteira mével e a rotagdo ao
redor de um ponto fixo. Sendo assim, ao igualarmos as Eqs.(4.14) e (4.15), obtemos a expressao

da velocidade de ressonéncia para o modelo perturbado [104, 105, 106], dada por

wl

cos(¢*) arccos (1 — ﬁ%)

V, = (4.16)

E evidente que o valor de V, depende de qual ponto fixo estamos considerando para fazer
a linearizacdo do mapeamento. Entretanto, para todos os pontos fixos de periodo-1, encontra-
mos um valor muito proximo para a velocidade de ressonancia deles. Para a combinacgdo de
parametros [ = 1, a = 0,5, b = 0,01, temos V,, = 1,2. Este valor é aproximadamente uma
média de todos os valores possiveis para os diferentes pontos fixos de periodo-1, que podemos
obter considerando esses parametros geométricos. Entdo, proximo do valor de V;., os pontos
fixos de periodo-1 se tornam ressonantes. Como essas ilhas sdo as maiores em drea no espago
de fases, elas se mostram mais influentes para a ressonancia. Ainda vale ressaltar que tal res-
sonancia é observada no sistema se o0 mecanismo gerador de caos (defocusing mechanism) nao
estd ativo [67, 75, 76], ou seja, 4bl /a® < 1 [101, 136].
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O fendomeno de ressonancia é tipico de sistemas dindmicos que possuem espacgo de fases do
tipo misto. Quando uma 6rbita encontra-se na velocidade igual ou menor do que a velocidade
de ressonancia, a particula pode penetrar nas vizinhancas dos pontos fixos permanecendo por
algum intervalo de tempo dentro da ilha de estabilidade [18, 32], ficando presa em uma 6rbita
estavel por tempos que podem ser longos. Tal comportamento se assemelha a um ponto fixo
assintoticamente estavel (sink). Uma possivel explicagdo para esse tipo de penetragao nas ilhas
de estabilidade, pode ser caracterizado quando as curvas invariantes que antes delimitavam a
estrutura regular para fronteiras fixas, com a introducao da perturbacao, tornaram-se “porosas”,
e se comportam de maneira semelhante a uma stochastic layer [107, 110]. Como consequéncia
disso, a maior parte do espaco de fases se torna acessivel para a particula, assim como mostra a
Fig.4.4, para valores de [ < V.. Desta maneira, a particula pode alternar entre comportamento
cadtico e regular, durante a evolu¢do dindmica com V;; < V,.. Tal velocidade divide o ensemble
de condic¢des iniciais em duas partes. Chamaremos de alta energia, o ensemble com velocidade

inicial V) > V., e o ensemble de baixa energia serd para Vj < V..

4.2.1 Stickiness

Fazendo uma andlise mais aprofundada na Fig.4.4, vemos que quando 1 > V., as ilhas de
estabilidade ndo se tornam acessiveis a particula como mostra a Fig.4.4(a) em que V, = 5. Ja
na Fig.4.4(b), onde V;, = 1,5, podemos ver que algumas Orbitas penetram um pouco nas ilhas
de estabilidade. Agora, ao analisarmos a Fig.4.4(c), onde V; = V., podemos ver que a maioria
do espago de fases se torna acessivel, o mesmo comportamento acontece quando Vy < V,,
como ¢ o caso da Fig.4.4(d), onde V[, = 0,5. Podemos ver ainda, em ambas as Figs.4.4(c,d),
uma densidade maior de pontos, ao redor de algumas ilhas de estabilidade sugerindo que a
ressonancia entre a rotacdo ao redor de um ponto fixo e a perturbacio externa, levou a particula
a ter um comportamento de uma 6rbita em um regime de stickiness [32, 31, 129, 138].

Acreditamos que o comportamento de Orbitas em regime de stickiness aliado com a res-
sonancia, seja o mecanismo responsavel pelo decréscimo de velocidade da particula [138],
quando evoluimos a dinamica em funcao do nimero de colisdes com a fronteira mével con-
vergente, com um ensemble de baixas energias (V, < V,.), onde muitas 6rbitas decrescem de
velocidade, e ficam estaciondrias em um platd. Nessa evolu¢do dinAmica, como uma parte sigi-
nificativa do espaco de fases € acessivel, quando as drbitas ficam presas em regime de stickiness,
existe uma grande possibilidade de que ela mude de comportamento, ou seja, passe para dentro
da ilha de estabilidade. Assim, as Orbitas se movem em sucessivos aprisionamentos de uma
ilha para outra, impedindo a velocidade da particula de atingir valores elevados. Para tempos
longos, a 6rbita escolhe uma ilha, de acordo com a condig¢@o inicial, e sua dindmica fica concen-
trada nessa regiio para tempos extremamente longos (estudamos casos até 10° colisdes), como
se essa Orbita tivesse sido atraida para o ponto fixo, numa 6rbita assintoticamente estavel. A

Figura 4.5 mostra uma dnica condi¢do inicial sendo evoluida até 10° colisdes.
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Figura 4.5: Influéncia das orbitas de stickiness na dindmica. Em (a) mostramos a evolucdo da
velocidade em funcdo do niimero de colisoes , e em (b) é mostrado a mesma orbita no espago
de fases 1 e &. A velocidade inicial considerada foi Vi = 0, 35.

Analisando a Fig.4.5(a), podemos ver destacado nas cores azul, vermelho e verde, como
esse comportamento de stickiness influencia a velocidade em fungcao do nimero de colisoes.
Ainda, podemos perceber que apds uma dindmica inicial em regime de stickiness, a curva de
velocidade sofre um decréscimo, e fica presa até o final das 10° colisdes consideradas. J4, na
Fig.4.5(b), podemos ver ressaltado nas cores azul, vermelho e verde, o comportamento da drbita
que fica aprisionada em regime de stickiness.

Em tempo, para o ensemble de altas energias (V; > V,.), o fendmenos de stickiness também
ocorre, pois a estrutura de ilhas ndo muda com a variagdo de velocidade. No entanto, como a
velocidade € maior do que a da ressonancia, a “porosidade”das curvas invariantes que delimitam
a regido dos pontos fixos, ndo ¢ mais observada (vide Fig.4.4(a)), e as Orbitas em regime de
stickiness nao sdo mais eficientes nessa troca de comportamento, entre caos e estabilidade.
Sendo assim, a velocidade cresce, e observamos difusao ilimitada caracterizando aceleragao de

Fermi.

4.3 Separacao de Ensembles

Nesta secdo discutiremos algumas propriedades estatisticas e de transporte para os ensembles
de condi¢des iniciais em altas energias (V, > V,.) e baixas energias (V < V,.). Diferentemente
do que ocorre no modelo FUM, os ensembles ndo levam a dinimica ao mesmo comportamento
para tempos longos. Para altas energias, observamos aceleracdo de Fermi, e para baixas ener-
gias, decréscimo de velocidade, ou mesmo comportamento estdvel. Sendo assim, estudamos os
ensembles em separado. Primeiramente, para caracterizar os ensembles, mostramos na Fig.4.6

as curvas de Vy)/s para uma extensa faixa de velocidades iniciais.
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Figura 4.6: Comportamento das curvas de Viys em funcdo de n. Em (a) podemos ver o
decréscimo de velocidade em funcdo de n, para o ensemble de baixas energias, e em (b) temos
0 comportamento caracteristico de aceleracdo de Fermi.

Para a construgdo das curvas de Vy);s foram utilizadas 5000 condigdes iniciais distintas
para diferentes valores de velocidade inicial, para diferentes ensembles, escolhidas na regido do
mar de caos. Podemos perceber na Fig.4.6(a), que mostra a evoluc¢do de V), para o ensemble
de baixa energia, que o decrescésimo de velocidade da particula em fungdo de n é nitido. As
curvas de Vgarg comecam com um regime constante para as colisdes iniciais proximas ao va-
lor de sua velocidade inicial. Aqui, as 6rbitas sofrem sucessivos aprisionamentos ao redor das
ilhas, e a mudanga de comportamento, de caos para estabilidade pode ocorrer com maior proba-
bilidade, assim como mostra também as Figs.4.4 e 4.5. Logo depois desse regime de stickiness
no plato inicial da dindmica, as curvas de Vzpsg experimentam um repentino decaimento (ou
crescimento, como em particular para V[, = 0, 1) com a evolucdo de n, e depois se estabilizam
em um regime de velocidade constante novamente (até 107 colisdes). Ainda, podemos perceber
que para diferentes valores de 1}, todas as curvas convergem para a mesma faixa de velocidade

final. Tal comportamento, serd analisado nas préximas se¢des.

4.3.1 Aceleracao de Fermi

Mostramos na Fig.4.6(b) as curvas de Vz);5 para o ensemble de altas energias (Vo > V).
Essas curvas se estabelecem em um platd inicial, préximo ao valor da velocidade inicial, e
depois tendem a um envelope de crescimento dado por uma lei de poténcia (Vs o n”) com
expoente 5~ 1/2.

Entretanto, ndo sdo todas as condicdes iniciais que sofrem os efeitos do fendomeno de
aceleracdo de Fermi. A Figura 4.7(a,b) mostra um graficode a x p e ¢ x &, para V) = 3, 6, onde
as condi¢des iniciais angulares foram escolhidas no intervalo [0, 7/2]. Vale a pena notar que

nesse caso teremos outra configuracdo geométrica do bilhar, uma vez que a varidvel ¢ atinge
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valores mais altos do que os mostrados na Fig. 4.4.
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Figura 4.7: Em (a) temos uma grade de condigdes iniciais angulares o e @, onde Vi, = 3, 6.
A regido em preto indica crescimento de energia, ao passo, que a regido em vermelho, ndo
exibe aceleracdo de Fermi para pelo menos 10® colisées. Em (b), podemos ver o respectivo
comportamento das condicdes iniciais que sofreram aceleracdo de Fermi e as que ndo sofreram,
no espago de fases das varidveis v X &, indicada pela mesma escala de cor de (a).

A regido em preto corresponde as condi¢des iniciais que sofrem aceleracao de Fermi e as
ilhas em vermelho mostram as que ndo sofreram os efeitos do crescimento ilimitado de energia.
Essa distin¢do de condi¢des iniciais acontece pois ao escolhermos um par («,) dentro das ilhas
em vermelho, corresponde a uma escolha dentro de uma ilha de estabilidade no espaco de fases
(&,1), como mostra a Fig.4.7(b). Sendo assim, tal condi¢do inicial ndo sofre aceleracdo de
Fermi pois a sua dindmica € majoritariamente regular. Para a confec¢do da Fig.4.7, foi utilizada
uma grade de 1500 x 1500 condicdes iniciais, onde iteramos cada par de condigdo inicial 108
vezes. Classificamos as condic¢des iniciais que sofreram aceleracao de Fermi, somente aquelas
que ap0s esse ndmero de iteracao, tiveram sua velocidade aumentada no minimo em uma ordem

de grandeza, quando comparada com V, = 3, 6.

4.3.2 Discussao de Escala

E conhecido na literatura, que os parimetros geométricos sdo invariantes de escala [101].
Sendo assim, basta somente uma combinacdo desses parametros para uma boa andlise es-
tatistica, entdo manteremos fixos os parametros nos seguintes valores | = 1,a = 0,5e b = 0,01,
que sdo os que fornecem o valor critico da velocidade de ressoninciaem V,. ~ 1, 2.

Geralmente, o pardmetro que controla a amplitude da perturbacdo temporal, se mostra uma
boa varidvel para andlise. Em nosso caso, o parametro By, que € definido como amplitude de
oscilagdo da perturbagdo na fronteira focal do bilhar faz esse papel. Desta maneira, considera-

mos algumas curvas de V), para o ensemble de altas energias, iteradas até 10® colisdes, com
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5000 pares condigdes iniciais («, ) distintas escolhidas em meio ao mar de caos. A andlise
foi feita em duas partes. Na primeira, variamos a velocidade inicial da particula e mantivemos
constante a amplitude de oscilag@o da fronteira movel. J4 na segunda parte, fizemos o processo
inverso, ou seja, variamos a amplitude de oscilacdo da fronteira mével e a velocidade inicial foi
mantida fixa. A Figura 4.8 mostra o comportamento das curvas de V)5, em fungdo de n e as
suas respectivas invariancias de escala, para com os parametros Vj e B.

Na Fig.4.8(a) podemos ver que todas as curvas de Vzyss se comportam de maneira seme-
lhante, para diversos valores de velocidade iniciais, mas com o valor da amplitude de oscilacdo
da fronteira movel sendo mantido constante em By = 0,01. As curvas obedecem a um regime
constante no inicio que depende da velocidade inicial, e entdo, elas passam por uma mudanca
de comportamento, e iniciam um regime de crescimento com um expoente § ~ 1/2. Jd na
Fig.4.8(c), sdo mostradas as curvas de V)¢ para diferentes valores da amplitude de oscilagao
da fonteira mével, mas com o valor da velocidade inicial sempre constante, V; = 50. Para as
primeiras colisdes hd um regime de Vg5 constante, e depois de passar por uma mundanga
de comportamento (crossover n,), as curvas experimentam o crescimento ilimitado de ener-
gia, com um expoente de crescimento 5 ~ 1/2. Basicamente temos 0 mesmo comportamento

dindmico para o ensemble de altas energias.

10°F

Figura 4.8: Comportamento das curvas Vg s, com diferentes valores de velocidade inicial (V)
e amplitude de perturbagdo (By) em fungdo do niimero de colisées. Podemos ver claramente o
tipico comportamento do fenémeno de aceleragdo de Fermi para tempos longos.

Analisando o comportamento das curvas de Vzysg, mostradas nas Figs.4.8(a,c) podemos
propor algumas hipéteses de escala para caracterizar o fendmeno de aceleragdo de Fermi para
qualquer faixa de parametros, desde que estes obedecam as condicdes V;, > V. (altas energias)

e By/w < [ [104, 105]. Sendo assim, propomos que:

e (i) Vryms V05, para n < n,, onde € um expoente critico,

o (ii) Vang < nP, para n > n,, onde § = 1/2 é o expoente de aceleragdo,
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o (iii) n, o< V! Bé””, onde z; € 2z, sdo expoentes dindmicos e y € um expoente de escala
[115, 122, 123, 129] obtido na Fig4.8(d), de forma que y = 2.
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Figura 4.9: Em (a) temos o ajuste em lei de poténcia de n, x Vi, onde foi mantido constante
By = 0,01 e em (b) mostramos o ajuste em lei de poténcia de n, x By, onde foi mantido
constante Vo = 10. Ambos os ajustes nos fornecem os respectivos expoentes: z; = 1,85(3)
e zo = —2,48(2). Em (c) mostramos o comportamento de algumas curvas de Vgys e em (d)
temos a sobreposi¢do de todas as curvas de (c) em uma vnica curva.

Considerando que nas curvas de Vz)/g 0 regime inicial para n < n,, a velocidade perma-
nece constante, percebemos que § = 1. Os expoente z; € 2, s30 obtidos através de ajustes em lei
de poténcia pelo nimero de colisdo de crossover (n,) contra a velocidade inicial e novamente
n, contra a amplitude de oscilacdo da fronteira movel respectivamente. Esse ajustes numéricos
sdo mostrados na Fig.4.9(a,b), onde encontramos z; = 1,85(3) e zp = —2,48(2).

De acordo com as hipéteses da escala propostas e com os expoentes encontrados, pode-
mos agora sobrepor as curvas de Vz)s¢ em uma tnica curva que descreve o comportamento da
dinamica da particula ao longo do niimero de colisdes e dos pardmetros de controle velocidade
inicial e amplitude de oscilagdo da fronteira mével [129]. Tal curva confirma assim uma in-
variancia de escala de V5 em fungdo dos parametros de controle Vj e By. A Figura 4.8(c,d)
mostra perfeitamente essa sobreposi¢do, confirmando a validade das hipéteses de escala suge-
ridas, descrevendo assim por completo o fendmeno de aceleragdo de Fermi e sua invariancia de

escala em funcdo dos parametros de controle [129].

4.3.3 Analise estatistica para o ensemble de baixa de energia

Como discutido anteriormente, o ensemble de altas energias, onde V; > V,, leva o sistema
a apresentar difusdo ilimitada na velocidade. Daremos agora atencdo especial e focaremos
nossos estudos no ensemble de baixas energias (Vi < V,) e sua relagdo com o fendmeno de

Orbitas em regime de stickiness. Como visto na Fig.4.6, a separacdo dos ensembles de energias
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€ visualizada quando consideramos propriedades médias de alguma observavel, no caso Vzass.
Tal observavel é responsdvel por caracterizar a difusdo na energia, e € util para quantificar
fenomenos dindmicos. Ainda, podemos considerar distribuicdes médias da velocidade ao longo
do tempo, fazendo histogramas para analisar qual regido no espaco de fases, seria responsavel
pela presencga de stickiness no ensemble de baixas energias, como mostra a Fig. 4.10.

Comecamos entdo considerando as varidveis angulares, isto é, os angulos polares (o, @),
como mostrado no espaco de fases da Fig.4.4. Escolhendo um conjunto de 10° condi¢des
iniciais ao longo do mar de caos, onde cada condi¢do inicial foi iterada por até 10° colisdes.
Coletamos entdo o par final (a, ¢), de cada condigdo inicial ao final das 10° iteragdes. Vemos
das Figs.4.10(a,b,c) que para V; < V, a grande maioria dos pontos estd localizado dentro das
regides onde estariam as ilhas de estabilidade. Esse comportamento final, indica que a grande
maioria das condi¢des iniciais, mudaram de comportamento durante a dinamica, isto €, sairam
do caos, e foram para regides de estabilidade, uma vez que na ressonancia, a maioria do espaco
de fases fica acessivel, e essas drbitas ficam aprisionadas na regido préxima ao ponto fixo para
tempos longos. Para fazer uma comparacdo, nas Figs.4.10(e,f,g) mostramos os histogramas
do angulo «, para um ensemble de 10° condig¢des iniciais escolhidas no mar de caos, durante
toda a sua evolugdo dindmica até 10° colisdes. Podemos ver regides de preferéncia para a
varidvel o. Ainda, tais regides coincidem com as posicdes das ilhas e dos pontos fixos das
Figs.4.10(a,b,c). Particularmente, o formato das fronteiras das ilhas de estabilidade, sdo bem
definidas no histograma da Fig 4.10(g).

Vale lembrar que a influéncia das Orbitas de stickiness na ressonincia, faz com que essa
troca de comportamento, ocorra com maior facilidade. Assim, érbitas em regime de stickiness
agem como facilitadoras do processo de troca de comportamento entre caos e estabilidade, o que
consequentemente faz com que ocorra decaimento de energia no sistema para tempos longos
[138].

A titulo de comparacdo com o ensemble de altas energias, mostramos na Fig.4.10(d), os
pares finais de (o, ¢), para a mesma situagdo das Figs.4.10(a,b,c). Podemos ver, que ndo ha
mais uma convergéncia do par final de varidveis angulares para as regides onde as ilhas de
estabilidade estdo localizadas, como visto no caso do ensemble de baixa energia. O par final
(cv, ¢) fica errante no mar de caos, devido a ndo influéncia da ressonancia. Na Fig.4.10(h), onde
novamente o mesmo procedimento do histograma da varidvel « é feito, e em uma comparacao
com a distribuicdo da varidvel ao longo da dindmica, vemos que ndo existem mais tantas regioes
preferenciais. De fato, a regido onde o mar de caos estéd localizado, aumenta sua distribuicao,
indicando um aumento do comportamento cadtico, corroborando assim, para o aparecimento
de aceleracao de Fermi para altas energias.

Analisando o histograma da Fig.4.10, vemos que algumas ilhas sdo mais preferenciais do
que outras. Isso explica, o porque de na Fig.4.6(a), vermos tantos platds diferentes de con-
vergéncia para o ensemble de baixas energias, que € claro dependem da velocidade inicial.

Cada um desses platds estd relacionado com a troca de comportamento entre caos e estabili-
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Figura 4.10: Comparacdo para o par final das varidveis angulares (o, ¢) para ambos os en-
sembles de energia, com o histograma para a varidvel o ao longo da evolugdo dindmica. Em
(a) e em (e) Vo = 0,05, em (b) e em (f) Vo = 0,5, em (c) e em (g) Vo = 1, e finalmente em
(d) e em (h) Vo = 10. O eixo do histograma H () em (e), (f), (g) e (h) é mostrado em escala
logaritmica.

dade ao longo da dindmica, presente na ressonancia do ensemble de baixa energia. Assim, para
tempos longos cada ilha de estabilidade representa um platd distinto na velocidade. Tal faixa de
convergéncia estd numa regido finita Vy;,, € (0,55;0,15). Em particular, a curvade V5 = 0, 1,
“cresce”’para essas regides de convergéncia. Ainda, no caso da dinamica dissipativa, percebe-
mos que isso ocorre de fato, onde as ilhas de estabilidade se tornam sinks, e atraem as Orbitas
para si exatamente na mesma faixa de valores que estamos vendo aqui [137]. Isso confirma que

os platds finais estdo relacionados com Orbitas estdveis, cada qual com sua ilha de estabilidade.

Em uma tentativa de quantificar os diferentes platds, fizemos um histograma ao longo da
distribui¢dao da velocidade para toda a dindmica para o mesmo conjunto de condi¢des iniciais
usadas nas Figs.4.10(e,f,g,h), e evoluindo até 10° colisdes. Na Fig.4.11(a) mostramos essas
distribuicOes para trés valores de velocidade inicial. Podemos notar uma maior concentracio
no regime de baixa energia com V' € [0, 1; 1, 0]. Diversos picos séo ficeis de serem vistos nesta

regido, e vao desaparecendo a medida que aumentamos o valor da velocidade inicial, como
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(b)

Figura 4.11: Em (a) temos o histograma do ensemble de baixa energia para a velocidade du-
rante toda a evolugdo dinamica, para Vo = 0,05, Vo = 0,5 e Vy = 2. Em particular, a janela de
ampliag¢do mostra os picos com mais intensidade. Em (b) é mostrada a regido de convergéncia
da velocidade em funcdo do dngulo o, onde podemos identificar em qual respectiva ilha a
orbita estacionou. E em (c), temos o histograma para o ensemble de alta energia, onde ndo
aparecem mais diversos picos de intensidade, mas sim uma distribuicdo melhor definida. Em
tempo, os histograma de (a) e (c) estdo em escala logaritmica para melhor visualizagdo.

mostrado na janela de ampliacdo da Fig.4.11(a), mesmo para V; = 2, ja no considerado ensem-
ble de alta energia (V, > V,). Ainda, para o ensemble de baixa energia, quando a ressonincia
estd presente, existe uma faixa da distribui¢do de velocidades, acima do valor V,.. Distribui¢do
essa, que ndo € tao intensa para Vy = 0,05 e Vy = 0, 5; mas bem significativa para Vj = 2, 0.
Com isso, acreditamos que tais distribui¢des confirmem o que ja era previamente suposto, que
nem todas as condi¢des iniciais com ensemble de baixa energia, experimentam decaimento de
energia, por confinamento em ilhas de estabilidade, que é facilitado por 6rbitas em regime de
stickiness. Da mesma maneira, nem todas as condi¢des iniciais do ensemble de alta energia
experimentam aceleracdo de Fermi.

A Figura 4.11(b) mostra a distribuicdo de velocidades para o ensemble de baixas energias,
em comparacao com suas posi¢des considerando a coordenada polar o. Essa comparacao per-

mite distinguir em qual ilha de estabilidade do espago de fases, as érbitas convergirdo, para
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cada platd de velocidade para tempos longos. Por exemplo, a comparagao entre a Fig.4.11(a)
e Fig.4.11(b), mostra picos pronunciados para velocidade para V' ~ 0,29 e V =~ 0,35. Eles
indicam que as Orbitas preferem ficar confinadas nas duas tltimas ilhas de periodo-1 no espago
de fases, as que estdo localizadas perto de @ ~ 0,97 e a ~ 1,10 respectivamente. Ainda,
acreditamos que as ilhas de periodo-1, sejam as preferidas para a convergéncia de orbitas. Fi-
nalmente, na Fig.4.11(c) mostramos o histograma das velocidades para o ensemble de altas
energias a titulo de comparagdo. Percebemos que os diversos picos ndo sdo mais observados.
Agora temos uma distribuicdo mais bem definida, significando que para altas energias a difusao
ilimitada de energia estd presente no sistema. Apenas algumas 6rbitas isoladas levam a um
decaimento, como mostra a curva verde da Fig.4.11(c) para V = 50.

Todos nossos resultados sao baseados na velocidade de ressondncia e na separacdo dos
ensembles de energia, que acabam marcando uma transicao, de difusdo ilimitada de energia,
para Orbitas estaciondrias. Acreditamos que nesta transi¢do, o fendmeno de stickiness faz o
papel de “facilitador” da troca de comportamento nas baixas energias. Quando a ressonancia
estd presente, ela influencia a dinamica, e a maior parte do espago de fases fica acessivel para
uma Orbita, uma vez que as curvas invariantes que delimitam os pontos fixos elipticos (no caso
estdtico), se comportam como stochastic layers. Assim, érbitas iniciadas no mar de caos, podem
acabar aprisionadas nas ilhas de estabilidade para longos tempos. Tal acesso ao espago de fases
nao ocorre quando temos altas energias, pois a ressonancia nao influencia a evolu¢do dinamica.
Ainda, como o espaco de fases possui uma grande quantidade de ilhas, o fendmeno de stickiness
€ inerente, ndo tendo um papel tdo influente assim nas altas energias, mas agindo como um
facilitador, nessa transicao entre os comportamentos de caos e estabilidade na ressonancia.

A expressdo analitica da velocidade de ressondncia, foi obtida considerando a anélise ao
redor das ilhas de estabilidade dos pontos fixos de periodo-1, que sdo 0s maiores em area no
espaco de fases, e mais influentes no stickiness, umas vez que os platds de convergéncia para
tempos longos coincidem com as ilhas de periodo-1. Ainda, poderiamos encontrar diferentes
velocidades de ressonancia, para diferentes pontos fixos, de diferentes periodos, mas acredita-

mos que mesmo assim, as ilhas de periodo-1 continuariam sendo as mais influentes.

4.3.4 Analise de transporte

Vamos agora mapear ao longo do espaco de fases, as condi¢des iniciais, que levam a
separacdo dos ensembles, para velocidades perto da velocidade de ressonancia. Para comecgar,
consideramos uma grade de condig¢des iniciais uniformemente distribuida ao longo das varidveis
« e ¢ assumindo tanto velocidades acima (1 > V) e abaixo (V; < V;.) da ressonincia. Com
a evolucdo da dindmica, marcamos se uma Orbita de baixa energia atinge altas energias e vice-
versa. Consideramos como distribui¢do inicial de 2000 x 2000 6rbitas para o € [0,7/2] e
¢ € [P, +P], e evoluimos a dindmica, considerando um buraco no eixo das velocidades.

Aqui o buraco introduzido € exatamente na velocidade de ressonédncia V. = 1, 2.
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Figura 4.12: Quantificacdo da separacdo de ensembles. Em (a) e (b), temos Vo = 2, e em (c) e
(d) temos Vy = 1. A escala de cor representa a colisdo de escape. Em (a) e (c) temos condicoes
iniciais que escaparam para cima e foram para o regime de altas energias, e em (b) e (d), temos
condigoes iniciais que escaparam para baixo, e ficam presas em orbitas estaciondrias. Preto
e azul indicam, escape rdpido, enquanto que amarelo e vermelho representam escape lento.
Regioes brancas, denotam as ilhas de estabilidade.

Na tentativa de caracterizar a quantificacao da separac¢do dos ensembles, consideramos duas
condic¢des acopladas para o escape. Se uma condi¢do inicial de baixa velocidade, adquire ener-
gia o suficiente para passar para o regime de alta energia (V' > V}), e ao final de 107 co-
lisdes, mantém-se nesse regime, dizemos que tal 6rbita escapou, consequentemente produzindo
aceleracdo de Fermi. Caso contrdrio, dizemos que ela ficou aprisionada. O mesmo raciocinio
vale para Orbitas iniciadas no regime de alta energia, que podem escapar para cima ou para
baixo, dependendo do seu regime de velocidade final. Tal quantificacdo é mostrada na Fig.
4.12.

Considerando primeiramente o caso de V[, = 2 (dito, alta energia V[, > V,.), marcamos as
condig¢des iniciais que escaparam para cima e atingiram altas energias para tempos longos na
Fig.4.12(a). Da mesma maneira, para condi¢des iniciais que escaparam para baixo, e ficaram
presas em platds estaciondrios, sdo mostradas na Fig.4.12(b). Fazemos o mesmo procedimento
com o caso de Vj = 1, onde condi¢des iniciais que escaparam para cima e atingiram altas ener-
gias sdo ilustradas nas Fig.4.12(c), e finalmente, condi¢@o iniciais que escaparam para baixo,
e ficam no regime de baixa energia para tempos longos, sao representadas na Fig.4.12(d). O

gradiente de cores, mostrado na escala logaritmica, onde novamente essa escala € util para ana-
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lisarmos todos os intervalos de escape ao longo da dinAmica (107 colisdes). Na escala de cores
temos que, cores como preto e azul, indicam que o escape ocorre de maneira rdpida. J4 para as
cores como amarelo e vermelho, o escape ocorre de maneira lenta. Por exemplo, na Fig.4.12(a),
a cor verde estd denotada como 10 na escala de cores. Isso significa que as condicdes inicias
marcadas com essa cor escaparam na colisdo n ~ exp(10), ou seja, por volta da colisdo 22.000.
Ainda, regides brancas denotam que nenhuma Oorbita escapou, e coincidem com as ilhas de
estabilidade.

Nas Figs.4.12(a,b) temos que por volta de 1/7 das condi¢des iniciais escaparam para baixo
e ficam saturadas em platds estaciondrios; aproximadamente 3/7 escaparam para cima e ex-
perimentam difusdo ilimitada; e ou outros 3/7 ndo chegam a cruzar a linha de V., e também
experimentam aceleracdo de Fermi. Ou seja, esse resultado indica que a grande maioria das
condi¢des inicias ~ 6/7, ficam no regime de alta energia para V, = 2. Para as condi¢des
iniciais de V = 1 dado nas Figs.4.12(c,d) encontramos que aproximadamente 4/7 delas, esca-
pam para baixo, ficando confinadas, pouco menos de 1/7 escaparam para cima experimentando
acelerac@o de Fermi; e pouco mais de 2/7 nunca escaparam do regime de baixa energia. Esses
resultados, mostram que para condi¢des iniciais com V = 1, aproximadamente 6/7 da 6rbitas
ficam confinadas no regime de baixa energia. E importante frisar, que as condi¢des que sdo
dadas nas ilhas de estabilidade e nunca escapam, ndo foram consideradas.

Essa quantifica¢do nos resultados mostra como a velocidade de ressonanica atua na separagao
dos ensembles da dinamica do sistema. Em particular, em todos os itens da Fig.4.12, podemos
ver Orbitas em regime de stickiness ao redor de todas as ilhas de estabilidade, comprovando que,
independente do ensemble inicial escolhido, o fendmeno € inerente no sistema, porém desem-
penhando diferentes papéis em cada ensemble. Ainda, podemos interpretar que, ao contrario do
observado para o regime de baixas energias, onde o stickiness age como facilitador de estabili-
dades, podemos considerar que para altas energias, ele atua como um mecanismo de retardo da

difusdo ilimitada da velocidade, assim como no modelo Bouncer estudado no Cap.3.

4.4 Conclusoes parciais

A dindmica de um ensemble de particulas ndo interagentes dentro de um bilhar do tipo
Stadium é obtida via um mapeamento quadri-dimensional. Obtemos uma velocidade de res-
sonancia que é responsdvel por separar o ensemble de energias (velocidade). Quando tal res-
sonancia € influente na dindmica, curvas invariantes que delimitam a fronteira dos pontos fixos
se comportam como stochastic layers, tornando a grande maioria do espago de fases acessivel.
Esse comportamento, faz com que 6rbitas possam mudar de comportamento para tempos lon-
gos.

No ensemble de altas energias, obtemos a difusdo ilimitada da velocidade, onde a mesma
foi caracterizada via formalismo de escala. Ja no ensemble de baixas energias, a ressonancia

aliada ao stickiness inerente ao sistema, faz com que a troca de comportamento entre caos e
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estabilidade ocorra com maior possibilidade. Sendo assim, para tempos longos, observamos
platos estaciondrios para baixas energias. Ainda foi caracterizado cada platd, com a sua respec-
tiva ilha de estabilidade, e feito uma andlise de transporte nas proximidades de V,. para os dois
tipos de ensembles.

Os resultados apresentados neste Capitulo, foram publicados em [129] e em [138]. Ainda,
um artigo sobre os expoentes de Lyapunov e caracteriza¢ao do estado estaciondrio do ensemble

de baixa energia estd em preparagdo [139].



Capitulo 5
Consideracoes Finais

Nesta Tese de doutoramento, caracterizamos a influéncia que o fendmeno de stickiness traz
para a dindmica de alguns sistemas dindmicos. Esse aprisionamento temporario ao redor das
ilhas de estabilidade, influencia propriedades de transporte e difusdo de érbitas no mar de caos.

Quando consideramos a dindmica do modelo FUM, um mapeamento bidimensional foi ob-
tido e um espago de fases misto, onde curvas invariantes impedem o crescimento do mar de caos
foi caracterizado. Analisamos a expressao de Vgzasg, € analiticamente, conseguimos estimar o
comportamento da dindmica ao longo do tempo, para os ensembles de alta e baixa velocidade.

Estudando a probabilidade de sobrevivéncia para ambos os ensembles, percebemos que o
fendmeno de stickiness influencia de maneira distinta os decaimentos nos ensembles. Para bai-
xas energias, onde temos poucas ilhas de estabilidade, o decaimento da curva de probabilidade
de sobrevivéncia, € exponencial para tempos curtos e em lei de poténcia para tempos longos. No
entanto, para altas energias, existem muito mais cadeias de ilhas, e para esse caso, o decaimento
de curvas de probabilidade de sobrevivéncia observado € do tipo exponencial esticada. Ainda,
fizemos um estudo analitico e numérico para o comportamento da difusdo e do transporte no
mar de caos. Nossos resultados coincidem de maneira satisfatria, fornecendo expoente de
aceleracdo = 1/2.

J4 a dindmica do modelo Bouncer foi investigada utilizando o basicamente o mesmo forma-
lismo de mapeamento do FUM, onde espago de fases do tipo misto também foi caracterizado.
Para ¢ = 0 o sistema € integravel, enquanto que para ¢ # 0 a dindmica se apresenta nio in-
tegravel. A medida que € cresce, as regides periddicas no espago de fases se reduzem dando
assim inicio a dindmica cadtica. De fato, para € > €. curvas invariantes e toros invariantes nao
sao observados no espaco de fases, ao passo que regides periddicas podem ainda ser observadas.

A influéncia das regides de stickiness também reduz a medida que aumentamos o valor do
parametro €. Nossas investigacoes numéricas do espectro de distribui¢do do Expoente de Lyapu-
nov a tempo finito, nos dao suporte para afirmar que a dinAmica de aprisionamentos temporarios
que caracteriza o fendmeno de stickiness estdo presentes no espaco de fases. Elas s@o carac-
terizadas por um pico secunddrio na distribui¢do dos expoentes de Lyapunov. A probabilidade

de sobrevivéncia € caracterizada por dois regimes distintos de decaimento: (i) para dindmica
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cadtica, o decaimento € caracterizado por uma curva exponencial, enquanto que na presencga de
ilhas (ii), a curva caracteristica de decaimento € mais lenta, podendo ser dada por uma lei de
poténcia; resultado este esperado para quando temos estrutura do tipo mista no espago de fases.
Ainda, de acordo com o resultados mostrados na Fig.3.14, podemos perceber que quando o re-
gime stickiness estd presente no sistema, essas orbitas atuam como um mecanismo que retarda
o fendmeno de aceleracio de Fermi, caracterizado pelo crescimento ilimitado de energia.

Finalmente em relacdo ao Bilhar Stadium, investigamos a dindmica do bilhar com fronteiras
dependentes do tempo. Um mapeamento quadridimensional foi obtido e uma velocidade de
ressonancia entre periodo de rotagdo ao redor dos pontos fixos e periodo de perturbacdo externa
foi caracterizada. Tal ressondncia faz com que curvas invariantes que delimitam as regides ao
redor dos pontos fixos elipticos, se comportem como stochastic layers. Dessa forma, Orbitas
inicialmente no mar de caos, podem mudar sua dindmica e atingir platds estaciondrios para
tempos longos.

A difusdo ilimitada de energia € caracterizada no ensemble de alta anergia. Leis de escala
foram utilizadas para o estudo desse regime de energia e uma curva tipicamente universal foi
obtida para V)¢, mostrando que a aceleracdo de Fermi no sistema € invariante de escala com
relac@o aos pardmetros de controle V; e By, para o caso onde (Vj > V}.).

Quando o ensemble de baixa energia € considerado e a ressonancia esta presente, o stickiness
faz o papel de facilitador da troca de comportamento das Orbitas, onde para tempos longos,
encontramos que Vgass satura em diferentes platds. Ainda, caracterizamos uma transi¢do para
o transporte perto da velocidade de ressonancia, que caracteriza a separagao dos ensembles de
energia, e discutimos a estatistica de cada platd estaciondrio e suas relacdes com as ilhas de

estabilidade de periodo-1.

5.1 Perspectivas

Essa Tese de doutoramento conclui que drbitas em regime de stickiness afetam significa-
tivamente a dinamica dos sistemas estudados. Dependendo do espago de fases, o fendmeno
pode desempenhar funcdes diferentes, como mecanismo de retardo de aceleracdo de Fermi ou
facilitador de troca de comportamento de Orbitas em sistemas ressonantes.

Contudo, o estudo e a investigacdo ndo param por aqui. Como trabalhos futuros seria inte-

ressante estudar nos sistemas analisados os seguintes segmentos:

5.1.1 FUM

Seria interessante analisar mais a fundo, como o stickiness influencia o decaimento da pro-
babilidade de sobrevivéncia. Isto €, como o regime de stickiness, se relaciona com decaimento

em lei de poténcia ou com o decaimento em exponencial esticada.
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Também, podemos tentar propor um tratamento analitico para descrever um comportamento
de escala, independente dos ensembles de energia associados.

Ainda, estudar a relagdo do expoente ( do decaimento de probabilidade de sobrevivéncia
exponencial, com o tamanho do mar de caos no espago de fases. Uma vez que em principio tal

relac@o deve ser proporcional ao tamanho do buraco na varidvel analisada [42].

5.1.2 Modelo Bouncer

Seria interessante verificar futuramente assim como no caso do FUM, considerando o trans-
porte, como o expoente ¢ do decaimento exponencial, se associa com o tamanho do mar de caos
no sistema.

Ainda, em relagdo as curvas de probabilidade de sobrevivéncia, seria interessante investigar
se o fendmeno de stickiness associado com a estrutura mista do espago de fases, em outros
modelos, pode levar a um expoente universal de decaimento para a lei de poténcia.

Uma outra linha, seria analisar os modos balisticos e sua relacdo com as interse¢des das
variedades, e encontrar alguma ressonancia entre as dobras e o aparecimento dos modos. Além
disso tentarmos um tratamento qualitativo estatistico para a difusdo andmala observada.

Pretendemos também estudar a influéncia que a introdugdo da dissipag¢do poderia trazer
para a dindmica do modelo Bouncer, como crises de fronteiras e estruturas do tipo camarao

(shrimps).

5.1.3 Bilhar Stadium

Seria interessante tentar estudar o fendmeno de ressonancia para os outros pontos fixos do
bilhar, ou seja, para os periodos 2 e 3. Além disso, podemos variar a frequéncia de oscilagao
da fronteira do bilhar e tentar encontrar fendmenos relacionados com sincronizacao de res-
sonancias e rotagdes. Tentaremos caracterizar essas relagdes calculando expoentes de Lyapu-
nov e probabilidades de sobrevivéncia. Acredito que seria posivel ainda, caracterizar uma bacia
de atracdo para o ensemble de baixa energia, onde poderiamos separar as condicdes iniciais que
convergem para cada ponto fixo estavel.

Uma outra linha seria tentar encontrar estruturas do tipo linguas de Arnol’d, em torno do
namero de rotagdo (winding number), para diferentes periodos e pontos fixos.

Ainda, podemos tentar expandir o conhecimento adquirido na andlise da dindmica do bilhar
Stadium, e na influéncia da ressonancia e stickiness, para outros tipos de bilhares, com espaco de
fases do tipo misto onde ocorre essa mesma troca de comportamento, como no bilhar eliptico-
ovoéide [107, 110].
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5.2 Publicacoes

Ao longo do meu Doutoramento foram publicados os seguintes artigos cientificos, onde

alguns deles deram origem a essa Tese.

e A.L.P Livorati, T. Kroetz, C. P. Dettmann, I. L. Caldas e E. D. Leonel, “Stickiness in a
Bouncer model: a slowing mechanism for Fermi acceleration”, Phys. Rev. E, v.86, pp.
036204, (2012).

e A.L.P. Livorati, A. Loskutov e E. D. Leonel, “A peculiar Maxwell’s Demon observed in
a time-dependent stadium-like billiard”, Physica A, v. 391, pp. 4756, (2012).

e A.L.P Livorati, I. L. Caldas e E. D. Leonel, “Decay of energy and suppression of Fermi
acceleration in a dissipative driven stadium-like billiard’, Chaos, v. 22, pp. 026122,
(2012).

e D.R. Costa, A. L. P. Livorati; E. D. Leonel, “Critical exponents and scaling properties for
the chaotic dynamics of a particle in a time-dependent potential barrier”, Int. J. Bifurc.

Chaos, v. 22, pp. 1250250, (2012).

e A. L. P Livorati, O. Georgiou, C. P. Dettmann e E. D. Leonel, “Escape through a time-
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scaling properties in a bouncing ball system”, Physica A, v. 404 , pp. 279, (2014).

e A.L.P Livorati, M. S. Palmero, C. P. Dettmann, I. L. Caldas e E. D. Leonel, “Separation
of particles leading either to decay or unlimited growth of energy in a driven stadium-like
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e A.L.P Livorati, J. A. de Oliveira, D. G. Ladeira e E. D. Leonel, “Time-dependent pro-
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