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7”0 que importa nao é o homem que
critica ou aquele que aponta como o
bravo tropecou...

Importante, em verdade, é o homem
que esta na arena,

com a face coberta de poeira, suor e
sangue;

que luta com bravura, erra e,
seguidamente, tenta atingir o alvo.
E aquele que, no sucesso, melhor
conhece o triunfo final dos grandes
feitos e que, se fracassa, pelo menos
falha com ousadia, de modo que o seu
lugar jamais serd entre as almas
timidas, que nao conhecem nem a

vitéria, nem a derrota.”

Theodore Roosevelt (1858 - 1919)



Resumo

O tema desta tese é a propriedade nao - twist em sistemas hamiltonianos. Sistemas
com essa propriedade violam a condicao twist ao longo de uma curva sem shear e, conse-
quentemente, sua topologia nao é descrita pelos cenarios tipicos previstos pelos teoremas
KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) e Poincaré-Birkhoff. A curva sem shear é identificada
pelo valor de maximo ou minimo no perfil espacial do niimero de rotagao do sistema. Além
disso, proximo a curva sem shear podemos observar algumas bifurcacoes atipicas como:
colisoes de érbitas periddicas e reconexao de separatrizes. As caracteristicas dos sistemas
nao - twist sao bem particulares, mas nés demonstramos que seus cenarios podem ser
encontrados, localmente, em sistemas hamiltonianos genéricos, devido ao nascimento de
uma curva sem shear no interior de ilhas regulares. Inicialmente, nossas investigagoes
numeéricas constataram que esse fenomeno pode surgir nao somente para a concomitante
bifurcacao de periodo - 3 do ponto eliptico, mas também para outras bifurcacgoes, tais
como periodo - 4 e periodo - 5. Posteriormente, consideramos um modelo que descreve o
comportamento das linhas de campos magnéticos em tokamaks com limitadores ergodicos.
Nesse caso, o modelo utilizado é um mapa simplético parametrizado a partir das carac-
teristicas fisicas de um tokamak de grande razao de aspecto. Para esse sistema, estudamos
os efeitos no transporte causados pelas bifurcagoes oriundas da presenca da curva sem

shear secundaria e, também, pelas modificagoes do perfil rotacional das linhas de campo.

Palavras chave: Sistemas hamiltonianos, topologia nao-twist, mapas simpléticos,

transporte.



Abstract

The topic of this Thesis is the nontwist property in hamiltonian systems. Systems
with such property violate the twist condition along the shearless curve and, therefore,
its topology is not described for typical scenarios provided by KAM (Kolmogorov- Arnold
-Moser ) and Poincaré — Birkhoff theorems. The shearless curve is identified by the max-
imum or minimum values of the spatial rotation number profile of the system. Moreover,
close to the shearless curve we observe some atypical bifurcations as periodic orbits colli-
sions and separatrix reconnection. The features of nontwist systems are very particular,
but we have shown that its scenarios can be found locally in generic hamiltonian sys-
tems, due to the onset of a secondary shearless curve within regular islands. Initially, our
numerical investigations have found that this phenomenon may arise not only for the con-
comitant period - 3 bifurcation of the elliptic point, but also for others bifurcations such
as period - 4 and period - 5. Subsequently, we considered a model that describes mag-
netic field lines in tokamaks with ergodic limiters. In this case, the model is a symplectic
map parameterized from the physical characteristics of a large aspect ratio tokamaks. For
this system, we studied the effects on the transport caused by the presence of secondary

shearless torus and also by changing the field lines rotational profile.

Keywords: Hamiltonian systems, nontwist topology, symplectic maps, transport.
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Lista de siglas e variaveis

KAM - Kolmogorov - Arnold - Moser. Usada para se referir ao teorema provado pe-
los mesmos no problema da convergéncia de uma série perturbativa com pequenos

denominadores.
MPT - Mapa padrao twist
MPNT - Mapa padrao nao-twist
MTU - Mapa twist de Ullmann
MNTU - Mapa nao-twist de Ullmann

FE - Fracao de escape

w - numero de rotacao global.

w;n - nimero de rotacao interno.

I' - tempo de recorréncia para o teorema de Slater.
pesc(T) - Fracdo de escape para tempos 1" > 7.

v - expoente para a fracao de escape.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos problemas relevantes para a Fisica sao tratados pelos chamados sistemas hamil-
tonianos. Um sistema hamiltoniano é descrito em termos da posicao e do momento de
forma que o fluxo de trajetdrias preserva sempre o volume no espago de fases (sistema con-
servativo). A vantagem de uma descrigao hamiltoniana estd ligada ao fato dela fornecer
uma percepgao sobre a dinamica do sistema [Ott02, dA88]. Logo, os sistemas hamil-
tonianos sao usados para estudar diversos sistemas dinamicos como érbitas de objetos
astronomicos (planetas, asteréides, cometas e galdxias) em mecanica celeste, fluidos in-
compreensiveis e linhas de campo magnético em mecanismos de confinamento de plasmas.

Até meados do século XIX nao havia consenso de que o determinismo hamiltoniano nao
era condicao suficiente para garantir a previsibilidade, ou seja, acreditava-se que sistemas
hamiltonianos podiam apresentar apenas movimentos regulares (periédicos ou quase-
periddicos). Foi apenas no final do século XIX, que o fisico e matematico francés Henri
Poincaré (1854-1912) apontou a existéncia de movimentos irregulares. Em suma, Poincaré
dedicou-se ao problema (restrito) de trés corpos [Poi92] e concluiu que a evolugao do sis-
tema era irregular (cadtico na linguagem atual) no sentido que pequenas perturbagoes no
estado inicial do sistema levava a uma mudanca diferente do estado final (sensibilidade as
condigbes iniciais). Poincaré chamou o estudo de pequenas perturbagoes em um sistema
integrével de problema fundamental da mecanica (sistemas quase-integraveis).

Um grande progresso para o problema levantado por Poincaré deu-se somente na
metade do século XX quando, em 1954, Kolmogorov foi capaz de mostrar que a maioria
das trajetorias quase-periddicas eram preservadas mesmo sob pequenas perturbacoes, ou
seja, eram destruidos apenas as Orbitas ressonantes e suas vizinhancas. Uma década
depois, Arnold e Moser desenvolveram, de maneira independente, uma prova formal do
resultado de Kolmogorov, resultando no conhecido teorema KAM.

Entre os anos de 1960 e 1970, impulsionado pelo inicio das simulagoes em computa-
dores, foi que o movimento caético comegou a ser desvendado [HH64, WEG9], apesar de
um certo ceticismo dos pesquisadores da época. Veja, por exemplo, o comentario de M.

Hénon a respeito de um de seus trabalhos pioneiros sobre o movimento cadtico de 1964
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em parceria com C. Heiles:

In some cases the star orbits were quite reqular, in the usual way, but in other
cases they behaved wildly, jumping here and there in an apparently random
fashion. These results were hard to believe; the people who saw them, includ-
ing us, were skeptical and wondered about a possible bug in the program. So
we redid the computations, independently, using another programmer (me),
another program, another integration algorithm, and another computer. The

same results emerged!.*

O teorema KAM, ao menos qualitativamente, dava sentido aos resultados sobre a
inesperada mistura entre os movimentos regulares e cadticos no espaco de fases. As-
sim, o movimento cadtico foi se consolidando como uma propriedade geral de sistemas
dinamicos nao-lineares e até certo ponto, podemos afirmar que o estudo e a compreensao
sobre a dinamica caotica se expandiu a medida em que novas tecnologias computacionais
eram introduzidas. Esta ligacao com as simulacoes realizadas em computadores, ocorre
em parte porque o estudo sobre caos em sistemas hamiltonianos lida, por vezes, com
equagoes diferenciais nao-lineares cuja solugao é nao integravel, fazendo com que o uso de
métodos numéricos torne-se indispensavel. Outras vezes, podemos aproximar os sistemas
hamiltonianos por mapas discretos (iterativos), formando um sistema mais facil e rdpido
sobre o ponto de vista computacional.

A ideia que sistemas hamiltonianos com dois graus de liberdade podem ser representa-
dos por mapas que preservem a area foi introduzida, também, por Poincaré. A descricao
por mapeamento discretos mantém, basicamente, todas as propriedades do sistema hamil-
toniano correspondente e, portanto, nesse novo sistema valem também os teoremas que
descrevem o comportamento das érbitas no espaco de fases, como por exemplo o teo-
rema KAM e o teorema de Poincaré-Birkhoff, o qual recorre-se para demonstrar que as
orbitas ressonantes que sobrevivem as perturbagoes tornam-se um numero par de orbitas
(metade estaveis e metade instéveis), formando uma cadeia de ilhas regulares. Nesse
sentido, a principal hipdtese levantada por esses teoremas em sistemas hamiltonianos é a
nao-degenerecéncia das frequéncias, isto é, a frequéncia de rotagao dos toros deve variar de
forma monotonica a medida que mudamos de toro. A nao-degenerecéncia das frequéncias
¢ chamada condicao twist e é determinante na classificacao dos mapas, sendo que: se
um mapa possui orbitas cujo nimero de rotagao aumenta ou diminui monotonicamente,
entao, esse mapa é chamado twist, ao contrario, quando a condigao twist nao é verificada,

ele é denominado mapa nao-twist.

'Em alguns casos, as érbitas estelares eram bastante regular, da maneira usual, mas em outros casos, se
comportaram descontroladamente, saltando aqui e ali em um movimento aparentemente aleatorio. Estes
resultados eram dificeis de acreditar, as pessoas que os viam, inclusive nds, estavam céticos e questionavam
sobre um possivel bug no programa. Entao, nds re-fizemos os calculos, de forma independente, usando
outro programador (eu), outra programa, um outro algoritmo de integragao, e um outro computador. Os
mesmos resultados surgiram!.



Os cenarios formado no espacos de fases de sistemas twist e nao-twist sao diferentes.
Particularmente, os mapas nao-twist apresentam fenémenos atipicos isto é, diferente do
cenario descrito pelo teorema KAM e de Poincaré-Birkhoff para mapas twist. Entre
outras peculiaridades observadas no espaco de fases de sistemas ou mapas nao-twist temos:
colisao de érbitas periddicas e reconexao de separatrizes que sao fenomenos de bifurcagao
que acontecem devido a existéncia de uma curva sem shear (cisalhamento). A curva sem
shear é um toro invariante de gradiente de rotacao nulo e muito robusto, no sentido em que

é a tltima curva invariante a se quebrar antes da transi¢ao para o caos global [ICNGM96].

Muitos sistemas fisicos exibem fenomenos nao-twist, como por exemplo, a dinamica
de fluidos [dCNMO93], érbitas planetarias [KKyn68] e as linhas de campo magnéticos em
tokamaks com corrente nao monotonica [Bal98, HPK*98]. Além da importancia fisica,
os sistemas nao-twist possuem importancia matematica devido, justamente, ao fato de
apresentarem degenerecéncia nas frequéncias, o que exclui a aplicabilidade de varios teo-
remas. Na literatura atual, temos poucos resultados matematicos a respeito de casos cuja
condigao twist nao é satisfeita [DAIL00, AdILP05]. Um estudo recente [DMS99], baseado
em resultados anteriores [dWW88, Moe90], indicou a possibilidade de que a condigao
tunst possa ser violada localmente, independente do sistema. Isso significa dizer que sis-
temas twist podem apresentar, ao menos em certas regioes do espaco de fases, a topologia
dos sistemas nao-twist, delimitando um regime (condi¢ao de parametros) e um local do
espaco de fases onde os teoremas fundamentais nao sao vélidos. Em resumo, Dulling et.
al. [DMS99], através de um estudo sobre as formas normais ao redor de um ponto eliptico
(forma normal de Birkhoff), mostrou que um toro sem twist emerge no sistema através
de uma bifurcacao atipica. Esse mesmo toro colide com uma bifurcagao centro-sela dando

origem a uma 6rbita de periodo - 3.

A aplicacao das formas normais com o intuito de identificar toros sem shear pode
ser bem complicado, dependendo do sistema ou mapa estudado. A fim de superar esse
obstaculo, é interessante introduzir um procedimento numérico para identificar os toros
sem shear que, em determinadas situagoes, podem surgir ao redor do ponto eliptico. Nesta
tese, nés estudamos um procedimento numérico baseado na variacao do perfil espacial
do nuimero de rotacao interno de uma ilha regular, ou seja, a medida da rotacao dos
toros invariantes com relagao ao centro eliptico de uma determinada ilha regular. Com o
intuito de verificar o nascimento secundario de toros sem shear em sistemas hamiltonianos,
nossa metodologia de estudo nos permitiu identificar nao somente os toros sem shear
relacionados as drbitas de periodo - 3, mas também um novo cendrio para érbitas de
periodo - 4. Primeiramente (ver capitulo 4), nés aplicamos o procedimento do nimero de
rotacao interno para algumas ilhas regulares do mapa padrao nao-twist e twist (segoes 4.2
e 4.3, respectivamente). Em seguida, discutimos sobre a presenga de bifurcagées do tipo
nao-twist para ordem maiores. Aparentemente, as bifurcacoes de ordem superiores a

quatro, que surgem a partir de um toro secundario nao twist, deve-se a quantidade de
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parametros ajustéveis do sistema (ver referéncia [DMS99] e a secao 4.4).

Por fim, uma vez determinada a fenomenologia nao-twist local em sistemas hamilto-
nianos gerais, o método foi aplicado em um modelo utilizado para descrever linhas de
campos magnéticos em tokamaks com limitadores ergddicos (capitulo 5). Essa é a nossa
principal aplicagao para os estudos tedricos e numéricos desenvolvidos pelos capitulos
iniciais. Nossa motivagao foi estudar os fenomenos nao-twist relacionados aos perfis es-
paciais dos campos elétrico e magnético na borda de um plasma confinado por camaras
toroidais chamadas tokamaks [Boo04, Mor98]. O confinamento magnético de plasmas
em tokamaks é estudado para verificar a possibilidade de se construir reatores de fusao
termonuclear controlada para gerar energia elétrica [HP02]. Recentemente, este projeto
recebeu um grande impulso com o inicio da construcao, por um consércio de paises, do
tokamak ITER, em Cadarache (Franca). No entanto, para o sucesso do experimento, é
necessario superar algumas dificuldades que limitam o confinamento do plasma, entre os
quais esta a instabilidade do plasma e o transporte anomalo de particulas que saem do

plasma confinado e se dirigem para a parede do tokamak.

Muitas experiéncias realizadas recentemente [JAF04, JSAT06, EMW'04] confirmam
que este transporte anomalo depende das configuracoes dos campos elétrico e magnético na
borda do plasma que ocorre devido as trajetorias cadticas das particulas. A configuracao
do campo elétrico na borda influencia o transporte anomalo de particulas também na
borda do plasma, por modificar as ondas eletrostaticas turbulentas de frequéncias baixas,
conhecidas como ondas de deriva [Hor99]. Conforme observado em vérios tokamaks, as
derivas determinam o movimento cadtico das particulas do plasma e, consequentemente,

o transporte radial delas para fora do plasma.

Por outro lado, a configuracao do campo magnético total na borda do plasma, re-
sultante do campo de equilibrio, mais as oscilacoes naturais provocadas por correntes
elétricas externas, também alteram a trajetéria das particulas do plasma e, portanto, a
interagao entre o plasma e a parede interna do vaso toroidal do tokamak [CVAT02]. Umas
das principais consequéncias de uma configuracao inadequada é o acimulo de colisoes de
particulas em certos locais na parede, que aquecem o vaso e liberam ions pesados que
contaminam o plasma e degradam o seu confinamento.

Particularmente, estamos interessados nos efeitos dos perfis espaciais dos campos
elétrico e magnético, sobre o transporte de particulas na borda do plasma confinado
em tokamaks. E nesse dominio que valem os modelos de sistemas dinamicos hamiltoni-
anos, que tém sido propostos para descrever as linhas de campos no plasma e que serao
utilizados nesta tese com o ajuste de perfis radiais monotonicos (twist) e também nao-
monotonicos (ndo-twist) com a finalidade de se estudar o escape de trajetérias devido a
um espaco de fases onde se contrastam o movimento caético e regular. O modelo discu-
tido no capitulo 5 e detalhada no apéndice A descreve as intersecoes das linhas de campo

magnético com uma secao poloidal do tokamak, cujas perturbagoes sao criadas por um



limitador magnético, usado para controlar as flutuagoes do campo magnético na borda
do plasma. Neste modelo verificamos que a simples presenca de curvas sem shear se-
cundarias em ilhas ressonantes no espaco de fases nao alteram o transporte de trajetérias
(linhas de campo) de maneira notéria. Contudo, no limite em que a curva sem shear
toca o mar de caos, dé-se inicio a quebra dessa curva, conduzindo a componente cadtica
a experimentar efeitos de aprisionamentos alterando o escape usual das linhas de campos
magnéticas em dire¢ao a parede do tokamak (5.2.2). Para finalizar, nés adotamos perfis
radiais de equilibrio modificados de tal maneira que, a criagao de barreiras de transporte
fosse induzida. Tais barreiras constituem-se, de maneira geral, por curvas invariantes re-
sisténtes a perturbacoes e que agem como um limitante ao transporte global pelo espaco
de fases (5.3).

Sobre esta tese

Esta presente tese de doutoramento é resultado de estudos realizados no Instituto de
Fisica da Universidade de Sao Paulo (USP) durante o periodo de Margo de 2010 a Agosto
de 2013 sob orientacao do Prof. Dr. Iberé Luiz Caldas e apoio das agéncias de fomento
CAPES e FAPESP (2010/00740-6). Parte dos resultados obtidos estao publicados em
revistas especializadas [AC12, CVAT12] e serao mencionados nas respectivas segoes desta
tese.

Os resultados apresentados sao, essencialmente, numéricos, mas sempre pautados por
uma teoria bem definida na literatura e discutida no decorrer do texto.

A divisao dos capitulos segue a seguinte ordem. No capitulo 2, ndés apresentamos
um resumo sobre sistemas hamiltonianos e os principais teoremas que regem a dinamica
de sistemas twist. O capitulo 3 apresenta o mapa padrao nao-twist como protétipo para
estudarmos os fenomenos que ocorrem no espaco de fases devido a degenerecéncia do perfil
do nimero de rotacao. No capitulo 4, um método numérico, para o estudo do niimero
de rotacao de regioes regulares locais, é apresentado e aplicado a trés sistemas dinamicos
distintos. O capitulo 5 descreve um mapeamento simplético para as linhas de campo
magnéticos em um tokamak. As bifurcacoes ditas nao twist sao encontradas e estudadas
no contexto do transporte de trajetérias. Um estudo sobre o transporte, também foi
realizado ao considerarmos diferentes perfis de rotacao no modelo. As conclusoes e uma
lista de questoes em aberto estao apresentadas no capitulo 6. Os detalhes para a obtengao
de um mapa simplético, que descreve as linhas de campo em um tokamak com limitadores

ergodicos, estao no apéndice A.
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Capitulo 2
Notas sobre sistemas hamiltonianos

Os resultados fundamentais sobre sistemas hamiltonianos, necessarios ao nosso
projeto, estao revisados neste capitulo. Iniciamos na secao 2.1 apresentando
o formalismo para os sistemas hamiltonianos integraveis. O problema de uma
hamiltoniana quase - integravel é discutido na se¢ao 2.2 bem como os teoremas
fundamentais KAM e de Poincaré-Birkhoff. As estruturas que compoem o
espaco de fases sao apresentados na secao 2.3 e suas propriedades dinamicas

na se¢ao 2.4.

2.1 Sistemas hamiltonianos integraveis

Sistemas hamiltonianos sao aqueles descritos por uma funcgao escalar H (p, ¢, t), denomi-
nada hamiltoniana, cujo par de varidveis canonicas (g;, p;) de N graus de liberdade, define
um espaco de fases. A dinamica do sistema é determinada pelas solugoes das equacoes de

Hamilton,

pi = —0H/0q; ¢; = 0H/Op. (2.1)

O formalismo hamiltoniano é muito 1til pois, entre outras coisas, repassa N equagoes
diferenciais de segunda ordem para 2N equagoes de primeira ordem. Além disso, por
uma mudanga de varidveis, é possivel escrever as equacoes de Hamilton de forma mais
adequada para se obter suas solucoes. Para tanto, busca-se uma transformacao canonica,
(gi, pi) — (Qi, P;) de coordenadas que preservem as equagoes de Hamilton. Uma maneira

de se obter as transformacoes canonicas é através de uma funcao geratriz que pode ser:

Si(q,Q,t); Sa(q, Pit); Ss(p,@,t); Sa(p, Pt), (2.2)
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para gerar uma nova hamiltoniana,

K(Q,P,t) = H(q,p,t) + 8S/0L. (2.3)

Uma transformacao muito conhecida e que, por vezes, deixa a solu¢ao de um problema
pela formulagao hamiltoniana mais simples, sao as transformacoes para coordenadas de
agao-angulo (Q, P) = (I,¢). A principal vantagem de se obter varidveis agao-angulo é
que a nova hamiltoniana K passa a depender apenas da agao I, K = K(I), tornando o

processo de integracao trivial, pois das equagoes de Hamilton (2.1) segue que

. 0K

oK
0= 51

~55 =" (2.4)

= w = constante; I =

com solugoes: [ = Iy e ¢ = ¢g + wt, onde Iy e ¢y sao as condigoes iniciais do problema.

Para N graus de liberdade a fungao hamiltoniana torna-se K = K(Iy,...,Ix), cujas

solugbes para as equagoes de Hamilton (2.4), definem N constantes de movimento Iy.

Constante de movimento: Uma funcao G(g,p,t) é uma constante (invariante) de

movimento se:

dG 0G 0 0G 0 oG 0GOH 0GOH oG
_:():__p_|___q_|__:_____:{C:,H}_|__7

dt Op Ot Og ot Ot dq 0q Op Op ot

onde {} definem os colchetes de Poisson. Quando H nao depende do tempo, G é dita
constante de movimento se {G, H}=0. Uma consequéncia direta da existéncia de invari-
antes de movimento é a reducao da dimensao da dinamica do sistema, ou seja, se existem

M invariantes, o movimento da dinamica ocorre em (2N — M) dimensdes.

Uma questao surge neste momento; qualquer problema tratado pelo formalismo hamil-
toniano pode ser reduzido a uma transformagao candnica nas coordenadas acao-angulo?
Ou seja, é sempre possivel reduzir uma hamiltoniana a um sistema integravel? Infeliz-
mente nao, e na verdade, sistemas integraveis sao raros. Mas, para que o sistema seja

integravel o teorema de Arnold-Liouville diz que:

Sistemas integraveis (teorema de Arnold-Liouville): Se ha um sistema com N
constantes de movimentos independentes uma das outras de forma que sejam involugoes,
ou seja, {G;,G;} = 0 ent@o isso implica na existéncia de varidveis de angulo-acao e

portanto, o sistema é integravel.
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2.1.1 Mapa de Poincaré

Sistemas com mais de dois graus de liberdade podem ser bastante dificeis de se tratar
devido a dimensao do espago de fases. No entanto, esses sistemas sao de grande interesse
fisico agregado ao fato da possibilidade de apresentarem movimentos cadticos. A chamada
se¢ao de Poincaré consiste em uma hipersuperficie 2 transversal ao fluxo de trajetérias
definidas em um espaco de fases. Dessa forma um sistema com N dimensoes pode ser
representado por um espaco de N — 1 dimensoes.

Suponhamos, por exemplo, um sistema hamiltoniano dependente do tempo de di-
mensao N, ou seja, H(q,p,t) = H(q,...,qn,P1, -, PN, t). Como temos N momentos e
N posigoes, a dinamica desse sistema é representada em um espago de fases de 2N di-
mensoes. No entanto, a aplicacao de uma secao de Poincaré reduz o sistema para 2N — 1
dimensoes. Dado um cruzamento inicial P, com a superficie de Poincaré €2, a evolucao
dessa trajetoria passara consecutivas vezes pela mesma secao definindo pontos discretos.
A dinamica discreta que relaciona o ponto P, com o proximo cruzamento Py é chamado

mapa de Poincaré.

Pys1 = TP (2.5)

Caso a dinamica desenvolvida pelo conjunto de pontos seja quase-periddica, ela sera
representada na secao de Poincaré por uma curva ou toro invariante, enquanto a dinamica

cadtica é definida por pontos densamente distribuidos.

Figura 2.1: Esboco de uma secao de Poincaré §2 que intersepta uma trajetéria gerando, assim,
o mapa de Poincaré.

2.1.2 Mapas simpléticos

Sistemas hamiltonianos sao, essencialmente, simpléticos', o que significa que nao so-
mente o volume do espaco de fases é preservado (Teorema de Liouville) como também areas

infinitesimais. Um mapa T serd simplético se este satisfazer a condi¢ao simplética [Ott02]:

1A palavra simplético vem da palavra grega sumplektikos, que significa entrelacado.
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OTyN\' OT
_ Q.. 2.
Sy ( oz ) Sy ( ox ) ( 6)
0T N

onde(w) é a matriz jacobiana, T significa a transposicao e Sy é a matriz simplética

Oy —I
Sy — N N
Iy Opn

composta por matrizes nulas Oy e matrizes identidade Iy de ordem N.

definida por:

2.2 Sistemas quase-integraveis e o teorema KAM

Considere uma fungao hamiltoniana,

H(I, ) = Ho(I) + eH\(I, 9), (2.7)

formada pela soma entre a hamiltoniana Hy de um sistema integravel e o termo pertur-
bativo H;. As varidveis (I, ¢) sdo, respectivamente, a agdo e o angulo do sistema nao
perturbado Hy. Se, € = 0, o sistema ¢ integravel e as solugoes da hamiltoniana (2.7)
definem trajetérias dadas por: [ = Iy e ¢ = ¢g + wt onde w é a frequéncia natural,
w = 0Hy/0I. No entanto, sistemas integraveis com mais de um grau de liberdade sao
raros e a menor perturbacao pode destruir as constantes de movimento tornando-o nao
integravel. O estudo do efeito de pequenas perturbagoes sobre um sistema hamiltoni-
ano foi chamado de problema fundamental da mecanica por Henri Poincaré [Poi92] que
a principio concluiu que se todas as constantes de movimento fossem destruidas, restaria
somente H = Energia. Porém, apesar da conclusao correta de Poincaré, essa foi apenas
a introducao para o desenvolvimento de uma solu¢ao mais ampla que comentaremos a
seguir.

Para desenvolver uma solugao para a hamiltoniana (2.7), buscamos uma transformagao
canonica (I, ¢) — (J, 6) de forma que a nova hamiltoniana K seja fungao apenas das novas

variaveis de acao. A funcao geratriz desta transformagao é dada por:

S(J,0) = J.0 + €S, (J,0) + O(2). (2.8)

Com aproximacao de primeira ordem, as coordenadas originais sao:
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25(J,0) 95,(J, )

I1(J,0) = 0 J+ € 50 + O(é?) (2.9)
6(J,0) = 855]’ 0 _y_ 6% +0(&). (2.10)

Substituindo na hamiltoniana (2.7), obtemos a nova hamiltoniana K (.J,0)

K(J,0) = Hy(I(J,0))+ eHy(I(J,6),6(].6))

= H(](J) + € {w% +H1(J, 6)):| +O(€2)

= Ko(J) +eKi(J)+ O(e2). (2.11)

Como esperamos que K = K (J) temos que determinar S; de forma que K; = K;(J).

Geralmente, assume-se que K e H; sao expansiveis em uma multipla série de Fourier:

+o0o
Si(1,0) = Y Sim(J)em™ (2.12)
+o0 |
Hy(J,0) = > Hyn(J)e™. (2.13)
Entao, K; torna-se,
400 4
Ky= ) [imwSim + Himle™. (2.14)

Para um caso nao-ressonante a escolha

Si=>_ z‘HL(J), (2.15)

m - w
m#0

seria excelente, caso cancelasse todos os termos de Ky, exceto o termo para m = 0 de

Hy,,, e portanto, terifamos em primeira ordem de e:

Ki(J) = Hip = (Hy), (2.16)
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0 que resultaria em uma nova hamiltoniana K dependente somente da agdo: K(J) =
Ho(J) + €(Hy).

No entanto, a convergéncia da série (2.15) depende significativamente de seu denomi-
nador. Por exemplo, se considerarmos o caso de dois graus de liberdade, o denominador

que aparece em (2.15) pode ser escrito como,

Niwy + Nawy = Nywsy (ﬂ — —mz) ) (2.17)
w2 my

Quando w;/wy formam uma razao irracional o denominador n.w assume valores pe-
quenos, pois sabe-se que qualquer niimero irracional pode ser muito bem aproximado por
dois inteiros r e s de tal forma que; (w1/wy — r/s) < §, para qualquer valor de §. Logo
a convergéncia da série (2.15) depende dos coeficientes (mq,ms) de Fourier de tal forma
que Hi,, va a zero mais rapido do que a aproximagao do irracional w;/ws pelo racional
msg/my correspondente.

O problema da convergéncia da série perturbada e, consequentemente, o que acon-
tece com as trajetérias desse sistema foi tratado por Arnold e Moser por volta de 1960,
seguindo as conjecturas de Kolmogorov, de 1954, no que hoje conhecemos por teorema
KAM. Em suma, o teorema KAM? prova que a série perturbativa converge para tra-

jetoérias cuja razao de frequéncia seja:

K(e)
7572

w1 r

W2 S

(2.18)

onde K (€) vai a zero quando € vai a zero. Portanto, conclui-se que perturbagoes fracas
nao alteram, substancialmente, a maioria dos toros com razao de frequéncia longe de
r/s (trajetéria quase-periédica); sdo destruidos apenas os toros ressonantes e uma certa
vizinhanga.

O principal do teorema KAM é que ele se concentra na estabilidade estrutural dos toros
quase-periddicos, no entanto, a prova deste teorema assume por hipdtese que o sistema

nao perturbado seja nao degenerescente® ou seja,

8(.00 . 82H0
=S A0 (2.19)

também conhecida como condicao twist.

20 procedimento KAM para provar a convergéncia da série perturbativa, pode ser visto como uma
técnica super convergente como o método de Newton [AA89]

3Uma demostracio sobre o teorema KAM e a utilizacdo da hipétese da ndo degenerescéncia pode ser
encontrada na referéncia [FMO6] pags. 522-529.
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k=0
——~a=o]

c=(c-a)

— k=k+1

Figura 2.2: Algoritimo para a formacgao das fracoes continuas de um nimero qualquer o. Os
colchetes indicam a parte inteira do niimero o

2.2.1 Fracgoes continuas

O teorema KAM nos diz que a convergéncia da equagao (2.15) depende diretamente
da diferenca entre o toro irracional e os toros racionais. Em outras palavras, temos que
determinar se a razao entre as frequéncias nao perturbadas o = wj/wy estd longe dos
nimeros racionais pelos limites da equagao (2.18).

Sabe-se que um numero irracional o pode ser aproximado tao bem quanto possivel por
um racional. Uma maneira de gerar uma aproximacao racional para um nimero irracional

¢ chamada de fragoes continuas, escritas na forma:

o =ag+ = [ao, ai, g, as, ] (220)

ap +
1

ag + ———
2 CL3—|—...

onde os coeficientes a; sao dados por nimeros inteiros positivos caso ¢ > 1 e ag ¢ dado
pela parte inteira do nimero irracional o. Essa aproximacgao ¢é unica e ideal no sentido
em que nenhuma outra aproximacao racional gera melhor precisao.

A seguir, mostramos a aproximacao do nimero irracional 7 por fragoes continuas que

pode ser obtida através do algoritimo ilustrado na figura 2.2.

=3+ = [3,7,15,1,292, ..] = 3, 14159265... (2.21)

14—
* 292 + ...

Quando existe um valor a; que se repete indefinidamente, é comum colocarmos uma

barra superior no nimero que se repete para simplificar a notacao. Por exemplo, um
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nimero irracional representado em fragoes continuas por: [0,1,2,2,2,2,2,...] pode ser
simplificado por [0,1,2] caso o niimero 2 se repita indefinidamente.

Dado um numero irracional, sua representacao por fragoes continuas converge mais
rapido se a sequéncia de a;s diverge. Dessa forma, diz-se que um numero é o mais ir-
racional de todos se sua aproximagao por racionais é a mais lenta possivel, ou seja, sua
representacao por fragoes continuas possui todos os termos a; iguais a 1. Esse ntmero é

conhecido como razao aurea ou nimero de ouro,

5+ 1
v=[1,1,1,1,1,1,..] = % = 1.6180339... (2.22)

Uma curiosidade sobre a razao durea é que sua sequéncia de racionais formada ao
truncarmos em a;, gera uma sequéncia de Fibonacci tanto para o numerador quanto para
o denominador (veja tabela 2.1). A sequéncia de Fibonacci é formada de tal forma que

cada termo subsequente é a soma dos dois precedentes.

Tabela 2.1: A sequéncia de truncamentos da razao durea forma uma série de Fibonacci para
o numerador e o denominador.

a; Fragao Continua Valor truncado
1 1] 1/1

2 [1,1] 2/1

3 [1,1,1] 3/2

4 [1,1,1,1] 5/3

5 [1,1,1,1,1] 8/5

6 [1,1,1,1,1,1] 13/8

7 1,1,1,1,1,1,1] 21/13

8 [

1,1,1,1,1,1,1,1] 34/21

A razao aurea é parte de um conjunto de nimeros conhecido como nimeros nobres.
Os numeros nobres sao aqueles que possuem representagao por fragoes continuas que
terminam em uma sequéncia infinita de 1’s. Particularmente, os niimeros nobres formam
um conjunto de irracionais quadréticos, ou seja, podem ser escrito na forma: P4 +v/M /S,

onde P, M,S € Z (veja a representagao da razao aurea em (2.22)).

2.2.2 O teorema de Poincaré - Birkhoff

O teorema KAM prevé a sobrevivéncia dos toros irracionais, porém nao fornece in-
formagao alguma sobre os toros ressonantes (racionais). Para descobrir o que acontece na
regiao dos toros racionais, recorre-se ao teorema de Poincaré-Birkhoff.

Sabemos que as Orbitas sobre os toros aparecem na secao de Poincaré como uma
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sequéncia de pontos formando uma curva correspondente sob agao do mapa de Poincaré
T. Se tal curva I; = constante de um sistema nao perturbado possui niimero de rotagao
racional ¢/p, os pontos que definem essa curva serdao de fato pontos fixos do mapa de
Poincaré, com periodo - p. Pode-se mostrar que pontos em uma curva imediatamente vi-
zinha, I1 44§ nao sao pontos fixos do mapa, pois, a cada interceptacao na secao de Poincaré
rodam um pouco mais do que seria necessario para formar o racional ¢/p. Portanto, a
aplicacao do mapa T sobre os pontos I; + 6 > I; rodam no sentido anti-horario. Da

mesma forma, pontos sobre a curva I; — 9 < I; giram no sentido horario (veja figura 2.3).

Figura 2.3: No sistema integravel, se pontos sobre I; sdo pontos fixos do sistema entao: (i)
pontos sobre circulos externos a I; rodam no sentido anti-horario e (ii) pontos sobre circulos
internos rodam no sentido horério, gerando uma torcao no espaco de fases.

Agora, vamos considerar que o sistema esteja perturbado, ¢ # 0. Obviamente, nao
esperamos que os circulos da figura 2.3 permanecam invariantes. No entanto, se ¢ for
pequeno os pontos acima e abaixo de [; ainda permanecerao com a mesma rotacao, ou
seja, sentido anti-horario e horario, respectivamente. Ao analisarmos a dinamica dos
pontos iniciais com um certo angulo 6y, perceberemos que, por continuidade, havera um
ponto que nao possui rotacao (figura 2.4 (a)). Se fizermos isso para todo 6, encontraremos
uma curva C,, nao invariante, pois move-se radialmente. Assim, aplicando o mapa T a
curva C, obtemos uma nova curva deslocada radialmente, mas preservando a area original
devido ao teorema de Liouville.

Pela figura 2.4 (b), podemos concluir que:
e As curvas C, e T(C,) se interceptam um nimero par de vezes.

e Os pontos de interseccao sao pontos fixos do problema, pois nao rotacionam nem se

movem na direcao radial.
e Metade dos pontos sao estaveis e a outra instaveis.

A estabilidade dos pontos fixos pode ser analisada através das setas que indicam o
movimento na figura 2.4 (b). Perceba que em dois dos pontos fixos o0 movimento das setas
¢ de rotacao em torno dos pontos enquanto, nos outros dois pontos restantes o movimento

das setas aproximam-se e afastam-se dos pontos fixos de maneira alternada, como mostra
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a) C)

Figura 2.4: Esquema para o teorema de Poincaré Birkhoff. (a) Curva (vermelha) dos pontos
que nao rodam sobre a acdo do mapa T. (b) Interseccao entre as curvas C. e T(C,), criando
pontos fixos. (c) Metade dos pontos fixos sao estaveis (pontos elipticos) e a outra metade sao
instaveis (selas hiperbdlicas).

a figura 2.4 (c). Os pontos ciclicos sdo estruturalmente estdveis e chamados elipticos.
Os outros pontos, hiperbdlicos, sao instaveis cujas selas sao formadas por um conjunto
de pontos que tendem assintoticamente ao ponto fixo (variedade estéavel W) e por outro
conjunto que se afastam do ponto fixo (variedade instavel W,,).

A andlise que fizemos acima descreve o teorema de Poincaré-Birkhoff, que pode ser

resumidamente colocado como:

O Teorema de Poincaré - Birkhoft: A acao de uma perturbacao € em um sistema
integrdvel causa o desaparecimento de quase todas as orbitas periodicas existentes. As
orbitas ressonantes q/p que sobrevivem tornam-se um nimero par de drbitas sendo metade

delas instdveis (sela hiperbélica) e metade estdveis (centro eliptico).

Pela figura 2.4 (c), temos que a topologia da nova ilha ressonante fica definida por
uma ilha central de movimento quase - periédico no sentido horéario e duas pequenas
ilhas ao redor da principal separadas pelo conjunto das variedades estaveis e instaveis,
as quais chamamos de separatriz. Cabe salientar que as ilhas menores possuem rotagao
com relagao ao centro da ilha principal dada pelo racional ¢/p. Porém, os toros dentro
dessas ilhas possuem uma dinamica local, ou seja, uma rotacao propria se tomarmos como

relacao o centro da prépria ilha.

2.3 Mapas twist

Consideremos um mapa simplético e bi-dimensional T : (z,y) — (2/,%). O mapa T é

dito twrst se,
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ox’
8_y # 0. (2.23)

A equacao (2.23) é equivalente a equagao (2.19) definida para sistemas hamiltonianos
continuos, logo, (2.23) é a condicao twist para mapas simpléticos bi-dimensionais. Pela
equagao (2.23) vemos que, se existe uma constante c¢ tal que: %—QZ > ¢ > 0, entao 2’ é uma
funcao monotonica de y.

A condicao twist implica que se um mapa T é twist, entdo, T~! também é twist.
Contudo, cabe ressaltar que T™, com n > 2 nao é, necessariamente, um mapa twist. Os
mapas simpléticos do tipo twist possuem uma teoria bem desenvolvida, além disso, a
condigao twist (2.23) é peca fundamental para prova de alguns teoremas (veja segao 2.2)

e portanto, podem ser verificados nos espacos de fases correspondente ao seu mapa.

2.3.1 Os componentes do espaco de fases

Como visto na secao 2.2, para sistemas hamiltonianos quase-integraveis o teorema
KAM estabelece que quase todos os toros sobrevivem a uma pequena perturbacao. Vi-
mos ainda que, segundo o teorema de Poincaré-Birkhoff, a grande maioria das orbitas
racionais nao resistem a perturbacao, restando geralmente um par delas sendo metade
delas instaveis e a outra metade estaveis.

O cenario descrito acima pode ser observado pelo espaco de fases de mapas simpléticos
twist, cuja condicao twist estabelece que o nimero de rotacao é uma funcao monotonica
crescente (ou decrescente) da acdo /. Uma revisdo sobre as principais caracteristicas de
um espaco de fases de sistemas simpléticos que satisfazem as condi¢oes do teorema KAM
e de Poincaré-Birkhoff é apresentado em [Mei92]. Por hora, discutiremos brevemente os
principais componentes do espaco de fases de mapas simpléticos bi-dimensionais do tipo

twist.

Pontos elipticos: sao estdveis e possuem autovalores dados por A\ = Ay = €?™. Tra-
jetorias proximas aos pontos elipticos desenvolvem um movimento quase-periédico

(invariante) ao seu redor.

Pontos hiperbdlicos: sao pontos fixos instaveis cujos autovalores sao reais no intervalo
A1 < 1 < Ag. O ponto hiperbdlico possui variedade estavel e instavel. O conjunto
de pontos iterados para o futuro que tendem ao ponto hiperbdlico é a variedade

estavel. Caso contrario tem-se a variedade instavel.

Curvas invariantes: também conhecidas como curvas ou toros KAM, sao observadas
como curvas no espaco de fases desempenhando um movimento quase-periédico

de rotacao irracional. De modo geral, dizemos que C é uma curva invariante se
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T(C) = C. Segundo o teorema KAM, essas curvas sdo destruidas ao violar a
condigao (2.18), conforme aumenta-se a perturbacao e. Para um valor elevado da
perturbacao e é possivel destruir boa parte das curvas invariantes, e, embora o
movimento quase-peridodico nao esteja sob curvas que cruzam o espaco de fases,
ele confina-se em pequenas ressonancias (ilhas regulares) e em conjuntos fractais

(conjunto de cantor).

A condigao (2.19) implica, de fato, que o nimero de rotagao deve variar monotoni-
camente no espaco através das superficies Hy. Em mapas discretos, a condicao twist é
definida pela equagao (2.23) e a monotonicidade das dérbitas do espaco de fases pode ser

analisada pelo niimero de rotacao definido como:

o0
1 T -
. : +1 0
w= lim — g (Tpy1 — 1) = lim ", (2.24)
n—oo M n—o0 n
n=0
Da equagao (2.24), percebe-se que um nimero de rotagao existe quando um limite bem
definido também existe. Assim, se um ponto inicial retorna para o mesmo ponto apds a
n-ésima iteracao, entao temos uma oOrbita periddica, cujo nimero de rotacao é dado por
um racional ¢/p, onde p é o periodo e ¢ o nimero inteiro de vezes que a 6rbita passou
pelo dominio z. As o6rbitas quase-periddicas (toros invariantes) sdo representados pelos
nimeros de rotagao irracionais, enquanto o nimero de rotagao nao converge para uma

orbita cadtica.

Para uma grande quantidade de sistemas (e isso nao se restringe apenas a mapas twist)
o aumento da perturbagao induz ao aumento da regiao cadtica do sistema formando um
espaco de fases misto de regides cadticas e regulares. Quando o toro mais irracional é
quebrado uma trajetoria cadtica pode assumir valores da acao I dependendo do alcance da
regiao cadtica. Neste momento, os toros KAM restringem-se as ressonancias, geralmente
chamadas de ilhas KAM ou somente ilhas que constituem-se de regides regulares imersas

no mar de caos.

2.3.2 O Mapa Padrao Twist (MPT)

Para descrever o cendrio de mapas twist, apresentamos o mapa padrao twist (MPT),

também conhecido como mapa de Chirikov-Taylor [Chi79]:

Jpi1=Jp + %sin(Zan), mod1

(2.25)
Oni1 =0, — Juun, mod1l
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05— ————

Figura 2.5: Espaco de fases para o MPT com diferentes valores do parametro de perturbacao.
Da esquerda para a direita temos K = 0.20; K = 0.95 e K = 3.2.

onde K > 0 é o parametro de nao-linearidade do mapa. E dito twist pois 00,,+1/0J, # 0.
A maioria dos estudos envolvendo o MPT lida com o surgimento do caos e os fendomenos
de transporte no sistema. Além disso, alguns sistemas com ressonancias equidistantes

nao-lineares no espago de fases podem ser, localmente, reduzidos ao MPT.

Para K = 0, o mapa padrao é reduzido a:

Jn-i—l = Jn

(2.26)
en—l—l = en - Jn-‘,—l-

Assim, como J é uma constante de movimento e § decresce a uma taxa constante, as
solucoes continuas sao dadas por J; = Jy; 6, = 0y + Jt e, portanto, integravel.

A dinamica cadtica das érbitas é obtida ao aumentarmos o valor de K com condigoes
iniciais apropriadas. Na figura 2.5 apresentamos trés espacos de fases tipicos do MPT
com diferentes valores do parametro de perturbacao K. Quando o valor da perturbacao
é pequeno o espaco de fases é completamente preenchido por trajetérias periddicas ou
quase-periddicas como observamos na figura 2.5 (a).

Ao aumentarmos a perturbacao, ha formacao de mais ressonancias causadas pelos
valores racionais dos antigos toros como previsto pelo teorema de Poincaré-Birkhoff. Es-
sas ressonancias estao limitadas por separatrizes que devido a instabilidade do ponto
hiperbdlico geram pequenas camadas cadticas ao redor das ressonancias. Para certos va-
lores de perturbagdo, algumas das curvas invariantes (quase - periédicas) também sao
destruidas, o que segundo o teorema KAM ocorre por nao satisfazerem a condigao 2.18.
O cenério descrito anteriormente pode ser verificado no espago de fases da figura 2.5 (b).

Segundo o proprio teorema KAM e pelo o que estudamos sobre a descricao de niimeros
irracionais por racionais na forma de fracoes continuas, o ultimo toro irracional a ser

rompido deve ser o mais irracional de todos, ou seja, a razio durea v = [1,1] = (1/(5) +
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1)/2. Diversos estudos foram realizados no sentido de encontrar o valor da perturbagao
responsavel pela quebra do ultimo toro KAM e ap0s significativas melhorias, geralmente
ligada aos métodos numéricos de andlise, sabe-se que a tltima curva KAM quebra-se com
perturbagao proxima de K. = 0.971635406. A partir deste valor de perturbacao as curvas
KAM (invariantes) nao existem de forma global no espaco de fases, restringindo-se apenas
as ilhas regulares. A figura 2.5 (c) para K = 3.2 mostra o extenso mar de caos que cerca
uma ilha KAM.

2.4 Sobre a dindmica no espaco de fases

Nas secoes anteriores, vimos que os mapas, ou de maneira geral os sistemas hamilto-
nianos nao integraveis apresentam regioes cadticas e regulares. Tais regides coexistem e
espera-se que formem uma estrutura hierarquica pelo espago, ou seja, na vizinhancga de
uma ilha regular priméria deve haver outras ilhas regulares secundarias de menor tamanho
e assim por diante. Logo, esperamos encontrar uma estrutura auto similar de ilhas em

torno de ilhas. Essa estrutura foi observada por Birkhoff em 1935. Em suas palavras:

It 1s clear that not only do general elliptic periodic solutions possess neighbor-
ing elliptic and hyperbolic periodic solutions, but also, beginning again with the
neighboring elliptic solutions, who are, as it were, satellites of these solutions,
one can obtain other elliptic and hyperbolic solutions which are secondary satel-
lites *. [Bir35]

Portanto, podemos pensar que ao redor de cada ponto fixo eliptico existe uma aplicacao
simultanea do teorema de Poincaré-Birkhoff (ver sub-segao 2.2.2) e do teorema KAM
(se¢do 2.2), que conduzem a uma estrutura auto-similar em diversas escalas espaciais.

O cenério observado por Birkhoff e alguns outros que posteriormente foram estuda-
dos sao relevantes para a dinamica do sistema, pois podem gerar o aprisionamento de
trajetorias alterando, significativamente, a maneira como essas trajetérias se dispersam

através do espaco de fases [Zas02a, Zas02b, Mei92].

2.4.1 Aprisionamento

A primeira evidéncia sobre o aprisionamento de trajetorias em determinadas regioes no
espago de fases foi realizada por Contopoulos [Con71] ao estudar a estabilidade de 6rbitas
periddicas de um sistema dinamico astronomico bi-dimensional. Em suma, o referido autor

ao tentar encontrar os limites de algumas ilhas de estabilidade, se deparou com 6rbitas que

4E claro que ndo s6 solugdes periddicas elipticas gerais possuem vizinhas solugoes periddicas elipticas
e hiperbdlicas, mas também, comecando de novo com as solucoes elipticas vizinhas, que sao, por assim
dizer, os satélites dessas solucoes, é possivel obter outras solugoes elipticas e hiperbdlicas que sao satélites
secundarios.
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permaneciam longos periodos de tempos ao redor dessas ilhas, para entao escapar para o
mar caotico presente ao redor. Esse fenomeno foi chamado de aprisionamento, do inglés
stickiness mas, pode ser encontrado também na literatura com o nome de armadilhas
dinamicas (dynamical trapping) [Zas02a).

Hoje, sabemos que os aprisionamentos ao redor de ilhas regulares no espaco de fases
¢ devido a existéncia dos chamados cantoros ao redor dessas ilhas [ECVD97]. Cantoros
sao conjuntos invariantes que consistem de infinitos pontos que nao formam uma linha
continua (toro) no espago, deixando pequenos vaos por toda parte [Aub78, Per79]. Esses
cantoros formam-se pela destruicao dos toros invariantes conforme aumenta-se a per-
turbagao.

A aceitagao do fenomeno de aprisionamento como propriedade fundamental em sis-
temas hamiltonianos foi imprescindivel para a compreensao sobre a dinamica hamilto-
niana. De um modo geral, qualquer contorno ou conjunto dentro do espaco de fases
pode estar relacionado com o aprisionamento de trajetorias. Ao longo dos anos, algu-
mas descrigoes qualitativas sobre essas armadilhas, tais como: ilhas tangle, hierarquia de
ilhas, camada estocastica e armadilha em rede, foram desvendadas e relacionadas com
problemas de aprisionamento [Mei92, Zas02a, Zas02b, CHOS|.

Uma maneira elegante para caracterizar os aprisionamentos pode ser obtida ao definir-
mos uma regiao de interesse e calcularmos a distribuicao dos distintos tempos T, gastos
entre a entrada e a saida de uma trajetoria nessa regiao. Por ora, vamos considerar uma
sequéncia de eventos de aprisionamento {17, T3, ..., T, }, com n muito grande. Assim, P(T)
¢ uma funcao de densidade de probabilidade e P(T)dT é a probabilidade de encontrar
um tempo T entre T' e T+ dT'. Em sistemas mistos essa distribuicao é dada por uma lei

de potencia:
P(T) ~T 1, (2.27)

onde v é o expoente caracteristico ou expoente de recorréncia.

Sem perda de generalidade, é numericamente conveniente usarmos a probabilidade de
distribuigao dos eventos de aprisionamento com tempo 7" maiores do que 7, p(7) ao invés
de P(T), assim:

p(T) = /OO P(T)dT. (2.28)

Logo, p(7) é uma distribuigdo cumulativa das recorréncias, também chamada de es-
tatistica dos tempos de recorréncia (ETR). A ETR define uma funcao de 7 decrescente,

partindo de p(0) = 1°. Perceba que o calculo da ETR s6 é possivel em sistemas hamilto-

50 valor de p(0) é igual a uma unidade, pois a distribuicio P(T') satisfaz a condi¢do de normalizacao:
J;° P(T)dT = 1.
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Figura 2.6: Distribuicdo dos tempos de aprisionamentos para o mapa padrao (2.25) com

K = 3.2. p(7) é uma distribuigdo cumulativa dos tempo T maiores do que 7. Para comparacao,
a curva pontilhada representa o decaimento exponencial.

nianos (nao dissipativos) fechados, pois, segundo o teorema das recorréncias de Poincaré:

Em um espago de fases Q@ um conjunto A € Q de medida u(A) > 0, possui
para quase todas as trajetorias (exceto aquelas de medida zero), um tempo T

de retorno dessa mesma trajetoria a vizinhanga de sua condi¢ao inicial.

Numericamente, a ETR é dada por,

plr) = =7 (2:29)
onde M, é o numero de recorréncias com tempo T > 7 e M é o numero total de
recorréncias observadas durante todo processo de iteracoes.

A figura 2.6 mostra o resultado numérico da ETR © para o mapa padrao (2.25) com

K = 3.2. Note que depois de um decaimento aproximadamente exponencial, o compor-
tamento é do tipo lei de poténcia, cujo expoente caracteristico obtido foi de v = 1.62.

Sistemas cujo espago de fases s@o abertos (ndo modulados) ndo compartilham da
propriedade recorrénte das trajetérias e portanto, a caracterizacao do aprisionamento
nesses sistemas fica restrita ao estudo sobre os tempos escape de um conjunto de condigoes
iniciais fornecidos sobre uma regiao aprisionante. Porém, cabe ressaltar que, uma vez que

a regiao de aprisionamento ¢é o fator relevante em estudo, o comportamento da cauda da

lei de poténcia deve se traduzir entre as diferentes maneira de se obté-la [Alt07, APT13].

Como o escape depende de um conjunto de condigoes iniciais, podemos definir uma fracao
de escape (FE) como sendo,

6Neste caso iniciamos uma tinica condicdo no mar de caos e recolhemos os periodos de tempos em que
a trajetéria permanecia dentro de uma regido definida ao redor da ilha principal: 6| = 0.25.
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N:sc
esc\T) =
Pese(T) N,

onde N¢*¢ é o numero de condicoes iniciais que escaparam com tempo 7" > 7 e Ny é o

(2.30)

nuamero total de condicoes iniciais.

A FE serd o método estatistico que utilizaremos em boa parte desta tese para carac-
terizar o aprisionamento. Isso, porque nossa principal motivacao dar-se-4 em um modelo
simplético de linhas magnéticas em uma camara toroidal. Estas linhas magnéticas sao
fechadas no centro, mas colidem com a borda externa da camara, resultando em linhas
de escape que podem ser ainda mais intensificadas ao se introduzir perturbacoes externas

no sistema (maiores detalhes serao apresentados no capitulo 5).

2.4.2 Transporte

Um dos principais efeitos do fendomeno de aprisionamento de trajetérias da-se sobre
o transporte, ou seja, pela dispersao global das trajetérias cadticas no espaco de fases
durante longos intervalos de tempo. O transporte é caracterizado pelo desvio quadratico
médio (segundo momento) de uma varidvel do espaco de fases, calculada a partir de um

conjunto de condicoes iniciais:

vty = 35 (OO S5 00 = r(0),]" o)

j=1 j=1

onde 7 é a coordenada em que se deseja estudar o transporte, (...) significa a média sobre
um conjunto de condicoes iniciais V.. A equacdo (2.31) passa a ser caracterizada pelo

crescimento algébrico no tempo:

(Ar?) ~ . (2.32)

Se u = 1 o sistema ¢é dito normal ou difusivo mas, se 0 < p < loul < pu < 2o
sistema ¢ classificado como sub-difusivo e super-difusivo respectivamente. O caso pu =1
é relacionado ao movimento completamente aleatério do mar de caos.

A conexa@o com o aprisionamento ocorre, justamente, quando i # 1, pois tal aprisiona-
mento das trajetdrias pode retardar a dispersao global (sub-difusivo) ou acelerar (super-
difusivo), caso a regiao onde ocorra o aprisionamento esteja relacionada com regides que
se difundem periodicamente no espago. (veja sobre modos acelerados no mapa padrao
em [LLI1]).

Em alguns casos particulares, nao é possivel calcular o desvio quadratico médio de

maneira satisfatoria. Isso acontece, por exemplo, em sistemas com escape, cujo nimero
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de condigoes iniciais nao permanecem durante todas as iteragoes e logo, passam a nao con-
tribuir com as médias dadas pela equagao (2.31). Contudo, podemos estudar a dispersao
das trajetorias nesses sistemas, analisando a taxa com que as condicoes iniciais escapam
(equagdo 2.30) e a maneira como as diferentes condigdes inicias com diferentes tempos de
escape estao distribuidos no espaco de fases. Essa técnica foi utilizada no capitulo 5 ao

estudarmos o transporte de linhas de campos magnéticos em tokamaks.



Capitulo 3
Topologia nao-twist

Neste capitulo, estudaremos a topologia de sistemas nao-twist. Para tanto,
revisitamos o mapa padrao nao-twist (secao 3.1). Os fenémenos chamados
nao - twist estao caracterizados na secao 3.2, na qual enfatizamos a presenca
de um toro sem shear caracterizado pelo maximo/minimo do perfil do nimero
de rotagao. Para finalizar, nés analisamos a quebra da curva sem shear a
partir de um método numérico rapido, baseado no teorema de Slater (sub-
secao 3.2.3). O estudo sobre a quebra da curva sem shear é importante, pois

marca o inicio do transporte global pelo espaco de fases.

3.1 O Mapa Padrao Nao-Twist (MPNT)

O mapa padrao nao twist (MPNT) é definido como:

T { Tny1 = Ty +a(l —y2.)) mod1 (3.1)

Ynt1 = Yn — bsin(27x,)

com parametros a € (0,1), b € R. O MPNT é um mapa simplético uma vez que satisfaz

a equacao (2.6) e dito nao-twist por violar a condic¢ao twist i.e:

axn-i—l (IE, y)

o =0 para Yn = bsin(27z) (3.2)

O MPNT retne os comportamentos universais de sistemas nao-twist [HH84, HH95,
dCNGM96, dCNGMI7]. Muitos sistemas fisicos sao representados por mapas nao-twist,
em especial, sistemas nao-twist sao de grande interesse para sistemas continuos e dis-
cretos que descrevem as linhas de campo magnético com cisalhamento reverso em toka-
maks [Boo04, CVJT12, PCVMO07], fluxos em dindmica de fluidos [ICNM93, dCNM92] e o

movimento de particulas descrito por certas hamiltonianas em fisica molecular [dCdA92].
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Pelo ponto de vista matematico, os sistemas nao-twist tém sua importancia devido ao
fato de contradizer alguns teoremas que assumem a nao-degenerescéncia das frequéncias,

tais como os teoremas KAM e Poincaré - Birkhoff comentados no capitulo 2.

Curvas de Simetria

A analise das simetrias de uma mapa é uma parte fundamental para se conhecer a
topologia do sistema. Além disso, as simetrias de um mapa auxiliam no desenvolvimento

de resultados analiticos e numéricos sobre o sistema.

O MPNT pode ser decomposto pelo produto de duas involugoes, isto é: T = M; o M.

Geralmente, as involucoes M, e M; sao definidas por '

My:d T T (3.3)
Ynt1 = Yn — bsin(2mx,)
Yn+1 = Yn

Além de ser simétrico as equagoes (3.3) e (3.4), o MPNT é simétrico a involugao S,

il =Tp +1/2
g. ] i1 =Ttl/ (3.5)
Yn+1 = —Yn

Pode-se demonstrar que o conjunto de pontos fixos de uma involugao M; formam uma

curva I'; a qual chamamos de curva de simetria, isto é: T'; : {(z,y)|M;(z,y) = (z,y)}.

Para o MPNT a simetria 'y e 'y geram as curvas:

s1={(v,y)|lr =0,y = y} s3 = {(z,9)lx =a(l—y?/2),y =y}
so={(z,y)lz=1/2,y =y} s = {(z,y)lz=a(l—y*/2)+1/2,y =1y}

As linhas de simetria definidas acima podem ser conferidas na figura 3.1 (a). Perceba
que ao caminharmos sobre uma linha de simetria temos sempre a certeza de passarmos

sobre diferentes toros.

1Cabe ressaltar que as involucdes My e M; ndo sdo tnicas. Outro exemplo possivel de involucdes
seriam 1o My e T o M;.
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3.2 Fenomenos nao-twist

Na regiao onde a condicao twist é violada, alguns fenomenos nao-twist sao observa-
dos [dCNGM96, WAFMO05, AWMO03, HH84, WAMO04, FWAMO06]. Fora dessa regido o
mapa se comporta exatamente como um mapa twist. Fenomenos nao-twist sao assim de-
nominados por nao serem previstos pelas teorias apresentadas no capitulo 2 e, portanto,
apresentam uma topologia no espago de fases diferenciada dos sistemas twist. Nessa se¢ao,
discutiremos os fenomenos nao-twist no MPNT utilizando procedimentos numéricos para

caracteriza-los.

3.2.1 Curva sem shear

Uma consequéncia direta de sistemas que nao satisfazem a condicao twist é a presenca
de trajetdrias irracionais e também de correntes de ilhas (Poincaré-Birkhoff) com o mesmo
nimero de rotacao. Essa caracteristica é devido a existéncia de um maximo ou um minimo
no perfil do nimero de rotagao do sistema correspondente. A curva invariante que pertence
a um extremo irracional do perfil do nimero de rotagao, é chamada curva sem shear e
possui gradiente de rotacao nulo. Podemos analisar o cendrio descrito acima ja no caso
integravel do MPNT. Por exemplo, para b = 0 em (3.1), uma 6rbita cujo nimero de
rotacao é definido por w = z, 41 — x,, estd localizado em (z,y) = (x,++/1 —w/a), ou
seja, temos duas érbitas separadas no espacgo de fases com o mesmo nimero de rotacao.
Para b # 0, um perfil numérico do nimero de rotacao sobre qualquer uma das linhas de
simetria, pode gerar mais do que duas orbitas com o mesmo numero de rotacao.

Uma vez que a violagao da condigao twist assegura a existéncia de um extremo
(méximo/minimo) no perfil do nimero de rotagao, pelo menos uma curva sem shear pode
ser encontrada em sistemas nao-twist. Como exemplo, nés apresentamos na figura 3.1 (a),
o espaco de fases do MPNT para b = 0.5232 e a = 0.3640. Ao lado do espago de fases,
figura 3.1 (b), temos o perfil do nimero de rotagao calculado através da equagao (2.24)
com 400 condicoes iniciais dispostas sobre a linha de simetria s;.

O espago de fases da figura 3.1 (a) é composto por trajetérias cadticas nas partes
externas e regulares ao centro. Percebe-se também a formacao de duas cadeias adjacentes
a curva sem shear de mesmo periodo, p = 3. A referida curva sem shear (linha vermelha)
foi encontrada pelo ponto maximo do nimero de rota¢ao mostrado na figura 3.1 (b).

Como dito anteriormente, é na vizinhanca da curva sem shear onde surgem os con-
juntos adjacentes de érbitas periddicas (corrente de ilhas). A disposicao dessas drbitas
periddicas no espacgo de fases, estd, diretamente, relacionada com o seu periodo - p de
forma que:

(i) Se as 6rbitas possuem periodo par entao, as érbitas geradas em cada lado da curva

sem shear terao a mesma estabilidade, isto é, se de um lado temos um centro/sela, do
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Figura 3.1: (a) Tipico espago de fases destacando as curvas de simetria (azul) e a curva sem
shear em vermelho identificada pelo perfil do nimero de rotacao em (b) para o MPNT com

a = 0.3640 e b = 0.5232. O perfil ,w, do nimero de rotagao foi obtido por condicoes iniciais sob
a linha de simetria s1. O ponto em vermelho indica a curva sem shear, onde % =0

outro lado adjacente teremos também um centro/sela.

(7i) Se as orbitas possuem periodo impar a estabilidade difere e, portanto, se tivermos

um centro de um lado, teremos uma sela do outro lado.

Pontos indicadores

Uma maneira analitica de encontrar a curva sem shear no MPNT ¢é através dos pontos
indicadores (PI). As iteragoes dos pontos indicadores formam um toro invariante que por
sua vez ¢, de fato, um toro sem shear [SA97, SA98, Pet01]. Os Pls sao:

- %0) | (3.6)

Na pratica, precisamos considerar apenas n = 0, 1, uma vez que todas as outras ordens

coincidem com estas depois de uma translacao em torno do cilindro no espaco.

3.2.2 Processos de reconexao

Devido a existéncia de orbitas com o mesmo nimero de rotacao, ha a possibilidade
de que estas colidam e se aniquilem dependendo dos parametros. A colisao de orbitas

periédicas representa um fenémeno puramente nao-twist [WAFMO05]. A dinamica do
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processo é a seguinte: uma certa orbita no espaco de fases possui nimero de rotagao
racional w,/,. Devido ao perfil nao monotonico do sistema, ou seja, a presenca de um
maximo ou um minimo no perfil de rotacao, deve existir outra érbita com o mesmo
valor racional de rotacao. Se o perfil do nimero de rotacao decresce, entao, essas orbitas
periddicas se aproximam até o ponto em que colidem (figura 3.2). Na verdade, o processo
inverso também pode acontecer dependendo da variagao dos parametros e sob este ponto
de vista, terfamos o nascimento de cadeias gémeas de periodo - p a partir do momento

em que o ponto de maximo/minimo do nimero de rotagao passasse pelo nimero racional

q/p-

Figura 3.2: Esquema do nascimento ou aniquilagao de duas correntes de 6rbitas periédica q/p
para um perfil ndo monotonico w.

No limite quando as cadeias gémeas de periodo - p se aproximam, ha uma mudanca
na topologia das variedades dos pontos hiperbdlicos. Nesse instante as variedades das
cadeias unem-se sem mudar as estabilidades dos pontos fixos de periodo - p. A esse
processo chamamos reconexao. Como as disposicoes topoldgicas das correntes de ilhas
estao relacionadas com o periodo - p das mesmas, os processos de reconexao sao distintos
para orbitas pares e impares. Nesta parte, trazemos uma breve discussao dos cenérios e

dos perfis do niimero de rotagao para ambos os casos encontrados para o MPNT.
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Cenario de periodo - par

Para cadeias de ilhas formadas por érbitas peridédicas de periodo - par, caracterizamos
o cenario de bifurcagoes, mostrando na figura 3.3 os espacos de fases com os respectivos
perfis do niimero de rotacao sobre a linha de simetria s;. Para tanto, nés fixamos b = 0.29
e variamos a em: (a) a = 0.530, (b) a = 0.5107354, (c) a = 0.503, (d) a = 0.500 e,
finalmente, (e) a = 0.495. O cendrio de (a) para (e) marca a aniquilacdo das 6rbitas
periddicas e no sentido contrario, de (e) para (a), o nascimento de érbitas periédicas de
mesmo numero de rotagao.

Para orbitas com periodo - par, ou seja, quando o tipo de estabilidade das cadeias
gémeas sao as mesmas sob as linhas de simetria (ver figura 3.3 (a)), o perfil do nimero
de rotacao mostra dois patamares em w = 0.5 associados as cadeias de ilhas ressonantes
de periodo - 2 do tipo Poincaré-Birkhoff. Entre as cadeias de ilhas temos a presenca de
toros invariantes e uma curva sem shear central marcada em vermelho.

O processo de reconexao se inicia no limite em que as duas separatrizes se unem
formando uma tnica estrutura, figura 3.3 (b), nesse momento o perfil de rota¢ao sob a
linha de simetria s; forma um patamar inico em w = 0.5.

Na figura 3.3 (c) as drbitas hiperbdlicas movem-se para fora das simetrias formando
um dipolo topologico e seu respectivo perfil parece com o anterior, no entanto, com o
patamar um pouco menor.

A colisao das duas orbitas elipticas, bem como as duas érbitas hiperbdlicas é mostrada
na figura 3.3 (d). Como a linha de simetria s; passa sob os pontos elipticos, eles sao
verificados como pontos de méximo no perfil de rotacao. Na figura 3.3 (e) as drbitas
periddicas foram aniquiladas.

Salientamos que processos semelhantes sao verificados ao tomarmos o perfil sob a

perspectiva das outras simetrias sq,s3 € s4 [WAFMO05].
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Figura 3.3: Sequéncia de reconexao do cendrio de periodo - par. Os espacos de fases e seus
respectivos perfis do niimero de rotacao, sob a curva de simetria s1, estao mostrados acima. Os
parametros das figuras sdo: b = 0.29 com (a) a = 0.530; (b) a = 0.5107354; (c) a = 0.503; (d)
a = 0.500; (e) a = 0.495.
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Cenario de periodo - impar

Para érbitas periddicas impares ha uma diferenca de estabilidade sob qualquer linha
de simetria s. O cendrio que caracteriza o processo de reconexao neste caso esta descrito
a seguir e visualizado pela figura 3.4, onde fixamos o valor b = 0.32 e variamos a onde:
(a) a = 0.345; (b) a = 0.341806; (c¢) a = 0.340; (d) @ = 0.3382 ¢ (e) a = 0.3375.

A figura 3.4 (a) mostra duas cadeias similares de periodo - 3 separadas no espaco de
fases. O correspondente perfil de rotagao satura em w = 1/3, devido & presenga da ilha
ressonante e também apresenta um ponto de maximo ocasionado pela presenca de um
toro sem shear.

Na sequéncia, figura 3.4 (b), temos de fato uma reconexao, onde as separatrizes unem-
se em uma grande corrente de érbitas periddicas de um tinico valor de rotacao.

Com a diminuicao do parametro a, temos uma separacao em duas correntes de ilhas for-
mada por separatrizes homoclinicas separadas por toros invariantes meandros, figura 3.4
(c). O perfil de rotagao, novamente, apresenta uma saturagdo em w = 1/3, no entanto,
diferente do perfil apresentado na figura 3.4 (a) para as cadeias de Poincaré-Birkhoff,
percebe-se a formacao de um ponto de minimo onde se localiza um toro sem shear acom-
panhado dos toros meandros.

A figura 3.4 (d) indica a ocorréncia de uma colisdo entre o ponto eliptico e o ponto
hiperbdlico conhecida como bifurcagao centro-sela. Nessa figura dois pontos de maximo
sao observados e, portanto, duas curvas sem shear existem no espago de fases ( na
figura 3.4 (d) mostramos apenas a curva sem shear externa). Finalmente, na figura 3.4

(e) as drbitas periddicas desapareceram.
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Figura 3.4: Sequéncia de reconexao do cenario de periodo - impar. Os espacos de fases e seus
respectivos perfis do niimero de rotacao, sob a curva de simetria s1, estao mostrados acima. Os
parametros das figuras sao: b = 0.32 com (a) a = 0.345; (b) a = 0.341806; (c) a = 0.340; (d)

a = 0.3382; (e) a = 0.3375.
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3.2.3 A quebra da curva sem shear

Para sistemas nao-twist, verifica-se que o toro sem shear é o mais resistente, indiferente
do valor de rotacao que possua. Tal caracteristica deve-se fundamentalmente ao maior
espacamento entre ressonancias na regiao — consequéncia direta da derivada préxima de
zero no perfil do nimero de rotagao. Desta forma, para encontrar a transicao para o caos
global [ACNGMO96] , é preciso determinar a quebra do toro sem shear central

Conforme aumentamos a perturbacao no MPNT, o caos espalha-se pelo espaco de fases
e para alguns conjuntos de parametros, pode-se observar a ruptura da curva sem shear. No
limite de sua ruptura, o toro sem shear age como uma barreira de transporte no sentido
em que as Orbitas existentes acima ou abaixo da barreira, permanecem sempre por la.
Portanto, a quebra da curva sem shear esta relacionada ao transporte pela disseminacao
do caos no espaco global.

Para analisar o conjunto de parametros para os quais a curva sem shear estd rom-
pida, estudamos o espaco dos parametros (a,b). Existem muitas formas de se calcular
o diagrama da quebra da curva sem shear. Aqui, nés utilizaremos um método baseado
no teorema de Slater que mostrou-se eficaz e computacionalmente mais eficiente que os

demais.

O Teorema de Slater [Sla67]: Para qualquer intervalo de tamanho € de uma trajetoria
quase-periodica, existem no maximo trés diferentes tempos de recorréncia: I',Ty e I's =
' +Ts.

Assim, para qualquer intervalo de um toro irracional (curva invariante), tem-se no
maximo trés diferentes tempos de retorno, sendo um deles a soma dos outros dois. Além
disso, ao menos dois diferentes tempos de recorréncia sao denominadores consecutivos
na expansao em fracoes continuas do niimero de rotagao irracional w correspondente ao
toro. Perceba que o teorema de Slater nao impoe nenhuma restricao quanto ao tamanho
do intervalo € a ser considerado, desde que este nao seja o intervalo completo do toro

quase-periodico no espaco de fases.

O método para adequar o resultado do teorema de Slater ao problema da quebra
da curva sem shear, consiste em contar os nimeros dos diferentes tempos de retorno
pertencentes a uma regiao arbitraria por onde passa o toro sem shear. Para o MPNT
nés usamos o ponto indicador Py = (1/4;b/2), como condigao inicial centrada em uma
caixa de tamanho € = 0.002. O toro é rompido sempre que os diferentes tempos de retorno
violarem as condig¢oes do teorema de Slater. A implementacao desse método para o estudo

da quebra da curva sem shear no MPNT torna-se bem simples devido a existéncia dos
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Figura 3.5: (a) Espago de parametros (a,b) do MPNT realizado a partir do teorema de Slater.
O maior tempo de recorréncia observado para cada valor de (a,b) foram plotados em cores. As
figuras (b) e (c) referém-se as sucessivas ampliagoes dos quadros especificados em preto.

pontos indicadores (PIs) que asseguram que nossa condicao inicial pertence realmente ao

toro sem shear. A figura 3.5 mostra os resultados da aplicacao desse método.

A regiao colorida na figura 3.5 indica os parametros nos quais a curva sem shear
ainda existe, enquanto a regiao branca refere-se a nao existéncia da mesma. De fato, as
cores na figura 3.5 fazem menc¢ao ao maior tempo de retorno (normalizado) dentre os trés
possiveis quando a curva invariante esta intacta. Neste caso, percebe-se que a regiao da
esquerda (vermelha) do espago dos parametros é em sua maioria caracterizada por toros
cujos tempos de retornos de Slater sdo maiores do que a parte central (azul). E possivel
constatar, também, algumas linhas vermelhas sobre a regiao tipicamente azul. Tais linhas
possuem o mesmo perfil das linhas de bifurcagoes analiticas apresentadas em [SA97] para

processos de reconexao das cadeias gémeas com nimero de rotagao racional q/p.

A borda limite entre a existéncia da curva sem shear e da nao existéncia da mesma
nao é homogénea e aparenta ser uma estrutura fractal, como mostram as sucessivas am-
pliagoes da figura 3.5 (b) e (¢). A fractalidade da borda da figura 3.5 indica que, nessa
regiao, ligeiras alteragoes nos parametros podem alterar a estabilidade da curva sem shear.
No mesmo gréfico, indicamos trés pontos referentes aos valores de parametros (a, b) rela-
cionados com a quebra da curva sem shear cujos numeros de rotagao sao dados por:
w = [0,1,1] (circulo preto); w = [0,2,1] (quadrado verde); w = [0,2,2,1] (tridngulo
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laranja). Os valores estimados na literatura para a quebra da curva sem shear nestes

pontos sao:
— a = V. — a = U.
1 011 = 0.686049108 1 02,1 = 0.425160543
y o b = 0.7424935491552; 2 o b = 0.0.9244636470355;
2o 0.2,2.7] = a = 0.45297741955
(14+292) 777 ) b= 0.8458291399945.

Para mostrarmos o quao robusto é o teorema de Slater, apresentamos na tabela 3.1
os tempos de retorno para os trés numeros nobres citados acima. Os dados da tabela 3.1
foram obtidos apds 10° iteracoes do MPNT a partir de uma tnica condicao inicial. Perceba
que no caso dos nimeros nobres, os trés tempos de retorno encontrados sao denominadores
consecutivos da expansao do numero irracional correspondente em fragoes continuas (ver
tabela 3.2).

Tabela 3.1: Tempos de recorréncia de Slater para trés diferentes toros cujos nimeros de rotacao
sao dado por niimeros nobres. Os tempos de recorréncia obtidos estao, diretamente, relacionados
com o tamanho € = 0.002 da caixa ao redor de P}.

numero I Iy I's
L 13 21 34

3—2 55 89 144

a 1272) 50 81 131

Tabela 3.2: Expansao em fragoes continuas para trés diferentes niimeros nobres. Perceba que
os numeros recolhidos na aplicagao do teorema de Slater (tabela 3.1) aparecem, sequencialmente,
em algum momento da expansao de seu respectivo nimero nobre.

a; 'Truncamento a; 'Truncamento a; 'Truncamento
0 0 0 0 0 0
1 1 2 1/2 2 1/2
1 1/2 1 1/3 2 2/5
1 2/3 1 2/5 1 3/7
71 5/8 7?1 5/13 (1+27%) 1 8/19
1 8/13 1 8/21 1 13/31
1 13/21 1 13/34 1 21/50
1 21/34 1 21/55 1 34/81
1 34/55 1 34/89 1 55/131
1 55/89 1 55/144 1 89/212




3.2. Fendmenos nao-twist 37

A figura 3.5 fornece uma visualizacao superficial sobre a quebra do toro sem shear e,
consequentemente, a transicao para o caos global. Diferente do que ocorre para o mapa
padrao twist, o toro cuja rotagao é dado pela razao aurea nao é sempre o ultimo a ser
quebrado. Ao contrario, hd uma ampla variedade de valores nos quais os toros sem shear
sao quebrados, de fato, é provavel que estes valores devem ser tao densos quanto o proprio
intervalo dos niimeros reais, ou seja, tem-se uma curva de bifurcacao para qualquer valor
real que se deseja.

As caracteristicas topoldgicas dos espacos de fases cuja curva sem shear nao estd
quebrada, representada pela parte colorida na figura 3.5, podem ser sumarizadas pela
figura 3.6 (a) a = 0.420 e b = 0.550, onde verifica-se uma regiao preenchida por toros
invariantes intactos (incluindo a curva sem shear) que divide o espaco em duas regides
distintas e desconexas. Na parte central do espaco de fases situa-se a curva sem shear que
desencadeia seguidos processos de reconexao (par e impar) a medida que passa por um
valor racional para o niimero de rotacao. A medida em que os parametros sao modificados
a regiao regular de toros invariantes é dominada por érbitas cadticas, até que o tltimo
toro seja destruido. Nesse momento, as regides anteriormente desconexas no espago de
fases se misturam, ou seja, condigoes iniciais dadas na parte de cima tem acesso a parte
de baixo do espago de fases e vice-versa (ver figura 3.6 (b) com a = 0.595 e b = 0.4665).
Na regiao onde existia a curva sem shear estabilizam-se ilhas regulares que agem como
uma barreira parcial devido ao aprisionamento em torno delas [JCL"09, JCLV12].

Na figura 3.6 (c) apresentamos um resultado atipico para o MPNT, pois como mostra
o espaco de fases e a amplificacao a direita, a curva sem shear quebrou-se antes de outros
toros que ainda permanecem. Ressaltamos que a curva sem shear quebrada em destaque
pela figura 3.6 (c) foi obtida a partir de uma tnica condigao inicial dada por: Py =
(1/4;0/2). Na regiao ao redor dos parametros a = 0.523 e b = 0.4665 da figura 3.5,
alguns trabalhos [WAFMO05, FWAMO06] indicam que a curva sem shear nao estd quebrada
ao contrario do nosso resultado, no entanto, o espago de fases da figura 3.6 (¢) mostra,
claramente, a quebra da curva e corrobora com resultado obtido através do método de
Slater. E possivel que o método baseado no teorema de Slater seja mais eficaz que os
demais métodos por tratar somente a curva sem shear, ou seja, nao leva em consideracao
os toros invariantes ao seu redor. Porém, a precisao do método de Slater depende de fatores
numéricos e, em especial, do tamanho e da regiao de recorréncia. De fato, determinar
um tamanho ideal para tal regiao constitui na maior dificuldade do método, uma vez que
modificacoes sutis podem levar a diferentes resultados. Isso nao significa que o teorema
de Slater contém falhas e sim que nao estamos escolhendo adequadamente uma regiao
continua de tal forma que, a curva invariante em questao, esteja passando um unica vez

pela regiao determinada.
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Figura 3.6: Espago de fases com parametros: (a) a = 0.420 e b = 0.550 , enfatizando um
cendrio onde a curva sem shear estd intacta; (b) a = 0.595 e b = 0.689, a curva sem shear
estd quebrada e condigoes iniciais dadas na parte de cima do espago de fases (azul) conseguem
alcancar a parte de baixo (vermelho) e vice-versa. O cendrio em (c) com a = 0.5230 e b = 0.46665
indica uma possibilidade de que a curva sem shear se quebre antes dos demais toros invariantes.



Capitulo 4
Fenomenos nao-twist localizados

Este capitulo descreve a presenca dos fenomenos nao-twist em sistemas hamil-
tonianos gerais. Um formalismo matematico que desvenda essa possibilidade é
discutido na secao 4.1, no qual introduzimos um método numérico correspon-
dente. As segOes seguintes trazem as aplicagoes desse método numérico em
trés diferentes exemplos: (i) padréo ndo-twist (segao 4.2), (i) padrao twist e

(4ii) bilhar anular (se¢ao 4.3).

4.1 Formas normais e uma aproximacao numérica

Sobre o ponto de vista topoldgico, os espacgos de fases de mapas twist e nao-twist
possuem algumas diferencas como aquelas identificadas no capitulo anterior. No en-
tanto, existe a possibilidade de encontrarmos, pelo menos localmente, fenémenos nao-twist
em sistemas twist. Essa ideia foi desenvolvida em [DMS99] através de um formalismo
matematico em torno do ponto eliptico conhecida como forma normal. Quando o niimero
de rotacao w de um ponto eliptico € irracional a forma é dita forma normal de Birkhoff.

Para mapas simpléticos com um ponto eliptico, a forma de Birkhoff é dada por:

Jn—l—l = Jn
Opi1 = 0, +27Q(J), (4.1)
onde o numero de rotagao é
QJ)=w+v%+mJ+ ..., (4.2)

sendo « os coeficientes twist de Birkhoff.

Quando o nimero de rotacao ) é uma fungao monotonica de J, é equivalente dizer que
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os coeficientes vy nao desaparecem e o mapa correspondente é chamado twist. Ao contrario,
quando os coeficientes twist v desaparecem o sistema é nao-twist e apresenta a topologia
discutida no capitulo anterior. Portanto, os fenomenos nao-twist podem aparecer em
sistemas twist se houver a possibilidade da anulacao dos coeficientes da forma normal
de Birkhoff. Segundo Dullin et. al [DMS99], isso pode ser feito em qualquer mapa e,
genericamente, espera-se o surgimento de um toro sem shear. Esse toro sem shear, nao
previsto pelo teorema KAM, colide com uma bifurcacao centro-sela [DI05] criando uma
6rbita de periodo - 3.

Os célculos que envolvem a obtencao do mapa na forma normal de Birkhoff, bem como
os calculos para a anulagao de seus coeficientes sao bem extensos, complexos e nao serao
detalhados nesta tese. Ressaltamos porém, que devido ao arduo trabalho analitico, as
formas normais podem nao apresentar beneficios quando o sistema em estudo é repre-
sentado por mapas mais elaborados, como por exemplo aqueles introduzidos para des-
crever sistemas quase-integraveis em fluidos e plasmas. Assim, seria util introduzir um
procedimento numérico para identificar tais curvas nao-twist locais. Neste capitulo, nos
analisaremos um procedimento numérico baseando-se na variagao dos perfis do niimero de
rotacao classificados préximo ao ponto eliptico, o qual denominamos nimero de rotagao
interno, wj,.

O nimero de rotagao interno é similar ao definido em (2.24), no entanto, ele nos
proporciona medir a rotacao de cada toro mediante a um ponto eliptico de uma ilha

regular. Sendo assim, ele pode ser definido como

Win = lim — Pn(xu y)epn—&—l (ZL’, y)7 (43)

onde P,0P, . significa o angulo 6 entre dois pontos consecutivos e (z,y) sdo as coorde-
nadas do mapa bi-dimensional. O angulo 6 esta normalizado por 27 para que os valores
retornados pertengam ao intervalo [0,1]. Desta forma, um numero racional de rotagao
interna (¢q/p) representa uma o6rbita peridédica enquanto um nimero irracional representa
uma 6rbita quase-periddica. As drbitas cadticas nao convergem, igualmente ao caso do
namero de rotacao global.

Para o nosso propdsito, o principal objetivo do nimero de rotacao interno é medir
a rotacao de um toro dentro de uma ilha regular que, possa pertencer a uma cadeia de
ilhas. Assim, o numero de rotagao interno, w;,, tem a mesma conotacao do ntmero de
rotacao {2 da forma normal de Birkhoff e espera-se que um possivel perfil nao monotonico
do sistema, ou seja, um perfil caracterizado pela presenca de pelo menos um ponto de
maximo ou minimo, seja equivalente a anulagao dos coeficientes de Birkhoff.

Neste capitulo, nds estudamos a aplicabilidade do niimero de rotacao interno em ilhas

regulares locais nos mapas (i) padrao nao-twist, (i) padrao twist e no (iii) bilhar anular.
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Os sistemas (i) e (ii) representam comportamentos gerais de sistemas do tipo nao-twist
e twist respectivamente, e, portanto, servem como base para diferentes sistemas. No
entanto, veremos através do exemplo (7ii) que algumas alteragoes podem surgir conforme

a complexidade e o nimero de parametros do sistema aumenta.

4.2 Exemplo 1: mapa padrao nao-twist

Muitos estudos relatam a presenca global do toro sem shear em sistemas nao-twist,
como discutimos no capitulo 3. Nesta secao, investigamos ressonancias secunddrias do
sistema a fim de analisar topologias nao-twist que possam existir no espago de fases.

Comecaremos explorando a possibilidade de encontrar um toro sem twist ao redor
de um ponto eliptico de uma ilha. Referimo-nos a estes toros como toros sem shear
secundarios devido a sua topologia similar a estrutura sem shear global.

Na figura 4.1, apresentamos quatro espacos de fases que representam a evolugao de
apenas uma ilha que pertence a uma corrente de periodo - 2. Em todas as figuras, nos
fixamos b = 0.8 e alteramos o parametro a no intervalo a € [0.5430;0.5517]. Esse intervalo
foi considerado, pois, verificamos o surgimento de uma bifurcacao tripla, sugerindo a
presenga de um toro sem shear secundario [DMS99]. Enfatizamos que este nao é o tinico
intervalo de parametros onde se encontra bifurcacoes triplas de um ponto eliptico. De fato,
para o mapa padrao nao-twist existe um niumero expressivo delas em outros intervalos.
Do lado direito de cada espaco de fases da figura 4.1, nés mostramos o perfil do nimero de
rotacao interno, calculado com 400 condicoes iniciais ao longo da linha X = 0 dentro da
ilha. Na figura 4.1 (a) com a = 0.543, observamos que os toros dentro das ilhas apresentam
um perfil monotonico de rotacao, ou seja, cada toro possui um valor especifico de rotacao,
formando uma curva continua. O ponto mais alto da curva, neste caso marcado por uma
linha tracejada azul, refere-se ao ponto eliptico.

A figura 4.1 (b), com o parametro a, ligeiramente modificado (e = 0.5485), apresenta
um perfil de rotagdo interno com a presenca de dois novos picos acima do ponto eliptico,
que agora é um ponto de minimo de um vale. O novo perfil é dito nao-monotonico, pois
alguns valores de rotacao estao relacionados a mais de um toro. Sendo assim, o topo do
novo pico indica a presenca de um toro sem twist, ou seja, um toro sem shear secundario.

A evolugao do toro sem shear pode ser observada pelas figuras seguintes. Note que
na figura 4.1 (c¢) os circulos invariantes estdo mais deformados e o seu perfil de rotagao
apresentam picos mais evidentes com rotagoes maiores. Finalmente, na figura 4.1 (d), nés
temos uma bifurcacao tripla que surgiu de um toro sem shear a partir de uma bifurcagao
centro-sela. Devido a nossa linha de condigoes iniciais, o pico do lado esquerdo representa
a separatriz da bifurcagao, enquanto o pico direito indica uma satura¢do em w;, = 1/3.

O leitor pode pensar que a presenca de um toro sem shear secundario no MPNT é

um fenémeno esperado, uma vez que, estamos estudando um fenémeno nao-twist em um
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Figura 4.1: Evolugao de uma ilha regular do mapa padrao nao-twist com seus respectivos
nimeros de rotacao interno. Em todos os casos foram usados b = 0.8. Em (a) temos a = 0.543;
(b) a = 0.5485; (¢) com a = 0.551. A figura (d) com a = 0.5517 mostra a bifurcacao tripla.

mapa também nao-twist. Entretanto, ressaltamos que este fenomeno nunca foi mostrado
no MPNT, e, sendo a formacao de uma érbita de periodo - 3 a partir de uma bifurcagao
genérica do tipo centro-sela, esperamos encontrar o mesmo fenomeno também em mapas
tunst. Na proxima secao, faremos um estudo mais detalhado sobre o surgimento do toro

sem shear secundario em um sistema tipicamente twist.

4.3 Exemplo 2: mapa padrao-twist

O mapa padrao twist (MPT), ja apresentado na subsegao 2.3.2, é definido como:

K
Jpy1 = Jn+2—sin(27n9n), modl
T

6n+1 = en - JIn+1, modl

onde K > 0 é o parametro de nao-linearidade do mapa. Vale lembrar que o MPT é um
mapa twist pois, 00,.1/0J, # 0.
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Figura 4.2: Ilha estdvel do MPT (left) com seus nimeros de rotagao internos relacionados
(right). Em (a), com K=5.35 o perfil é monotonico. Na Figura (b) K= 5.50 e (¢) com K=5.554,
observa-se a presenca a presenca do toro SS. Na Figura (d) K=5.56, mostramos a criagao da
orbita peridédica de periodo - 3.

Neste capitulo, nés estudamos o MPT para altos regimes perturbativos (grandes valo-
res de K'). O espago de fases estudado consiste de duas ilhas principais imersas no mar de

caos, porém, para estudar o nimero de rotacao interno, seguimos apenas uma das ilhas.

4.3.1 Bifurcacao tripla

A figura 4.2 mostra a evolucao de uma das ilhas durante o intervalo K = 5.35 e
K = 5.56. Na diagonal J = 26 (curva tracejada na figura 4.2 (a)), foram colocadas as
condigbes iniciais para o cdlculo do nimero de rotacao interno. Na Figura 4.2 (a) o perfil
do ntimero de rotagdao é monotonico, caracteristico de sistemas twist. Ao aumentarmos o
valor para K = 5.50, observamos o surgimento de dois novos vales como indica a figura 4.2
(b). Um ponto de minimo no perfil de rotagao sugere a presenga de um toro sem twist no
local. A presenca do toro sem shear secundario, nao é aceita nas teorias dos mapas twist,
o que significa, por exemplo, que a condi¢ao twist (2.19) nao vale nessa regiao do espago

de fases.
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A figura 4.2 (c¢) mostra a diminuigao do valor do nimero de rotagao interno. Quando
o perfil de rotagao alcanca o valor w;, = 1/3, existe uma bifurcagao tripla dentro da ilha
principal como mostra a figura 4.2 (d) com K = 5.56.

No intervalo onde o toro sem shear existe, deve existir infinitos valores racionais do
numero de rotacao. Quando um toro invariante do tipo sem shear cruza um nidmero
de rotacao racional, hé bifurcacoes tipicas de sistemas nao-twist, como o processo de
reconexao apresentado na subsecao 3.2.2. Na préxima secao, descrevemos um processo

de reconexao local devido & existéncia do toro sem shear secundério.

4.3.2 Reconexao local

Entre as figuras 4.2 (a) e (b), o nimero de rotagao interno do toro sem shear secundario,
identificado anteriormente no MPT, passou pelo nimero racional %. Embora existam
muitos valores racionais no mesmo intervalo, esse valor é o racional de mais baixa ordem no
intervalo considerado e portanto, estard mais visivel no espaco de fases. Nas proximidades
do valor w = %, pode haver bifurcagoes nao-twist, como mostraremos a seguir.

Quando K = 5.428313 (figura 4.3 (a)), existe um pequeno intervalo ao redor do ponto
eliptico no qual o toro sem shear sofre novas torgoes. Na figura 4.3 (b), com o parametro

de nao-linearidade ligeiramente modificado para K = 5.428320, existe uma bifurcacao

4
107

6rbitas periddicas 15, sendo duas estéveis (elipticas) e duas instdveis (hiperbdlicas) como

observamos na figura 4.3 (¢) com K = 5.428330. Devemos ressaltar que o espaco de fases

centro-sela %. Logo depois, surge uma nova bifurcagao centro-sela formando quatro

apresenta dez orbitas periddicas que formam uma cadeia de ilhas apds quatro voltas ao
redor do ponto eliptico central, portanto, o nimero de rotagao é escrito como % e nao
simplesmente %

Na figura 4.3 (d) com K = 5.428340, a variedade estével e instdvel das duas drbitas
instéveis 7 sofrem uma reconexao. Finalmente, as figuras 4.3 (e) e (f) mostram o de-
sacoplamento das correntes de ilhas.

Em particular, o cenério descrito acima (figura 4.3) é tipico dos processos de re-
conexao de periodo impar que ocorrem, globalmente, em sistemas nao twist. Como visto
na subsecao 3.2.2, o perfil do nimero de rotacao para o cendario de periodo - impar
¢ caracterizado pelo surgimento de uma curva sem shear exterior em adicao aquela ja
existente [WAFMO05]. Isto significa que na figura 4.3 (a), o pico principal verificado na
figura 4.2 gera outras duas curvas sem shear exteriores para dar origem as duas cadeias de
ilhas 1%. Ressaltamos que mesmo analisando a aplicacao de outros parametros em cadeias
de diferentes periodos, o cenario impar foi o tnico presente. Esse cenario também foi
verificado em [DMS99] e [{WWS88] para o mapa de Henén, logo podemos conjecturar que
na presencga de uma sem shear secunddria, qualquer valor racional ¢/p realizam processos

de reconexao do tipo impar, caracterizado por cadeias de ilhas dimerizadas.
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Figura 4.3: Processo de reconexao do toro sem shear préximo a um ponto eliptico do MPT.
A sequéncia de bifurcagoes é: (a) torgao, K=5.428313; (b) centro-sela 1%, K=5.428320; (c) nova
centro-sela %, K=5.428330; (d) processo de reconexao, K=5.428340; (e) K=5.428343 and (f)
K=5.428352 desacoplamento.

O cenario descrito acima é tipico de sistemas nao-twist. Entretanto, nds estamos
estudando um mapa twist cujas propriedades globais estao relacionadas aos teoremas
que consideram a hipotese da nao-degenerescéncia das frequéncias, ou seja, a validade
da condigao twist (2.19). De fato, isso nao significa que precisamos reavaliar as teorias
para mapas twist, mas sabemos que ao menos localmente, para alguns intervalos dos

parametros, existe a possibilidade de romper alguns comportamentos.

4.3.3 Bifurcacao quadrupla

Além do caso da bifurcagao nao-twist que conduz a uma bifurcacao tripla, nés encon-
tramos o surgimento de um novo toro sem shear secundario ao redor de uma bifurcagao
quadrupla (veja figura 4.4 (a) - (c)). Neste caso, a bifurcagao quadrupla acontece antes da
bifurcacao tripla do ponto eliptico e até onde sabemos, representa uma novidade diante das

previsoes analiticas [DMS99] embora muitos cogitassem sobre o assunto [dWW88, Moe90].

A figura 4.4 (c), para K = 5.074, mostra a estrutura de uma ilha cujo ponto eliptico
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passou por uma bifurcacao quadrupla e é formada por dois pares independentes con-
tendo duas orbitas periddicas estaveis. Para ilustrar como essa bifurcagao acontece, nos
apresentamos o perfil do nimero de rotagao interno na figura 4.4 (d) para valores entre
K =5.0650 e K = 5.714. Para calcular os perfis foi escolhido um conjunto de condigoes
iniciais dispostos sobre a linha de simetria 2J = —%sin(?w@) que cruza um dos pares de
ilhas (veja linha tracejada em vermelho na figura 4.4 (c)).

No primeiro perfil de rotacao, K = 5.0650, observamos o nascimento de duas saliéncias,
caracterizadas por um ponto de maximo e um de minimo que correspondem, portanto,
a duas diferentes curvas sem shear secundarias. Consequentemente, como indicado na
figura 4.4 (d), o mesmo valor do niimero de rotacao pode repetir em até trés vezes. Para
K = 5.0714, o ponto de minimo alcanga o valor racional w;, = 1/2 gerando dois pontos
fixos estaveis, enquanto o ponto de maximo ainda existe e nao bifurca em nenhum valor
racional de baixa ordem.

A bifurcacao quadrupla, remanescente de uma bifurcacao nao-twist de um dos dois
toros sem shear presentes, nao era prevista pela literatura. Além disso, a sua identificacao
deixa em aberto a possibilidade de encontrarmos essas bifurcacoes atipicas para diferentes
bifurcagoes.

A presenca de mais de uma curva sem shear foi estudada na Ref. [WAFMO05] para o
mapa padrao nao twist. O surgimento de duas ou mais curvas sem shear levam a cenarios
de reconexoes que diferem dos cendarios par e impar apresentados em 3.2.2. Infelizmente,
devido a alta ordem dos racionais presentes no intervalo onde as curvas sem shear existem,
nés, a0 menos por enquanto, nao fomos capazes de observar o processo de reconexao ligado

a este tipo de bifurcacao.

4.4 Exemplo 3: bilhar anular

Bilhares sao sistemas dinamicos cujo dominio (geometria) bi-dimensional limita o movi-
mento de uma particula puntiforme. Consideremos que tal particula sofra colisoes elasticas
com a fronteira. Assim, como a energia é conservada, o movimento é completamente de-
terminado pela sequéncia de pontos nos quais a particula atinge a fronteira. O mapa
obtido preserva a &drea do espago de fases nas coordenadas de Birkhoff (6, sina), onde
a posicao da colisao com a fronteira é definida pelo tamanho do arco € e a direcao do
movimento pelo angulo a entre a tangente da fronteira e a trajetoria.

Neste exemplo, nés definimos fronteiras compostas por dois circulos circunscritos,
sendo um de raio R = 1 e o outro de raio r com (r < R), dispostos de acordo com
um parametro, d, que mede a excentricidade entre ambos os centros. A este sistema
chamamos bilhar anular [BBACM93], onde uma particula desenvolve um movimento livre
na parte anular ( veja esquema do bilhar anular apresentado na figura 4.5). As trajetdrias

sao classificadas em dois grupos: aquelas que nao cruzam o raio a = r+d e, portanto, coli-
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Figura 4.4: As figuras de (a) - (c¢) enfatizam o nascimento de uma 6rbita de periodo - 4. (a)
K =5.065, (b) K =5.071 e (¢) K =5.074. A linha pontilhada na figura (c) indica a simetria
2J = —%31’7}(2710) usada para dispor as condigoes iniciais do cédlculo do nimero de rotagao
interno, w;,. (d) Perfis do niimero de rotagao interno para diferentes valores de K préximos a
bifurcagdao quadrupla, caracterizada pela presenca de duas curvas sem shear. A linha pontilhada
na curva 4 indica o mesmo valor do nimero de rotagao para trés toros diferentes.
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Figura 4.5: Esquema do bilhar anular (esquerda) e o ntiimero de rotacao de suas trajetérias
para o caso concéntrico, d = 0 (direita).

dem apenas com a fronteira externa, permanecendo na componente integravel do sistema
chamada também por whispering gallery orbits (WGOs), e aquelas que eventualmente
colidem com o circulo espalhador (circulo interno) por satisfazer a condigao de tangéncia:
|sen(a) — dsen(0 — )| < r.

Quando d = 0, o espaco de fases do bilhar anular é completamente preenchido por cur-
vas invariantes que representam as trajetoria periodicas e quase-periddicas. Pelo niimero
de rotagdo (figura 4.5) de um conjunto de condigoes iniciais, dadas a partir de § = 0 e
a € [—7/2; /2], é possivel perceber que no caso concéntrico suas trajetorias desenvolvem
um movimento cujo perfil de rotagao pode ser desmembrado em dois casos monotonicos.
Isso ocorre porque as WGOs (parte sombreada na figura 4.5) possuem um movimento a
parte do movimento das trajetorias que atravessam o circulo imaginario a = r + d, por-
tanto, os extremos que dividem as duas regioes na figura 4.5 nao sao pontos sem shear,
pois estes locais sao descontinuos (nao-diferenciaveis).

Para d # 0, surgem trajetérias cadticas na regiao do espago de fases |sina| < r + d,
ou seja, a regiao preenchida pelas WGOs pode ser diminuida, mas nunca eliminada pela
expansao do mar cadtico que surge na regiao interna do espago de fases.

Conforme aumentamos a excentricidade o caos expande-se tornando o espaco de fases
composto por érbitas cadticas, e também regioes regulares representada pelas: (i) WGOs,
(7i) ilhas KAM e (#i) MUPOs do inglés marginally unstable periodic orbits (érbitas
periédicas marginalmente instéveis) definidas por érbitas periédicas submersas no mar de
caos (veja um exemplo de MUPO (1,1) na figura 4.6 e as referéncias [Alt07, AFMT08]).
Na figura 4.6, mostramos um espaco de fases tipico do bilhar para d = 0.5 e r = 0.3.
Perceba que a parte cadtica estd limitada entre |sina| < 0.8 e o espaco de fases é do tipo
misto com todas as caracteristicas que discutimos anteriormente.

Ao acompanharmos a evolugao das ilhas KAM formada no espaco de fases do bilhar
anular nés identificamos no modelo as bifurcacoes nao-twist de periodo trés e quatro
devido a existéncia de um toro (ou dois no caso da bifurcacdo quadrupla) sem shear

localizado, como aqueles estudados nas secoes anteriores. Contudo, nés ainda encontramos
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Figura 4.6: Espago de fases do bilhar anular com d = 0.5 e r = 0.3. As WGOs estao indicadas
nos extremos e um exemplo de MUPO (1,1) pode ser identificada ao centro.

uma bifurcagao nao-twist local de periodo - 5 que sera discutida a seguir.

4.4.1 Bifurcacao quintupla

Uma investigacao cuidadosa sobre o numero de rotacao interno em uma das ilhas
pertencentes ao espago de fases do bilhar anular, apresentou uma nova bifurcagao causada
pela presenca de um toro sem shear local cujo periodo resultante da sua bifurcacao é mais
alto do que aqueles registrados na literatura e estudados nesta tese até o momento. Neste
caso particular, encontramos uma bifurcacao de periodo - 5 com perfil de rotacao interno
semelhante ao caso de periodo - 3, ou seja, apenas uma curva sem shear. Na figura 4.7
(a) observamos o nascimento de um ponto de maximo no perfil de rotacao caracterizando
a presenca de um toro sem shear no local. Tal toro sem shear acaba por bifurcar em uma
orbita de periodo - 5 assim que passa pelo nimero de rotagao w;, = 0.2, como mostra a
figura 4.7 (b).

A existéncia de bifurcacoes ditas nao-twist de periodos superiores a quatro aumenta a
discussao sobre os motivos ou condigbes para que isto ocorra. A principal suspeita paira
sobre o nimero de parametros essenciais ao modelo. Um estudo sobre as formas normais
feitas em [DMS99] mostra que os parametros do modelo podem ser usados para anular
os coeficientes de Birkhoff e consequentemente induzir a presenca de toros sem shear. No
caso do bilhar anular, os parametro principais sao a excentricidade d, que introduz caos
ao sistema e o raio do circulo interno r que, juntos, jogam um papel fundamental para a
topologia do espago de fases. Contudo, cabe ressaltar que o MPNT, também apresenta
dois parametros principais, a e b, mas nao encontramos a bifurcacao quintupla do tipo
nao-twist, ou seja, além da quantidade de parametros, pode haver outros motivos para o

nascimento dos toros secundarios sem shear proximos a bifurcagoes de periodos superiores
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Figura 4.7: Bifurcagdo nao-twist de periodo - 5 de uma ilha KAM do espago de fases do bilhar
anular.

a quatro.

4.4.2 Variagoes das bifurcagoes nao-twist

O estudo das bifurcagoes locais do tipo nao-twist em sistemas hamiltonianos apresenta
também a possibilidade de encontrarmos as variagoes de todas as bifurcagoes que estu-
damos até o momento. Consideremos o racional m/n onde m representa o numero de
cadeias em torno do ponto eliptico pertencente a uma orbita de periodo - n de uma ilha
regular, esse racional pode ter diversas formagoes com o mesmo valor porém, em termos
do espacgo de fases, isso nao significa que teremos a mesma topologia. Por exemplo, se
tivermos o valor w;, = 0.333 para o ntimero de rotacao interno, podemos ter uma cadeia
de ilhas de perfodo trés (1/3), mas podemos encontrar também uma 6rbita de periodo
- 6 formada por duas cadeias distintas de perfodo - 3, ou seja, 2/6. Na figura 4.8 nds
apresentamos um exemplo de uma orbita de periodo - 8 formada pela presenca de um
toro sem shear no espago de fases do bilhar anular. Podemos perceber que apesar da
bifurcacao apresentar oito ilhas, elas se dividem em duas cadeias distintas de periodo -
4. Logo, o valor apresentado pelo nimero de rotagao interno, nesse caso w;, = 0.25,
corresponde a 2/8, ou seja, duas cadeias formando uma érbita de periodo - 8. Embora
este caso represente uma bifurcacao criada por duas cadeias de 6rbitas de periodo - 4, a
evolucao do perfil de rotacao nao é o mesmo apresentado por uma bifurcacao quadrupla
do tipo nao-twist como estudamos na secao anterior pois, nao se constatou a presenca de
duas curvas sem shear, caracteristica aparentemente padrao para a bifurcacao quadrupla.

Os procedimentos numéricos usados tanto para medir a rotacao global (2.24) quanto
para a rotagao interna (4.3), de fato, ndo sdo capazes de diferenciar as variagoes das
bifurcagoes, por exemplo, entre 1/4 e 2/8 independente da forma como acontece a bi-

furcacao. Na verdade a propria teoria sobre as bifurcacoes nao distinguem tais variacoes
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Figura 4.8: Variacao de uma bifurcacao quadrupla no espaco de fases do bilhar anular. Em
(a) temos d = 0.5490 e em (b) temos d = 0.5495. Em ambos os casos mantemos r + d = 0.8.

e um estudo complementar neste sentido pode ser interessante.

4.5 Discussoes gerais

Estudamos neste capitulo, através de procedimentos numéricos, a presenga dos chama-
dos fenomenos nao-twist em sistemas hamiltonianos em geral. Vimos que algumas bi-
furcagoes que ocorrem dentro das ilhas de regularidades podem nao proceder da forma
prevista pelo teorema de Poincaré-Birkhoff. Essas novas bifurcagoes sao geradas na pre-
sencga de um toro sem shear local que pode ser identificado pela presenca de um ponto de
maximo ou minimo no numero de rotacao interno. Diante dos exemplos de tais bifurcagoes
estudadas nesta tese e de outros presentes na literatura, cabe o seguinte questionamento:
sao os fendomenos nao-twist intrinsecos a qualquer sistema Hamiltoniano? Tudo indica que
sim. Sempre restrita as ilhas regulares (ilhas KAM), a presenca de um comportamento
nao-twist é esperado [DMS99, AC12]. Outro fato curioso, e que parece corroborar com
esta resposta, é que se um mapa T é twist o mapa T? = ToT, ou seja a aplicacio do mapa
nele mesmo nao é, necessariamente, twist. Isso pode sugerir que apenas secundariamente
(ou em ordem superiores) podemos observar os fenémenos nao-twist em sistemas twist.
Cabe ressaltar porém, que os teoremas que adotam a monotonicidade das frequéncias
(Owp/0J=0), como o teorema KAM, nao estao errados pois tal condicao foi relacionada

aos sistemas quase-integraveis.
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Capitulo 5

Mapeamento dos campos magnéticos

em tokamaks

Neste capitulo, utilizaremos um mapa simplético para linhas de campo magnético em
tokamaks, sob a influéncia de correntes externas de um limitador ergédico. A secao 5.1
apresenta, brevemente, o tokamak e sua geometria. Na se¢ao subsequente, apresentamos o
mapa simplético que descreve campos magnéticos em tokamaks com limitadores ergddicos
(secao 5.2). As bifurcagoes na presenga de um toro sem shear, estudadas no capitulo 4,
também foram diagnosticadas no presente modelo na secao 5.2.1. A influéncia de tais
bifurcacoes no transporte das trajetérias no modelo é apresentada na subsecao 5.2.2.
Por fim, devido a liberdade apresentada pelo modelo quanto a escolha de um perfil que
administra a rotagao dos toros, ndés estudamos na sec¢ao 5.3 tanto um perfil nao-monotonico
quanto um perfil monotonico com um ponto de inflexao e suas propriedades no espacgo de

fases.

5.1 O tokamak

Tokamaks® sao maquinas toroidais nas quais se estabelecem intensos campos magnéticos
para o confinamento do plasma. A geometria toroidal é a forma mais simples de se obter
um sistema fechado, pela acao de campos magnéticos produzidos por espiras ao redor
de uma camara de vacuo, de forma que as linhas de forca fechem-se em si mesmas. No
equilibrio, o campo magnético possui uma componente na dire¢ao poloidal (f) e outra
na diregao toroidal (®). O campo magnético toroidal é gerado por bobinas externas
a camara enquanto o campo poloidal é uma consequéncia da densidade de corrente do
proprio plasma. Dessa forma, o campo magnético resultante formam linhas de campo que

se propagam de maneira helicoidal pelo toroide.

9 “

LA palavra tokamak vem do russo “tok”, “kamera” e “magnit” que significam “corrente”, “cdmara” e
“magnético”, respectivamente.
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Figura 5.1: A esquerda temos um esquema do tokamak e alguns parametros caracteristicos.
A figura a direita representa a aproximacao cilindrica realizada para grande razao de aspecto
Ry/b>> 1. As setas enfatizam as correntes opostas de um limitador ergédico de tamanho I.

O confinamento magnético de plasmas em tokamaks é uma opgao promissora que visa
a possibilidade de se construir reatores de fusao termonuclear controlada para geracgao
de energia elétrica [HP02]. Recentemente, este projeto recebeu um grande impulso com
o inicio da construcao, por um consércio de paises, do tokamak ITER 2, em Cadarache
(Franga).

A geometria da camara do tokamak, esquematizada na figura 5.1, é caracterizada pelo
seu raio maior Ry e o raio menor b. Costuma-se definir uma razao de aspecto como sendo
Ry/b. Para tokamaks com grande razao de aspecto, Ry/b > 1, é comum desprezar os
efeitos toroidais e adotar uma aproximacao cilindrica de periodicidade 2w Ry (figura 5.1
a direita). Nessa aproximagdo, o campo magnético toroidal de equilibrio é uniforme
e, portanto, o efeito da curvatura toroidal pode ser tratado de forma perturbativa ou
ser desconsiderado. Nas simulagoes realizadas neste trabalho, nés utilizamos valores de

parametros relacionados a um tokamak pequeno e de grande razao de aspecto:

Tabela 5.1: Valores dos parametros para um tokamak pequeno e de grande razao de aspecto.

Parametro Simbolo Valor
Raio maior Ry 0.30 m
Raio menor b 0.11 m
Raio do plasma a 0.08 m
Campo Toroidal By 05T

Para o sucesso dos tokamaks existem algumas dificuldades a serem superadas. En-
tre elas destacam-se o surgimento de instabilidades no plasma e o transporte anomalo de
particulas que saem do plasma confinado e se dirigem para a parede do tokamak. Sao, jus-

tamente, nesses problemas onde os modelos de sistemas hamiltonianos, que sao propostos

2ITER em latim significa "o caminho”
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para descrever as linhas de campos na borda do plasma, possuem maior relevancia.

5.1.1 Limitador magnético ergédico (LME)

A ideia do limitador magnético ergédico (LME) surgiu no final dos anos 70 [KL77,
EF78]. O objetivo do LME é criar uma regiao de campo cadtico, na periferia da coluna
de plasma, auxiliando no controle da interacao entre o plasma e a parede do tokamak. O
LME consiste em N anéis de largura [ envolvendo “poloidalmente” o tokamak. Cada anel
deve possuir m pares de condutores, orientados na direcao toroidal e cada par carregando
uma corrente I, em sentidos opostos. Assim, os LMEs sao configuragoes em que correntes
externas adicionais perturbam a borda do plasma.

Na geometria cilindrica adotada (ver figura 5.1 a direita), os pares de correntes opostas
do LME aparecem paralelas ao eixo z, de modo que, o campo perturbador gerado é
essencialmente radial [PCV03].

5.2 Mapeamento simplético twist

O primeiro tratamento tedrico dispensado a dinamica do LME foi realizado em [MT&84]
por Martin e Taylor. O sistema que descrevia o comportamento das linhas de campo era
obtido por dois mapas acoplados que simulavam a acao de um limitador de apenas um
anel e sem qualquer efeito de curvatura toroidal.

O mapa que descreve os campos magnéticos em tokamaks com LME que utilizaremos
neste capitulo, foi desenvolvido em [UC00] e é, também, composto por dois mapas: (i) O
mapa de equilibrio F; e (i7) O mapa com perturbacao Fs. A forma de obtencao para os

mapas apresentados a seguir esta detalhada no apéndice A.

O mapa de equilibrio é dado por:

Tyl = T
Fl . +1 1—a1sind . (51)
On1 = O + P + aqcos0,,

onde, g, ¢ o fator de seguranca e a; ¢ a correcao para o efeito da curvatura toroidal.

O fator de seguranca é uma denominacao usada pela literatura em Fisica de Plasmas
para medir a helicidade média das linhas de campo sobre uma superficie magnética, ou
seja, a evolucao média das linhas de campo na direcao toroidal com relagao a evolugao na
diregao poloidal. No nosso mapa o fator de seguranca corresponde ao inverso do nimero
de rotacao.

O perfil monotonico do fator de seguranca é dado por:
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ealr) = qa;_g{l_@_;_z)”“}l hzr<a) (5.2

T
Qa'ts (a<r<b)

onde a é o raio do plasma e b é o raio menor do tokamak. Os valores dos parametros ~
e ¢, sao escolhidos adequadamente para reproduzir, ou ao menos assemelhar-se com os

perfis experimentais.

O mapa de perturbagao é definido por:

* m—1
% mCeb [ Tn+1 .
Tnel = Thyy + 225 ( 3 ) sin(mbp41)

FQ :
0 1 =0phi1 — Ce (r"ljl)mfz cos(mby1)

(5.3)

onde C' = 2mla®/Ryq,b* é constante, € = I, /I, representa a perturbagao devido & corrente
do limitador magnético ergédico (I},) e a corrente de plasma (I,). e m é o nimero de pares

de aneis no limitador de largura [.

Logo, o mapeamento que descreve as linhas de campo magnéticos em tokamaks com
limitadores ergddicos pode ser apresentado como a convolucao entre dois mapas: F =
F, o Fy, o qual chamaremos mapa twist de Ullmann (MTU) [UC00]. Perceba que a
equacao para 7, ; no mapa de perturbacao Fy ¢é transcendental e portanto, 7, nao
pode ser isolado. Consequentemente, para cada iteragao do mapa F' temos que encontrar
as solucoes para r;_; através de métodos numéricos como, por exemplo, o método de

Newton.

As principais vantagens do mapa descrito acima, sob outros mapas com perturbacoes
ressonantes [CPUV96, VC92| sao: a simpleticidade do mapa (que foi garantido ao ser
deduzido a partir de uma fungao geratriz. Veja dedugao no apéndice A), a parametrizagao
ligada, diretamente, aos valores experimentais e a liberdade de ajuste do perfil de equilibrio
do fator de seguranca. Uma das aplicacoes desse mapa é estudar a instabilidade na borda
do plasma e, como podemos observar na figura 5.2, os efeitos do mapa de perturbacao F,
sao inseridos, justamente, de tal forma que o centro permaneca regular, mesmo sob fortes

perturbagoes.

Na figura 5.2 mostramos os espagos de fases do MTU em coordenadas polares bem
como na forma normalizada: y = 1 —r/b e z = 0/27. Perceba que pela forma nor-
malizada a parede do tokamak fica definida em y = 0. Pela figura 5.2 (a) observa-se
uma excentricidade dos toros KAM descritos pelo mapa de equilibrio, ou seja, o eixo das
linhas magnéticas esta deslocado do eixo geométrico da camara. Essa caracteristica des-
crita pelo mapa é uma consequéncia da geometria toroidal e denominada deslocamento

(shift) de Shafranov. Pela figura 5.2 é possivel analisar os efeitos causados pela escolha
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Figura 5.2: Espaco de fases retangular - polar. (a) situacao de equilibrio ¢ = 0, enfatizando o
deslocamento de Shafranov. Em (b) temos a aplicacao de perturbacao, e = 0.08, gerando caos
na borda. Em ambas as figuras usamos m =7 e ¢, = 5.

dos parametros g, e v para o ajuste do perfil do fator de seguranca. No caso da figura 5.2
nos utilizamos ¢, =5 ey=4oquenoslevaaqg(r=0)=qly=1) = ¢/(y+1) =1,
ou seja, préximo ao centro do plasma existe uma ressonancia principal de periodo - 1.
Note também que a configuragao de equilibrio, figura 5.2 (a) com € = 0, ja apresenta duas
pequenas ilhas menores préoximo a y = 0.6. Isso ocorre devido ao mapa de equilibrio Fy
apresentar o termo de correcao toroidal, a;, que pode ser interpretado como um compo-
nente pertubativo. Ao adicionarmos uma perturbagao e = 0.08, figura 5.2 (b), observamos
a formacao de drbitas cadticas proxima a borda em y = 0. Para este valor de perturbagao
com m = 7 percebemos que as ressonancias 7 e 6 ainda resistem enquanto outras su-
perficies magnéticas ou toros de diferentes ressonancias ja foram destruidos. Devido a
escolha m = 7 para o nimero de pares da espiras do limitador, os efeitos da perturbagao

atua principalmente na ressonancia onde g., = 7, ou seja, proximo a borda da camara.
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Com o aumento da perturbagao a camada cadtica tende a se espalhar, porém, o centro

das linhas de campo nao se alteram, significativamente, como podemos perceber pela
figura 5.2 (b).

5.2.1 Ilhas secundarias nao-twist

Como vimos no capitulo 4, os fenomenos ditos nao-twist como, por exemplo, a presenca
de uma curva sem shear e a ocorréncia de reconexoes, nao sao exclusividades de sistemas
nao-twist, isto é, de sistemas que nao satisfazem a condicdo twist (equagao (2.23)). Ao
contrario do que se esperava, esses fenomenos devem aparecer em regioes localizadas do
espaco de fases de qualquer sistema hamiltoniano.

No MTU algumas alteragoes de parametros levam ao surgimento de pequenas ilhas
imersas no mar de caos préximo a borda do sistema. Os pontos elipticos dessas ilhas,
inevitavelmente, podem bifurcar em érbitas de periodo trés ou quatro podendo apresentar
os perfis locais nao monotonicos, segundo os resultados obtidos no capitulo anterior. Na
figura 5.3 (a) mostramos o espago de fases do MTU para o conjunto de parametros € =
0.113, ¢, = 5 e m = 7. Na figura 5.3 (b), temos uma ampliacao de uma das ilhas préximas
a se bifurcar em orbitas de periodo - 3. Para confirmar o surgimento de uma curva
sem shear secundaria proxima a bifurcacao tripla, nés aplicamos o niimero de rotagao
interno (4.3) sob a figura 5.3 (b) e obtemos o perfil de rotacao indicado na figura 5.3
(c). O perfil da figura 5.3 (c) é ndo monotonico devido a presenga de um toro sem shear
secundério dentro da ilha que segue até w;, = 1/3 quando, através de uma bifurcagao
centro-sela, gera uma 6rbita de periodo - 3. Logo apds a bifurcacao tripla, a curva sem
shear deixa de existir e o perfil local da ilha volta a ser monotonico como discutimos no
capitulo 4.

Devido as inimeras cadeias de ilhas que se formam no espaco de fases do MTU as
bifurcacoes advindas de curvas sem shear secundéarias podem ocorrer em, praticamente,
qualquer intervalo de e. No proximo exemplo, o conjunto de parametros do sistema
resultou em um espago de fases cuja cadeia de ilhas de periodo - 5 é a tinica remanescente
na camada cadtica proximo a borda, y = 0. Além disso, através de um ajuste fino do
parametro de perturbacao € é possivel observar que cada ilha da cadeia mencionada sofre
uma bifurcacao quadrupla como mostra a figura 5.4.

A evolucao dos perfis do nimero de rotacao interno para a bifurcacao identificada
na figura 5.4 estd organizada na figura 5.5. Para e = 0.185, figura 5.5 (a) o perfil do
nimero de rotacao ¢ monotonico. No entanto, aumentando o valor da perturbacao para
e = 0.187 é suficiente para observarmos a formacao de um ponto de méaximo e outro de
minimo no mesmo perfil, indicando a presenga de dois toros sem shear. A figura 5.5 (c)
indica um crescimento do ponto de maximo em relacao ao centro eliptico e ao proprio

ponto de minimo. Consequentemente, quando o ponto de maximo atinge o valor racional
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Figura 5.3: (a) Espago de fases do MTU com ¢ = 0.113; (b) Ampliacdo de uma das ilhas
contidas em (a). (c) Perfil do nimero de rotagao local de (b), indicando um ponto de méximo

préximo de uma bifurcagao tripla.

0.255

Figura 5.4: Espaco de fases do MTU com € = 0.189 e m = 6. O quadro vermelho enfatiza a
bifurcacao quadrupla.
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Figura 5.5: Bifurcagdo quadrupla no MTU. (a) € = 0.185; (b) € = 0.187; (c) € = 0.188; (d)
e = 0.189.

win = 1/4, para e = 0.189, surgem quatro novos pontos estaveis enquanto o ponto de
minimo colide com o ponto eliptico central.

A presencga de um toro sem shear secundario em mapas do tipo twist, digamos, bem
mais complexos, representa um suporte significativo aos estudos realizados em [DMS99,
dWWS8S8, Moe90] e endossadas nesta tese pelo capitulo 4. Podemos afirmar também,
através dos exemplos estudados, que os perfis das bifurcagoes geradas por curvas sem
shear seguem o mesmo padrao de: (i) uma curva sem shear para a bifurcagdo 1/3 e (ii)

duas curvas sem shear para a bifurcagao 1/4.

5.2.2 Aprisionamento e transporte

O problema de transporte no MTU estd ligado a colisdo (escape) das trajetdrias cadticas
na borda do sistema y = 0. Esse comportamento, reproduzido pelo MTU, deriva do
escape de particulas confinadas em tokamaks rumo a parede da maquina, ocasionando
instabilidade e contaminacao do plasma. Portanto, os estudos sobre o transporte, através
de sistemas dinamicos, ¢ de suma importancia, podendo auxiliar na compreensao de alguns
fenomenos observados experimentalmente.

A regiao cadtica proxima da borda y = 0 propicia o escape de trajetérias e uma
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vez que alcancam o valor y = 0 o processo numérico deve ser finalizado. Em analogia
com o tokamak, quanto maior a regiao cadtica, maior o escape de particulas advindas
do plasma. A principio, a regiao cadtica nao precisa interceptar a regiao do plasma,
pois alguns experimentos indicam também uma densidade de plasma proxima a borda
da camara e embora essa densidade seja muito menor em comparagao com o centro do

plasma, ela possui considerédvel influéncia na estabilidade do experimento [ENGT95].

A fim de investigar a dependéncia das propriedades de transporte com relacao as
condicoes iniciais e aos parametro de perturbacao, €, tomados proximo ao valor da bi-
furcacao de periodo - 4, nés computamos o tempo de escape médio das trajetérias seguindo
o seguinte procedimento numérico. Para um certo valor de €, nds testamos um grande
nimero de condigoes iniciais (2 x 10°) igualmente distribuidos pelo espago de fases de
mesmo tamanho da figura 5.5. Cada condicao inicial é iterada até que a trajetéria
correspondente cruze a fronteira de referéncia y = 0. O tempo de escape médio, in-
dicado na figura 5.6, mostra uma forte dependéncia sobre e com inumeros picos no
tempo de escape que estao relacionados as bifurcacoes. O pico mais alto, situado em
e = 0.18995, corresponde a bifurcacao de ordem mais baixa (%) durante o intervalo es-
tudado € € [0.180 : 0.200] e representa o limite para a existéncia do toro sem shear
secundario identificado na figura 5.5. Tal valor diferenciado dos demais indica algum tipo
de mecanismo de aprisionamento que diminui o transporte. Para ilustrar o escape nos
mostramos na figura 5.7 os detalhes finos sob as condigoes iniciais para dois valores dife-
rentes de e: um deles corresponde ao tempo de escape curto (linha tracejada azul marcada
como a. na figura 5.6) e o segundo ao tempo de escape mais longo (linha tracejada ver-
melha marcada como b. na figura 5.6). Cada condigao inicial da grade de 1000 x 1000 foi
iterada 3 x 10° e separada por uma escala logaritmica de cores como mostra a figura 5.7.
Da figura 5.7 nods verificamos que condigoes iniciais dadas dentro da ilha, evidentemente,
nao escapam e sao identificadas pela cor vermelha, no entanto, trajetérias adjacentes
a esta regiao podem gastar longos periodos de tempo para alcancar a fronteira y = 0.
Comparando a figura 5.7 (a) e (b) fica claro que ambas sdo compostas, principalmente,
de trajetdrias cujo tempo de escape sao curtos ou medianos. Contudo, a figura 5.7 (b)
apresenta quantidades razodveis de condigoes iniciais que demoram = x10° (cor laranja
na palheta de cores) ao redor da ilha. Este fenomeno é conhecido como aprisionamento e
indica uma estadia de longo prazo por parte de algumas trajetorias que desenvolvem um
movimento quase regular ao redor da ilha. Esta nova regiao de aprisionamento, causada
pela quebra da separatriz de uma bifurcagao nao twist secundaria, interfere, substancial-
mente, no tempo médio de escape e, por consequéncia, no transporte global do sistema

(veja mais sobre aprisionamento em [Zas02a]).

Uma distribuicao estatistica para os tempos de escape no espaco de fases pode ser
usada para caracterizar tal processo de aprisionamento. Neste caso, nds calculamos a

fragdo de escape (FE) para um grande nimero de condigoes iniciais entre a fronteira
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Figura 5.6: Tempo de escape médio em funcao da perturbacao e, calculada para uma grade
de condigobes iniciais fornecidas sob o espago de fases estudado na figura 5.5.

y = 0 e a cadeia de ilhas. Nos escolhemos esta regiao para as condigoes iniciais a fim de
compreender se a cadeia de ilha em estudo é capaz de capturar trajetorias longe delas a tal
ponto que aquela nova regiao de aprisionamento faga realmente diferenga no transporte

global do sistema. A FE é definido como:

Ny,

- (5.4)

Pese(T)
onde N, é o numero de condigoes iniciais que cruzam a fronteira y = 0 com nimero
de iteragdes (tempo) n > 7 e Ny é o numero total de condigoes iniciais que realmente
cruzam a fronteira. De fato, a equagao (5.4) é uma funcao de distribuigao acumulativa que
decresce a partir de p(0) = 1. A figura 5.8 mostra a FE para ambos os casos € = 0.18775
e € = (0.18995.

A FE para € = 0.18775 e € = 0.18995 possuem o mesmo decaimento exponencial para
7 < 10%. Como o decaimento exponencial estd ligado a aleatoriedade (sem efeitos de
aprisionamento) da camada cadtica nés concluimos que a extensdo do mar de caos nos
dois casos sao bastante similares no que se refere a tempos curtos. Quando 7 > 10® a
FE decai como uma lei de poténcia do tipo: pes(7) & 777, cujo expoente ~ obtido foi
de v = 1.5(1). Cabe lembrar que o decaimento da FE por uma lei de poténcia indica a
presenca de aprisionamentos no espaco de fases (sub-se¢ao 2.4.1). Entre 10* < 7 < 10° as
FEs para e = 0.18775 e € = 0.18995 apresentam o mesmo decaimento, embora com valores

para p(7) ligeiramente diferentes. No entanto, para longos perfodos de tempo, 7 > 10°, a
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Figura 5.7: Espaco de fases fino detalhando o tempo de escape das condigoes iniciais com (a)
€ =0.18775 ¢ (b) € = 0.18995. A escala de cores logaritmica representa desde tempos curtos de
escape (1 iteracdo, azul escuro) até trajetérias que nio escapam (3 x 10, vermelho).
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Figura 5.8: Fracao de escape (FE) para um grande nimero de condigoes iniciais com €, =
0.18775 e ¢, = 0.18995.

FE indica um comportamento diferente entre eles e de acordo com a figura 5.8 a cadeia de
ilhas que permanece durante a perturbacao, e = 0.18995, captura uma certa quantidade
de condigoes iniciais a mais do que o caso € = 0.18775, o que pode ser constatado pela
diferenca na cauda da distribuicao. Outra interpretacao para a diferenca entre as caudas
é que a probabilidade de se encontrar tempos de escapes superiores a T = 10° e maior
para o caso €, do que para €,.

Assim, concluimos que qualquer que seja a curva sem shear secundaria que apareca
no espaco de fases, ela deve ser seguida por uma redugao no transporte se o parametro de
controle € for apropriadamente alterado. E preciso salientar que o efeito de aprisionamento
enfatizado nao é um fenomeno relacionado com o toro sem shear secundario, mas uma

consequencia de sua existéncia.

5.3 Modificacoes no fator de seguranca

A melhora no confinamento do plasma em tokamaks é um assunto recorrente e im-
portante para o éxito na construcao de um reator de fusao. Neste sentido, a compreensao
e o estudo do perfil do fator de seguranca possui um papel fundamental, como apon-
tam recentes pesquisas experimentais e tedricas sobre o assunto. O grande trunfo em se
modificar o perfil de seguranca estda no fato de podermos gerar as chamadas barreiras

de transporte (BT), ou seja, estruturas capazes de diminuir ou até mesmo impedir a
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transicao (transporte) entre regides acessiveis. Em termos experimentais, o que se busca
¢ uma diminuicao ou uma interferéncia completa no transporte de particulas provenientes
do interior do plasma [Wol03, Cha04].

Diferentes procedimentos podem ser adotados ao perfil de seguranca para a obtencao
de BTs em tokamaks. Em [EFFT02], Eriksson et al demonstraram que o perfil do
fator de seguranca pode ser usado como unico controle para se obter BTs. Neste caso
os autores utilizaram perfis de seguranca nao-monotonicos. Outros resultados mostram
também que um achatamento no perfil crescente do fator de seguranca pode ser suficiente
para a formacao de BTs [CFGT04].

Como discutido anteriormente, o mapa simplético apresentado nesse capitulo possui
liberdade para escolha do perfil do fator de seguranca, o que nos possibilita optar por
diferentes perfis a fim de investigar seus efeitos na topologia do espaco de fases e princi-
palmente as mudancas nas propriedades do transporte das linhas de campo magnéticas.
Em 5.3.1 utilizamos um perfil nao-monotonico para o fator de seguranca, gerando em
determinada regiao do espaco de fases os fenomenos nao-twist estudados no capitulo 3. A
subsecao 5.3.2 é dedicada ao estudo de um perfil monotonico com um ponto de inflexao
proximo ao raio do plasma (r = a). Esse tipo de perfil [CF12] tem-se mostrado eficiente
para a obtencao de uma barreira mais resistente as perturbacoes, o que constitui em uma

melhora sobre o ponto de vista do isolamento da interacao entre o plasma e a fronteira.

5.3.1 Perfil nao-monotonico

A seguir, definimos uma expressao para o fator de seguranca de equilibrio, g, que
descreve perfis de equilibrio nao-monoténicos condizentes aos usados em experimentos®
com tokamaks [OC95].

i) - § B (r0E) (-5 o< (55)

Go’s (a<r<0D)
onde 3 = B(u+1)/(8+ p+ 2). Na figura 5.9 temos o perfil ndo-monotoénico do fator
de seguranga (onde usamos: ¢, = 3.9, § = 2 e p = 1) em comparac¢do com o perfil
monotonico descrito na secao anterior.
Plasmas com fator de seguranca nao-monotonico sao denominados plasmas de cisalha-
mento reverso. Perceba pela figura 5.9 que ao contrario do perfil monotonico, o perfil nao
monotonico nao possui menor valor para o fator de seguranca no centro do plasma, e sim

em uma posicao radial entre o eixo magnético e a borda do plasma. No caso apresentado

3Perfis ndio monotoénicos podem ser gerados através de métodos ndo indutivos de aquecimento do
plasma, como por exemplo, através de inje¢ao de particulas neutras.
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Figura 5.9: Perfis de equilibrio do fator de seguranga monoténico com g, = 5 e v = 4 (preto) e
nao-monotoénico com g, = 3.9, f =2 e u =1 (vermelho). O quadro interno ressalta a existéncia
do ponto de minimo préoximo a y = 0.5.

na figura 5.9 o ponto de minimo, que também é o menor valor do fator de seguranca, esta

em torno de y = 0.5 (dentro do raio do plasma).

Com o perfil de equilibrio nao-monotonico, definimos o mapa nao-twist de Ullmann
(MNTU). Na figura 5.10 mostramos o espaco de fases do MNTU para m = 3 e o conjunto
de parametros definido pela tabela 5.1. Pela figura 5.10 (a) percebe-se que uma ligeira
perturbacao, e = 0.05, é suficiente para gerar os dois modos ressonantes de periodo - 3
que estao separados por curvas invariantes, incluindo a curva sem shear (curva vermelha).
Conforme a perturbacao aumenta as separatrizes das ilhas unem-se em um processo de
reconexao (figura 5.10 (b) para € = 0.0635). Para e = 0.1 (figura 5.10 (c)) as duas cadeias
de ilhas de periodo - 3 estao separadas por novas separatrizes homoclinicas. Na figura 5.10
(d) com € = 0.3, vemos que os pontos elipticos e hiperbélicos da cadeia de baixo colidiram
restando somente as tres ilhas superiores. Para estes valores de parametros a curva sem
shear ainda persiste no espaco de fases, agindo como uma barreira no sentido em que as
condigoes iniciadas acima dela nao conseguem ultrapassa-la e alcancar a borda y = 0 em

referéncia a parede externa do tokamak.

Localmente, o MNTU possui propriedades equivalentes ao MPNT. Uma barreira sem
shear é formada no espaco de fases devido a existéncia de um ponto de minimo no perfil do
fator de seguranca o que garante a ocorréncia de processos de reconexao. Contudo, como
relatado da literatura [dSRPT06, PCVM07, MdCCR11, PSKT05], algumas diferencas

como, uma maior area cadtica abaixo da barreira que acima dela e a presenca de curvas
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Figura 5.10: Espagos de fases do MNTU destacando o processo de reconexao e a robustes da
barreira sem shear.(a) Para e = 0.05 vemos duas cadeias de ilhas de periodo - 3; (b) € = 0.0635 -
processo de reconexao; (c¢) Em € = 0.1 separacao em outras diferentes cadeias de ilhas de periodo
- 3 formada por separatrizes homoclinicas; (d) Colisao entre o ponto eliptico e o hiperbdlico,
€ = 0.3. A curva sem shear estdao indicadas em vermelho em todos os espagos de fases.

invariantes fora da regiao da barreira, o que é possivel devido a natureza localizada da
perturbagao, constituem em diferencas relevantes que merecem ser melhor exploradas.

Comecaremos analisando a robustez da curva sem shear no MNTU. Para tanto, deve-
mos observar o comportamento de um espaco de parametros constituido pela perturbagao
€ e pela constante C. A constante C' foi escolhida como parametro relevante, pois constitui-
se de parametros relacionados a geometria do tokamak (a,b e Ry), do limitador: (mel), e
de um parametro caracteristico para o perfil de equilibrio que define o fator de seguranca
na borda do plasma, ¢q,. Em todos os casos analisados a seguir nés mantivemos o valor
qa = 3.9 para que o perfil de equilibrio fosse mantido bem como o perfil das ressonancias
no espaco de fases.

Existe algumas formas de estudar a ruptura da barreira sem shear. A mais usual,
constitui em escolhermos um conjunto de condicoes iniciais acima da curva sem shear
e itera-las até que alguma dessas condigoes iniciais alcangassem um ponto abaixo dela.

Esse tipo de procedimento numérico exige muito tempo e esforco computacional, além
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de ser vulneravel aos fenomenos de aprisionamento que podem passar a impressao de
que a barreira esteja robusta, quando na verdade ela estd rompida e apenas age como
uma barreira parcial. A fim de contornar o problema, nds iremos adaptar o teorema de
Slater para o MNTU. Como vimos no capitulo 3 (subsec¢do 3.2.3) o teorema de Slater
define que dado um intervalo sobre uma curva invariante irao existir no maximo tres
diferentes tempos de recorréncia para esse mesmo intervalo, sendo que, em caso de trés
tempos de recorréncia, o maior deles serd a soma dos outros dois (I's = I'y + I'y). Nés
vimos no capitulo 3 que o método é bem preciso e funcionou muito bem para o mapa
padrao nao-twist MPNT. Contudo, o MPNT possui simetrias que nos auxiliam encon-
trar, analiticamente, pontos indicadores (PIs) que sempre pertencem a curva sem shear
o que facilita muito o procedimento numérico para determinar a quebra da curva sem
shear. Infelizmente, os modelos que descrevem campos magnéticos em tokamaks, como
o MNTU apresentado neste capitulo, nao apresentam tais simetrias devido a correcao
toroidal introduzida. Apesar de nao haver a possibilidade de obtermos PIs para o MNTU
nos apresentamos uma adaptagao para o teorema de Slater a fim de estudarmos se hé ou

nao alguma barreira no espaco.

Utilizando o teorema de Slater em sistemas nao simétricos

O método descrito a seguir, pode servir como base para andlises sobre a existéncia de
curvas invariantes no espaco de fases de sistemas nao simétricos. Embora pensado para
resolver o caso do MNTU, as idéias podem ser re-adaptadas para outros sistemas. Como
estamos, particularmente, interessados em investigar a existéncia da curva sem shear,

vamos iniciar o processo focalizando a regiao que ela ocupa no espago de fases.

1o Passo: Determinar uma regiao pela qual a curva sem shear sempre passa.

No caso do MNTU, isso pode ser realizado se mantivermos constante os valores de m
e ¢,. Assim, se compararmos algumas curvas sem shear, obtidas com boa precisao para
diversos valores de €, perceberemos que existe uma regiao (um retangulo seria o ideal)
por onde a suposta curva sem shear sempre passa. O tamanho dessa regiao de estudo
nao é importante, mas é imprescindivel que a curva sem shear entre por uma das arestas
dessa regiao e saia pela aresta oposta, cruzando a regiao apenas uma vez. Embora pareca

complicado, a obtenc¢ao dessa regiao é relativamente simples.

20 Passo: Distribuir niveis (linhas) de condigoes inicias (ClIs) dentro da regiao definida

pelo primeiro passo.
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Nesse caso, as linhas de CIs devem ser perpendiculares a direcao da curva sem shear.
Mas por que se utilizar de uma grade de condigoes iniciais e nao apenas uma linha delas?
O motivo de escolhermos uma grade de condigoes iniciais, deve-se ao fato de que o teorema
de Slater nao faz distingao entre uma curva invariante global, que atravessa o espaco de
fases, de uma curva invariante pertencente a uma ilha regular. Ou seja, se escolhessemos
um linha de CIs e em algum ponto ela cruzasse com uma ilha , o método concluiria pela
existéncia de uma curva invariante sem detalhar o tipo, o que pode gerar incontaveis erros
de interpretacao. Utilizando uma grade de CIs divididas em diversos niveis (linhas), nds
chegamos a conclusao sobre a presenga de uma curva invariante se todos os niveis (linhas)
de CIs apresentarem as recorréncias I'y, I's ou I'y = I'; + I'y (teorema de Slater). Caso
alguns dos niveis nao apresente nenhuma recorréncia ou possua nimeros de recorréncia
superior a trés o espaco de fases é considerado aberto, ou seja, nao ha qualquer curva
invariante global impedindo o transporte.

Perceba que o método é conclusivo em apontar a existéncia de uma curva invariante

sem ser especifico sobre a a curva sem shear.

Através do procedimento descrito acima nods obtemos o espaco de parametros, € X
C, mostrado na figura 5.11. Os pontos marcados na cor vermelha indicam a presenca
de curvas invariantes (onde a suposta curva sem shear deve estar localizada) intactas
enquanto o espaco em branco relata a quebra de todas as invariantes globais. Apesar
dos erros numéricos que possam ter acontecido devido a escolha da regiao de recorréncia
e da grade de condigoes iniciais, a figura 5.11 estd bem representativa. O ponto mais
interessante sobre o espago de parametros apresentado na figura 5.11 diz respeito a perda
e a retomada da estabilidade das curvas invariantes durante diversos pares (¢,C) do
espaco. A perda da estabilidade das invariantes, ou melhor, a sua quebra repentina, pode
ser constatada pelos conjuntos de parametros (e, C') que formam estreitas linhas brancas
no meio da regiao, predominantemente, vermelha. O caso reverso também ocorre e a em
alguns momentos, a curva sem shear, que ja estava quebrada, adquire certa estabilidade e
passa a se reestruturar, como indica o conjunto de parametros (¢, C') formando uma linha
vermelha na regiao branca. Tal comportamento sobre a estabilidade da curva sem shear
no espago parametros parece ser comportamento caracteristico de sistemas nao-twist, visto
que o mapa padrao nao-twist (MPNT) também apresenta esse fenomeno.

Em termos dos experimentos de confinamento do plasma em tokamaks, a figura 5.11
aponta para a possibilidade de que ligeiras flutuagoes na corrente de plasma (lembrando
que € é a razao entre a corrente do limitador e a corrente de plasma) pode destruir ou,
dependendo do caso, restruturar barreiras imposta pelo perfil nao monotonico do fator de

seguranga.
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Figura 5.11: Espaco de parametros do MNTU realizado a partir do teorema de Slater. A
regido vermelha indica a presenga de uma curva sem shear. A linha pontilhada em azul em
C = 0.17406 serve como guia para os espagos de fases apresentados ma figura 5.12.

A fim de confirmar os resultados obtidos para o espaco de parametros, nés mostramos
na figura 5.12 dois espaco de fases com m = 3, ¢, = 3.9, C' = 0.174060 e com o parametro
de perturbagao e: (a) e = 0.25 (regido branca no espago de parametros) e (b) € = 0.251
(regiao vermelha no espago de parametros). Para ¢ = 0.250, figura 5.12 (a), o espago
de fases do MNTU nao possui barreira entre as ressonancia de periodo - 3, fato que
pode ser corroborado pela ampliagao da figura (quadro azul ao lado da figura). Contudo,
uma flutuagao no parametro de perturbagao, e = 0.251 pode restruturar algumas curvas
invariantes, inclusive a curva sem shear, que passam a dividir o espaco entre a ressonancia
de periodo - 3, novamente. Ou seja, mesmo aumentando a perturbacao do sistema pode-
se estabilizar algumas regides do espaco de fases. Esse caso pode ser observado pela
figura 5.12 (b) e a ampliagdo no quadro azul a direita onde a curva sem shear esta
identificada em vermelho. Perceba que, se continudssemos aumentando, gradualmente, o
parametro €, a regiao que contém a curva sem shear alternaria entre a presenca de curvas
invariantes e a nao presenca delas até que para um certo valor de € tal alternancia nao

ocorre mais e a curva sem shear nao volta a aparecer no espacgo de fases.
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Figura 5.12: Espago de fases do MNTU com m = 3, ¢, = 3.9 e C' = 0.174060. Os casos acima
ressaltam a formacao de uma barreira (incluindo uma curva sem shear) conforme uma flutuagao
da perturbagao de (a) € = 0.250 (sem barreira) para (b) € = 0.251 (com barreira).
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5.3.2 Perfil monotonico com ponto de inflexao

Vamos adotar um método para construir barreiras de transporte através de uma modi-
ficagao local do perfil do fator de seguranga sem alterar sua monotonicidade. Em [CF12] é
apresentado um procedimento matematico para modificar o fator de seguranca monotonico
a fim de produzir uma barreira de transporte. Um fator de seguranca local, ¢,(r), deve
depender de trés valores de r sendo r; < ry < ro onde, 71 e ry sao os limites locais e 79 o

local para o ponto de inflexao. As seguintes regras devem ser garantidas:
e ¢ (r) coincide com ¢(r) nos intervalos [0; r1] e [rg; 1].
e ¢ (r) é continua e derivavel em 71 e 19

e a derivada em 7y é nula, ou seja, ry serd o ponto de inflexao

Para satisfazer os critérios acima, o fator de seguranga monotonico da equacao (5.2)

pode ser modificado em:

2 25 !
Qa%{l—(1—2—2>} 0<r<m)

qeq(r) - qo — c1(r — 7“0)7 — co(r — 7“0)5 —c3(r — 7’0)3 (5.6)

r2

<r<
Ga gz (re <7 <

onde os coeficientes qq, ¢1, ¢2 € ¢3 sao obtidos pela continuidade e pelas derivadas no ponto
rp =0.099(y = 0.1) e 7o = 0.077(y = 0.3). Fazendo ry = 0.0824 obtemos os valores:

Tabela 5.2: Valores obtidos para o fator de seguranca com ponto de inflexao.

coeficientes Valores obtidos
q0 4.86273801470208
1 -4.708151268056796x 10'2
Ca 4.901420139867871 x10?
C3 -1.6039982849970104 x10°

Na figura 5.13 mostramos o perfil do fator de seguranca com a modificacao local em
comparagao com o perfil monotonico dado pela equagao (5.2). Perceba que o ponto de
inflexdo yo = 1 — ro/b, onde 1o = 0.0824 foi escolhido antes da borda entre o plasma
e a fronteira externa na intencao de se criar uma barreira que modifique a interagao
plasma-fronteira.

Como ja discutido pelas se¢oes anteriores, a escolha do niimero m, que define o niimero
de pares de espiras do limitador, estd diretamente relacionado com as ressonancias que
aparecem no espaco de fases devido ao perfil do fator de seguranca. Logo, a escolha de

m, quando utilizamos o perfil de seguranca modificado localmente, deve exercer um papel
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Figura 5.13: Fator de seguranca ¢, com um ponto de inflexdo em comparagao com um fator
de seguranca q;.

fundamental na formagao de estruturas no espaco de fases. Na figura 5.14 mostramos
trés escolhas diferentes de m, considerando uma perturbagao ¢ = 0.2. Para m = 4,
figura 5.14 (a), percebe-se um conjunto de toros invariantes bem delimitado préximo ao
raio do plasma (r ~ 0.2727). Esses toros invariantes possuem dimensdao D = 2 assim
como o proprio espaco de fases e, portanto, formam uma barreira de transporte, pois
separam definitivamente duas regioes cadticas do espaco de fases. Ao escolhermos m =5,
figura 5.14 (b), ndo observamos nenhuma estrutura que desempenhe o papel de uma bar-
reira nos moldes da anterior. Neste caso, observamos um extenso mar de caos conectado a
ressonancia de periodo - 4, a Unica cadeia de ilhas visivel na escala adotada. Na figura 5.14
(c), apesar de nao observarmos duas regides extensas separadas por toros invariantes como
na figura 5.14 (a) temos uma redugao consideravel da regiao cadtica préxima a fronteira
(y = 0) quando a comparamos a figura 5.14 (b). Isso significa que a perturbagao nao foi
suficiente para romper as novas curvas invariantes geradas pelo perfil local embora outras
curvas dentro do raio de plasma ja tenham entrado em ressonancia causando pequenas

regioes cadticas ao redor do ponto hiperbdlico.

Pela analise dos casos apresentados pela figura 5.14, concluimos que para a formacao
de uma barreira efetiva no espago de fases, a escolha do nimero de espiras m para o caso
do perfil de seguranca modificado localmente, deve ser feita de tal maneira que o ntimero
da ressonancia m nao esteja nem tdo perto nem longe de ¢(r), ou seja, do valor de g,

no ponto de inflexao.
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Figura 5.14: Espaco de fases para diferentes niimeros de ressonancias m do mapa simplético
de Ullmann com perfil do fator de seguranca dado pela equacao 5.6. (a) m=4; (b) m=5; (c)
m=6. Em todos os casos usamos ¢ = 0.2.

Uma vez constatado a influéncia de m na topologia do espaco de fases, vamos comparar
a topologia de um sistema com perfil de fator de seguranca monotonico puro com a de
um sistema cujo perfil esteja modificado localmente, como mostrado na figura 5.13. Para
tanto, escolhemos um valor de perturbacao, relativamente alto: ¢ = 0.2 e m = 7 para
que o foco da perturbacao esteja na ressonancia de periodo - 7 e, consequentemente, tal
perturbacgao passa a agir com maior influéncia na regiao compreendida entre a borda do
plasma e a fronteira (y=0). Na figura 5.15 (a) vemos o espago de fases cujo perfil do fator
de seguranca do modelo é monotonico; nele percebemos que a perturbacao, €, fornecida
foi alta o suficiente para destruir todos os toros invariantes entre a fronteira da camara,
y = 0, e a borda do plasma y ~ 0.27[27], logo, ndo hd nenhuma barreira que impega o
transporte das trajetérias da parte interna do plasma sentido a fronteira externa. Quando
adicionamos o ponto de inflexao ao fator de seguranca temos o espaco de fases apresentado
na figura 5.15 (b). Neste caso, percebemos que, embora a pertubagao tenha destruido
grande parte dos toros préoximos a y = 0 bem como uma boa parte dos toros na regiao
y < a (dentro do plasma), alguns toros ainda sobrevivem. Estes toros sobreviventes
situam-se, justamente, entre a borda do plasma e a fronteira externa funcionando como
uma barreira ao transporte, no sentido em que as trajetérias confinadas na regiao y < a

nao conseguem atingir a parede do tokamak.

Para estudar os efeitos dos perfis para os casos ¢, e ¢, quanto ao escape das trajetorias,
n6s dividimos o intervalo y € [0,0.34] e = € [0, 27] em uma grade de 1000 x 1000 condigoes
iniciais. Cada condicao inicial foi iterada até a colisao com a fronteira, y = 0. O limite
méaximo de iteracoes fornecido foi de 107 e as trajetdrias que chegaram neste limite foram
consideradas como pertencentes a regioes regulares que nunca escapavam. Os diferentes
tempos de escape foram colocados em uma escala logaritmica de cores resultando em um

espaco de fases semelhante aos da figura 5.15 com uma dimensao a mais representada
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Figura 5.15: Espaco de fases das linhas de campo magnéticas com € = 0.2 e fator de seguranca
(a) monotoénico puro (equagao 5.2) e (b) monoténico com ponto de inflexdo 5.6. A linha tracejada
em azul marca o limite do raio do plasma.
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Figura 5.16: Espago de fases da figura 5.15 com uma terceira dimensao representada pela
projecao dos tempos de escape em uma escala de cores logaritmica. Em ambos os casos temos
e =0.2.

pela projecao dos tempos de escape em uma escala de cores no espaco bi-dimensional. O
nimero de iteragoes que cada condigao inicial leva para atingir a fronteira esta relacionado
com o numero de voltas toroidais que cada linha de campo realiza, dessa forma, esse tipo
de estudo pode ser encontrado na literatura também com o nome de comprimento de
conexao, ou seja, o numero de voltas toroidais que cada linha de campo realiza antes de
chocar-se contra a parede. Os resultados para o mapa de Ullmann considerando os dois
diferentes perfis de rotagao estdao mostrados na figura 5.16 (a) para o caso ¢; e em (b)

para o caso .

E notavel os efeitos causados pela imposicao de uma barreira no sistema. Como con-
sequéencia imediata, a barreira causou um isolamento efetivo ao transporte das trajetérias
situadas na parte de cima do espago de fases que se referem as linhas de campo com
r < a, como podemos observar na figura 5.16 (b). O caso ilustrado na figura 5.16 (a),
apresentando o perfil monotonico ¢;, nao possui tais barreiras e, portanto, as trajetérias
da parte de cima do espaco de fases podem atingir a fronteira da camara, muito embora
demorem uma quantidade significativa de iteracoes para fazé-la. Outro fato relevante
na alteragao do perfil do fator de seguranca é a mudanga das propriedades de escape na
regiao préxima a fronteira y = 0. Note que além de alterar a extensao da camada cadtica,

existiram mudangas estruturais (topolégicas) com relagao as regides de escape.

As condigbes iniciais proximas a fronteira constituem-se em uma regiao de escape
rapido, consequéncia direta da perturbagdo causada pelo ntimero de espiras, m (res-
sonancia), e pela corrente do limitador [, que atuam na borda do sistema. A grande
maioria das condigoes iniciais dadas nessa regiao escapam logo nas primeiras 10 iteragoes
do mapa, como podemos observar no histograma apresentado na figura 5.17 tanto para o

caso com o perfil monotonico (figura 5.17 (a)) quanto para o caso com inflexao (figura 5.17
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Figura 5.17: Histograma para o escape das condigbes iniciais com 0 < n < 100.

(b)) em referéncia aos casos mostrados pela figura 5.16 (a) e (b), respectivamente. Em
ambos os casos da figura 5.17 a quantidade de trajetérias que escapam depois das 10
primeiras iteragoes decai rapidamente, no entanto, o caso do perfil de rotacao puramente
monotonico, figura 5.17 (a), apresenta uma quantidade de trajetérias ligeiramente supe-
rior durante o restante do intervalo 10 < n < 100 devido, principalmente, a extensao da

sua regiao cadtica.

Calculamos o padrao de escape (comprimento de conexao) seguindo as divisdes do
numero de iteragoes definidos pelo histograma da figura 5.17. Associamos uma cor para
cada intervalo de escape e obtivemos o padrao mostrado na figura 5.18. A escala entre
1 —100 esta subdividida em intervalos de 10 iteracoes sendo que as condigoes iniciais com

n > 100 receberam a mesma cor, vermelho escuro.

A figura 5.18 indica que a regiao proxima a borda do sistema é quase que em sua
totalidade preenchida por trajetérias cujo escape é muito rapido, entre 1 < n < 100, em
ambos os casos. B possivel ainda notar duas modificagoes importantes: (i) a regiao de
escape rapido na figura 5.18 (a) (em referéncia ao perfil monotonico) extende-se préximo
a borda do plasma, atingindo-a ao redor da regiao (z, Ypiasma) = (0.6,0.2727), fato que
nao ocorre na figura 5.18 (b) devido a existéncia de uma barreira interna imposta por
uma mudanca local do perfil do fator de seguranca; (i7) Ao compararmos as respectivas
ampliacoes de uma mesma regiao verificamos uma mudanga expressiva no padrao do

escape das trajetorias. Em especial, pode-se notar pela ampliacao da figura 5.18 (a)
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Figura 5.18: Padrao de escape para regiao préxima a borda do sistema em referéncias as
figuras 5.16 (a) e (b), respectivamente.

a existencia de uma regiao estreita que contém trajetérias que demoram acima de 100
iteragoes para que colidam com a parede. A figura 5.18 (b) apresenta tal regiao, porém,
bem mais fina e, visualmente, nao é possivel constatar trajetorias que levam mais do que
100 iteracoes para atingir a parede. Este fato indica que a modificacao local do perfil do
fator de seguranca nao somente isolou as trajetorias correspondentes ao raio do plasma
como também provocou uma mudanca estrutural na regiao proxima a borda propiciando

um escape mais rapido das trajetérias nesssa regiao.

Finalmente, para caracterizar o transporte das linhas de campo rumo a parede do
tokamak, nds estudamos a fracdo de escape (FE) (equagao 2.30) para um conjunto de
108 condigoes iniciais fornecidas sobre a mesma drea da figura 5.18 & direita (ampliagao)
e iteradas 2 x 10% vezes. A FE nos dara uma perspectiva de como as condicoes iniciais
escapam e se existe alguma forma de aprisionamento em algum dos casos. O resultado é
mostrado pela figura 5.19 onde, o caso a. refere-se a figura 5.18 (a) e o caso b. a figura 5.18
(b). Pela figura 5.19, percebe-se que ambos os casos decaem, aparentemente, como uma
lei de poténcia. No entanto, devido as intensas flutuagoes nés podemos supor apenas um
expoente caracteristico, v, entre 1 e 2. Para tempos curtos, 7 < 100, os dois casos decaem
rapidamente, restando poucas condigoes iniciais depois de 100 iteracoes do mapa. Entre

10> < 7 < 3 x 10% o caso b., em referéncia ao perfil com ponto de inflexao, decai mais
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Figura 5.19: Fracao de escape para um conjunto de condigoes iniciais fornecidos sob a area
da figura 5.18 a direita. O caso a. refere-se ao perfil monotonico e o caso b. ao perfil com ponto
de inflexao local.

lentamente, ou seja, a probabilidade de se encontrar condigoes iniciais com tempos de
escape dentro desse limite é maior para o caso b. do que para o caso a.. Contudo, para
7 > 10* temos uma inversao e o caso a. passa a dominar o limite para longos tempos de
escape. Isso significa que o espago de fases da figura 5.18 (a) possui uma estrutura capaz
de aprisionar as condicoes iniciais por longos periodos de tempo.

A ocorréncia de tempos longos (7 > 10°) para o caso a. da figura 5.19 (curva ver-
melha) em referéncia ao perfil monotonico, esté relacionado ao fato do espago de fases cor-
respondente (figura 5.16 (a)) ndo possuir curvas invariantes que impegam as trajetorias de
penetrar em direcao ao ntcleo do plasma. Assim, algumas das condigoes iniciais préximas
a fronteira y = 0 seguem em dire¢ao ao plasma e permanecem 14 durante muitas iteragoes
até finalmente escaparem. Esse fato é inibido pelo caso b., devido a existéncia de uma
barreira.

Em termos experimentais, o fato de observarmos uma quantidade de trajetérias que
seguem rumo ao nucleo do plasma e depois chocam-se com a fronteira, possui consideraveis
consequeéncias. Sendo o ntcleo do plasma uma regiao de temperaturas elevadas, as
particulas que, por aproximacao seguirem as linhas de campo rumo ao ntcleo do plasma
devem armazenar mais energia e caso venham a se chocar com a fronteira, podem diminuir

a eficiéncia do confinamento ou até mesmo danificar a camara do tokamak.
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Capitulo 6
Conclusoes

As propriedades dinamicas de fenomenos nao-twist foram apresentadas nesta tese
através de observagoes topoldgicas no espaco de fases e aproximagoes numéricas. Nesta
perspectiva, indica-se que a topologia nao-twist pode ocorrer, mesmo que localmente, na
maioria dos sistemas hamiltonianos.

No capitulo 3, a topologia atipica do espaco de fases de um sistema padrao nao-twist
foi revisada. Um sistema nao-twist é caracterizado pelo perfil nao-monotonico do niimero
de rotacao e, portanto, assegura a existéncia de no minimo uma curva sem shear. A curva
sem shear é um toro invariante irracional, cujo nimero de rotagao ¢ um ponto de maximo
ou de minimo no perfil de rotacao do sistema. Ao redor da curva sem shear acontecem
bifurcagoes tipicamente nao-twist, como os processos de reconexao (subsegao 3.2.2). Com
a variacao dos parametros do sistema o toro sem shear pode ser destruido e, no caso do
mapa padrao nao twist, o transporte na direcao y do espago de fases estende-se de —oo
até co. Através da interpretagdo do teorema de Slater [S1a67], nés aplicamos um método
numérico para encontrar o limite da existéncia ou nao da curva sem shear no espaco dos
parametros (a,b). Nosso resultado condiz com os resultados apresentados na literatura
com a utilizagdo de outros métodos como: o método de Greene usado em [WAFMO5] e
o método de iterar condigoes iniciais até que alguma delas ultrapasse a regiao da curva
sem shear [SA98]. Enfatizamos que apesar do método numérico com base no teorema de
Slater ser computacionalmente mais eficiente, ele nao permite a obtencao do valor exato
da quebra da curva sem shear de modo tao refinado quanto o método de Greene [Gre79].
No entanto, o nosso resultado apontou regices do espaco de parametros onde a separatriz,
unificada pelo processo de reconexao de periodo - par, se quebra antes dos toros vizinhos,
fato que nao pode ser observado pelos demais métodos. Enfatizamos que o espaco de fases
para os valores de parametros desse caso, mostra que a curva sem shear estd realmente
quebrada o que confirma nosso resultado.

Até recentemente, a presenca de um toro sem shear era apenas creditado aos mapas
nao-twist. No entanto, tem-se mostrado [DMS99, dWW88, Moe90] que um toro sem twist,

como os toros sem shear, podem emergir em ressonancias secundarias de qualquer mapa
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na vizinhanca de uma bifurcacao tripla do ponto eliptico. No capitulo 4, nés introduzimos
o calculo do nimero de rotagao interno como um diagndstico numérico para encontrar
esses toros sem shear secundarios. Com esse procedimento, nds encontramos nao apenas
o concomitante toro sem shear proximo a uma bifurcacao tripla, mas também outros
dois toros na vizinhanca de uma bifurcacao quadrupla. Para tanto, nds investigamos dois
sistemas: (i) mapa padrao nao-twist (MPNT) e (ii) mapa padrao-twist (MPT).
Comparando os exemplos apresentados aqui e na Ref. [DMS99], nés constatamos que
em todos os casos a curva sem shear secundaria aparece quando as ilhas regulares re-
manescentes tém um tamanho reduzido e o parametro de perturbacao é alto, portanto,
os sistemas estao muito distantes do caso integravel e eventualmente, o mapa perturbado
pode nao ser 1til para descrever a dinamica do sistema considerado. Mesmo assim, muitas
propriedades interessantes sao descritas para altos valores de parametros como por exem-
plo, os estudos relacionados aos modos acelerados no mapa padrao-twist e a ruptura da

barreira sem shear em sistemas nao-twist como estudado no capitulo 3.

Diante desta nova perspectiva, buscamos trabalhar com um modelo de particular
interesse fisico. O mapa que modela as linhas de campos magnéticos sob a influéncia
de um limitador ergédico em um tokamak foi introduzido no capitulo 5. FEsse mapa,
chamado mapa de Ullmann, possui fatores importantes que o diferencia dos antecessores,
como: (1) ser simplético, (ii) possuir parametros ligados diretamente ao proprio tokamak
e (iii) a liberdade de escolha do perfil do fator de seguranga. Nossas simulagoes iniciais
sobre o mapa de Ullmann com perfil monotonico do fator de seguranca indicou a presenca
de ilhas secundérias envoltas por um mar cadtico que apresentavam um toro sem shear
em seu interior (segao 5.2). Como previsto, a verificagdo do toro sem shear, de maneira
localizada no espaco de fases, estd ligada a proximidade de uma bifurcacao tripla do ponto
eliptico. No mesmo contexto, identificamos o cenario da bifurcacao quadrupla na presenca
de duas curvas sem shear, assim como aquelas apresentadas no capitulo 3 para o mapa

padrao twist.

A partir de um conjunto de parametros proximos da bifurcacao quadrupla, nés de-
senvolvemos um estudo sobre o escape de trajetorias na presenca das curvas sem shear
secundarias. Assim, concluimos que qualquer que seja a curva sem shear secundaria
que apareca no espago de fases, ela nao deve exercer influéncia direta no transporte, mas
através de alteragoes nos parametros, espera-se que essa mesma curva, ao se bifurcar, entre
em contato com o mar de caos, levando a uma reducao consideravel e atipica com relagao
ao escape de trajetérias (transporte). Portanto, o efeito de aprisionamento enfatizado
nao é um fenéomeno relacionado com o toro sem shear secundario, mas uma consequéncia
de sua existéncia. Pelo o que constatamos na literatura [ECVD97, JCL709], juntamente
com resultados obtidos por esta tese, presume-se que as bifurcacoes de baixa ordem, por
exemplo: 1/5, 1/4, 1/3 e 1/2, ao romper sua separatriz, formam pequenos vaos (can-

toros) e, portanto, sdo capazes de aprisionar as 6rbitas por um periodo longo de tempo,
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alterando, significativamente, o transporte no espaco de fases.

6.1 Resumo dos principais resultados

Buscamos compreender e analisar os fenomenos relacionado aos sistemas hamiltonianos
nao-twist. Para tanto, o nosso estudo focou-se no mapa padrao nao-twist que entre as

diversas propriedades, destacamos:

e A nao monotonicidade do perfil do niimero de rotagdo que sugere a presenca de no
minimo um toro cujo nimero de rotagao é um maximo ou um minimo no referido
perfil. Tal toro é conhecido como curva (toro) sem shear e é muitas vezes caracte-
rizado pela sua robustes, ou seja, é quase sempre o ultimo toro a se romper. Disse-
mos quase sempre, pois encontramos alguns conjuntos de parametros para os quais
a curva sem shear estava quebrada, antes mesmo das curvas invariantes vizinhas.

Esse caso precisa ser melhor explorado.

e Quando o nimero de rotacao de uma curva sem shear passa por um valor racional,
tem-se uma colisao ou o nascimento de orbitas de mesmo periodo. Esse processo
envolve uma bifurcacao atipica conhecida como reconexao, cujos cenérios estao rela-

cionados com o periodo par ou impar da corrente de ilhas.

e Ainda para o mapa nao-twist, estudamos a quebra da curva sem shear conforme
variamos os parametros do sistema. O método numérico, baseado no teorema de
Slater (ver secao 3.2.3), para o estudo da quebra da curva sem shear conforme a
variacao dos parametros, mostrou-se eficiente e condiz com os resultados conhecidos
na literatura. Porém, o método aponta para a existéncia de regioes onde, durante o
processo de reconexao a curva sem shear se quebra primeiro do que os toros vizinhos,

fato este nao identificado anteriormente.

Seguindo as previsoes estabelecidas na Ref. [DMS99], nds direcionamos nossos estudos
para procurar se os fenomenos atribuidos aos mapas nao-twist, poderiam, de alguma
forma, aparecer em mapas twist (capitulo 4 e referéncias [DMS99, dWW88, Moe90]). Os

resultados a seguir foram publicados em [AC12].

e A adequacao de um método numérico através do perfil espacial do niimero de rotacao
interno, wy,, para medir a rotagao de regioes regulares (ilhas) com relag¢do ao centro

eliptico (equagao 4.3).

e Através do método citado acima e das referéncias supracitadas, observamos que as
curvas sem shear aparecem sempre proximas a bifurcacao tripla do ponto eliptico,

tornando o perfil de rotacao dos toros, nao-monotonico, o que nao era previsto.
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e Os toros sem shear também podem aparecer préximos as bifurcacoes quadruplas.
O método do ntimero de rotacao interno, nos permitiu encontrar nas proximidades
desta bifurcacao, nao apenas uma mas, duas curvas sem shear. Nesse cendrio, uma
das curvas d4 origem as ilhas de periodo - 4 enquanto a outra, converge para o ponto

eliptico sem bifurcar.

e As curvas sem shear, caracterizadas em regioes locais do espago de fases, funcionam
como no caso da estrutura global e, portanto, também apresentam processos de
reconexao quando passam por um valor racional do nimero de rotagao interno. No
entanto, até o presente momento, nés sé encontramos o cenario descrito para sistema

nao-twist de periodo impar, independente da periodicidade do niimero interno.

Os resultados do capitulo 5 estao relacionados a descricao simplética dos campos
magnéticos em um tokamak com limitador ergédico. Os detalhes do mapeamento podem
ser acompanhados no apéndice A. A liberdade sobre o perfil do fator de seguranca resulta,
basicamente, em dois tipos de modelos, o qual chamamos de mapa twist de Ullmann
(MTU), para o caso de perfis monotonicos e mapa nao-twist de Ullmann (MNTU) no

caso de perfis degenerados. Sobre este modelo concluimos:

e Devido ao nimero significativo de parametros, foi possivel identificar incontaveis
bifurcagoes geradas por toros secundarios nao-twist préximas a borda do sistema.
A presenca local de uma curva sem shear no MTU com perfil do fator de seguranca

monotonico, fez parte de um estudo sobre barreiras sem shear em plasmas e foi
publicado em [CVAT12].

e O surgimento da curva sem shear local nao afeta, diretamente, o transporte global
das linhas de campo magnéticas. No entanto, sua ruptura proxima ao limite com
o mar de caos faz com que a vizinhanca da ilha regular torne-se uma regiao mais
propicia para aprisionar trajetérias por longos periodos de tempo. A diferenca
entre o aprisionamento causado no caso de uma curva sem shear local rompida em
comparagao com outros casos é notdvel (ver figura 5.6), fato esse corroborado pela
distribuicao estatistica dos tempos de escape, no qual o caso com a curva sem shear

apresentou quantidades de escapes superiores a 5 x 10° iteracoes do mapa.

e As modificacoes do fator de seguranca possuem um papel fundamental no transporte
das linhas de campos em tokamaks. Em especial, perfis nao - monotonicos ou apenas
com um ponto de inflexao, podem ser ajustados para se obter barreiras de transporte
com o intuiito de diminuir a interacao do plasma confinado com a parede da camara
do tokamak.

e No caso do perfil ndo-monotonico, obtivemos um espago de parametros (e, C'), onde €

¢ a perturbagao do sistema dada pela razao entre a corrente do limitador e a corrente
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do plasma e C' é uma constante relacionada com a geometria fisica de um tokamak.
O espago de parametros obtido (ver figura 5.11) indica que pequenas flutuagoes
na corrente de plasma pode fazer com que uma barreira apareca ou desapareca do

espaco de fases.

e A utilizagao de um perfil com um ponto de inflexao localizado mostrou-se interes-
sante pois, além de gerar uma barreira no espaco de fases, o perfil modificado acabou
alterando também as linhas de campo préxima a fronteira, aumentando o escape de

trajetorias de tempos curtos.

6.2 Questoes em aberto

Uma lista das questoes em aberto ou possiveis extensoes levantadas durante a tese pode

ser verificada abaixo:

e Um estudo sobre a estabilidade da curva sem shear durante o processo de reconexao
precisa ser melhor explorado. O método numérico baseado no teorema de Slater
sugere que alguns conjuntos de parametros fazem com que a curva sem shear se

rompa antes mesmo das curvas invariantes vizinhas (segao 3.2.3).

e Obter uma relagao entre os parametros fundamentais do sistema e as bifurcagoes

secundarias nao-twist presentes, genericamente, em sistemas hamiltonianos.

e Seria interessante investigar o comportamento dos fenémenos nao-twist e principal-
mente os fendomenos nao-twist locais em sistemas hamiltonianos multidimensionais.
Basicamente, ha poucos resultados tedricos e numéricos sobre o assunto. Aprovei-
tando o ensejo, o método do teorema de Slater poderia ser avaliado para esses

sistemas multidimensionais.

e Sobre o ponto de vista de aplicagoes em Fisica de Plasmas, cabe investigar se as
bifurcagoes que surgem dos toros secundarios nao twist podem ser identificados pelo
perfil experimental do fator de seguranca de um tokamak. Dados experimentais
sobre transporte que comprovem a atuagao de um provavel aprisionamento causado

por pequenas ilhas magnéticas seriam muito bem vindos.

e Embora na subsecao 5.3.1 nés avaliamos apenas flutuagoes na corrente de plasma
I,,, sabe-se que o fator de seguranca na borda do plasma ¢,, também sofre algu-
mas ligeiras modificacoes e, portanto, um espaco de parametros mais realista aos

problemas enfrentado, experimentalmente, seria dado pelo espaco € X q,.



86

Capitulo 6. Conclusoes




Apeéendice A

Descricao simplética das linhas de

campo magnéticas

Basicamente, para se obter energia de uma reacao de fusao é necessario criar um plasma
de elementos leves & altas temperaturas (=~ 10°K). A utilizagao de campos magnéticos em
vasos de geometria toroidal, como os stelerators e tokamaks, tém-se mostrado promissor
para o confinamento e manutencao de um plasma ionizado. O confinamento magnético é
usado, pois particulas carregadas na presenca de um campo magnético rotacionam sobre
um eixo de giro que, em primeira aproximacao, segue as linhas de campo magnéticas.

As linhas de campo magnéticas na camara formam superficies fechadas de maneira

é
que se tomarmos um deslocamento dl ao longo da linha de campo temos no equilibrio:

—

-
B xdl =0 (A.1)

Considerando tokamaks de grande razao de aspecto, ou seja: Ry/b >> 1, de forma

que uma aproximacao cilindrica seja adequada a equacgao A.1 pode ser escrita como:

dr rd0  Rodg

B, By By

. (A.2)

A fim de obter um mapa de retorno devemos, entao, escolher uma se¢cao de Poincaré
z=const para que as coordenadas (r,, #,,) denotem as coordenadas sobre a se¢ao no instante
n, ou seja, as coordenadas da n-ésima intersecao de uma dada linha de campo com a
secao de Poincaré. Perceba que, neste caso, a variavel ¢ desempenha um papel de tempo
canonico ao longo da qual calculamos a evolugao da linha de campo no passo ¢ + 2.

Em tokamaks, uma corrente toroidal de plasma é induzida, originando um campo
magnético poloidal, By , e bobinas montadas sobre a camara produzem um campo

magnético toroidal, Bg. A soma destes campos constitui a configuracdo magnética de
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equilibrio helicoidal Bo(r) = (B) = 0, By(r), By(r)).

De A.2 obtemos que as equacoes das linhas de campo sao:

dr
do B R()BQ(T)
@b = B (4.4)

que ao serem integradas ao longo de uma volta toroidal obtém-se:

Tnil = Tn (A.5)
27TRO Bg (7’)
0 = 0 A.
n+1 n T Bg r ( 6)

ou seja, neste caso as linhas de campo magnéticas estao situadas sobre superficies de raio
constante.

Para melhorar o modelo podemos adotar correcoes toroidais devido a geometria da
camara de confinamento. Além disso, como as linhas de campo magnéticas descrevem
um sistema hamiltoniano, devemos nos certificar que sua discretizagao mantenha a forma
simplética (equagao 2.6). Em [UCO00] foi discutido que tal mapeamento deveria cumprir

os seguintes critérios:

e quando - — 0 as expressoes devem se reduzir ao mapeamento cilindrico A.5 e A.
d 1;0 0 d d to cilind A5e A6

e os perfis dos campos magnéticos poloidais e fator de seguranca devem ser satis-

fatérios e condizentes com as observagoes experimentais.

e cle deve ser derivavel de uma fungao geratriz, o que garante a simpleticidade do

modelo.

Uma funcao geratriz proposta para cumprir tais exigéncias pode ser:

41 (¢ T
Gt0r<7nn+1a 9n+1> = enrn+1 + 27'('/0 m + ay R—i(_]l

cosb,, (A.7)

Nesta expressao, os dois primeiros termos do lado direito formam uma funcao geratriz
para o mapeamento cilindrico A.5, onde ¢(¢) é o perfil do fator de seguranca quando
RLO — 0. O coeficiente a; é ajustado para satisfazer as propriedades impostas pelo segundo
item.

Através das relagoes:
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. aGtor(Tn-‘rla en—H)

aGtor(rn-i-la 9n+1)
Opi1 = A9
+1 Iy (A.9)
obtemos o mapa:
r
L Al
Tl 1 — ay;sinb (A.10)
2T
Opi1 = 0, +————+ ajcosbh,. (A.11)
QEq(rn-‘rl)

Como ja discutimos no capitulo 5, a secao de Poincaré do mapa de equilibrio definido
pelas equagoes acima, gera um ligeiro deslocamento entre o eixo magnético e o eixo
geométrico. Tal deslocamento é observado também pelas solugoes numéricas da equagao
de Grad-Shafranov e é chamada de shift de Shafranov.

Para apresentarmos o mapa de perturbacao, induzido pelo limitador ergédico, supomos
que o mesmo seja suficientemente estreito em relacao a dimensao toroidal ao ponto que
podemos considerd-lo como uma perturbacao impulsiva. Logo, partimos de uma forma

aproximada dos campos magnéticos perturbativos dados por [VC92]:

BY(r,0,¢) = —“Oir”glh(%)m—lsmme) i 3(6 — 217) (A.12)
Bl(r,0,¢) = —NOZZ[h(%)m_lcos(mQ) 3" 8(¢ - 2j) (A.13)

onde ¢ representa a fungao delta de Dirac. Usando as relagoes definidas em A.2 temos:

Imly 1y .
Tpel = Th— MibBoh(?) Lsin(m0) (A.14)
:U’Olm]h Tn\m—2
= - —)" Al
s = 0= L (2 os(m0) (A15)

Embora reproduza com razoavel fidelidade as posicoes radiais e as larguras das cadeias
de ilhas magnéticas criadas por ressonancias geradas pelo limitador ergoédico, este mapea-
mento ainda nao é adequado pois apresenta pequena dissipagao e portanto nao simplético.
Para solucionar este problema, fazemos o seguinte. Como o limitador ergdédico atua na
iteracao entre a borda do plasma e a parede da camara, fazendo r —b no mapa acima

nt+1—0

0 . - L .
vemos que de forma geral || — || >> 1, ou seja, a perturbagao angular é muito mais
n n
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relevante do que a perturbacao radial. Assim, nos atemos a equacao angular cuja fungao

geratriz pode ser obtida pela integracao da relacao: 60,11 = %fpflt, que nos leva a:
Cbh T'n+1 _
Gpert(Tna1, Ons1) = rn16n — m( anr )™ 1cos(m@) (A.16)

_ pomlpl
onde C' = 24

Finalmente, das relagoes de fungao geratriz obtemos o mapa:

B mCb  Thi1 o1 .
Tn = Tpg1+ p— 1( 2 )" sin(mé,,) (A.17)
Op1 = 0, — C’(r"—gl)m_%os(mﬁn). (A.18)

Assim, o mapa completo que descreve as linhas de campo magnéticas de um tokamak
com um limitador ergdédico é dado pelas equagoes equacoes A.17 e A.18 dados (r,0)

adevindos das equagoes A.10 e A.11.
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