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In this work we describe a way to

include in a K.K.R. calculation, the simultaneous

calculations of the deformation potentials for cubic

crystals. This is done without changing the structure

factors of the method.

An application of this procedure

was made for Niobium, for two approximations of the

exchange term.

Finally the results are compared

with the literature.
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Neste trabalho descrevemos uma maneira

de incluir no método K.K.R. o calculo simultâneo dos

potenciais de deformação para cristais cúbicos. Isto

ê feito sem alterar os fatores de estrutura do méto

do .

Uma aplicação deste procedimento é fei_

ta para o Niobio, para duas aproximações do potencial

de exchange.

Finalmente, os resultados são compara

dos com os da literatura.
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0 presente trabalho consiste na obtenção dos

níveis de energia e dos potenciais de deformação para um cris

tal de estrut,ura cúbica.

A razão da es,colha do método K.K.R. se deve

ao fato de que,para materiais de estrutura fechada, este tem se

mostrado o mais pratico. Aliado a, este fato, a inclusão dos po

tenciais de deformação neste método pode ser feita de maneira

bastante simples, sem alterar os fatores de estrutura.

Podemos dividir nosso trabalho da seguinte

maneira:

1) Discussão geral sobre o problema do cál

culo de níveis de energia eletrónicos em solidos (Capítulo I).

2) Descrição do método K.K.R. (Capítulo II).

3) Obtenção do potencial cristalino (Capítu

lo III).

4) Inclusão dos potenciais de deformação no

método K.K.R. para cristais cúbicos (Capítulo IV).

5) Aplicação do formalismo para o Nióbio,

onde os resultados são estudados para duas aproximações do po

tencial de exchange, a de Slater e a de Gaspar-Kohn-Sham. Uma

comparação com a literatura ê feita, onde fica patente a vanta

gem deste sobre outros métodos (Capítulo V).
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HISTÕRICO DO DESENVOLVIMENTO DO CÁLCULO PE ESTRUTURAS

ELETRÓNICAS EM SOLIDOS

Neste resumo que fazemos do desenvolvimento

do cálculo de estruturas eletrónicas em sólidos, mencionaremos

apenas os métodos que se enquadram na classe dos chamados méto

dos exatos (primeiros princípios) deixando de lado os métodos

semi-empíricos do tipo pseudopotencial.

Num cálculo de estrutura eletrónica, esta

mos interessados na obtenção dos níveis de energia e nas fun

ções de onda de um elétron no potencial eletrostático periódico

da rede cristalina. Neste ponto, estamos usando a aproximação

de Born-Oppenheimer, que consiste na separação da hamiltoniana

do cristal, uma para os elétrons e uma para a rede. Este pro

blema será discutido nas próximas seções. ,

Uma primeira idéia para se resolver o pro

blema dós níveis de um elétron em um solido seria pela, expansão

da função de onda em ondas planas. A priori, a idéia é boa,

pois as ondas planas, formam um conjunto completo, que satisfaz

as condições de Bloch e a expansão de qualquer função pode ser

feita usando-se esta base. 0 grande problema aqui é que essa ex

pansão perto dos núcleos ê muito pobre, sendo o método assim de£

crito, inaplicável. f

0 primeiro método proposto em 1933 por Wigner

e Seitz e ihdependentemente por Slater em 1934, foi o

método celular. .Neste método o cristal é dividido em poliedros

foue são as células de Wigner-Seitz do cristal), onde a função

tentativa é tomada como uma superposição de soluções de um po
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tencial esferico simétrico. Neste método duas condições devem

ser satisfeitas pelas funções de onda:

a) A função e sua derivada devem ser contínuas nas

fronteiras da célula.

b) A função de onda deve satisfazer as condições de

Bloch na fronteira da célula.

Aqui podemos ver que se a primeira condição

é satisfeita, a segunda condição não é automaticamente satisfei^

ta, sendo então, imposta somente para alguns pontos isolados na

fronteira da célula.

Apesar do sucesso que foi na época, eviden

ciando propriedades de condutividade para metais, e de isolante

para o caso do diamante, calculo este efetuado por Kimball

em 1935, o método apresentava problemas. Foi mostrado por

Schockley em 1937 com o teste da rede vazia, que as faixas

calculadas pelo método celular apresentavam um "gap" maior que

o calculado por Slater para 0 sõdio metálico.

Neste ponto seria oportuno lembrar que re

centemente vários autores tem tentado retomar o estudo do méto

do celular. Altmann e colaboradores, tentando aperfeiçoar

o método, e Leite , que, usando a formulação de Slater, mos

tra que um dos maiores problemas, a sensibilidade dos autovalo

res com a escolha dos pontos da célula de Wigner-Seitz, aconte

cia devido a convergência não ter sido atingida. Quanto a com-

petividade deste com métodos já estabelecidos como A.P.W. e K.K.R.

sõ poderá ser discutida quando o método for utilizado de manei

ra sistemática.

Com 0 intuito de resolver estas dificulda-
(7)des do método celular, foi proposto por Slater em 1937, o

método da "Onda Plana Aumentada" (A.P.W.), onde é feita uma mis

tura do método .ae.lular e do método das ondas planas. Neste mé
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todo a célula de Wigner-Seitz é devidida em duas regiões:

Região 1 - Formada por esferas que não se superpõem e

centradas nos átomos. Nesta região, a função tentativa é toma

da idêntica a do método celular.

Região 2 - Formada pelos interstícios das esferas.

Nesta região, a função tentativa e escrita como uma superposi

ção de ondas planas.

Frequentemente usa-se um potencial esférico

simétrico dentro das esferas e constante na região intersticial.

A ,este tipo de potencial chamamos de aproximação "muffin-tin”.

A onda plana aumentada como definida acima,

satisfaz automaticamente as condições de Bloch.

A equação secular do problema é obtida im

pondo-se a continuidade das funções tentativas na superfície das

esferas. A equação secular fica escrita como função dos veto

res k do espaço recíproco, sendo sua dimensão igual ao número

destes vetores.

Este método, apesar de publicado em 1937, sé

começou a ser utilizado de maneira sistemática na década de cin

quenta, com o advento dos computadores eletrónicos.

Apesar dos resultados obtidos com o método

A.P.W. serem bastante bons para vários materiais, ele apresenta

falhas. A aproximação "muffin-tin” para o potencial cristali

no, é bastante grosseira para materiais de baixo fator de empi

lhamento. A maneira de solucionar este problema, é a inclusão

do potencial verdadeiro, que é relativamente simples neste méto

do.
A convergência neste método é relativamente

lenta, um problema que é normalmente solucionado com as técni

cas fornecidas pela teoria^de grupos.
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Vários autores nos últimos anos tem tentado

modificações no esquema de Slater, cóm o intuito de resolver pr<)

blemas inerentes ao método e acelerar sua convergência. Podemos

citar aqui os trabalhos de Leigh de 1956 e de Schlosser e

Marcus de 1963, onde formas variacionais são propostas e

as equações seculares obtidas são estudadas em função de parame

tros variacionais.

Mais recentemente, Ferreira e cola

boradores generalizaram o método A.P.W. pela inclusão de um pa

râmetro variacional. A escolha do melhor valor do parâmetro

foi feita com o auxílio de critérios. Deste estudo concluiu-se

que o melhor valor para o parâmetro era aquele que levava ao

A.P.W. de Slater. Um ponto positivo deste estudo foi a inclu

são da continuidade das derivadas das funções tentativas como um

critério de convergência e confiabilidade dos autovalores e au-

tovetores obtidos.

0 outro método que é competitivo se não me
lhor que o A.P.W. é o método K.K.R. proposto por Korringa t11)

em 1947 e por Kohn e Rostoker em 1954, e que consiste em

separar a célula de Wigner-Seitz como fez Slater, considerando

na região 1 a mesma expansão do método celular, e na região 2,

uma função que é a superposição das ondas espalhadas por todos

os ãtomos da rede. Nesta região, o potencial ê considerado cons

tante, e as funções tentativas (ondas espalhadas) são obtidas

usando-se a técnica da função de Green.

Aqui, para obtenção da equação secular, im

põe-se a continuidade das derivadas logarítmicas das funções ten

tativas na superfície das esferas. Nesta formulação a matriz

secular depende dos números quânticos i, m, e sua dimensão é

(j&Max + -1)2 sendo HíaX 0 valoi‘ raáximo do número quântico £ 

usado.
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Pelo fato do método K.K.R. impor sua conver

gêncía nos números quânticos £ , m ao invés dos vetores k do

método A.P.W. esta deve ser uma representação que converge mais

rapidamente para a solução exata na região dentro das esferas.

Daí, materiais com orbitais bastante concentrados devem ser me

lhor descritos pelo método K.K.R.

Quando se discute o problema da convergên

cia destes métodos fica patente uma das principais vantagens do

método K.K.R. sobre o A.P.W.; este fato já foi mencionado na li

teratura , e também foi verificado por nõs que no método

K.K.R., usando-se ^^x ~ 2 0 Que corresponde a uma matriz de

dimensão nove, obtem-se energias com erro menor que 0,001 Ry pa

ra materiais de estruturas f.c.c. e b.c.c., enquanto para a

mesma precisão na determinação das energias no método A.P.W. pre

cisa-se de 27 e 43 ondas planas aumentadas, respectivamente

Um problema mencionado por Segall e Ham

como desvantagem do método K.K.R. era a dificuldade da inclusão

de correções ao potencial "muffin-tin". Este problema foi par
cialmente resolvido por Ferreira ^28^ usando um método varia-

cional.

Como já dissemos, para a classe de mate

riais onde a aproximação "muffin-tin'1 é boa, o método K.K.R. e

o que apresenta melhor convergência. Para os materiais de es

trutura aberta, o método A.P.W. passa a ser competitivo com o

K.K.R., pois quando se inclui correções não "muffin-tin", é ne

cessário aumentar a dimensão das matrizes para o K.K.R.

O método K.K.R. é bastante versátil, como

foi mostrado por Johnson íl7) com sua generalização do mesmo

para aplicação em estruturas não periódicas, e que ficou conhe

cido como método do espalhamento múltiplo. Este método, quando

usado para o cálculo de estrutura eletrónica de macrOmolêculas, 
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se mostra centenas de vezes mais rápido que métodos do tipo

L.C.A.O.

Neste trabalho, utilizamos o método K.K.R.

na aproximação "muffin-tin", pois o material em estudo tem es

trutura b.c.c., sendo portanto, razoável esta aproximação. Co

mo o material possui orbitais d de condução, e estamos inte

ressados na obtenção do parâmetro de campo cristalino cúbico, a

utilização do método parece oportuna, pois na literatura sé exi.s
tem cálculos O.P.W. e A.P.W. (19,20) e uma comparação com

estes métodos nos parece interessante.
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o mEtopo k.k.r.

11.1 - Ge.ne.A.a-1-í.dade.A

Neste ponto estamos interessados em resol

ver o problema de um elêtron submetido ao potencial periódico da

rede.

Aqui, a rede é mantida estática. Isto signi^

fica que os níveis eletrónicos assim calculados não são os reais,

pois, na realidade, a rede vibra e esta vibração dá uma contri

buição ã energia dos elétrons.

A contribuição das vibrações da rede aos ní

veis eletrónicos chamada "interação elêtron-fonon" será trata

da posteriormente, na aproximação dos "potenciais de deforma

ção" .

Queremos, então, as soluções para um poten

cial do tipo

V(r + £) = V(r)

da equação de SchrÕdinger

[ -V2 + V(r) ] * (r) = eip(r) (II.1)

cujas soluções devem satisfazer a condição de Boch

ip(r + 1) - elk,£ <p(r) (II.2)

onde £ = ia-y + ma2 + na3 (vetor de translação) , com £ , m , n 

inteiros.

Este problema será resolvido aqui com o au
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xílio do método K.K.R.

11.2 - Peae/t-íção do Mítodo

Descrevemos aqui o formalismo do método

K.K.R. na aproximação "muffin-tin" para cristais com um átomo

por célula unitária, o que significa que os átomos se encontram

nas posições í. da rede.

Neste método dividimos o espaço da célula

unitária do cristal em duas regiões:

Região I: esferas que não se interpenetram,

de raio b , circunscrevendo os átomos. Nesta região, o poten

cial cristalino é aproximado por um esférico simétrico .

A função de onda nesta região fica escrita

como

- eik,£ I i* CÀ u£ (r,e) Yjr) (II.3)

onde é uma harmónica esférica real e u^(t,e) ê solu

ção da equação

-----1___ fr2 âlh + T & + V(r) 1 u = eu (II.4)
r2 dr 1 drJ L r2 J 

regular em r = 0

Região II: região entre as esferas. Aí o

potencial cristalino é aproximado por uma constante, que é a me

dia dos potenciais dos átomos, e denotaremos por Vjj .

A equação de Schrodinger, então, pode ser

A obtenção deste potencial será assunto do Capítulo III.
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escrita nesta região, como

[ -V2 - K2 ] ipjjfr) = 0 K2 = e-Vjj (II.5a)

ou

[ -V2 + K2 ] *n(r) = 0 K2 = Vjj-e (II.Sb)

onde os dois casos correspondem a e > Vjj e e < Vjj , respec

tivamente.

A cada uma das situações acima podemos asso

ciar uma função de Green.

Queremos que a função de Green satisfaça con

dições periódicas de Bloch.

Não ê difícil ver que as funções de Green

G(r,r’) - - £ e1*'* cos e > VTT
Í 4» jr-f'4 11

G(r,r.) . . j eik-« «p e < vTT

(11.6b)

escritas como somas na rede, satisfazem a estas condições. Pa

ra o caso c > Vjj escolhemos um cosseno, pois isto correspon

deria a uma onda estacionaria. Para o caso £ < usamos iu.:a

função que vai a zero para r infinito.

Essas funções poderiam ter sido obtidas co

mo somas na rede recíproca, como foi feito no trabalho de Kohn

e Rostoker . Aquelas representações da função de Green po

dem ser obtidas das nossas, por uma simples transforção de l:ou-

rier.

A função de onda na região II ê finalmente

obtida com o auxílio do teorema de Green. Como a função de Green 
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estã escrita como soma na rede, a integração deve ser feita so

mente em uma célula do cristal, dando

= II Ax n£(K|r-jl|) Yx(r-1) (II.7a)
2 X

onde

AÀ = Kb2 [u£(b), j£(Kb) ] CA para e > VT1

ou

♦ n- H eik*£ Ax k£(K|r-£|) Y; (r-Jl) (TJ.?bJ

£' À

onde

AÀ = Kb2 Cu£ (b) . i£(Kb) ] Cx para e < Vn

Aqui A corresponde ao par £ , m .

Para o que segue precisamos das relações:

Yx(í) n£(K£) ~ (-i)4 Ya (-LL) n0(K£) (II.8a)

e
i v»

Ya(£) kJKJl) - (-D YA(“f") ko(K4) (II.8b)

que são deduzidas na Ref. (34).

Como podemos notar, as equações (II.7a) e

(II.7b) estão expressas em termos de todos os centros espalhado

res. Expressando estas funções em função de r , ponto na pri

meira célula, temos:
- V£

-iKr.vv o
YA(r-£) n£(K|r-í|) = e 1K (-i) Y'A(1) n£(.K£)

e - V£
-Kr .-W- p .

YA(r-£) k£(K|r-4|) - e K (-1/ YA(-£) k£(U)
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Usando as relações (II.8a) e (II.8b) e a ex

pansão do operador de translação, obtemos:

Yx(r-4) n£(|r-l|) =

= 4tt £ j£(Kr) i£’£’ Y£(r) } iL IA(X’|X) YA(Í) nL(K£)
X' A

com A = (L,M) , e

YÀ(r-Jl) k£(K|r-l|) =

= 4tt l (-1/ Yx,(r) i£,(Kr) [ (-1)L IA(X’|X) Ya(£) kL(K£)
X’ A

onde
i£(x) - i“* j£(ix)

m£(x) = n£(ix)
e

k£(x) = ir(-l)i+1 { i£(x) - m£(x) }

Podemos, então, escrever as funções de onda

na região II, como:

♦n(r) “ | YX(f) n£(K?) AX

♦ J A. i21-*’ j-,(Kr) Y (?) 4tt IA(X'|X)
XX’ X X. à A

. % iL eik’£ YA(l) nL(K£)

í/o

e
*n(r) - I ? k£(Xr) Yx(f) A,

+ J ^ AjJ-l)1’ j£,(Xr) Yx,(r) J IA(X’|X)

. J (-1)L e^’1 Ya(Í) kL(K£) 
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onde IA(X’1À) = | YÀ,(r) YA(r) Yx(r) dfi .

Então, as componentes X destas funções são respectivamente:

*XII = AX + VKr> I, i2V“* AX

. 4tt I IA(X|X’) iL X eik-* YA(Í) nL(K£) ] YÀ(f)
A t/o (II.9a)

e

W Ax+

• 4ir J Ia(X|A')(-1)L } eik<£ YA(Í) kL(K£) ] Y^ (?)
Ã l/o (II.9b)

A componente X da função de onda na re

gião I e

hi - h tII-10)

Agora, para obtenção da equação secular im

pomos a continuidade das derivadas logarítmicas das funções ten

tativas na superfície de separação das duas regiões.

hi(r) . hn(r)
r=b r=b

Com um pouco de ãlgebra, chega-se ã equação

secular do problema, que ê

S71 A. * I G(X,X') A , = 0
X x x,

(II.11)

onde para e > V„

[ j(Kb) ,u£(b) ]
(11.12)

[ n^KbbuJb) 2
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sendo [ a(x) , b(x) ] » a(x) b'(x) - a'(x) b(x) o wronskiano 

das funções a e b , e

GCA.À') = 4-ir £ I.(X|X') r(K,k). (11.13)
A A A

onde

r(K,k)A = (-i)L l YA(í) nL(K£)
l?o

e para e <

[ i(Kb) , u£(b) ]
S, = —-------------------------— (11.15)

A £ kJKb) ,ujb) ]

6 £+£ '-L
G(X.X-) = 4-rr £ (-1) 2 IA (X | X') r(K,k)A (11.16)

A
onde

T(K,k)A - (-i)L £ eik,fc Ya(Â) kL(K£) (11.17)

tfo

Os fatores de estrutura T(K,k)A das ex

pressões (11.14) e (11.17) escritos desta forma convergem muito

lentamente. A maneira de solucionar este problema é usar o mé

todo de Ewald. Este calculo esta feito no Apêndice A, e dã res 

pectivamente:

r(K/k)A = cot^.(Kb] ÓAQ

. iHl-x
4G2

4ir y e________
Kj (Kb) Í |t+g|2 " K2

*•* 6

jL(lk+glb) YA(k*g)

(11.18)

e
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r(K,k)A
-Kb .—e /tt

4Kb iQ(Kb) A,°

. |k+g|*K2
4G2

+ 2tt 2 e___________
Í2K iL(Kb) |k+g | 2 + K2

jL(|k+g|b) YA(k*g)

(11.19)
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£=^=2=i=i=y=L=Q==iii

0 POTENCIAL

O potencial cristalino verdadeiro é normal

mente uma função bastante complicada e impossível de ser trata

da sem o auxilio de aproximações. No contexto que estamos tra

balhando aqui, aproximamos este por um potencial "muffin-tin".

Nesta aproximação, o potencial é tomado esférico simétrico

(V(r) , que é usado na Equação (II.4)) dentro das esferas de

raio b que circunscrevem os átomos e constante de valor Vj 1

para a região intersticial.

Ambos potenciais são somas de dois termos.

o coulombiano mais o potencial de exchange.

111.1 - 0 Potencial de Exchange

0 potencial de exchange neste trabalho será

usado em duas aproximações: a aproximação de Slater, e a de

Gaspar-Kohn-Sham. Estas são aproximações locais que não in

cluem efeitos de correlação coulombiana. A razão de não in

cluirmos estes efeitos, é a de que o material em estudo apresen

ta alta densidade eletrónica.

III.1.a) Aproximação de Slater

Em 1931, Dirac deduziu a expressão do

potencial de exchange para um gás de elêtrons livres a zero

graus.
Neste caso, as funções de onda são ondas

planas, e todos os estados para Kj. < Kp estão ocupados (Kp 
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momentum de Fermi definido nor K = cz^z^^1/3 , ,pur k.f . (37r^n) , sendo n a den
sidade eletrónica).

0 potencial de exchange fica

4KCXL---- -L F(n)
com

F(,,) = 4- * 44- »■> (4a-)z 4n 1-n 2

n -4-kf

Em 1951, Slater (36) usand0 a dedução de

Dirac para o exchange do gás de elétrons livres, propôs o que

hoje é conhecido como "aproximação de Slater". Esta aproxima

ção consiste nas seguintes hipóteses:

i) Para sistemas não homogéneos (átomos, moléculas ou soli

dos) , aproxima-se a densidade eletrónica local pela de um gás

de elétrons livres homogéneo de mesma densidade, isto é, p(r) =n

onde p(r) é a densidade local do sistema e n a densidade do

gás de elétrons livres homogéneo.

ii) Todos os elétrons do sistema estão submetidos ao mesmo

potencial médio.

Fazendo, então, a média na esfera de Fermi para o poten

ciai de exchange do gás de elétrons livres , obtemos

kFTT r

OU
Xs - - 6 (-£- p(?) )1/3 (III-1)

111.1.b) Aproximação de Gaspar-Kohn-Sham

Nesta aproximação, ao invés de fazermos
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média na esfera de Fermi, como fer Slater, tomamos

modelo do gás de elétrons livres.
K. - Kf no

Como F(n = 1) = —, obtemos para o

tencial de exchange na aproximação de Gaspar-Kohn-Sham
po-

X = - 2 k - 2 YGKS — KF ’ T XS (III.2)

Na realidade, o trabalho de Kohn e Sham

propõe uma aproximação que inclui também efeitos de correlação

coulombiana.

A aproximação para o potencial de exchange

é então a soma de dois termos: um que considera a correlação

estatística (Equação III.2) e outro que leva em conta efeitos

de correlação coulombiana. Não incluiremos este último termo

pela razão já discutida no início deste parágrafo.

111.2 - 0 Poie.nc.-i.ai. Ei^éfiico Sim%in.ic.o

Podemos deduzir a expressão para V(r) que

é usado na Equação II.4, da seguinte maneira.

Partindo do potencial coulombiano verdadei

ro , que é dado por

Vc(r) = £ Va(|r4|) (III.3)
í

onde V (|r-l|) é o potencial atómico do átomo centrado na po

sição l do cristal, e da densidade de carga

p(r) = l PaCl?’*D (III.4)
í

onde p é a densidade de carga atómica.
0 potencial coulombiano esférico simétrico

é então escrito como
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vcfr) ■ ~k~ J Mf’ díl

Vr’+^~ I J dí> Va(|í-t|5
1^0

Esta integral é uma média esférica e pode
ser escrita como (ver Apêndice B)

J dfi va(l?4|) - j 1 çvau) ac

|r-|ill

com

5 = /"r2 + £2 - 2r£ cos 6

Ficamos, então, com

r+|£|
V_(r) - V (r) ♦ Z -----ÇV (Ç) dç (III.S)

c a 2r £ J
1/0 k-IMI

Esta é a expressão para o potencial coulombiano esférico simé

trico.

De maneira análoga, podemos escrever para a

densidade de carga esférica simétrica

r+|£|
P(r) - pa(r) ♦ I + «Pa<» «

Uo 2rl£| |r-|t||

Então, o potencial esférico simétrico que é

a soma do potencial coulombiano mais o potencial de exchange H

ca

V(r) - Vc(r) + a Xg(r) (III.7)
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p(r) da Equação (III.6), e

para Xg

Para XGKS

111.3 - 0 Pote.nc.ía.1

0 potencial Vjj tomado constante, tem va

lor igual a media na região II do potencial esférico simétrico.

Para o termo coulombiano temos

V = í V_(?) d3r
11 Q

“li

- -sêr j d’r - -577- | d’r tm-85

A primeira integral de III.8, fica

j Vc(r) d3r = -1- | Vc(r) d3r

Q esp.
todo

00

= 4ir | r2 Va(r) dr (III.9)

o

A segunda integral, fica

b
f Vc(r) d3r = 4ir j r2 Vc(r) dr

ni

Substituindo Vc(r) pela expressão (III.5)

b
í Vc(r) d3r = 4ir j r2 V&(r) dr +

Ql
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£Va(Ç) dÇ (III.10)

Substituindo agora (III.9) e (III.10) em
(III.8) , obtemos

7 b r+|í|

! -tHH . çv*(ç)ds
b t/o I • o |r-|t||

(III.11)

A densidade de carga média é obtida da mesma

maneira, e fica:

r*|*|
rdr í 5p(5) dÇ

IH*II
(III.12)

Agora, podemos então escrever o potencial

médio na região II como

VH = V + a Xs

onde V ê dado por (III.11)» e

T _ 1/3
XS ■ p)

com p dado por (III.12).
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S-ô.LI.z.y.b.2__ iy

POTENCIAIS PE PEF0RMAÇÃ0

IV. 1 - P/t.OpÕ4-ítO

Quando resolvemos, no capítulo anterior, o

problema dos níveis de energia de um elétron submetido ao po

tencial periódico da rede (mantida estática), isto ê, na chama

da aproximação de Born-Oppenheimer, desprezamos, então, o termo

que leva em conta a interação elétron-fonon.

Vamos , neste capítulo, incluir no método

K.K.R. esta interação. Isto será feito na aproximação dos po

tenciais de deformação.

Os potenciais de deformação são uma medida

da importância da interação elétron-fonon no material.

A comparação dos cálculos dos potenciais de

deformação com a experiência é direta, pois este parâmetro é me

dido em experiências de pressão.

Potenciais de deformação são importantes,

pois podem simular a influência da temperatura nas bandas ele

trónicas e também a influência da propagação de fonons acústi

cos no material, ou pressão hidrostática.

0 método dos potenciais de deformação tem van

tagens sobre estudos de variação dos níveis de energia com o pa
(21)râmetro da rede, como os feitos por Anderson e colaboradt)

res (onde o calculo de faixas e feito várias vezes para vários

valores do parâmetro da rede). Uma vantagem é a versatilidade

do nosso método, pois ele independe da variação do parâmetro da

rede (pequenas deformações). Outra vantagem é que a inclusão 
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do cálculo dos potenciais de deformação no nosso programa K.K.R.

não acarreta gastos adicionais no tempo de computação.

Com relação ao trabalho de Anderson mencio

nado acima, gostaríamos de fazer uma crítica aos resultados apre

sentados, pois neste trabalho os cálculos são feitos para varia

ções de 5% do parâmetro real, onde efeitos de segunda ordem

passam a ser bastante importantes e mascaram o efeito que se

deseja observar.

Como experimentalmente não se consegue va

riações desta ordem, achamos sem sentido a comparação daqueles

resultados com dados experimentais.

IV. 2 - Pe^Zn-íção dot> Pot&ne.Á.a.-U> dz PfctfoAmação

uma deformação

A variação na energia dos elêtrons devido a

pode ser escrita como

5e ■ D>- 

onde são componentes do tensor de deformação e Dyv as

componentes do tensor dos potenciais de deformação.

Fazendo uma deformação uniforme, teremos

e =0 se p / vpv
e

611 “ Ê22 “ 633 = 6

Como a variação relativa do volume ê defini

da por

-V“ “ eH + ®22 + C33 a 36

podemos escrever, para a variação da energia
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OU

Ac - r AVôe " c — (IV.1)

onde C é o potencial de deformação definido como um terço do

traço do tensor dos potenciais de deformação.

IV.3 - 0& PotencZa.Zi de V&^ofimação no Método K.K.R.

Chamando de D o determinante da equação

secular do problema, que depende parametricamente de e (ener

gia) e a (parâmetro da rede), quando efetuamos uma compres

são (pressão hidrostática) no cristal, admitimos que as esferas

que definem a região I continuam tangentes.

Então, podemos escrever para o determinante

D(e,a) = D(£o +
3D
3e L te-eo’ * - 3D 1

3a |e (a-aQ)

(IV.2)

onde

D(e,a) = 0 pois E ê a solução para o cristal expandido

e
= 0 pois

(a0)«

eo ê a solução para o cristal norma1

Daí, obtemos

E - eo '

3D
3a

3D
3e

t- (a - aol

1 a

(IV.3)

Aqui podemos ver que
3D
3a

‘lê S ° termo
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mais complicado para sor derivado, pois isto implica em derivar

os fatores r. .A

Uma maneira de contornar o problema ê notar

que se ao invés de (e,a) usarmos (Ka,a) como parâmetros,

nossa expressão se torna mais simples, pois os fatores de estru

tura rA não contribuem. Isto pode ser visto reescrevendo es

te termo como se segue:

 a2|k+g|2-K2a2
+ — 4tt 4G2a2

r(K,k). = ------------------------------X —®——-------------------- •
— (Ka) j,(Ka-^) g a2]í+g|2 -(Ka)2
a3 ba

, - cotg (Ka -^-)
. jL(|k*g|R) *A(k+g) * SAj0--------

Pode-se ver facilmente que

3r<K,k)A I _ o
3a Ixa

Isto simplifica bastante o problema, pois

agora temos que derivar somente os termos diagonais da matriz

secular.
Efetuamos a mudança da seguinte forma; es

crevendo
dD ■ la de * 4F le da

escrevendo agora

dKa > I de * 4^- I da
dK 3e la 3a le

e isolando de nesta expressão
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3Ka
1 3a

de = ------------ dKa - -------
3Ka| 3Ka
3e |a 3e

e substituindo na expressão de dD , ficamos com

dD = —

3D I
3e la

dKa . - _ÍP_|»£ la

3Ka|
3a |e

----------- ) da
3Ka|
3e |a

3Ka 1
9e la

daí tiramos

3D 1 _ 3D
3Ka|

3a |£
3D 1 (IV.4)3 a 1 £ 3a 'Ka 3Ka| 3e la

3* la

Substituindo esta última expressão na Equa

ção (IV.3), temos

eo (a-aQ) {

Assim, obtivemos de maneira simples, o po

tencial de deformação que e

3D |
3a lKa

C - --------------- •*
3D |3e la

3Ka 1
. aa (IV.5)

_3Ka_|
3e I a

Descreveremos agora como são calculados os

diversos termos dos potencial de deformação.

3D Ii) Cálculo de -j-— | a
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crita como
A derivada de um determinante pode ser es-

la MU- |a

onde Hxx* s^° os elementos da matriz secular associada, e

MXÀ ' os menores da mesma matriz. Como

MU' ■ a AX AÀ'

onde são os coeficientes da função de onda, posso , então,

escrever:

_|2_| .a J a, i A.' (IV.6)
3e |a A 9e |a A

3H.,, I
A derivada -----—— é feita numericamente. Os A, sao de

3e la A
terminados pela matriz unitãria que diagonaliza a matriz secu

lar.

ii) Cálculo de — |Ka

Para este cálculo usamos uma expressão igual

a anterior, lembrando que s5 serão diferentes de zero os termos

diagonais

3D I
da I Ka lXX'y M.

XX’ '

3Sx“ I 5

Daí,

3D I
3a I Ka = a I AX

< I
3 a I Ka

(IV.7)

Para o caso de e > Vjj
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Efetuando-se a derivada, obtemos:

S"1 = N& . nt(Kb) Mb> - * n^(Kb)

Lt(b) - K j^(Kb)

3L,(b) I
3SÃ I 1 (a ------- |*a*Mb) >

9a ’Ka Kab2 [ j£(Kb) LJb) - K j’ ÇKb) ]2

(IV.8)

9L (b) I
----- -------- e obtido por um procedimento análogo ao da expre£

são (IV.4) , e dá

3Ka |
3LJb) I _ 3L£ I 3L£ 3a |e

aa I Ka aa le 3e 9Ka |
9e la

----- — é obtido juntamente com L.(b) numericamente no pro
3a I e

grama atómico.

- , 3Ka I a 3Ka |iii) Calculo de -jy-|e e 3e |a

De maneira simples, obtemos

3Ka | _ K - a- 3Vn
3a

(IV.10)

3Ka | . ± ,a__
“aTla ’ 2K

(IV.11)

Os sinais correspondem respectivamente a e > Vn e e < VH.

A forma final do potencial de deformação fi
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ca

C = 

3SÃ’ I
ãã~|Ka Ax

2K2 b ~ " T3VII |
3b le (IV.12)

Calculo de mais alguns termos que aparecem

no potencial de deformação:

A - 3LÍ. I
iv) Calculo de ---—

3a I e

Quando aumentamos a rede de a para a ♦ ôa

o potencial varia de V para V + ÔV . Então a nova equação ra

dial p' , fica

------p> + p- + vp' + ÔVp' - ep'
dr2 r2

eaantiga equação,

_ p ♦ p ♦ VP - ep
dr2 r2

Multiplicando a primeira por p e a segun

da por -p' e somando, obtem-se

_d_ (p. - p -421) + ôVpp' = 0
dr F dr dr

Integrando de 0 ate R + ôR,

R+ÔR
1 dp I  1 dp1 I , ----- 1------ í ôVpp'dr
~ ~dr~Ir+ôR ’ p' dr Ir+ôR pp’lR+fiRi

como p = ru , é o mesmo escrever

R+ÔR
1 du I 1 duj.1 - ---------- -i-----  í ôVpp-dr

— “dTlR+ôR " u’ dr Ir+ôR PP’|r+ôr i



30

Somando aos dois membros - 1 du I
u 'dTlR ’ tem°S

-É211I . _du_l _ 1 du I 1 du I
u dr |r+6R u dr |r u dr |r+ôr ’ T "d^|R

R+ÔR
+ £pT------ J ÔVpp-dr

R+6R o

No limite de ôR -> 0 , podemos escrever

d (■ 1 du ■,  db d r 1 du
da u db J e da db u db e ,V

__ 1_
b2u2

b
[ _dv

J da
o

r2u2dr

Mas o termo (—-----v • Pode ser escrito comodb u db «v

d  f 1 du
db 1 u db Je,V b2

 + v(b) 1 r du
E ■ V

2 du
bu db

Daí obtemos, finalmente

dMb) | d f 1 du =_db_
da I e da u db e da

b
2 du + 1 [ -ÉJL r2u2dr

bu db J b2u2 J da
(IV.13)

Esta expressão é então
que apa

calculada no programa atómico.

, 4 dVPassemos agora ao calculo de —
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rece na Última integral da expressão (IV.13).

v) Cálculo de dV
da

Como obtivemos, no capítulo sobre o método

K.K.R., a expressão para o potencial coulombiano ê

Vc ’ Va * I
1

1
2r|t|

Í+|41 dC

IH*II

Chamando o segundo termo de V . , fica:

V = V + V .c a viz

Efetuando-se a derivada, temos

dVc T Ã (r+|Z|)Va(r+|í|)-(r-|A|)Va(r-| £ |)
da = " V + "ã" | Tr

(IV.15)

De maneira análoga, obtemos a expressão pa

ra a derivada da densidade de carga (da expressão (III.6)):

d i x (r*|jl|)Pa(r-*-|t|)-(r-|fc|)pa(r-|t|)

~da ~ Pvíz + a 2r

(IV.16)

Como a aproximação para o potencial de ex-

change usada no presente trabalho é do tipo

1/3
X “ a P

sua derivada fica
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_É2L . J_ a 1 dp 1 , .da 3 a “"2/3 ’ ~df- “ 4“ X -i- -<k-
P aa ó p da

Dai nossa expressão para a derivada do po

tencial de exchange, fica 

dX = _ X X + i x v (r+|í|)Pa(r+[íl)-(r-|l|)pa(r-|í|)
da 3 pa viz T pa | ~

(IV.17)

Finalmente, a expressão para a derivada do

potencial total é então a soma das Equações (IV. 16) e (IV. 17) e

dã:

-ÉX_ = dJc + (IV. 18)
da da da

- d^II
. vi) Calculo de —------da

De novo temos dois termos a considerar: o

termo coulombiano e o de exchange.

Para o termo coulombiano, temos

í j ‘V* ■ -V! d
fíII b

Efetuando a derivada, obtemos,

da integral fica:

dV = 1
da a

d
da

j Vc(r) dr -

nII

_5_ ya

pois, como fljj a a3 » "

dflII = 5Ql1
~3ã a

f sendo que a derivada



33

da í Vc(r)dr = 47r j r2V (r)dr -

“li b da

b
| l2V,iz<r>^
a

b
dvviz(r) dr4ir

dao

Ficamos, então, com a expressão

- -4„b* Va(b) -g_ . 4rtz V . (b) -!»
aa viz1 } da

dV _ 4irb2 db T „ 1da " fln da L Vviz(b) + Va(b) ]

b
- _±L_ í r2 dV(r)dr  3V

Síjj J da a
o

(IV.19)

Para o termo de exchange, obtemos a expres

são :

dX  q 1 dp  X 1 dp 
da ” 3 _2/S da 3 - da

P

- -JT [ M.(b) ‘ Pa<») ]
3p 11

4tt [ _.2 _ÉP_ dr _ } (IV.20)
«H J da a

0

Finalmente, a derivada desejada fica dada

por
dVH = dV + _dX_
da da da

(IV.21)

onde o 1. termo é dado pela expressão (IV.19) e o 2’ pela ex 

pressão (IV.20).
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M=E=I=I=V=Q==Y

RESULTAPOS E CONCLUSÕES

Para testar o formalismo apresentado nos ca

pítulos anteriores, efetuamos o cálculo de faixas e potenciais

de deformação para o NiÕbio. Este cálculo foi feito para as

aproximações de Slater e de Gapar-Kohn-Sham, para o potencial

de exchange.

V. 1 - Sobte. o Ma.te.tá.a.£

0 Nióbio forma um cristal cúbico de corpo

centrado (b.c.c.), com parâmetro de rede de 6,2377 u.a..

A estrutura eletrónica do átomo de Niobio

(Z = 41) neutro ê

ls2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s2 4p6 4d** Ss

Na Tabela 1 são mostrados os valores do po

tencial médio e de sua derivada com o parâmetro da rede para as

duas aproximações do potencial de exchange.

Tabela 1 - Potencial Médio e Derivada do Po
tencial Médio cano Parâmetro da Rede

a = 1 a = 2/3

VII ”1«243 -1*283

dVH 0.553 0.648
da
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Cftlcu.eo.6 ComputaUona.Ã.é

A Parte computacional do presente trabalho
foi dividida em duas etapas:

D Çálçulo Atômieo: - Usando-se um programa auto con
sistente atómico (38),

potencial de exchange, os dados de entrada para o programa K.K.R..

que são:

1) 0 potencial médio Vn (Tabela 1)

2) Sua derivada com relação ao parâmetro da
dVu

rede ----- -------- (Tabela 1).da
3) As derivadas logarítmicas L£(b).

4) Suas derivadas com relação ao parâmetro

ii) Calculo K.K.R. - Potenciais de Deformação: - Usan

do os resultados do programa atomico, nosso programa K.K.R. pa

ra um dado vetor de onda do elétron e um intervalo de energias,

determina com precisão fixada (normalmente 0,001 Ry) o autova

lor de energia. Para esta energia, monta a matriz secular, que

ê então diagonalizada por transformações de semelhança, sendo

as colunas da matriz de transformação proporcionais aos autove- 

tores do problema.
Tendo, então, o autovalor da energia e os

autovetores, calcula-se o potencial de deformação.

Seguindo o esquema mencionado acima foram

feitos os cálculos das faixas e dos potenciais de deformação

para um valor de - 2 ■ » «rresponde ‘ ",atri2es de dí

mensão nove.
Estudos de convergência feitos por nós, nos

fizeram concluir
que matrizes com esta dimensão conduziam % va-
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lores com erro menor que 0,001 Rv i.tn ó .y » isto e, que a convergência
jã tinha sido atingida.

V’3 " c9.^btUdade do Método do, Pot^ctat, dí V^oàmago

Uma maneira de testar o nosso formalismo foi

comparando os resultados obtidos usando os potenciais de defor

mação , com o que chamaremos aqui de "expansão linear" da rede.

Isto consiste no seguinte: se efetuamos uma variação de Aa no

parâmetro da rede, podemos dizer que as novas derivadas logarít

micas e o novo potencial medio, podem ser escritos como

9L£ I
í” —1£

e
3VII I

VIIN “ VII + (a ’ ao] aa lc

Efetuando então o calculo de faixas para o

cristal deformado, usando os parâmetros definidos acima, na apro

ximação de Gaspar-Kohn-Sham obtivemos para uma deformação de 1%

do parâmetro normal, os resultados da Tabela 2.

TaheZu 2 - Níveis para o Centro ãa Zona,
para a Rede Normal e para uma

Deformação de 1%

Nível a a - 0,99ao0

ri

r25

-0,9553 -0,9700

-0,4618 -0,4775

ri2
-0,2611 -0,2706

Os cálculos dos mesmos níveis usando o for-
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malismo dos

la 3.

potenciais de ormação forneceu os dados da Tabe

e(a) = e(aQ) - (a-aQ)C

Tabela 3 Energias para o Parâmetro Normalt para 1%
de Deformação e Potenciais de Deformação

____  E (ao> * (0,99 a )0 C

ri -0,9553 -0,9700 -0,2364
r25 -0,4618 -0,4774 -0,2510
r!2 -0,2611 -0,2706 -0,1519

Na Tabela 4 são mostradas as variações dos

níveis para os potenciais de deformação e para a expansão li

near.

Tabela 4 - Diferenças Calculadas,Usan
do os Potenciais de Defor
mação e pela Expansão Linear

âri -0,0147 -0,0147

AF25 -0,0156 -0,0157

at12 -0,0095 -0,0095

Podemos ver, comparando as duas colunas da

Tabela 4,que os resultados não diferem de mais de lí, o que nos

parece um bom acordo.
g importante salientar que os potenciais de

.   , y „„Q n TA<le normal e para a deformação dedeformação calculados para a re
U 47 nnp diferiam somente a partir do quartoforneceram valores que auci
, - í -Ficando que para compressões des-algarismo significativo, signif 
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ta ordem, a aproximação dos potenciais a *
P nciais de deformação e boa, ou

dito de outra forma, aqui os •Hui os efeitos importantes são de primei
ra ordem.

Por outro lado, quando calculamos as faixas

para uma pressão de 51 do parâmetro normal, os potenciais de de

formação mudaram bastante com relação aos potenciais de deforma

ção para o cristal normal. Isto significa que para pressões

desta magnitude efeitos de segunda ordem passam a dominar o fe-

nômeno.

V. 4 - Re.òu£.^adoA do Pa.emente. Tn.a.bath.0

Foram calculadas, para as duas aproximações

do potencial de exchange, as faixas e os potenciais de deforma

ção, para quatro direções de simetria do cristal.

Os resultados para os pontos de alta sime

tria são mostrados na Tabela 5.

Os valores obtidos por nos são mostrados nas

figuras. Na Figura 1, temos as faixas para a aproximação de

Slater. Na Figura 2, mostramos o comportamento dos potenciais

de deformação referentes ãs energias da Figura 1. As curvas

correspondentes nas duas figuras têm as mesmas numerações.

Nas Figuras 3 e 4 são apresentados os mes

mos resultados para a aproximação de Gaspar-Kohn-Sham.

V.5 - CompaA.aç.ão com RuuUadot de OutMi Kuíoam

Na literatura encontramos três trabalhos so

bre a estrutura eletrónica dc Nióbio. 0 primeiro, de Degran e

Twose '19> feito em 1967 onde usado o me'todo O.P.W. modifi

u-faic d 0 segundo é um calculo A.P.W.
cado pela inclusão de orbitai

(20) em 1970, na aproximação de Slater para
feito por Mattheiss1" em
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T.Ma S - Enerpias e Pot^iaie de Befl>rmaíio pa„a Qua
tvo Dire,ãe, Principais do Cristal, para a=l

e a x 2/3

k (0,0,0)

a = 1 (Slater) a- 2/3 (G.K.S)
e C £ C

ri -0,976 -0,177 -0,955 -0,236
r25 -0,563 -0,161 -0,462 -0,251
P12 -0,378 -0,059 -0,261 -0,152

■+
k (0 ,0, D

h12 -0,878 -0,355 -0,836 -0,450

H25 -0,201 -0,067 -0,044 -0,003

h15 0,181 -0,236 0,218 -0,163

k <1, 1
2

• 1>

P4 -0,666 -0,321 -0,596 -0,238

Po -0,317 -0,002 -0,178 -0,084

p4 0,304 0,241 0,307 0,286

k 1
2 , 0)

N, -0,854 -0,375 -0,810 -0,491
1 -0,710 -0,253 -0,634 -0,345
2 -0,394 0,049 -0,354 0,001
1 -0,364 -0,028 -0,239 -0,105
1 -0,325 -0,013 -0,189 -0,095

”4
N3 -0,149 0,118 -0,019 -0,184
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V. 6 - ConctaÁÕe.4

Mais interessante seria comparar nossos re-

■ c de reflectancia Ótica, como função do
sultados com experiencias

. nressão, pois em expenencias deste ti
comprimento de onda e da p narâmetro

a-retos" e sua dependencia com o parametro
po se mede os "gaps d, experiência não foi encon-

da rede. Infelixmente este

Uma comparação dos nossos resultados com da

dos experimentais poderia ser feita se tivéssemos calculado a

densidade de estados, o nível de Fermi e a forma da superfície

de Fermi. Isto nos permitiria uma comparação com os resultados

de experiências com efeitos magneto-oscilatórios. Tais calcu-

los foram feitos por Mattheiss e Anderson e estão em acordo com

a experiência. Como o nosso cálculo forneceu valores próxi-os

, rnmnaracão dos nossos resultados com exaos destes autores, uma comparaçau
kí» fnmpceriam um bom acordo com a experiencias deste tipo também forneceriam

periência.

o potencial de exchange. RecentAmA • . ,° xecentemente, Anderson t21J e colabo
radores efetuaram o mesmo cálrm« ,ulo usando um programa A.P.W. au-
toconsistente, para as duac. P duas aproximações do potencial de exchan
ge. Este calculo foi feito para a? rede normal e para uma com
pressão de 5% deste parâmetro.

Na Tabela 6, mostramos alguns "gaps" obti

dos por nós para as duas aproximações do potencial de exchange,

para a rede normal e para H de deformação, e os mesmos "gaps"

obtidos pelos autores acima mencionados.

Podemos ver que nossos resultados para a=l

são bastante semelhantes aos de Anderson e Mattheiss. As dife

renças que aparecem devem ser decorrentes de diferenças no po

tencial cristalino usado.
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trado na literatura.

Podemos ofincluir que os nossos resultados

merecem o mesmo grau de ciEnrfi-gnça que os obtidos po.r outros au

tores. Porem, o método pel® aguai obtivemos os tesultatíns., uma

adaptação do método K.K.R., é muitas vszss siusorior ae tb^ís j-ã-pi

do que o utilizado anteriormeate» flagra ® ccSlsillo dfee taiixES .fie

energia, a superioridade do métodu 3LíK.,iR. ® òtam oOTiirsctcs;; jer®

o calculo dos potenciais de defomroaçãn,, gmv.aaKxss agora; que a s®

perioridade do método K.K.R. aiade pmeraEace..



-=-=Ê=y=Ê=I_G=£==A

ve [snuTmÁ

definindo

r'(K.Í)A . I ,ií.í Yflf£)

Í^O

Multiplicando-se por YA(?) jL(Kr) e so

mando em A , podemos escrever para |?| < |t|

’ I YA(f) Jl/Kr) r’(K.k)A - y e^-* - cos K|?-t|
l/o 4v K|M|

. eik.í cos _ cos Kr
| 4?r K|r-i| 4k Kr (A,2}

Usando a forma integral:

C0S Kr . 1 2 7 e-{r2§2 - K2/4Ç2} dç
Kr K l

Se separamos esta integral em duas, uma de

0 até G e outra de G até » , a segunda fica com a forma da

função erro complementar. Procurando um valor de G convenien

te, pode-se desprezar a segunda integral sem cometer um erro

apreciável. O valor de G , então, e escolhido o menor para o

qual os autovalores do problema ficam invariantes.

Podemos, então, escrever:



48

G

o

Escrevendo esta soma na rede reciproca

g

com

|k+g|2 - K2

ficamos com
_ |k+g|2-K:

4G2

4ir K r-

onda

em harmónicas esféricas e identificando os

Kr

4tt

QKjL(Kr)

ca-

fg
4G2

l eik-£

1

Substituindo esta
plana e^^k+g-*'r

última expressão em (A.2), expandindo a

termos , obtemos

g

e-{|r-í|2Ç2-K2/4Ç2} dç
j. eik.t cos K|r-*|

t

cos K|r-ÍI
= I

g

ei(k+g).r
ÕK

eik.t

2K tt3/Í

+ cotg

A obtenção do fator de estrutura para o

so e < Vn segue o mesmo procedimento e não o repetiremos aqui.

___________
7k+g|2 - K2

4ir K|r-i| ' |

ÕA.O

_ |k*g|-K2
4G2

• I -----------  j (|k4|r) YA(k+g)
Í |k+g|2 - K2 L
g

e
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à=Ê=LN=ej=£=§

MEPIA ESFÉRICA EM TORNO PE UM CENTRO,

PE UMA FUNÇÃO ESFERICAMENTE STMETRICA EM TORNO PE OUTRO CENTRO

Consideremos f(Ç) esfericamente simétrica

em torno de O' . A média esférica de f(Ç) em torno de outro

centro O que dista |Z[ de O' é dado por

| j f(Ç) r2 senO d9 d<j> ?r
f(r) - —---------------------------------  “ “2~ 1 SenÔ d9

|j r2 senQ de dc|> o

r*l*l
= --- Cf U)

2rl£1 |r-|*||
onde 0,0' , Z e r são mostrados na figura abaixo.

Figura 5

então,
r*|í|
j Cf(O dC

|r-|í|l
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