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RESUMO

Apresentamos neste trabalho um aproximante analítico

da densidade eletrónica de átomos na forma de uma soma de dois

termos de Yukawa e ^r/r .

Os parâmetros da densidade eletrónica foram calcula

dos através da teoria atómica de muitos elétrons de Thomas-

-Fermi, com exceção de um deles cujo valor foi obtido por um

método variacional, proveniente da Teoria de Hohenberg-Kohn

para sistemas eletrónicos.

Utilizando o aproximante, calculamos a energia dos £

tomos mais leves e, finalmente, concluímos ter alcançado re

sultados bastante satisfatórios.



ABSTRACT

In this work we present an analytic approximant to

the electronic density of atoms as a sum of two Yukawa terms

e ^r/r. We use the Thomas-Fermi theóry ofmany-electron atoms '

to calculate all but one of the parameters of the electronica

density. The value of the remaíning parameter is obtaínedí

through a varíational method, using the Hohen be r g - Ko hn theoryi?

for electronic systems. Finally, we use the approximant toi

calculate the energy of the lighter atoms. Our conclusion is

that the results are very satisfactory.



INTRODUÇÃO

Expressões analíticas que descrevem aproximadamente a

densidade eletrónica de átomos, são frequentemente utilizadas em

cálculos de estruturas ma is complicadas. Por exemplo, no caso de

ligas, cristais ou moléculas, tais expressões podem fornecer o po

tencial de partida como soma dos potenciais atómicos - para ser

utilizado em métodos auto-consistentes.

A utilidade de um aproximante aumenta se ele é simples

o suficiente para permitir integração de dois centros; se nos 1£

va a resultados suficientemente precisos e se. o número de parâme

tros for mínimo.

Neste trabalho estudamos um aproximante da densidade £

letrônica descrito pela soma de dois termos de Yukawa, dado pela

equação: '
2 N. ô.2 -ô.r

n Cr) = 1 ' e ' (1.1)
i = l ,4irr

Cada termo tem uma carga total N. e gera um potencial 

coulombiano da forma
• 2N. -Ô. r

- ------- !— e (1.2)

 . , r ,:imontA tratado por métodos analíticos. Istoo qual pode ser facilmente traiauv h

t, potenciais deste tipo respeitam o primeiro critério de utilida

de de um aproximante, acima.mencionado, pois permitem integração

de doi s centros.

Na seção 2, provamos dois teoremas de

Kohn(1-2), demonstrando que a energia de um sistema

estado fundamentai, sujeito a um potência) externo, 

Hohenberg e

e1e t rón ico no

é um fune i ona1

exclusivamente da densidade de c g 
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eguida, na seção 3, desenvolvemos o formalismo de

partícula Única proveniente da Teoria de Hohenberg-Kohn, o qua!

fornece elementos que possibilitam calcular, exatamente, a densi

dade de carga eletrónica do sistema, desde que se conheça-a forma

exata do funciona] de Exchange-Correlação.

Ocorre, no entanto, que a forma exata deste funcional

não e conhecida. Em função disso, apresentamos, na seção 4, a e-

nergia de Exchange para um gás de elétrons livres, calculada por

Kohn-Sham, a qual serve de aproximante do funcional verdadei

ro, possibilitando assim um calculo aproximado da densidade ele

trónica real, por métodos auto-consist.entes.

- • ' - (4)Na seção 5> desenvolvemos um critério variacional

que permite o ajuste dos parâmetros N. e 6. , tal que a densid£

de parametrizada se aproxima da melhor maneira possível da densi-

dade de Kohn-Sham.

Em verdade, apenas um dos parâmetros éca 1 cu 1ado por es

te critério; os outros três foram fixados de acordo com a teoria

atómica^ de muitos elétrons de Thomas-Fermi como mostra a se-

Ção 6.

Finalmente, na seção 7, apresentamos o desenvolvimento

dos cálculos, resultados e conclusões.
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2- teoremas de hohenberg-kohn

Hohenberg e Kohn(1’1 2) demonstraram que a energia glo

bal de um sistema eletrónico no estado fundamental êfuncio-nal, ex

clusivamente, da densidade de carga. Eles provaram, também, que

para um sistema de elétrons sujeito a um potencial externo v(?) ,

existe um funcional universal da densidade F[p(r) , indepen

dente de v(r) , tal que a energia

Ev = | v<r) dr + F^P(r)J (2.1)

e mínima e igual a energia do estado fundamental, quando p ("r") for

a densidade do estado fundamental.

As afirmações acima podem ser expressas através de do i s

teoremas:

Teorema 1 : 0 potencial externo v(r) , que atua sobre um sistema

eletrónico no estado fundamental não degenerado, é fuin

cional único da densidade de carga eletrónica p(r) .

Teorema 2: Existe o funcional Ey [ p (r) J - energia doestadofun

damental - que émfnimõ quando p(r) for a densidade

correta do estado fundamental do sistema eletrónico,

sob a influência do potencial externo v(r) .

Com o propósito de demonstrar os teoremas 1 e 2 intro-

duzimos os operadores de c..po, assim co.o a Hami1toniana de um

sistema eletrónico sujeito a um potencial externo v(r) .

Os operadores de campo "são definidos por:

- ,7,+ (r) = í **(r)  â.+ (2.2)
Y(r) = l iPj(r) a. e *(r> 2 ,

. , iiinto ortonormal completo de funções de
onde { 4i.(r) } e um conjunto orco 

1 „ - + são, respectivamente, operado-
apenas uma partícula e 3j e aj
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r e s uani^uiiaçao e criacaa ha c-fermions, que satisfazem a segui£
te regra de anti-comutação:

I- a' ’ ap ]+ ■ 5ij (2.3)

A Kami 1 toniana do sistema i-,

5 " T + 0 + V (2 4)

onde T, 0 e V são, nesta ordem, operador de energia cinética;

de interação e 111ron-e1étron e de interação eIStron - campo exter-

no, dados por:

T = | V $*(r)  V $(r) dr ' (2.5)

\ , í+(r) ^+(r') $(r') ijjfr) dr dr' (2.6)
J |r - r'|

V = | v(r) í»+(r) í(r) dr (2.7)

Se denominarmos | 0> , o estado fundamenta! do opera

dor H , do sistema de N partículas com auto-valor não degenera

do, podemos expressar a densidade eletrónica dó sistema por:

P(?) = < e | p | e > (2.8)

onde p ê o operador densidade eletrónica definido pelos operado

res de campo, como se segue:

p(r) = $+(r) í(r) (2.9)

” Demonstração do Teorema 1

A prova sera feita por redução ao absurdo. 

Suponhamos que existam dois estados fundamenta

rentes | 0> e | 0' > correspondentes as

e aos potenciais v (?) e V(?) (tais que

sistemas eletrónicos com a mesma densidade

Ham Í1ton i ana s

v (?) / v ' (r) +

de carga p(r)

is d i fe-

H e H1

cte) de

Dev i -
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do ao fato de se supor estados fundamentais das Hami1tonianas H

e H1 , com auto-valores não degenerados E e E' , vale a pro

priedade de mínimo do valor esperado, com relação a variações no

estado do sistema. Assim, temos as desigualdades: 

< 0 I “ I 8 > < <0,l h | 6' > = < e1 | h ■ | e1 > + < e • | v-v ■ | 0' >

e ■ - (2.10)

< 0 ' | H ' [ 0 1 > < < 0 | H1 | 0 > = < 0 | h | 0 > + < 0 | V 1 -V | 0 >

(2.11)

< 0 1 1 V

A partir da equação (2.6) podemos escrever

-V1 | 0' > = [v(7) - v' (r)] < 0' | $+(r) í(r) | 0' > =

ívCr) tV ("r)] p 1 Cr) dr (2.12)

< 0 | V-V ' | 0 > = | 'jv' (r) - v (r)] .< 0 | $+(r) <|)(r) | 0 > =

= ív’(?) -v(r)j p(r) dr (2.13)

Como, por hipótese, E e E' são auto-valores, respectivamente ,

de H e H' , segue que

<0| íi | e> - E e < e- | «■ | e1 > - e- í2-14’

Substituindo (2.12), (2-13) • <2-'4> (2-'°’ 6 <2’

E < E' + | (v(r-) V'(7,J P'(T) <2'l5>

£, < E + | ^'(r) -’v(ríj p(r) dr (2.16)

Somando as duas inales e levando em tonta a h1te

n1 Cr) . chegamos ao absurdo
se feita de que p(r) - P v ' 

E .+ E' E‘ + E
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que nos permite concluir que v Cr 1 c ■ , - . . .M M vkr; e um funcional unico da dens_i_
dade de carga.

Uma consequência imediata deste teorema é que uma vez

fixada a densidade eletrónica p(T) do sistema no estado "funda -

mental, este estado fica automaticamente definido. Isto se deve

ao fato da Hamiltoniana H ficar totalmente conhecida, uma vez

que o potencial v(r) é um funcional único da densidade eletrônj_

ca p(r) . Consequentemente, o valor esperado da Hamiltoniana H ,

também e um funciona] úni<

é:

co da densidade eletrónica

“ | v (r) pCr) dr + F [ pJ

p (r) . Isto

(2.18)= < 6 | H | 6 >

onde F[pJ = <e| t+u | e >

- Demonstração do Teorema 2

Suponhamos um funcional

Ev[p'J = | v(r) p'(r) dr + F[p'J (2.19)

construído a partir de duas funções arbitrárias v(r) e p'(r). 0

funcional F [p Q

F[p.j = < e1 | t+u | e1 > (2-20)

onde | e■ > é o estado fundamental para a hamiltoniana H’ =

= f + V' + 0 . Nesta hamiltoniana

v'(r) í+(r) *(*)

onde v'(r) é definido pelo funcional v

no que age sobre um sistema eletrónico no

-i _ t + U + V' » ' stooom hamiltoniana H1
é ,

- potencial exter-

estado fundamental |6‘>
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v'(r) = v[p'J (2.21)

Neste caso, provamos a seguir, que E £p'] ® mínimo

se P' = PCV]

EvEp'3 “ P'(*)  dr + F[p'J =

- <e,|v|e,> + <e,| t+u I e • > = < e1 I íi I e • >
(2.22)

Como | 9> é o estado fundamental para à Ham i l ton 1 an.a íi , temos

que

Ey [ p1J - <O'|H|0'>><e|H|e> = ev[p]

ou a i nda

< EvEpG

para qualquer p' # P [ vJ .
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_?-• FORMAI ISMO Pr-PARTÍCULA ONICA

A fim de facilitar a compreensão dos próximos passos é

conveniente ter em mente que o funcional fCp] deve cont’er a e-

nergia cinética dos elétrons, assim como toda e qualquer energia

de origem coulombiana, que exprima interação entre elétrons, vis

to que a interação destes com o campo externo está definida no te£

mo
| P(^) v(r) dí (3.1)

Nesta seção, desenvolveremos um formalismo para calcu

lar a densidade de carga de um sistema eletrónico no estado funda

mental, sujeito a um potencial externo v(r) . Este procedimento

baseia-se na possibilidade de separar o funcional F^pJ em três

termos:

. To + Uc + Exc ' (3.2)

A parcela Tq exprime a energia, cinética de um sistema de N pa£

tículas independentes, em um potencial externo v.nçj(r) ’ com ^e—

sidade de carga eletrónica igual a do sistema de N partículas in^

teragentes. A parcela Uc é um funcional único da densidade de

carga, definido pela energia de interação coulombiana clãssica

p(?) P(r') d* d*i __ (3-3)

|?-M
< „ E , representando a enerFinalmente temos a parceia cX(_ , f

. 1 node ser interpretada como corre-gia de Exchange-correlaçao, que p
• .. r_-l para que continuemos a tratar o

Çao nas parcelas Tq e uc L P-J ’ H
Isto é, poderíamos escrever

problema de partículas interag

onde

FW - T + U

T = \ + Txc

(3.4)

(3.5)
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U ~ ucCpJ + »kc (3.6)

Exc = Txc + Uxc (3-7)

com Txc significando a correção em Tq para que T seja a ener

gia cinética de partículas interagentes e Uxc exprimindo a cor

reção em Ujpj para que U represente de maneira precisa a e-

nergia devido as interações coulombianas de um sistema de fêrmions.

Teorema: A energia cinética de um sistema de elétrons independen

tes, sob a influência de um potencial externo vjn(j(*)  ,

é um funcional único da densidade de carga eletrónica

P(r) .

A Hamiltoniana de um sistema de elétrons independentes,

sujeito a um potencial externo vjnd(*) é

(3.8)

(3-9)

De maneira aijáloga ã demonstração do Teorema 1, da se

ção 2, pode-se provar que v.n(J(r) é funcional Único da densida

de eletrónica p(r) do sistema, no estado fundamental. Por con

seguinte, a Hamiltoniana H.nd fica devidamente definida, assim

como o estado fundamental | 0>ind • Consequentemente, podemos con

cluir que a energia cinética, definida por

T„[p] = < eind I T I i nd > (3',0)

. . de carga eletrónica no estado fun-
e funcional unico da densidad

damen ta 1 .

Agora podemos concluir que

, da equação (3-2), funcionais

sendo F^p] » toCpJ e

ÚNICOS da densidade de car-
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ga eletrónica, o termo de Exchan«o_^~
ge correlação também ê um funcio

nal deste tipo.

Ate aqui, o conjunto completo de funçóes { «. ) que

define os operadores de campo W+(r) P r v \> ) e vir) e absolutamente a_r
bitrário. Em seguida, construiremos estes operadores de campo,

com o conjunto completo das auto-funçSes da Hamiitoníana do siste

ma de partículas independentes. Segue que:

í (r) = I <t>j(r) at e $(r) = £ $. â.., (3.11)

onde <j>. ê solução da equação abaixo:

’2 + vind<'f> ] *i  ’ ei *i (3.12)

é conveniente lembrar que o sistema de N partículas

independentes foi definido de modo que possua a mesma densidadede

carga p(r) que o sistema de

to não contradiz o Teorema 1,

temas são diferentes. Isto ê

N partículas i n teragentes . Este fa^

porque as Hami1tonianas dosdoissis

H = T + V + U e H. .i nd = T + V (3.13)

A den s i dade

p(r) = < e

de carga dos

| í(r)+ ip(r)

dois sis-temas é

1 - <6indl

descrita por

♦+(?) ?(?) i

onde 1 6. .> é o estado fundamental da
1 i nd

é o estado fundamental de H •

0 estado |0ind> é do tipo

se. ocupa os N primeiros estados de_.uma

baixas. Isto porque a energia total do

Hamiitoníana^ Hjn(1 e l9>

| 1,1... 1,0 . . . > , onde

partícula de energias mais

sistema Ô a soma das 6ne£

gias de uma partícula.

Assim a densidade de carga P(?) dos dois sistemas,em
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seus respectivos

são:

estados fundamentais fica
’ • i ca definida pela expre£

p(r) = I 4»? Cr) ♦j<T) <e.ncl |eind> = ? <<r)

i-1
ij ‘ * - (r)

(3-15)
onde <0ind

n(eF -

e eF é a energi

I ât â. 1 0. > _ r , ,
1 J 1 ind • “ ôij n(eF - Ej)

' se et < e_
6j) - 1 F

“ se c. > eF .

de Fermi.

Alem da densidade de carga podemos escrever o funcio-

nal TorpJ em termos das funções <j>. . Segue que

JoCpJ - <6I„dl í lejnd- - X. (r)<eind| â* |eirid> .

N ( * ’
= I V4> (r) V*  (r) z (3,16)

i = 1 I

A partir das equações (3-2), (3-3) e (3-16) podemos es

crever a equação (2.1) da seguinte forma:

ev[p3 = v(r) p(r) dr +. 1 L.V<j»f(r) V <j>. (r) +

+ í[ P(r) P (rJJ d+ d+, + e [pj (3.17)

JJ lr - 7'|

A equação acima não está totalmente definida. Isto po_r

Que para determinar a energia g 1 oba1 de um sistema eletrónico a-

través dessa equação precisamos conhecer as funções v(.r) , p(r)

' <(?) e a forma do funcional [p] ■ Como •• ’ <*>  «

■> potencial que atua sobre o sistema eletrónico. De modo geral,

quando vamos calcular a energia de um sistema eletrónico Já temos

*s informações necessárias sobre o potência! externo que age so
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bre ele. Por exemplo

v(r) = - 2Z (
r ( Z. e o número atómico)

é um potencial que age sobre os elptrnnc a~eietrons de um atomo, quando con
sideramos o núcleo uma carga pontual.

Com relação a densidade de carga, bastaria conhecer as

funções <j>. , pois p(r) está definida em função destas, na equa

ção (3.15). As funções <J>. , por outro lado, são soluções da e-

quação (3-12) que, por sua vez, só pode ser resolvida quando co

nhecemos o potencial v- j(r)i nd '

Em resumo, para calcular a energia global do sistema,

precisamos conhecer o potencial v. . (r) e a forma do funcionali nd

0 potencial v.n^(r) pode ser determinado com o auxí

lio do Teorema 2, da seção 4, onde demonstramos que existe um fun^

cional E £ p J que é mínimo quando p(T) é densidade eletrónica

correta de um sistema de N partículas interagentes, sujeito a um

potencial externo v(r)., quando este se encontra no estado funda.

mental. Assim sendo podemos afirmar que, mantendo v(r) e N f_i_

xos, as variações em primeira ordem do funcional Ey [ p J em rela

ção a p(í) devem ser nulas. Isto e

' 5 EvípJ = 0 r (3-18)

5 p(r) v(^) e n fixos

onde N p(r) dr
(3.19)

constante

do que as

mantido
Para garanti r que o

de mo-

número de partículas seja

introduziremos um mu 11ip1icador de Lagrande e

variações se realizem sobre o seguinte funcional:
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E»W + e[ N - j p(í) d; j

Assim, devemos impor a condição

6 [Ev^ ’ E | p(7) =

(3-20)

" (3.21)

Substituindo nesta equação a expressão de Ev[pJ , da

da por (3.17), temos

Utilizando a equação

riando independentemente a parte

ções ; - Uma opção melhor é v

Assim, esco1hendo

(3-22)

(3-15) podemos variar p(r) va-

real e a parte imaginária das fu_n

ariar independentemente <j>. e <J>. .

6p

temos

<5 (r) <j>j Cr) (3.23)

<S I - Z V <ji*(r)  V 4>. (r) dr dr V(ô<j>.) V<(>.

= j dS V<J>j “ j dr

0 termo de superfície é nulo em

é, sempre que <pj for nulo no

riódicas de contorno.

Assim a mlnimízação

(3-24)

todos os casos de interesse, isto

infinito ou respeitar condições p£

da energia leva a

. P(r j_ d?i+ SExcEP- - el * = 0

dp J J

(3.25)
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Como as variações Jç*  . ,;0 arbitririas, a5 funç5as

devem satisfazer a equação

'-’2 ♦ v<?) + z [-híLldí. + íSeMn. £+.

L J Ir - r'| «P J J -J
(3.26)

As equações (3.12) e (3-26) são iguais quando fazemos

Vind(') + f —e-(',) + *ExctpJ

J 1r - 7-| ôp

Tendo encontrado o potencial v. , (í) , para calcular
i na

a energia global de um sistema eletrónico, basta determinar o fun_

cional de Exchange-cor rei ação. Entretanto, considerando queafor

ma exata deste funcional não é conhecida, trataremos na próxima

seção, um aproximante deste termo, desenvolvido por Kohn-Sham e

que foi utilizado neste trabalho.
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-SHAM

Kohn e Sham obtivpram ,fveram uma expressão para o funcio
nal Exc[p] , cuja ,sntage, é a de ser

prezada a energia de correlaçSo. E,es assumira™ uma forma aprox

mada para o termo Exc Q p C?) ] , dada por

ExcCp3 = I P(r) Excjp(r)j dr 
(4.1)

onde exc(p) , função da densidade de carga, é a energia de ex-

change e correlação por eletron de um gás homogéneo e uniforme com

densidadep.
ÔE CpJ

Desta forma o termo —----- , da equação (3.26), fi

ca definido por um potencial local, dado por 

xc
ôe r p2XC L J

Ôp

--- ---- í P E (p)
dP l XC

(4.2)

que é a contribuição do termo de Exchange-correlação para o poteji

ciai químico de um gãs de densidade uniforme p.

Na seção 3, equação (3-6)> o termo de energia U - va

lor esperado do operador de interação de e 1 étron-e 1 êtron de um sis.

tema de partículas interagentes - foi separado em duas partes. A

primeira parcela representava a energia de interação, coulombiana

clássica e, a segunda, a energia de exchange-corre1 ação definida

naquela seção.

Em seguida, calcularemos o valor esperado do operador

U o - . mUfrnns uniforme e homogéneo, no estado funda^
u para um gas de eletrons,

 i = fim de reconhecer as duas parcelas demental de Hartree-Fock, a fim ae
., . ^finir o termo de exchange para o gãs em
U mencionadas acima e definir 

questão.
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Para isto, recorremos à teoria de Hartree-Fock<9>, que

define os operadores de campo por 

(4.3)

onde X é um auto-vetor do operador de spin o

vel de spin e V ê o volume ocupado pelo gás.

0 estado fundamental nesta teoria é ca racterizado pela

seguinte população de estado de uma partícula, p.ara um dado valor

de spin: rx
'5 ,

§4 ______________ f 2 p/3
kj1 onde kp = I 3tt p (4.4)

KF K
Representaremos o estado de Hartree-Fock do mesmo modo

como representamos, na seção 3, o estado fundamental de partícu

las independentes

| eHF> - | i,i ... i,o... > ('<•5)

só que, neste caso, ocuparemos os - N.. primeiros estados de uma par

tícula com k < kp , tal que

|eHF> - r>(kF - k> 5àx’ IV <4'6’

X
onde r) e a função degrau.

Podemos agora iniciar o cálculo de U ;

U -= <9 | [ dr dP ^+(r) $(í,) *(T) |9hf>

HF J |r 1 (4.7) 

°u ’ a i nda
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(4.8)

' ,m
l I

klw4

À1À2À3À4

dr dr' .
fi.

Efetuando primeiro a soma de m e m' e, pos te r i ormen_

te, a soma em X$ e X^ , obtemos

u = A- l [

^^3^4 •

X1À2 •

it3,r. .v
----------------------—7------15----------  dr dr’ .

|r-r-|

dos de Hartree-Fock sao estados ortonormais, devemos concluir que

■ <0HF 1 C â+
kjX

â_^
2 k3Xz k4À]

1 6hf> (4.9)

Sabendo que Sx e ãkx são, respectivamente, operad£

res de cr i ação e aniqu i1 ação de férm ions que se encontram em esta

dos de uma partícula, caracteri zados por (t,X ) , e que os esta-

o e1emento de

ou

Assim

(4.10)

pos suem
Os operadores

matr i

kl k2
X1X2

sera nulo quando:
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dr dr' <%FI a
k.X

(4.14)

Das equações (4.6) e (4.14) , temos

e

(4.15)

segundo membro corresponde ao te£A primeira parcela do

mo coulombiano clássico, onde

(4.16)
P

de exchange e o

d r 1E

(4.17)

soma tó-

• 13)

l

À1

klk2

klk2

klk2

l0HF:

Ass im, a energ i a

as seguintes regras de anti-comutação.

^1 k]^l k2^1 ^2^1'^^^

Utilizando estas informações, podemos

2- i n(kF-k)
V k

1À2 klÀ2

n(kF - k,)n(kF - k2

n (k - k) n (k -k„)
-------E_------—L------ dr dr,

T) (kF - kj) n (kF - k2

u = —
V

» - 4
\i

Para calcular este termo vamos substituir as

r i (1<1'-1<2) (r-r ')

. J~ 17-M . dTdí,<e-4

segundo termo, dado por

. -i (t| -í<2) (r-r ')
.) Ê--------- 7------- ------------- d?

• 12)

, â+
1t'X'

"1J+
- 6X,X' (4

s , I = 0 ‘ (4

.+ -+ “1’i<x 'i a
í' X'

J+ = 0 (4
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Desta forma, temos

rias em k por integrai s> respeitando a condição abaixo

I -> —X___
k (2ir)3

| dí (4.18)

2 ,, í "Uk -k )(r-r')Ex ■ ’ dk< dk2 | g—|T _ 7 |---------díd

(4.19)
ou ainda

2V (-*•  ->■ í “'(^|“k2) r
Ex “ 1 dk2 n(kF-k])n(kF.k2) | ---------d;

(4.20)

Os resultados das integrais em r , 1<2 e Ê são nes

ta ordem:
r -i(t -t ) r

s---------------------- dí - 2 ; (4.21)
J I r 1 lí, - V

diL n(k -k ) ——ÍE_—y - (4-rr)2 k F(K) (4.22)
2 - F 2 |t, - t2|2 F

K1
onde K = —77— e

KF

F(K) - -4- + ■ <*•*?>
2 4K |1 - K|

d^1 n(kf.-k2) (4tt)2 F(k]/kF) = 16ir3 k{-

Finalmente, temos a equação (4.20) sob a forma

4
V kF (4.25)

E — ' 3 /x 27? .

Das equações (4.4)

change para o gás de elêtrons

Ejp] - - 3VP(

e (4.25) obtemos a energia de Ex-

em função da densidade. Segue que

í2»-2^)
8ir J

Resta-nos agora definir a função energia de
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exchange por elétron de

P •

um gás homogdneo e uniforme com densidade

N
3 [

l 8ir (4.27)

Assim sendo, a equação (4.1) f > ca reduzida a

Excpr)] " " 3 [ ' ] | P(r)4/3 dr (4.28)

e a equação (4.2), que define o potencial químico relativo ao ter.

mo de Exchange adquire a forma.

"xc - - 4 [ ~ ]'/3 P,/3 (4.29)

*• O7T >

Tendo encontrado um aproximante para o funcional de ex

change, as equações que definem a energia global e a densidade de

carga de um sistema de elétrons interagentes no estado fundamen

ta] são, respectivamente:

■ - i + í vc?) p(í> d? + p<p -

i J jj r - r'1

- 3Í l’/3 í p(?)V3 dr (4.30)

l 8tt J I

(4.31)

de uma partículasatisfaz a equação

p(?') Midr 1

(4.32)

sol.ução- pode ser obtida

mente estas equações.

do variacional que ajuste

V2
’/3 PV3

onde .

p(r) = I (r) 4»j(r)

por métodos auto-consistentes.

Neste trabalho, n5o temos interesse em resolver direta

Na próxima seção, desenvolveremos um méto-

da melhor maneira possível, a forma a
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n8|ítica da densidade eletrónica do sistema, descrita na introdu

ção (seção 1), à densidade de Kohn-Sham, definida pelas equações

(4.31) e (A.32).

0 termo de Exchange de Kohn-Sham é uma aproximação mu_i_

to boa da forma exata deste funcional. De modo que, em verdade ,

estaremos calculando um aproximante analítico da densidade real

do sistema.
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Em um artigo

sideraram os efeitos de

bre a energia global de
Eles defini rara e

densidadeassumi rara uma eIetrôn ica

dade í ra definida

te fune i ona 1 :

l V C P J n(rj drV<j>. V<J>. +i nd

i nd

I <(r) *.(r) (5.2)P(r)

e o aprox i-ê o funcional de Exchange-correi ação;

2

de Lagrande para o víncu-

(5. A)

funcional de energia pro-que. o

e o funcional de FerreiraKohn,

(equação 5-4) é satisfei-acima

um sistema

p (r) que,

et al. coincidem quando o vinculo

em unidades|
atómicas J

(5-1)

próxima à densidade ver.

pela equação (4.31) e obtiveram o seguin-

um aproximante da densidade de caFga

é uma função multiplicadora

unidades atómicas) (5.3)

É importante verificar

veniente da teoria de Hohenberg ®

E, TnlxcL -1
mante da densidade; V[ pj é um funcional da densidade de prótons

no caso de átomos, define..o potencial externo por

-P..Çr !1— d7‘ (era

onde { (f>. } e um conjunto de funções de uma partícula (e

que define a densidade eletrónica real através da equação

(4)recente , Ferreira e colaboradores con-

MÉTODO variacionai

e v • ji nd

to.
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N
(5.5)

Obtemos

aparece como potencial.i nd

6 *1*1 e
o<5iJj . Sip.

i nd
(5-6)

implica na equação:

>p. dr (5.7)0Í nd

variaçoes em

a equaçao:

(5-8)e. 0.i nd

Agora, se

com respeito a
i nd

Segue abaixo que
i nd

i nd
(5.9)0

Sr] ’ v i nd

impli ca
6ExEnJ

i ndvLpZJ (5.10)ón

fica definido por
de manei r a que i nd

2dr 1 6n2i nd

e como as

são nulas, obtemos uma

V2

as funções <p . devem

as variações em primeira ordem no funcional

Igualando a zero a j
jvada funcional com respeito a

, com a cond i çãotp. ou

uma equação de Schroedinger para o j-êsimo elêtron, onde

e|' i|>*  , 4, ,

equação pé
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podemos reescrever a equaçao (5.8) sob a fo£

ma •

(5-12)

Finalmente, temos que se igualássemos a zero a deriva

da funcional de EI- ip*  , ib . n v “I
L Tj > V , n , v.nd j em relaçao a vjnd(r), ob

teríamos diretamente o vínculo descrito pela equação (5.4), que

tornaria as equações (5.1), (5.2) e (5.12) idênticas aquelas pro

venientes da teoria de Hohenberg-Kqhn, quando aplicada em átomos.

No entanto, com intuito de calcular os parâmetros da

densidade de carga eletrónica descrita por (1.1), apresentaremos

uma segunda maneira de.satisfazer o vínculo dado por (5.4).

A ideia baseia-se no fato do funcional (5-1) descrever

o estado fundamental de um átomo. Desta forma, variações em pri

meira ordem deste funcional, em relação a qualquer parâmetro ou

função, devem ser nulas.

Assim sendo,, se <5. é um parâmetro da densidade anal£

tica de carga, consequentemente é, também, um parâmetro da ener

gia do sistema e portanto, deve valer a condição:

6E 3n + í 6E___  3v ind = Q
ôn 3Sj J fivind 3Ó, (5

Ocorre que, considerando válidas as equaçáes (5.8) e

(5.11), automaticamente temos

' JL- = 0 (5.14)
?-L- = 0 e

6no4>.

- 13) fica reduzida a
e» portanto, a equaçao 15-
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___  avtnd ->
■ ^Ind ’«• ' ’ <515)

i nd i

permitindo, deste forma, „ cãleulo dos parâmetros da densidade e-

|etrôn I ca (1. 1) . .

De outra forma, igualando a. zero a variação em E £ 4>*  ,

♦ » n ’ vind com resPeito a vJnd ,

6E = 6v = o . (5.16)
J- 6v

onde Sv ê a variação em v(r) expressa por

ôv = _2X_ d6 (5.17)
36.

obtemos, pela substituição de (5-17) em (5-16), a condição (5.15).

Utilizamos a equação (5.15) para calcular apenas umdos

parâmetros, os outros três foram fixados de acordo com a teoria

de Thomas-Fermi para átomos com muitos elétrons.

Na próxima seção, apresentamos esta teoria e o método

utilizado para calcular os parâmetros.
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Áa Atomó d_l_thomas-fermi

Thomas e Fermi desenvolveram um modelo atómico utili -

zando a teoria de gás de elétrons livres de Fermi-D1rac. -Eles as

sumiram que o potencial efetivo - criado pelo núcleo e demais elé

trons - que atua sobre um dado elétron, é um potencial central re

presentado por v(r) , onde r ê a distância entre ó núcleo e o

elétron em questão.

Além da hipótese de campo central, eles assumiram que

o potencial v(r) varia suficientemente pouco quando adicionamos

ou subtraímos da distância r (elétron-núc1eo) um comprimento de

onda eletrónico. Isto é, consideraram que

v(r ± X)

onde X é o comprimento de onda.

Esta hipótese permite o uso local da estatística de gás

de elétrons livres. Para isto, consideremos uma região do átomo, 

ao redor da posição "r , onde o potencial v(r) varia muito len

tamente. Desta forma o gás de elétrons que se encontra nesta re

gião» no estado fundamental, respeita a estatística de Fermi e D_i_ 

rac que passamos a descrever.

A estatística de elétrons livres prevê uma densidade e

letrônica dada por
kF3 ,

n = Õ-
3ir

onde kp é o momento de Fermi,

potencial esférica da função de

2.2.
E(k) = kx + ky

(6.1)

de-fin.ido por uma superfície equi-

energ i a

k 2 (unidades atómicas) (6.2)

Proveniente da solução da
equação de Schroedinger, de uma partícu.
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]a para o gás em questão.

As auto-fu„ç5es da Kami Iton1a„a de eiétron li,„ sSo

0„des planas que, para efeito de eontager, de estados de uma parti

cuia, respeitam condições periódicas de contorno.

A equação (6.1) pode ser obtida através da hipótese de

que todo estado de momento k, tal que k < kp , é ocupado de a-

cordo com o princípio de exclusão de Pauli.

Podemos definir o potencial químico da região do átomo

de Thomas-Fermi que respeita a estatística de elétrons livres. E-

le é a menor energia necessária para retirar um eletron da menciçj

nada região.

A energia de um elétron, com momento k , dessa região,

é a soma da energia potencial com a energia cinética; ou seja,

e(k) = k + vef(r) (6.3)

onde v , = - /2 v(r) (unidades atómicas) (6.4)et

,■ Assim sendo, o potencial químico fica definido por

- uo - kF2 + vef(r) (6.5)

Para que o átomo no estado fundamental permaneça em equí 1 íbriote£

modinâmico, é necessário que todas as regiões do átomo possuam o

mesmo potencial químico ( Po = constante).

A equação (6.4) relaciona o potencial v(r) com o mo

mento de Fermi kf , em torno de cada posição 7 . Admitindo que

a distâncias muito grandes do niol»,*  haja e!étrons.(=0) e

poténcral efetivo tenda a zero, con-
q ire, nesse limite (r * / > F

,, ç) que o potencial químico Po , descrito
cluimos, através de m

anteriormente, é nulo em todo esp Ç 

A partir das equações (6.1) e (6.5) podemos escrever a



28

relação entre o potência! efetivo, e a densidade eletrónica local,

sob a forma: - -

(6.6)ef

Alem da equaçao (6.6). podemos utilizar uma outra rela-

ção - a conhecida equação de Poisson - que permite determinar uma

equaçao diferencial para vef(r) .

A equação de Poisson, em unidades atómicas, tem a for

ma
V2 v(r) = - l»?r p(r) (6.7)

onde pCr) = - /2 n (r) (6.8)

Aqui, p(r) é a densidade de carga eletrónica.

Assim, combinando as equações (6.1), (6.6), (6.7) e

(6.8) com a hipótese de campo central, temos:

v-£- <6-9)
Por conveniência, introduziremos uma função de-

f i n i da por
vef(r) = --^-X(x)

Z,/3r .

(6.10)

(6.11)
ta i que

■b ” 2 (. 4 J 0.885

e x é uma variável adlmenslonal.

Consequentemente, a equação (6-9) adquire ã forma

-m2x' = x-'/2x3/2(x) ( }
dx2 .

, X  constante (Tons) (6.13)
onde 1 i m X(x) - con

X (Átomos neutros) (6.14)
e 1 i m X(x^
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A hipótese de campo central

em uma distribuição eletrónica esfericamente si^triea. Desta for

ma, devemos esperar que um elêtron nac • -j .ctron» nas proximidades do núcleo,
possua um potencial efetivo do tipo:

v (r) - - 2Z
- — (6.15)

Assim sendo, a função X(x) deve respeitar a condição

de contorno

1im X(x) = 1 (6.16)
x-> 0

A equação diferencial (6.12) pode ser resolvida por in

tegraçao numérica. Landau e Lifchitz^) apresentaram uma tabela

de valores para x(x) .

Devemos esperar, que o modelo atómico de Thomas-Fermi a.

proxime-se melhor da realidade, para átomos com muitos elétrons

pois, só assim, em altas densidades, o uso da teoria de gas de e-

létrons livres de Fermi e Dirac é justificável.

Em seguida, apresentaremos um método variacional que

permite encontrar os parâmetros da densidade eletrónica, dada pe

la equação (1.1), no contexto da Teoria de Thomas-Fermi.

Para isto admitiremos, como hipótese de trabalho, que

a função n(r) seja um aproximante da densidade eletrónica, de um

atomo neutro. ■ <-

A equação .(1.1) da seção 1, define a densidade eietró-

nica sob a forma: 2
-2^— e 2r (6.17)

n (r) = ' e 4ir r
4irr - - —

onde N. , N2 , ôj e s^° Par^met

A cond i ção de
neutralidade de carga determina que
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| n(r) d3r
1 + ^2 2 (é o número atómico) (6.18)

podemos agora definir

densidade eletrónica
potencial efetivo .v^(r) , de um átomocom

n(r) , através da equação de Poisson; ou se

j.a, combinando as equações (6.1») (f. 7\  rc. t>\
* ' 'I) e (6.8) obtemos a equaçao

d iferenci a 1

d í / J~ (r vp(r)J . - 8„ n(r) (6.19)

que por integração direta, resulta em

BA (6.20)P

Para determinar as cond i ções de

contorno. fim,

2Z (6.21)
P

(6.22)
P

dado por:o potenc i a 1Desse modo temos

2(Z - Nj - N2)
(6.23)

-P

Recorrendo à condição (6.18) chegamos a:

(6.24)
P

(6.25)Z

pa rame

Para isto, basta combi

Essa combinação

fesu1 ta em
(6.26)2

P
(6.27)

onde

1 i m
r + 0

Utilizaremos, para esse

+ ?2

constantes A e B , devemos impor

*1 e

2N2 -ô2r

2N, r
--------  e

N1 + N2

0 próximo passo consiste em determinar a versão

do aproximante da função x(*>  •tr i zada
,, , (6 1 1 ) . (6-24) e (6.25)■

nar as equações (6.10) > (&• ' »

efetivo v
P

2M1 -ólr

2N2 -fi2r

£] + ^2

2N -ô]r 2N2 -ô2r
-------- e ~ e



31

com as segu intes

(6.28)

 (6.29)

(6.30)

(6.31)

Sej a

2í dX(x)
t dx

5/2fCx! (6.32)dx

tal que

(6.33)

(6.34)0

= X(x) ,

(6.35)

definida abaixo:

(6.36)
X(x)

°nde x(x)

isfazem as condições de contorno
Se

Ç2

*2

FC x(x) j um funcional de x(x) , definida por

-|/2 x3/2(x)

Um incremento

« XÍx)
0

^2 ’ j | e J2 ’ var‘ac!ona'fnente, de maneira que e£

próxima da solução real.

X(x) e

Para realizar essa prova, consideremos a função x(x)

X(x) + «XÍx)

t-orna Frx(x)1 extremo, e 6x(x) ê
a função que torna r |_ X' '

nessa função.

d2X(x)

dx2

A_ x-‘/2
5 X

parâmetros Çj ,

sa função fique

É obvio que a função x(x) , definida por (6.26), não

é solução da equação (6.12). No entanto, podemos dete rminar os 

ge F^x(x) ] é extremo para uma certa função x(x) =

então, é possível provar que X<x) é solução da equaçao

x(x) respeite as seguintes condições de contorno:

def.i n i çÕe s :

z
N2

Z

b 5|

b z-,/3 Ô2
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(6.33) e (6.34), então, devemos ter

Hm ôx(x) = 0 e lim 6X(X) . 0 (6.37)
x 0 x -> ■»

Quando substituímos x(x) por a variação em

f£ x(x) 3 deve ser nula. Isto é

5F = fEx<x) 3
ou ainda

d X(x) d <$X(x)

dx dx

‘ F[x(x) ] = 0

2 x’1/2 X3/2(x) Ô(x> | dx

(6.38)

= 0 (6.39)

Integrando por partes, temos

í 2 I í Jx(x) 1 . 6x(x) AUl +

j dx *• dx ' /• dx
o ' ' I

+ x"l/2 X3/2(x) «x(x) > dx = 0
j (6.40)

da qual tiramos ' ■ z

«íil SX(x) ” + f «xí - ^4^ * x’,/2 x’/2<*>  1 dx - 0 <6-'">
dx o J l dx J

Devido ã condição (6.37) e ao fato de x(x) ser uma

variação arbitraria (longe dos extremos da integral), a função

X(x) é solução da equação (6.34) ((6.12)).

Em resumo, obtemos um método variacional que permite

calcular ós parâmetros da função Xp(x) •

Ocorre que, por definição, as funções Xp<x) satisfa

zem as condições de contorno (6.33)-< (6.34). Isso permite a va

riação do funcional através dos parâmetros, sem modificar osextre

m°s (zero e infinito) da função Xp(x) •

Assim, a equação (6.38) é substituída por:
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3FC Xp(x) ]

ãp = 0 . (6.42)

onde p e igual a um dos parâmetros , Ç2 , j ] ou J2j.

É importante frizar que a condição (6.42) não define a

solução da equação diferencial (6.12); ela apenas permite calcu

lar os parâmetros de maneira que a função Xp(x) defina uma boa

aproximação da solução real.

Aplicando a condição (6.42) para os parâmetros Ç] , j]

e J2 ~ ° parâmetro define a mesma equação que , devido

a condição + ^2 ~ ” temos um sistema de três equações a

três incógnitas que pode ser resolvido numericamente.

A técnica de resolução é bastante simples, não havendo,

portanto, necessidade de detalhes.

Os

^2

jl

*2

resultados

= 0.333

= 0.667

= 2.854’

= 0.492

obtidos são:

(6,43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)

Substitui ndo (6.43) - (6. 46) em (6.28) - (6 .31), temos:

N1 = 0.333 Z (6.47)

N2 = 0.667 Z
‘ (6.48)

Ô1 = 3-223
zl/3 ' (6.49)

--62

Assim, tendo

... = 0.556

determinado

Z1/3 ,

os parâmetros, obtemos um

(6.50)

aproximante da

densidade eletrónica de
Thomas-Fermi pela equaçao (6.17) -

Na próxima seçóo, aplicaremos 0 método va r i ac i ona1 de-

senvolvido na seção 5» 5
10bre a densidade eletrónica parametrizada (6.17).
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' CAI nULOS_E__COM ENTA RI0 S

ção anterior, calculamos os parâmetros da função

n(r) visando encontrar um aproximante da densidade eletrônicapre

vista pelo modelo de Thomas-Fermi. Em verdade, efetuamos esse câl

culo com intuito de avaliar as ordens de grandeza dos parâmetros

envolvidos e, principa1 mente , para utilizar os resultados no cál

culo do aproximante da densidade eletrónica de átomos com níveis

quantizados.

As considerações, sobre os extremos (perto do núcleo e

longe do átomo) do potencial clássico de origens c.ou 1 omb i ana, ef<a

tuadas para o modelo de Thomas-Fermi também são válidas para o ã-

tomo quantizado com hipótese de núcleo pontual. Isto gera, como

já vimos um vínculo entre os parâmetros e N2 da densidade

n(r) . Desta forma, a função n(r) que possui quatro parâmetros

tem apenas três variacionais .

Com objetivo de simplificar os cálculos computacionais 

reduzimos o número de parâmetros variacionais de três para um. F 

xamos Nj ,N2 e ô] com os valores obtidos na seção anterior

calculamos o parâmetro «2 através do formalismo desenvolvido 

e

n a

seção 6.

Escolhemos $2 como parâmetro livre porque ele define

lento (Ô- < ô.). Essa escolhaa exponencial de decaimento mais iento

t da teoria de Thomas-Fermi ser eficientenasfoi sugerida pelo fato aa tem
. eiHade eletrónica do átomo. Desta forma, prc>

regiões de grande densidade e
- nue está relacionado com os elétrons

curamos melhorar o parametro q

ma i s distantes (baixa densidade)

. .. rairular foi definida, naA equação que perm-te calcular 2
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seção 5» por

(p(r) - n(r)]!W2 „

onde v.nd é um potencial local sob a forma

Vind'1-) * e(r) *

ôn

tal que c(r) = 2 | ~ p(r') d*,

e p(r') = Z 6(r’)

(7.D

(7.2)

(7.3)

(7.4)

Utilizando o aproximante de Kohn-Sham para o funcional

de Exchange (Equações (4.28) e (4.29)) e as hipóteses, jãcitadas, 

sobre o termo coulombiana, temos

v. . (r)i n d
2(Z - N, -N2) 2H, -« r 2N -S r
------------------------------ --------  e--------- e - 6 n (r)

r r , r
• z (7.5)

r i i,/3onde 8 = 4 —— | (7.6)
l 8n )

Assim, a condição de extremo do funcional de energia ad_

quire a forma .

| (pír: 1 í “Ô2r 6
> " n(r)j 2 N2 e ' T"

n(r)-2/3 anlr).'

3ó2 J
(7.7)

onde

3n (r)
N2 S22 /í2r . "1 *2 -62r f.

e (7.8)

962 4ir 2irr
■ -z .

A densidade eletrónica p(r) acima, é d'ef i n ida pelas'

funções <j>.
que satisfazem a eqóaçãoj de uma partícula, dada por:

- V2 * v,„d(r) ♦, ■ 4>i (7-9)

Para determinar = parâmetro «2 construímos um progra

"a computacional com os seguintes passos:
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a) Leitura: numero atomico, númern .
’ nun>ero de ocupaçao eletrónica, assim

como os auto-valores •energia de entrada (em geral usamos o
espectro do Hidrogénio).

b) Define o valor de entrada A ítl - .. .aaa (Thomas-Ferm i ) e constroí o pci
tenc i a 1 (7•k).

c) Resolve a equação (7-9), isto é, determina as funções <j>. (r) e

os auto-valores- e. .

d) Constroi a densidade eletrónica p(r) defihi-da pór

P(r) = I 0*(r)  4». (r)

e) Determina um novo valor para através da equação (7-6) e

repete o processo até que o parâmetro de entrada fique igual ao

de sa ída.

f) Calcula a energia global do sistema.

g) Saída: 62 (valor final), e. (auto-valores de (7.9)), E ( e"

nergia total).

A energia global do átomo foi calculada através da e-

quação (5.1). A forma final dessa equação foi obtida através das

relações (4.28), (5-1), (5.2), (f. 3)7 (7.2), (7.3), (7-4) e (7-9).

Isto é, a partir das equações (4.28), (5.1), (5-2) e (5-3) temos 

Ut iIi zando (7♦2)
e agrupando os termos em comum
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E | | 4>j (r) [• V + V|ndJ ♦l(r) d* _ | n£r) c(rj d* _

- [[ £-<r') n(H + g [ 4/3

JJ |r - r'| 4 j " dr (7.10)

Finalmente, utilizando as equaçóes (7.4) e (7.9) temos

a equação de energia sob a forma:

A soma sobre os auto-valores e. é realizada sobre to

da população eletrónica. Como nao consideramos interações despin

-orbita, os elétrons de mesma órbita contribuem com auto-valores

i gua i s.

A tabela 7~1 apresenta os parâmetros <$2 e as energias

globais para os átomos com Z (número atómico) variando de 2 até

18. A título de comparação, colocamos a energia de Hartree-Fock^

e o valor do parâmetro na teoria de Thomas-Fermi. A energia cal

culada difere de poucos por cento da energia de Hartree-Fock e e£

sa diferença diminui quando Z cresce. 0 parâmetro variacional

^2 também se aproxima do valor obtido pela teoria de Thomas-Fer

mi quando Z cresce.

Na tabela 7-2 apresentamos as energias de cada elé-

tron<8> comparadas com os resultados obtidos nesta tese. Realiza

mos dois tipos de cileulos de energia de um elétron. A coluna com

o título ■•auto-valores" refere-se aos auto-valores da equagSo de

, nartícula em átomos neutros. A coluna com oacnroedinger de ume particuia
- diferença de energia entre o átomotítulo "diferença" refere-se a direrenç

, L no estado selecionado. Devemos dizer
neutro e o lon com buraco n
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que para o Ton utilizamos

Nj - 0.333 (Z - 1) (7.12)

N2 = 0.667 (Z - 1) (7.13)

e o valor de 6, de acordo com a equação (6.49).

Na figura 7“l comparamos a densidade eletrónica de Her_
(Q)

man-Ski11man do atomo de Oxigénio com a densi dade ca 1 cu 1 ada n’es

ta tese.
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TABELA 7-1' energias atómicas e PARÂMETRO s

ATOMO
______________ *2 Energias Atómicas (Ry)

THOMAS-FERM1 VAR1AC 1ONAL VARIACIONAL HARTREE-FOCK

2 He 0.700 1.273 - 5.470 - 5.723
3 Li 0.802 1.107 • -14.356 -14.865

4 Be 0.882 0.988 . -28.454 -29.146

5 B 0.950 0.980 -48.091 -49.058

6 C 1.010 ’'1.052 -74.113 -75.319

• 7 N 1.063 1.155 -107-229 -108.593

8 0 1.112 1.275 -148.114 -149.538

9 F 1.156 1.406 -197.431 -198.819

10 Ne 1.197 1.545 -255.830 -257.094

„íl Na 1.236 1.567 -321.982 -323.718

12 Mg 1.272 1.576 -397-179 -399.229

13 A£ 1 .307 1.561 -481.416 -483-754

14 Si 1 .339 1.549 -575.032 -577.669

15 P 1 .37.1 1 .544 -678.308 .-681.298

16 S 1.400 1.550 -791.571 -794.957

17 C£ 1.429 1.567 -915.170 -918.964

18 Ar 1.456 1.591 -1049-457 -1053-635
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conclusões

.Considerando que os resultados, apresentados nas

tabelas 7“1 e 7“2, foram obtidos com um único parâmetro va-

riacional, acreditamos ter alcançado o propósito deste traba^

lho. Construímos uma densidade eletrónica simples, que pode

ser tratada por métodos analíticos e, p r i nc i pa.l men te, define

uma boa aproximação da solução real.
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