Simulacoes de Monte Carlo

Aula 1l

O que sao simulacoes de Monte Carlo?
Estimando o valor de .

Probabilidades, a funcao de particao
canonica e amostragem por importancia.

O algoritmo de Metropolis; exemplos.



O que sao simulacoes de
Monte Carlo?

* Problemas que envolvem variaveis que nao
controlamos podem ser descritos como
processos aleatorios. Simulacoes de Monte
Carlo, que tém por base a producao de numeros
(pseudo)aleatorios, podem ser aplicadas de
maneira natural a essa classe de problemas.

 Exemplos: decaimento radioativo, caminhada
aleatoria, percolacao, estatica e dinamica de
sistemas termodinamicos, processos de reacao—
difusao, propagacao de epidemias, modelos de
agentes socials ou economicos etc.



Outras aplicacoes

« Como exemplo de uma aplicacao
diferente, vamos utilizar numeros

aleatdrios para estimar o valor de .

» Essa aplicacao é inspirada em ideias
formuladas ja no século 18. Trata-se do
uso de métodos de Monte Carlo para a
iIntegracao de funcoes.



Integracao por Monte Carlo

i * Sorteamos

oo aleatoriamente N
i e e e pontos no retangulo

demarcado. Se N,

desses pontos situam-
se abaixo da curva da

funcao a ser integrada,
uma estimativa para a

integral

N
Loy=J,f(x)dx 1,,,~—Lh(b—a




Estimando

 Tomamos por base o fato de que a area de
um circulo de raio unitario € t. Vamos
entao trabalhar com a funcao

f(x)=V1-x,

de modo que

f f(x dx——




Estimando 7t

* Baixem o0 programa estima_pi.py e o
abram no aplicativo VIDLE (disponivel na
area de trabalho). A execucao produzira
graficos como 0s mostrados abaixo.




Estimando

 Examinem o programa ate
compreenderem o algoritmo.

* Localizem o parametro que controla o
numero de pontos sorteados e variem seu
valor de modo a obter um erro relativo

estavel de 1 milésimo na estimativa de .




Integracao por Monte Carlo

* VVocés devem ter obtido um valor em torno de 50.000
pontos; nao se trata de um metodo dos mais
eficientes, portanto. (Mas torna-se muito mais
eficiente para integrais multidimensionais!)

» E possivel melhorar o desempenho do método em
1D, mas sua utilidade maior esta na integracao de
funcbes mal-comportadas, que desafiam os métodos
deterministicos. Um exemplo € a funcao

Plot:




Integracao por Monte Carlo

* Desafio 1 (para depois): estimem o valor
da integral da funcao na pagina anterior,

no intervalo entre -1 e 1, com uma
precisao relativa de um milésimo.

» Desafio 2 (para depois): estimem o volume
de uma hiperesfera de raio unitario em 4
dimens0es com uma precisao relativa de
um milésimo.



Método de Monte Carlo na
mecanica estatistica

* No equilibrio térmico, valores esperados
sao determinados pela distribuicao de
Boltzmann:

2., Qe
Q)= — Q. P,
Q= =2,

e " e Db
P = — , ﬁ:(kBT)_l
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Método de Monte Carlo na
mecanica estatistica

(Q)=2. Q.P,

* Logo, para obter exatamente qualquer
valor esperado, basta calcular a média
ponderada da quantidade correspondente

sobre todas as configuracoes u.

 Mas quantas sao essas configuracoes (ou
microestados) para um dado sistema?



Sistemas de dois niveis

* Vamos exemplificar com o modelo de
Ising, uma colecao de momentos
magneticos (“spins”) que podem apontar
apenas para cima ou para baixo. Se ha 2
spins, as configuracoes podem ser:

™ 1™ 1T I
 Com N spins, guantas configuracdes ha?

M, . =2X2X--x2=2"

N fatores




Sistemas de dois niveis

» Para um sistema cubico contendo 10 spins
por aresta, quantas sao as configuracoes?

_ 2103:(210)100: ( 103)100: 10300

» Se fossemos capazes de processar 10
bilnGes de configuracoes por segundo,
levariamos quantos anos para processar
todas as configuracoes?

M

total



Método de Monte Carlo na
mecanica estatistica

Sendo impossivel considerar todas as
configuracoes, podemos amostra-las com uma

certa distribuicao de probabilidades p, e estimar
0s valores esperados segundo

Mas qual p, escolher?



Amostragem por importancia

- Nao podemos escolher p, uniforme, porque

0 peso de Boltzmann diz que configuracoes
com energia muito alta raramente sao
visitadas em um sistema real.

« Eis a chave: devemos escolher p, de modo a

emular na simulacao o que a natureza faz:
estados sao visitados com probabilidade
proporcional ao seu peso de Boltzmann.

—PE,
e A el
Z I QM—MZj:l QMi

pM:PM:



Amostragem por importancia

—BE
_1 5
Z = QM—MZj:l QMi

« Em vez de escolher ao acaso configuracoes de
acordo com p , € mais eficiente percorrer uma

cadeia de configuracoes que reproduza para
longo tempo a distribuicao de Boltzmann. (Isso
pode ser formalizado; veja a bibliografia.)

« A estratégia € passar de uma configuracao a
seguinte na cadela pela escolha de
probabilidades de transicao adequadas.

u

e
pM:PM:



O algoritmo de Metropolis

* Aimplementacao mais simples dessa idelia
é 0 algoritmo de Metropolis (1953): a
probabilidade de transicao entre uma
configuracao e outra é

1, se E <E,
, se k. >E

« Com essa escolha 0 algorltmo é ergodlco
e satisfaz o balanco detalhado,

p.w(u=2v)=p,w(v-au)




Exemplo: colecao de sistemas de
dois nivels nao interagentes

 Formulacao alternativa do sistema de dois
niveis: estado 0, com energia 0, e estado 1,

com energia €.

* A energia total da colecao é
N

E({ni}):Zizl ne n€{0,1

 Como nao ha interacoes entre 0s sistemas
gue compoem a colecao, a funcao de
particao pode ser calculada exatamente.



Exemplo: colecao de sistemas de
dois nivels nao interagentes

* A solucao exata fornece

7 = Z e PEU (1+e‘B€N

Z E o PE(n))

=(E([n,] Z —BE({ 0
) ©
U= 81nZ:Nee_BE
op 1+e P




Exemplo: colecao de sistemas de
dois nivels nao interagentes

* O calor especifico € definido por

_ 14U
N oT

» Seu calculo € numericamente mais
conveniente se usarmos as flutuacoes da
energia:

C

1 0°'InZ _(E")—(E)’
N OToB  Nk,T*

C=




Exemplo: colecao de sistemas de
dois nivels nao interagentes

 Um passo do algoritmo de Metropolis
consiste nas seguintes etapas:

- sortear um sistema e propor moveé-lo de um
nivel de energia para o outro;

- calcular a variacao AE da energia do sistema
entre o novo nivel e o antigo nivel;

- determinar a probabilidade de transicao
segundo a regra de Metropolis;

— aceitar ou rejeitar o movimento e seqguir para
O Proximo passo.



Exemplo: colecao de sistemas de
dois nivels nao interagentes

* Baixem o programa dois_niveis.py e o
abram no aplicativo VIDLE. Ele
Implementa a simulacao de uma colecao

de N=100 sistemas de dois niveis.

 Examinem o programa para identificar as
etapas do algoritmo, e em seguida o
executem sem alterar qualquer parametro.



Exemplo: colecao de sistemas de
dois nivels nao interagentes

* Apos 10 passos de
Monte Carlo por
sistema, o0 programa
exibe graficos como |
aqueles ao lado,
comparando
resultado exato
(curvas) e
simulacao (pontos).

O que chama a
atencao neles?




Exemplo: colecao de sistemas de
dois nivels nao interagentes

 Aumentem progressivamente o niumero de
passos de Monte Carlo por sistema para

100, 500, 1000 e 5000. Acompanhem a
evolucao do erro medio tanto para a
energia quanto para o calor especifico.
Procurem gquantificar como esse erro varia
com o numero de passos de Monte Carlo.



Exemplo: colecao de sistemas de
dois nivels nao interagentes

» Ap6s 5000 passos [
de Monte Carlo
pPor Sistema, 0
programa exibe
graficos como
agueles ao lado.




Exemplo: colecao de sistemas de
dois nivels nao interagentes

» Desafio (para depois): procurem formular
uma maneira de estimar o0s erros (para
uma dada temperatura) sem levar em
conta a solucao exata. Isso sera essencial
em problemas cuja solucao exata é
desconhecidal



Exemplo: fluido de Lennard—-Jones

* O potencial de Lennard—Jones &

12 6
U(r)=4c O

O O
r r

 Uma configura(;éio-é definida pelaé posicoes
e velocidades de todas os atomos. A
energia correspondente e

E({rl’v } +Zpare51] i]

* Aenergia cmetlca contrlbw para a energia
proporcionalmente a temperatura, mas de
resto pode ser ignorada.




Exemplo: fluido de Lennard—-Jones

 Um passo do algoritmo de Metropolis
consiste nas seguintes etapas:

- sortear um atomo e propor mové-lo para uma
nova posicao nas vizinhancas (em um volume
gue otimiza a probabilidade de transicéo);

- calcular a variacao AU da energia potencial
entre a nova posicao e a antiga posicao;

- determinar a probabilidade de transicao
segundo a regra de Metropolis com AE=AU;

— aceitar ou rejeitar o movimento e seguir para o
Proximo passo.



Exemplo: fluido de Lennard—-Jones

* Baixem o programa LJ2dMC.py e o abram
no aplicativo VIDLE. Trata-se de uma versao
bidimensional do fluido de Lennard-Jones,

com um corte em distancias além de 2,50.

 Examinem o programa para identificar as
etapas do algoritmo, e em seguida o
executem sem alterar qualquer parametro

(64 atomos, caixa com comprimento 150,

200 passos de MC por atomo, temperatura
reduzida de 0,6).



Exemplo: fluido de Lennard—-Jones

* ApoOs 200 passos por atomo, o programa
exibe graficos como os abaixo. Podemos
afirmar que a energia potencial ja flutua
em torno do equilibrio?




Exemplo: fluido de Lennard—-Jones

 Com 2000 passos por atomo, o programa
exibe graficos como os abaixo. Podemos
agora supor gue a energia potencial ja
flutua em torno doequill’brio?




Exemplo: fluido de Lennard—-Jones

* O calculo da pressdo em d dimensdes
(mesmo sem paredes!) pode ser realizado
com o auxilio do teorema do virial.

Nk, T 1 L2
- Xf +d><V<Zparesijrff’Fim(rif>>

A média tem que ser tomada no equilibrio.

P




Exemplo: fluido de Lennard—-Jones

* Executem a simulacéo (com 2000 passos
por atomo) diminuindo a temperatura

reduzida em 0,1 por vez ate atingir 0,3.
- Em qual temperatura aproximada ocorre a
transicao de gas para liquido?

- Diminuam a temperatura reduzida para 0,2.
Ha algo estranho com a pressao? O que
poderia ser a causa disso?




Exemplo: fluido de Lennard—-Jones

(1 | ! | |
n —— liquid
solid
—— gas

* Desafio (para depolis):
iIncorporem ao codigo
0 calculo da funcao
distribuicao radial, que
permite quantificar o

g(r)

O R N W b O1 O
k—‘
E

] I I T N

ordenamento e 0 05 1 rl/'“r; 2 25 3
identificar a fase do
sistema.

g(r)=—( . 8(F)o(7,~7)]

n



Comentarios

 Diferentes aspectos do comportamento
termodinamico de fluidos s&o melhor explorados por
mudancas de ensemble. Aqui fizemos uso do

ensemble NVT. A bibliografia discute outros casos.

» Apesar de sua grande aplicabilidade, o algoritmo de
Metropolis esta longe de ser o mais eficiente.
Algoritmos muito mais eficientes podem ser definidos
caso a caso, dependendo do sistema e do problema a
ser simulado. Vejam a bibliografia.

» Para aplicacOoes mais longas, € essencial utilizar
geradores de niumeros pseudo-aleatorios confiaveis.
Vejam a bibliografia.



Bibliografia

e D. P. Landau e K. Binder, A Guide to
Monte Carlo Simulations in Statistical
Physics.

« M. E. J. Newman e G. T. Barkema, Monte
Carlo Methods in Statistical Physics.

» L. M. Sander, Equilibrium Statistical
Physics with Computer Simulation Iin
Python.
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