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Teoria do Funcional da Densidade: Moléculas e Solidos ESP

PROGRAMA:

1. Visao geral de alguns conceitos matematicos: o que é um funcional; derivadas funcionais; principios variacionais;
o método dos multiplicadores de Lagrange.

2. Visao geral e tépicos basicos: estrutura da matéria: equacao de Schrodinger, aproximacao adiabatica; equacao de
movimento nuclear.

3. Abordagens quimicas para resolver a equacao eletronica de muitos corpos: aproximacdes de Hartree e Hartree-
Fock; métodos pds-Hartree-Fock.

4. Teoria do Funcional da Densidade (DFT): teoria de Thomas-Fermi; DFT: teoria de Hohenberg-Kohn; Equacdes de
Kohn-Sham.

5. Aproximacgoes para os funcionais de troca e correlacao da DFT: aproximacao de densidade local; aproximacoes de
gradiente generalizadas; abordagens hibridas HF-KS; troca exata; interacdes de van der Walls; fortes correlagdes.

6. Métodos computacionais: pseudopotenciais atbmicos, conjuntos de bases; métodos de estrutura eletronica.
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INTRODUCAO:
Um dos problemas fundamentais nas ciéncias fisicas e quimicas e na engenharia é o estudo tedrico das propriedades
eletrbnicas dos sistemas, que vao de atomos, moléculas e nanoestruturas até materiais complexos, as quais sao
essenciais para entender e controlar o comportamento da matéria em escala atomica.

A dinamica dos elétrons e dos nucleos é governada por leis da mecanica quantica, onde o problema de muitos corpos é,
em principio, completamente descrito pela equacao de Schrodinger. A teoria do funcional da densidade tém sido bem-
sucedida para encontrar solucbes para esta equacao e tém sido a base dos calculos da estrutura eletronica na fisica do
estado sdlido e, nos anos 90, passou a ser corriqueiramente utilizada na quimica quantica.

O objetivo desta disciplina é fornecer uma visao geral unificada dos métodos de estrutura eletronica, fornecendo as
idéias basicas da teoria do funcional da densidade e das abordagens tedricas e aproximacdes mais comuns, além de
apresentar alguns métodos computacionais, de acesso aberto, construidos para resolver o problema na pratica,
simulando diversas propriedades de sistemas simples.

Antes da apresentacao propriamente dita dos conceitos basicos da teoria do funcional da densidade, vamos iniciar com
algumas ferramentas matematicas uteis.
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Funcional

Uma fungdo é uma regra para passar de um nimero x para um numero f(x). Um funcional é uma regra para passar
de uma fungdo f(x) para um numero F[f(x)], chamada de mapeamento, diferente de uma fungdo, que é uma regra
para passar de um nimero x para um numero f(x). Intuitivamente, pode-se dizer que um funcional é uma "fungao

de uma funcao".

Exemplo: Queremos achar, matematicamente, a curva que faz com que a distancia entre dois pontos seja minima.
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Exemplo: Queremos achar, matematicamente, a curva que faz com que a distancia L. entre dois pontos seja minima.

B

1) Em um plano: a minima distancia entre dois pontos é uma reta (curva 3).

2) Em uma superficie esférica: a minima distancia entre dois pontos nao é
uma reta (navegacao).

Nos dois casos podemos perceber que precisamos
calcular maximos e minimos, mas neste caso existe uma
diferenca fundamental em relagao ao calculo dos valores
extremos de uma funcdo: em vez de encontrarmos um
valor que faz com que a funcao seja maxima ou minima, o
que devemos buscar é uma func¢do que faca com que um

valor seja minimo ou maximo: curva de

minima distancia

B
H.‘:f dS:Lmin
A
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Funcional — atribui um nimero a uma func¢ao (uma fungdo mapeia um numero para outro)

finalidade = encontrar a fungdo que minimiza uma determinada funcionalidade, por exemplo, encontrar o
estado estacionario de um sistema que minimize o funcional energia.

O calculo das variacoes envolve problemas nos quais a quantidade a ser minimizada, ou maximizada, aparece como uma
integral como, por exemplo

— 1= f(x y(x), 72 (x))dx

X1

: : . e d
quantidade que se deseja L__>fungao conhecida das variaveis x, y(x) e y, = d_y
manter estacionaria x

— dependéncia de y com x nao é conhecida = caminho percorrido pela variavel x ao ir de x; a x, nao é conhecido.

— valor de ] = depende dos valores de y em todos os pontos x no intervalo [x1, x5 ]

— J é dito funcional de y e é indicado por JJ[y]
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Procura de um valor extremo para o funcional J[y(x)] = encontrar a fungdo y(x) que minimiza J[y(x)]

'

Vamos admitir que exista um percurso y(x) para o qual o valor de ] seja
extremo e, entao, vamos comparar o valor de ] calculado neste caminho T,
com o seu valor em outros caminhos proximos a ele.

[ —outro percurso
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Procura de um valor extremo para o funcional J[y(x)] = encontrar a fungdo y(x) que minimiza J[y(x)]

Ay
Vamos admitir que exista um percurso y(x) para o qual o valor de ] seja

extremo e, entdao, compararemos o valor de ] calculado neste caminho com T,
o seu valor em outros caminhos proximos a ele.

/outro percurso

— A diferenca entre estes dois caminhos, calculada em um ponto x é a chamada
variagéo 8y de y. O simbolo §, que sera lido como "variagao de", é tratado
como um operador diferencial que age em f,y,y,, assim como no funcional

Jly(x)].
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Procura de um valor extremo para o funcional J[y(x)] = encontrar a fungdo y(x) que minimiza J[y(x)]

= varia¢do no caminho y(x) = introduzir uma fun¢do 1(x) que descreva a deformacdo em y(x);
= introduzir e variar um fator de escala «a, associado a intensidade da variacao.

)Yy
A fungdo n(x) é arbitraria, mas deve satisfazer as seguintes condigdes:

* deve ser diferencidvel;

* n(x;) =n(x,) =0 = os caminhos serdo modificados entre x; e x5,

' mas passarao por estes dois pontos fixos.
y(x, @) = y(x,0) + an(x) P P P

R [or=ye0 —ye0) = ene]

|y @) = y(x,0) +an() |
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y(x, @ = 0) = caminho desconhecido que minimiza o funcional J[y(x)]

y(x,a) = y(x,0) + a n(x) = caminho vizinho, onde o funcional tem o valor

Jy(x, a)l =J 2f (x,y(x, @), Ve (x, a))dx

Para essa nova funcdo temos que

Jly(x, a)] = minimo se J_p quandoa — 0
Y oa

condigdo de extremo | 6] _ j X2 (af dy N of 0yy
X1

) ga_ >dx =_— <

dyda 0dy, da

e

(./’ ; ™ V4 ° Y 4 ° ~ °
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' 9

y(x, @) = y(x,0) + a n(x)

(x)
/\” !
X N X

r('3y(x, a)
Framia/ (€9

Oyx(x,a) _on(x) _
\ Jda 0x

| 29f af o
= J dx n(x) =n(x) =0
x; 9V J Y.

X2
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5] _sz<af d of

Sa dy dx ayx> n(x)dx,

onde a nulo ndo é mais necessario ser colocado uma vez que nao aparecera mais na expressao. Como n(x) é
arbitraria, entdo a existéncia de um extremo para o functional J[y(x)] é satisfeita se a expressdo entre parénteses,
no integrando, for nula, levando a equacao de Euler:

of d of _
dy dxdy,

0 == Equacao de Euler

Outra forma de expressar a equacao de Euler, se

——p» |dentidade de Beltrami
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B B
= Voltando ao problema da distancia minima entre dois pontos no plano: [, = j ds =J \/1 + (%)2 dx
A A

B

S fOGyy) = [T+ yE = o

1+yf —yx

C. =
TR

dy = Cdx = y(x) = Cx + D == equacdo de uma reta (curva 3)
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Exemplo: Um dos problemas mais antigos que envolve o calculo das variacdes é o seguinte: considere uma particula de
massa m caindo sob a agao da gravidade (aceleragao g) e descrevendo uma curva que se inicia em um ponto A
(x{; y1) e termina em um ponto B (x,; y,), com y; > y,. Despreza-se atrito e quaisquer outras forgas dissipativas.
Pergunta-se: qual é a expressao que descreve a trajetdria y para a qual o tempo de percurso entre os pontos A e B
(fixos) € minimo, quando a particula parte do repouso?

Seja dt o tempo de percurso sobre um elemento de arco ds da trajetdria y:

ds
v —» Velocidade

dt =

ds={ 1+y,§}dx

=) V=7

Conservagdo de energia: mg(y; — y) = %mv2 =>|v = \/Zg()ﬁ - y)
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Exemplo: Um dos problemas mais antigos que envolve o calculo das variacdes é o seguinte: considere uma particula de
massa m caindo sob a agao da gravidade (aceleragao g) e descrevendo uma curva que se inicia em um ponto A
(x{; y1) e termina em um ponto B (x,; y,), com y; > y,. Despreza-se atrito e quaisquer outras forgas dissipativas.
Pergunta-se: qual é a expressao que descreve a trajetdria y para a qual o tempo de percurso entre os pontos A e B
(fixos) € minimo, quando a particula parte do repouso?

Intervalo de tempo total que deve ser minimizado é dado pelo funcional

ta t2 ds X2 1+y2
Tlyx)] = | dt = j Sl B G
t \Y Xq \/Zg(yl_y)

{1 1

1+y2

Substituindo a funcgdo f(x, y(x), y,(x)) = 2565 na identidade de Beltrami
=

obtemos uma equacao que descreve uma cicldide (braguistécrona)

[

wmdo'de brakhistos khrénos do grego antigo

gue significa “menor tempo”
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Acréscimo em um funcional: derivada funcional

O diferencial de um funcional é a parte da diferenga F[f + 6f] — F[f] que depende de &f linearmente. Cada 6f pode
contribuir para essa diferenga, e assim escrevemos, para §f muito pequeno

OF
OF = fméf(X)dX,

“——— derivada funcional de F em relacdo & f no ponto x
Essa expressao é uma regra para operarem 6f(x) e fornecer o niumero JF.

Uma maneira de determinar uma derivada funcional é apenas expandir F[f + 6f] — F[f] em termos de §f, mantendo
apenas o termo de primeira ordem, cuidando para que o resultado seja colocado na forma da equag¢do acima. Ou seja,

SF - .
o — é explicitamente definido pelo processo

Sf
_ (FIf +ngl =FIf} _(d _ [ OF
7171—13(1){ n } - {dTI FLf + ng]}n=0 - Sf(x) g(x)dx — arbitraria

, N . . SF
Considerando g(x) como sendo uma fungdo delta § (x — x;), encontramos uma férmula explicita para [5_f]x:x0 = g(xq).
A derivada funcional possui propriedades semelhantes a derivada ordinaria.
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Acréscimo em um funcional: derivada funcional

Derivada funcional = permite estudar como um funcional varia apés mudancas na forma da funcao da qual depende™.

d"p(x)
dx™

Seja o funcional
Flp(x)] = jf(p,p(l),p(z),p(3), ...)dx, onde pM™(x)=

A derivada funcional de F[p(x)] em relacdo a p(x), escreve-se

af n
op®| * I [ap@ i [0p<3) tot (D dx"[ ]

OFlp(x)] _of d [ of

Sp(x)  dp dx

derivadas parciais

. OF 9,
Funcional local = f = f(x, p(x)) e )] = f (s6 o termo de primeira ordem)

6p(x)  dp

regras para calculo de derivadas funcionais estdo descritas detalhadamente no Apéndice A do livro:
R. G. Parr e W. Yang, Density-Functional Theory of Atoms and Molecules (Oxford University Press, Oxford, 1989)
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Acréscimo em um funcional: derivada funcional

Exemplo: consideremos o funcional V[p(r)] = [ p(r)V(r)dr, onde V(r) é uma fungdo conhecida.

Seja 6p o acréscimo que é dado a p(r) no ponto 1. Entdo, ao se fazer essa variagdo em p(r) teremos uma nova
fungdo: p(r) + 6p 6(r — ry) e um novo valor para o functional V, dado por
variagao no

Vlp(r) + 6p(r)] = f {p() +6p 6(r — 1)}V ()dr rye— 6V[p(r)] = Vlp(r) + sp(r)] — V[p(r)] = 6pV (1)

Por defini¢do, a derivada funcional de V[p(7)] no ponto r, é dada pela razdo entre o acréscimo no valor do funcional
SV[p(r)] e o acréscimo §p realizado no ponto r, na fungdo p(r):

[(W[p(r)]

5p L_r =V(ro)

=10

Quando se varia a fungao p(r) em todos os pontos r do intervalo, a expressao geral para o acréscimo no funcional é
representada pela “soma” das variacdes nos varios pontos do intervalo, ou seja, pela integral

6V|p(r)]

5V[p(x)] = j — S dr
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== Suponha que desejamos maximizar a funcdo f(x,y) = x + y sujeita a condi¢io x? + y? = 1.

1. A abordagem deselegante é resolver: 1) a equagao da restri¢gao para y como fungao de x, encontrando y; 2) Substituir y
como fun¢do de x em f(x,y) e encontrar o valor de x que torna f(x,y) um extremo; 3) substituir o valor de x na

equacao da restricdo para encontrar o valor de y que torna f(x,y) um extremo; 4) encontrar f,,,, Substituindo os
valores encontrados parax e y.

x24+y2=1=y = J1—x2

ar X

= 1-— 2 —_— =1 -—=
fx) =x+ X zdx Neas
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== Suponha que desejamos maximizar a funcdo f(x,y) = x + y sujeita a condi¢io x? + y? = 1.

2. Uma maneira muito mais elegante é introduzir um multiplicador de Lagrange u, que € uma constante e independe de x
e y, e seguimos os seguintes passos: 1) escrever, usando a restri¢do, a fun¢do: g (x,y) = x? + y? — 1 = 0; 2) definir
uma nova fun¢ao h(x,y) = f(x,y) — ug(x,y), que nada mais é que a fungao f(x,y) uma vez que g(x) é nula; 3)
minimizar h(x,y) em relagdo a x e a y, sem impor restricdes entre x e y; 4) substituir x e y na fungdo g(x,y)
encontrando u e, portanto, x e y; 5) encontrar f,,,,, substituindo os valores encontrados para x e y.

oh
h(x,y) =x+y—px*+y*-1) = —

0x

f=x+y =

Este método evita a necessidade de diferenciacao de raizes quadradas, etc. e é especialmente importante se ndao pudermos

resolver analiticamente equacdes com restricoes.
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