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Aproximação de campo central ⟹ determinação do estado fundamental de sistemas atômicos.
Suposição: admite-se que os elétrons se movam em um potencial 𝑉(𝒓), criado pelos núcleos atômicos (boa para regiões
onde o desvio provocado por perturbações no campo eletrônico seja relativamente pequeno).

⟹ movimento de uma partícula de massa 𝑚, pontual, em um campo de forças criado por um campo central 𝑉(𝑟), sendo
𝒓 a distância da partícula à origem de um sistema fixo. Na ausência de campos externos a equação de Schrödinger,
dependente do tempo, é:

é o operador energia𝑖ℏ
𝜕Ψ 𝒓, 𝑡

𝜕𝑡
= −

ℏ2

2𝑚
𝛻2Ψ 𝒓, 𝑡 + 𝑉 𝒓 Ψ 𝒓, 𝑡 ⟹ 𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
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Campo central

separação de variáveis

Ψ 𝒓, 𝑡 = 𝜓 𝒓 𝑓(𝑡)

𝑖ℏ 𝜓 𝒓
𝜕𝑓(𝑡)

𝜕𝑡
= −

ℏ2

2𝑚
𝑓 𝑡 𝛻2𝜓 𝒓 + 𝑉 𝒓 𝜓 𝒓 𝑓 𝑡 ⟹ 𝑖ℏ

1

𝑓 𝑡

𝜕𝑓 𝑡

𝜕𝑡
=

1

𝜓 𝒓
−
ℏ2

2𝑚
𝛻2𝜓 𝒓 + 𝑉 𝒓 𝜓 𝒓 = cte.= 𝐸

dividindo por 𝜓 𝒓 𝑓(𝑡)

depende só de 𝑓(𝑡) depende só de 𝜓(𝒓)
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Campo central
⟹ 𝑖ℏ

1

𝑓 𝑡

𝜕𝑓 𝑡

𝜕𝑡
= 𝐸 ⟹ 𝑓 𝑡 = 𝑒−𝑖

𝐸
ℏ
𝑡

⟹ −
ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉 𝒓 𝜓 𝒓 = 𝐸𝜓 𝒓

Ψ 𝒓, 𝑡 = 𝑒−𝑖
𝐸
ℏ
𝑡 𝜓 𝒓

Campo de forças centrais ⟹ conservativo e a magnitude da força depende somente da distância 𝑟 entre as partículas, é diri-
gida gida ao longo da linha que as une e pode sempre ser expressa como o negativo do gradiente da

energia potencial. Exemplo: força coulombiana ∝ Τ1 𝑟2.

𝑉 𝑟 = −
𝑍𝑒2

𝑟
⟹ potencial coulombiano devido a um núcleo de carga 𝑍𝑒 sobre um elétron de carga  −𝑒 e massa 𝑚

Equação de Schrödinger independente do tempo para um elétron em um campo central do núcleo, na aproximação de Born-
Oppenheimer, com 𝑉 𝑟 esfericamente simétrico:

−
ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉(𝑟) 𝜓 𝒓 = 𝐸𝜓 𝒓 ⟹ 𝛻2 +

2𝑚

ℏ2
𝐸 − 𝑉(𝑟) 𝜓 𝒓 = 0

Coordenadas esféricas (𝑟, 𝜃, 𝜑):

𝑥 = 𝑟senθcos𝜑

𝑦 = 𝑟senθsen𝜑

𝑧 = 𝑟cosθ

𝑟 ≥ 0; 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋; 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋

e   𝜓 𝒓 = 𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜑
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Campo central

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

𝑟2sen2𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2 𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜑 +
2𝑚

ℏ2
𝐸 − 𝑉(𝑟) 𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜑 = 0

Em coordenadas esféricas a equação de Schödinger independente do tempo fica:

separação de variáveis: 𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜑 = 𝑅 𝑟 𝑌(𝜃, 𝜑)

𝑌 𝜃, 𝜑
1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑅 𝑟

1

𝑟2sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
𝑌(𝜃, 𝜑) +

1

𝑟2sen2𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2 𝑌(𝜃, 𝜑) +
2𝑚

ℏ2
𝐸 − 𝑉 𝑟 𝑅(𝑟)𝑌(𝜃, 𝜑) = 0

dividindo por 𝑅 𝑟 𝑌(𝜃, 𝜑)

1

𝑅 𝑟 𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+

1

𝑌 𝜃, 𝜑

1

𝑟2sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sen𝜃

𝜕𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜃
+

1

𝑟2sen2𝜃

𝜕2𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜑2 +
2𝑚

ℏ2
𝐸 − 𝑉 𝑟 = 0

multiplicando por 𝑟2

1

𝑅(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+
2𝑚𝑟2

ℏ2
𝐸 − 𝑉 𝑟 = −

1

𝑌 𝜃, 𝜑

1

sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sen𝜃

𝜕𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜃
+

1

sen2𝜃

𝜕2𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜑2
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Campo central

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

𝑟2sen2𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2 𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜑 +
2𝑚

ℏ2
𝐸 − 𝑉(𝑟) 𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜑 = 0

Em coordenadas esféricas a equação de Schödinger independente do tempo fica:

separação de variáveis: 𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜑 = 𝑅 𝑟 𝑌(𝜃, 𝜑)

𝑌(𝜃, 𝜑)
1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅(𝑟)

𝑑𝑟
+ 𝑅(𝑟)

1

𝑟2sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
𝑌(𝜃, 𝜑) +

1

𝑟2sen2𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2 𝑌(𝜃, 𝜑) +
2𝑚

ℏ2
𝐸 − 𝑉 𝑟 𝑅(𝑟)𝑌(𝜃, 𝜑) = 0

dividindo por 𝑅 𝑟 𝑌(𝜃, 𝜑)

1

𝑅 𝑟 𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+

1

𝑌 𝜃, 𝜑

1

𝑟2sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sen𝜃

𝜕𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜃
+

1

𝑟2sen2𝜃

𝜕2𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜑2 +
2𝑚

ℏ2
𝐸 − 𝑉 𝑟 = 0

multiplicando por 𝑟2

1

𝑅(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+
2𝑚𝑟2

ℏ2
𝐸 − 𝑉 𝑟 = −

1

𝑌 𝜃, 𝜑

1

sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sen𝜃

𝜕𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜃
+

1

sen2𝜃

𝜕2𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜑2 = cte. = λ

depende só de 𝑅(𝑟) depende só de 𝑌 𝜃, 𝜑



Campo central

1

𝑅(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+
2𝑚𝑟2

ℏ2
𝐸 − 𝑉 𝑟 − λ = 0 ⟹

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+

2𝑚

ℏ2
𝐸 − 𝑉 𝑟 −

λ

𝑟2
𝑅 𝑟 = 0

Equação radial
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−
1

𝑌 𝜃, 𝜑

1

sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sen𝜃

𝜕𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜃
+

1

sen2𝜃

𝜕2𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜑2 − λ = 0 ⟹
1

sen𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sen𝜃

𝜕𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜃
+

1

sen2𝜃

𝜕2𝑌 𝜃, 𝜑

𝜕𝜑2 + λ𝑌 𝜃, 𝜑 = 0

Equação angular

separação de variáveis: 𝑌 𝜃, 𝜑 = Θ(𝜃)Φ(𝜑)
dividindo por  Θ(𝜃)Φ(𝜑)

1

Θ(𝜃)

1

sen𝜃

𝑑

𝑑𝜃
sen𝜃

𝑑Θ 𝜃

𝑑𝜃
+

1

Φ(𝜑)

1

sen2𝜃

𝑑2Φ(𝜑)

𝑑𝜑2 + λ = 0

multiplicando por sen2𝜃

depende só de Θ(𝜃) depende só de Φ 𝜑

sen𝜃

Θ(𝜃)

𝑑

𝑑𝜃
sen𝜃

𝑑Θ 𝜃

𝑑𝜃
+ λsen2𝜃 = −

1

Φ 𝜑

𝑑2Φ 𝜑

𝑑𝜑2 = cte.= 𝑚2 ⟹

1

sen𝜃

𝑑

𝑑𝜃
sen𝜃

𝑑Θ 𝜃

𝑑𝜃
+ λ −

𝑚2

sen2𝜃
Θ 𝜃 = 0

𝑑2Φ 𝜑

𝑑𝜑2 +𝑚2 Φ 𝜑 = 0


