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S‘;ki Método numérico para solug¢ao da equacao radial ESP

O método que iremos abordar tem sido amplamente utilizado na analise numérica da solucao da equacao de Schrodinger,
independente do tempo, para sistemas eletronicos na aproximacao de particulas independentes com um potencial que
deve ser determinado de forma autoconsistente. A maioria dos métodos sao utilizados para, principalmente, obter

iterativamente as funcdes de onda (diagonalizacdo iterativa), atualizacdes da densidade de carga no loop de autoconsis-
téncia e de deslocamentos de atomos no relaxamento das estruturas.

Equacao de Schrodinger para uma particula de massa m sob o potencial central efetivo Vef(r), em unidades atomicas
(Hartree):

1d%(r)

_ equacao de segunda ordem sem depen-
+ Uefi(:) = EP(r) déncia com o termo de primeira ordem

pode ser qualquer tipo de potencial central: o potencial de Hartree, o potencial de Hartree-Fock,
o potencial de Khon-Sham, o potencial de atomos do tipo hidrogendides, etc...
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ou a equacao de Poisson:

equacdo de segunda ordem sem
dependéncia com os termos de
primeira ordem e de ordem zero
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Um aspecto importante da mecanica quantica é a existéncia de “energias cinéticas negativas” = funcao de onda pode ser
diferente de zero (e, portanto, a probabilidade de encontrar uma particula pode ser finita) em regides nas quais V (x) > E,
proibido de acordo com a mecanica classica. Assumindo o caso mais simples em que V¢ €, ou pode ser considerado,

constante, a equacao de Schrodinger é:

d*y(r)
dr? :Zi/}L

quantidade positiva
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Um aspecto importante da mecanica quantica é a existéncia de “energias cinéticas negativas” = funcao de onda pode ser
diferente de zero (e, portanto, a probabilidade de encontrar uma particula pode ser finita) em regides nas quais V (x) > E,
proibido de acordo com a mecanica classica. Assumindo o caso mais simples em que V¢ €, ou pode ser considerado,

constante, a equacao de Schrodinger é:

d*y(r)
dr? :MV

quantidade positiva

Solucdes: Y(r)~e*" e Y(r)~e " = s6 uma dessas duas possibilidades tem um significado fisico: aquela que dé
origem a uma func¢do de onda que diminui exponencialmente para |r| grandes.
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Um aspecto importante da mecanica quantica é a existéncia de “energias cinéticas negativas” = funcao de onda pode ser
diferente de zero (e, portanto, a probabilidade de encontrar uma particula pode ser finita) em regides nas quais V (x) > E,

proibido de acordo com a mecanica classica. Assumindo o caso mais simples em que V¢ €, ou pode ser considerado,
constante, a equacao de Schrodinger é:

a2(r)
T4 A0

quantidade positiva

Solucdes: Y (r)~e*" e Y(r)~e ™" = s6 uma dessas duas possibilidades tem um significado fisico: aquela que d3
origem a uma func¢do de onda que diminui exponencialmente para |r| grandes.

Os cddigos numéricos, no entanto, aceitam as duas solucdes, desde que satisfacam a equacao. Se uma pequena quantidade
da solucdao nao aceitdvel (devido ao ruido numérico, por exemplo) estiver presente, o algoritmo de integracdo fara com que
ela cresca irremediavelmente na regido classicamente proibida. A medida que a integracdo continua, esta solu¢gdo dominara
sobre a solucao aceitavel, produzindo numeros absurdos!!! Assim, uma funcao de onda aceitavel na regiao permitida
classicamente, decaindo suavemente na regiao classicamente proibida, pode divergir. Veremos, mais adiante, uma estraté-
gia sabia (método de integracdo) para evitar isto.
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g.-;}f{ Método numérico para solug¢ao da equacao radial ESP

Método de Numerov:

Vamos considerar agora a solucdao numérica da equacao de Schrodinger unidimensional (independente do tempo), usando
o método de Numerov, que € um algoritmo simples, porém poderoso e preciso, para integrar equacoes diferenciais de
segunda ordem da seguinte forma geral:
d2
d—)zl = —g(x)y(x) + s(x) = supde-se que possa ser discretizada = escrita em uma malha finita de pontos
X adequada e integrada = solucao também dada na malha de pontos. CondicOes

iniciais para equacdes diferenciais de segunda ordem = y(x,) = yp e y'(xg) = ¥

fungBes conhecidas = Por exemplo: g(x) = zh—? |[E —V(x)] es(x) =0.

As equacOes radiais de Schrodinger que tem simetria esférica pertencem a esta classe de equagdes. Outra equacao
importante que cai nesta categoria é a equacao de Poisson:
2

d_x‘f = —4mp(x) = g(x) = 0 e s(x) = —4mp(x)

Para encontrar uma aproximagao numeérica para a segunda derivada vamos considerar uma caixa finita contendo o sistema
tal que — X0 < X < Xpgx, COM X, grande o suficiente para que as solugdes decaiam para valores insignificantes.
Vamos dividir a caixa em N pequenos intervalos de tamanho igual, de largura Ax. Sejam x; os pontos da malha e y; = y(x;)
os valores da fungdao desconhecida y(x) nos pontos da malha. Do mesmo modo, indicamos por g; e s; os valores das
fungdes (conhecidas) g(x) e s(x) nos mesmos pontos da malha. Para obter uma versao discreta da equacgao diferencial (ou
seja, para obter uma equagdo envolvendo diferengas finitas), expandimos y(x) em uma série de Taylor em torno de um
ponto x,,, até a quinta ordem: LucyV.C.Assali
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1
y(x) = y(x0) + yn(x — %) + ' (o = x0)* + ”’(x x0)? + oy (x = x0)* + sy (x — X0)° + O0[(Ax)°]

120

== Ax=x—Xxy = Xx =x¢+ Ax

1
IIIIA
24yn X"+

1
y(xg + Ax) = y(x¢) + ypnAx + =

1 2

1
Oy,’l””Ax + O[(Ax)®]

1
v Ax? + gy,’l”Ax?’ + 5

1
Yn+1 = Yn+1= Yn T Yndx + Eyr'{(Ax)z + =y (Ax)° + o " (Ax)* + —= """ (Ax)° + O[(Ax)°]

6 24 120

= Ax =Xxg—Xx = x =x9 — Ax

VI (=B)* + 32" (~Ax)S + O[(A5)°]

1 ’//( A )3
gon X 120

1
y(xo — Ax) = y(xg) + yn(—Ax) + iyé’(—Ax)z c

24

i (Ax)* = =y (Ax)° + O[(Ax)°]

Yn-1 ! 1 7 2 1 i 3
n = Yn-1= Yn — Ynlx + Eyn (Ax)“ — EYn (Ax)® + =— 12

24
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S‘;ki Método numérico para solug¢ao da equacao radial ESP

Método de Numerov:

’ 1 7 2 1 " 3 1 " 4 1 1 5 6
Yn—1 = Yn — YnAX + - yp (Ax)* — —Vn (Ax)° + Yn (Ax)* — Yn (Ax)> + 0[(Ax) ]
2 6 24 120 +

/ 1 " 2 1 " 3 1 1nrr 4 1 1nrr 5 6
Ynt1 = Yo Ynlx + 20 (A0)° + 2y (Ax)° + o2y (Ax)" + oy (Ax)° + 01 (Ax)°]

2 6 247

1
Y1 + Yn-1 = 2¥n + ¥/ (Ax)* + Eyﬁ”’(Ax)‘* + 0[(Ax)°]

equagdo = yy' (X) = —gn Yn + Sp = Zn = Zpyq + Znog = 22, + 25 (A%)* + O[(Ax)*]

I " " " 1 i
Yn+1 tYn-1 =2¥n + I (Ax)? + Eyn (Ax)* + -

esta € a formula simples para discretizar a segunda derivada que pode ser obtida de maneira direta pela expansao
de Taylor e, portanto,

Zn1 T Zn-1 — 2Zy n 0[(Ax)2]

e o— _rro__

Yn =2Znp = (AX)Z
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S‘;ki Método numérico para solug¢ao da equacao radial ESP

o — s Zn+1 + Zn-1— 2z

1
Yn =42n = (Ax)? =+ 0[(Ax)?] =—= Yn+1 + Yn-1 =2V + Yé’(Ax)z + 12

"' (8)* + O[(Ax)°]

1
Yn+1 = Zyn — Yn-1 + (_gn Yn + Sn)(Ax)Z + E (_gn+1 Yn+1 + Sn+1 — Yn-1 Yn-1 + Sn-1 + Zgn Yn — ZSn)(Ax)Z + 0[(Ax)6]

E, finalmente, a formula de Numerov

(Ax)? (Ax)?

(Ax)? (Ax)?
Yn+1 |1+ gn+1T =2y, |1 — Sgn 12 —Yn-1|1+ Gn-1

T + (sp41 + 108, + 5,-1) 5 + O[(Ax)®]

que permite obter y,,,1 a partir de y,, e y,,_1 e, recursivamente, a fungao em toda a caixa, desde que o valor da fungao
seja conhecido nos dois primeiros pontos (diferente das condicdes iniciais tradicionais, na qual é especificado o valor em
um ponto e a derivada no mesmo ponto). E claro que é possivel integrar tanto na direcdo de x positivo quanto na de x

negativo. Na presenca de simetria de inversao, sera suficiente integrar-se em apenas uma direcao. No caso da equagao
de Schrodinger, os termos s,, sao nulos e definindo

(12 — 10fn))’n — fn-1¥Yn-1
fns1

£ = g Ax — zh—’? |E —V(x,)], aformula de Numerov fica: vy, =
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S‘;ki Método numérico para solug¢ao da equacao radial ESP

A resolucao da equacao de Schrodinger que nao sofre com o problema de divergéncia para valores grandes de x, apresenta
duas integragdes: uma integracdao para fora a partir de x = 0 (direta) e uma para dentro a partir de x,,,, (reversa). O
autovalor é fixado na condicao onde as duas funcdes obtidas pelas integracdes, de dentro para fora e de fora para dentro,
coincidam e tenham derivada continua (conforme necessario para uma funcao de onda fisica, se o potencial é finito). O
ponto de coincidéncia (ou ponto de encontro das duas integracdes) é escolhido em correspondéncia com o ponto de
inversao classico, x.;, ou seja, onde V' (x.;) = E. Esse ponto depende da energia E tentativa e é definido com uma precisao
gue é limitada pelo tamanho do intervalo entre os pontos da malha.

A integragao de dentro para fora é realizada até o ponto de coincidéncia da malha, produzindo uma fungdo ¥, (x) definida
em [0; x.]; o nimero n de mudangas de sinal é contado e se n ndo estiver correto, a energia sera ajustada (diminuida se n
for muito grande, aumentada se n for muito pequeno). Observamos que nao é necessario procurar alteracdes de sinal além
do x.: de fato, sabemos a priori que na regidao proibida classicamente ndao pode haver nds (sem oscilagdes, apenas
decaimento).

Se o numero de nds for o esperado, tem inicio a integragao de fora para dentro a partir de x,,,,, até o ponto de encontro e
para quando este ponto corresponde a x,, produzindo uma fungdo Yy (x) definida em [x.; X, q4x]-
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S‘;ki Método numérico para solug¢ao da equacao radial ESP

Em geral, ¥, (x.) # Yr(x.) e, entdo, primeiro, Yr(x.) é redimensionada pelo fator Y; (x.)/Yr(x.), de modo que as duas
fungbes se encontrem continuamente em x.. Entdo, toda a fungdo Y(x) é renormalizada de tal maneira que

[l (0)|2dx = 1.

Agora vem o ponto crucial: em geral, Y; (x.) — Yr(x.) # 0. Essa diferenga deve ser zero para uma boa solugdo, mas na
pratica nao sera, a menos que estejamos realmente perto da energia correta E = E,,. O sinal da diferenga nos permite
entender se E é muito alta ou muito baixa e, assim, aplicar novamente um método para melhorar a estimativa da energia.
Para calcular a descontinuidade com boa precisdo, escrevemos as expansoes de Taylor:

14 1 14)
Vi =y —yi-Ax + >Yi L(ax)? + 0[(Ax)3] .

! 1 145
Viv1 =y +yitAx + Vi R(ax)? + 0[(Ax)3]

Viis +yEa =2y + (0% — y{")Ax — g;y:(Ax)? + O[(Ax)3]

onde utilizamos: y =yX =y, e y/'t =y/'"R =y = —g;9, = Numerov

L R 2
yi/L _yl[R — yl 1 yl+1 A[x gl( ) ]yl + 0[(AX)3]

ou

R Viea H vl — (14— 12f]y;

=y —y{f = = +0[(8)°]
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S‘;ki Método numérico para solug¢ao da equacao radial ESP

Dessa maneira, é calculada a descontinuidade da derivada e se o sinal de y;* — y/® & positivo, a energia é muito alta
e se negativo, a energia € muito baixa. A solu¢ao 1, (x) é procurada com um numero determinado n de nds, com o
valor da energia E no ponto de encontro igual ao ponto médio da faixa de energia [E,in; Emaxl), isto é, E =
(Emax — Emin)/2. A faixa de energia deve conter o autovalor desejado E,,. Assim, se yi'L —yi'R > (0, devemos
passar para o meio intervalo inferior [Ein; Emax = Enl; se yl-'L —yi’R < 0, devemos passar para o intervalo da
metade superior [E, i, = E; E;qx]. A convergéncia é declarada quando o tamanho da faixa de energia é reduzido,
por bisseccao sucessiva, para menos do que um limite de tolerancia predeterminado.

E conveniente o uso de malhas regulares em algoritmos numéricos; no entanto, para atomos, é necessaria uma
densidade mais alta de pontos radiais perto da origem e apenas uma baixa densidade na regiao externa. No programa
de Herman e Skillman isso é conseguido dobrando a densidade da grade varias vezes, a medida que se prossegue em
direcao ao nucleo.

441 pontos e a cada 40 pontos, a partir da origem, dobra-se o passo (h)
11 blocos
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O cdodigo Herman-Skillman é um dos cddigos computacionais de campo autoconsistente mais simples para determinar funcdes
de onda de um elétron e o potencial associado para qualquer atomo ou ion livre. O cédigo se originou no periodo 1960-62 como
resultado de um esforco para fazer calculos de bandas de energia para uma ampla variedade de cristais. O programa foi escrito
nos "velhos tempos" da computacdo, em fortran IV, e o cdédigo original junto com uma descricdo detalhada dos métodos
numéricos usados, exemplos e tabelas de estrutura atdmica esta disponivel no livro publicado pelos dois autores: Frank Herman e
Sherwood Skillman: “Atomic Structure Calculations, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey, 1963”.

O programa de Herman e Skillman:

= esforco bem sucedido para resolver as equacdes de Hartree-Fock (HF) de uma maneira aproximada para um sistema
complicado de muitos elétrons.

= em geral, o cédigo resolve a versao simplificada de Slater das equacdes de HF, onde a funcao de onda de muitos elétrons é
escrita como uma unica funcao de onda derminantal (bom para 4tomo ou ion livre com camadas fechadas)

= outra aproximacao é a substituicao dos termos de potencial de exchange de HF por um potencial de troca médio, pois
embora os termos de troca sejam diferentes para cada orbital ocupado, eles tém o mesmo carater geral que pode ser
aproximado por resultados tirados da teoria de um gds de elétrons livres (parametro a de Slater). As equacOes de Hartree-Fock-
Slater assim derivadas podem ter o mesmo conteudo fisico essencial das equacdes de HF.

= outra simplificacdao usada por Herman e Skillman: para valores grandes de r, o potencial é definido para ter o comportamento
analitico assintotico correto (— 1/7).

Muitas das aproximacOes foram feitas no interesse da eficiéncia computacional, mantendo o programa simples e rapido.
Excelentes programas atomicos existem, muitas vezes construidos sobre aquele escrito originalmente por Herman e Skillman.
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