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Fatos:

Jdade: T, =(13.8 £0.2)Gy .

«Densidade: Po =(1.9120.15) h2x 10-22 g cm-3
-Parametro de expansao: H, =100 h Km s-1 Mpc-

h = 0.690.2
-Fracao Barionica: Q, =Py, | Pyt = 0.0224 h-2

*Fracao de Energia em radiacao

(fotons e neutrinos sem massa): Q, =2.5 x 10-6 h-2
1pc =3,26 ly.

1 Mpc =3,1 x 1024 cm

*Extremamente homogeneo e
isotropico: ATIT ~10-5



Sabemos, atraves da radiagcao cosmica de fundo (RCF), que pelo
menos até a época do desacoplamento dos fotons com a matéria
(quando a idade do universo era 300.000 anos), a densidade era
um fluido extremamente homogéneo e isotropico — as regides mais
densas eram apenas 0.001% mais densas que a média.

Essas constatacées servem para fundamentar uma hipotese
extremamente util: o Principio Cosmoldgico. Ele diz que nao
existem posicoes nem direcoes privilegiadas no universo.



As velocidades das galaxias distantes sao dadas, na lei fenomenoldgica de Hubble, por:

A distancias R maiores que 1000 Mpc, a velocidade entre duas galaxias sera ”ima a
velocidade da luz. Portanto, para descrever esse sistema € necessario empregar uma

A mais simples teoria de campos relativistica, covariante, que obedece ao
principio da equivaléncia, enfim, temente a Deus, € a
. Nessa teoria, a métrica de Minkowski € generalizada:

ds’ = —dt* + dx’— ds’ = g_dx"dx’
J, — V,

a

c=1

A gravitacao e descrita pelas

Constante de Newton




2.3 relatividade geral

O tensor de Einstein € uma funcdo da meétrica do espaco-tempo. Alguns

objetos uteis em espagos curvos sao 0s seguintes, nas nossas
convencgoes:

ab -1 ca i a
g =g, . Eg\gcb =9,

c=0 /

Conexoes (simbolos de Christoffel): | indices
repetidos

G N cd
', =58 (gda,b T 8w savd
Tensor de Riemann:

RS, =TS —-TIrers+r.,-1e

ab,c

Tensor de Ricci e Escalar de Ricci:
s a ab
Rab=Racb S R=Ra =g Rab
Tensor de Einstein:

Gab T Rab _ %gab R

" delta de
LKroneCke
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2.4 A métrica de Friedmann-Robertson-Walker

A meétrica maximalmente simétrica que descreve um espaco homogéneo
e isotropico € chamada Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

I 2
2 2 2 dr 2 1 2 2 2
ds” =—-dt” +a (1) = +7r°d0” +r'sen"® do
1 - Kr
E quase sempre de grande utllldade reparametrizar o t
em termos do dt

dt
dn = n={[
a(t) a(t’)
Portanto, uma forma equivalente para a métrica FRW é:

p)
2 /) 2 dr 2 11 2 2 2 2
ds"=a" m)|—-dn” + > +7r°d0” +r sen® do
1 - Kr
Note que, se K=0 (se;;éo espacial plana), a métrica FRW é
conformemente plana:

ds>, = a*M)|-an’> +ax* | , g =am,




* A geometria da parte espacial da métria FRW é dada pelo elemento de

distancia espacial:

2 2 - dr’ 2 2 -
dl” =a >+ 1°d<Q
1 - Kr
|
Definindo: y = sen(~ Ky)

VK

1

Temos: dl’ =a’|dy’ + —Senz(\/Ex)dQZ

K

Portanto, obtemos trés casos limite:

« K=+1 -- a geometria € a de uma hiperesfera, com 0 < y <.

« K= -1 -- a geometria é hiperbdlica, com 0 <y < «,

* K = 0 -- a geometria € plana (euclideana), r =y .



2.4 a métrica frw

A topologia da métrica FRW é portanto determinada pela constante K:

e fechada - K=+1

(secao espacial esférica)

e aberta - K=-1

(secao espacial
hiperbdlica)

e plana - K=0

(secao espacial
euclideana)
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2.4 a métrica frw

» O sistema de referencial de FRW ¢ tal que os observadores do sistema
estdo em repouso (inerciais), em coordenadas (r,6,P) constantes.

O fator de escala a(t) mede o variacao do tamanho das secoes

espaciais: .

A taxa de expansao (ou parametro de Hubble) 1 da a
do universo € a taxa de crescimento do fator de = ——=—
escala, medida em tempo comovel: a dt a

1 da ada
Em termos de tempo conforme, temos: H = .




2.5 Propagacao da luz em FRW: distancias e horizontes

O sistema de referencial de FRW nao tem posicdées nem direcoes
privilegiadas. Portanto, a propagacao de um raio de luz radial nesse
sistema de coordenadas € idéntica a propagacao de qualquer outro raio.

A propagacao da luz em Relatividade Geral é trivial: como € sempre po’l
escolher um sistema de coordenadas que € localmente MinkowskKi, isso significa
que, assim como na Relatividade Especial, raios de luz viajam por geodésicas
nulas, o que quer dizer simplesmente que o elemento de distancia ds2=0 .

Portanto, um foton se propagando atraves da direcao radial obedece a:
dt’ dr’
p) N p)
a (t) 1-Kr
A integracgao é |med|ata

dr
fa(t) f\/l _Kr?

A distancia prépria percorrida por um raio de luz de r=0 até r=r, & dada por:

d, (1) = fdr\/gw(r A= a(t)f\/ = a(t)fac(l’;)

,ou dn’ =dy”’

| An |= Ay,




 Os objetos situados em r=0 e r=r, estao naturalmente em repouso, no referencial

de FRW. A velocidade com que os dois se afastam € devida somente a expansao
do universo.

- E muita vezes util separar essas distancias fisicas em duas partes: a distangi
em coordenadas, que permanece constante; e a parte dependente do tem
que € o fator de escala a(t). Escrevemos entio:

d (t)=a(t)d,
onde d, é a distancia comovel.

* A velocidade que separa dois pontos a distancias comoveis fixas (ou
seja, dois objetos inerciais no sistema FRW) & dada por:

d Y= gdp(z) = H(t)d (2)

Ou seja, rededuzimos a Lei de Hubble das velocidades das galaxias
distantes:

v=Hd



* As distancias préprias podem ser finitas mesmo quando os intervalos de
tempos se extendem arbitrariamente para o passado ou para o futuro.

*Por exemplo, vamos supor que:

p
0-afi) - o< "
0

Esse espaco-tempo pode ser continuado somente até t=0 no passado
(quando a=0). Temos:

-pP

dy O =afa(F] =gt =g [Ho=5=T)

4

A distancia d,, é a distancia maxima
percorrida por um raio de luz emitido no
passado. Isso significa que o

é limitado, e nao pode ser
extendido além desse instante inicial
=0 (que corresponde a uma expansao
inicial explosiva — o Big Bang!)



« Chamamos essa distancia maxima de . Como nesse caso (p<1) o
horizonte diz respeito a uma truncagem do cone de luz no passado, ele € um

, também conhecido como . Veremos
que esse horizonte € muito proximo do raio de curvatura do espaco-tempo de FRW
com o fator de escala dado acima.

» O horizonte de particulas nos diz que observadores separados por uma distancia
d,p(t) nunca estiveram em contato antes do instante {. Portanto, a existéncia de um

horizonte de particulas indica que o universo tem regides

* As regides causalmente conexas de um universo FRW com fator de escala a ~ tr
com 0<p<1 tém um raio dado por d,(f) . No passado, evidentemente, esse horizonte

era ainda menor do que hoje. Isso quer dizer que no passado tinhamos acesso a
uma regiao ainda menor do universo que a que enxergamos hoje.

 Acreditamos (ver seg¢des seguintes) que o universo foi, durante a maior part~ =
sua historia, descrito pelo fator de escala acima, com p~2/3. Portar*-
horizonte de particulas seria hoje:

d, (0) = cxt, ~4600 Mpc
Exercicio: compute o horizonte de

particulas na época do desacoplamento
(t=300.000 y), assumindo que p=1/2.



*Considere agora o fator de escala:

a(t)=a0(t) , p>1

) -
Z.'
0

d(t) = a(t)]dt' )

Novamente, aparece o instante inicial t=0. Porém, agora

[
€ uma distancia arbitrariamente grande quando tomamos o limite inferiort — 0 e
portanto nao existe horizonte de particulas se p>1 .

Considere o que acontece ao tomar o limite £ — «, mantendo o limite inferior como t.

Isso corresponde a seguinte pergunta: qual a distancia maxima de um objeto em
relacao a nés tal que, se emitirmos um sinal de luz num instante £, esse raio de
luz ainda sera capaz de chegar até o objeto? Se essa distancia maxima nao for

infinita, existe um novo tipo de horizonte, dado por:
4

d, (1) = a(t)j’dt' (;') =5t

O horizonte d,(f) € um horizonte futuro. Ele indica que se um raio de luz for
emitido num instante ¢, desde uma distancia maior que dy(t) , esse sinal nunca
nos atingira (em r=0). Ou seja, d,,, € um horizonte de eventos.






Exercicio: Mesmo quando p<7 , ha uma distancia para a
qual dois objetos estariam se separando com a velocidade da
luz. Por que nesse caso nao existe também um horizonte de
eventos? Mostre que o critério para a existéncia de um
horizonte de eventos € o sinal do numero adimensional
chamado parametro de desaceleracao:

Quando q ¢é positivo (desaceleracao), ndo ha horizonte de
eventos; quando q é negativo (aceleracao), o horizonte
aparece. No caso a(t) ~ trp , o critério se torna simplesmente
0<p<1 (desaceleracao) e p>1 (aceleracio).



2.6 Cosmologia de modelos Friedmann-Robertson-Walker:
Matéria e geometria

 Até agora so estudamos as propriedades cinematicas de objetos
inerciais no espaco-tempo FRW. Agora vamos estudar de que modo
esses espagos-tempo surgem como consequéncia das equacgoes de
Einstein.

Substituindo a métrica de FRW (expressa em coordenadas cartesianas

t,x,y,z) nas expressoes para o tensor de Einstein, temos o resultado de que

apenas as componentes diagonais do tensor nao se anulam:

3H2+£2 0 0 0
a
0 -3112—2}'1—52 0 0
Gab= “
0 0 —3H2—2H—£2 0
a

0 0 0 —3H2—2H—£2
a




* No lado direito das equacobes de Einstein temos o tensor de energia e
momento, contendo a informacio sobre o conteudo de matéria no
universo. Num universo homogéneo e isotropico, ele € dado em geral por:

T,=(p+pu,u,+ po, .

onde u € a 4-velocidade propria do fluido: u, = (-1,0,0,0) . Portanto,
temos:

[densidade p(z) O 0 0 T
de energia 0 () 0 0

Tab -
0 0O p@ O /I:presséo]
0 0 0

p(1)

Note que isotropia e homogeneidade sdo manifestos tanto em G_, quanto
em T_,. Em ambos os casos:

* 0s tensores sao fungdes apenas do tempo (homogeneidade);

« as componentes espaciais (X,y,z) dos tensores sao idénticas (sem
direcdes preferidas).



- As equacoes de Einstein, G,, = 8xG T,, , portanto se reduzem a apenas
duas equacdes diferenciais acopladas, as chamadas Equacoes de

Friedmann:
I3 -
3H? + — =81G p

2
a

3H2+2H+£2=—8:rpo
a

Note que apenas a segunda equacgao de Friedmann € de segunda ordem no
fator de escala (isto €, contém uma segunda derivada de a) e portanto determina
a dinamica dos modelos FRW. A primeira equacao, por ser de primeira ordem,
expressa apenas um vinculo, ou seja, uma condicao que deve ser obedecida pela
solucao explicita de a(t) (essa equacao também é conhecida como vinculo da
energia). Mesmo assim, muitas vezes conseguimos obter a solugao
cosmologicamente interessante para a(t) apenas inspecionando a primeira
equacao.



» O tensor de energia e momento da matéria obedece a uma lei de
conservagao, V_T2,=0 , que nesse caso se resume a equacao da

continuidade:

dE = —pdV
dE =d(pV)=Vdp + pdV

N

d 1 dV
oy e W0

p+3H(p+p)=0

 Em geral, temos varias formas de mateéria coexistindo e gravitando juntas.

Na auséncia de criacao de um tipo de matéria as custas de outro tipo, cada
forma de matéria obedece separadamente a uma equacao de continuidade:

py +3H(py +py)=0




2.6 cosmologia frw: matéria e geometria

* Diferentes formas de matéria tém diferentes relacdes entre a densidade de
energia e pressao. E util definir um parametro chamado equacao de estado:

Py

il -
p.

As formas mais simples de matéria no universo tém uma equacao de estado
constante. S50 elas:

- poeira (ou matéria fria, ou somente matéria) w,,=0
 radiacao (ou matéria ultra-relativistica) w,=1/3

- energia de vacuo (ou constante cosmologica) w,=-1

Se wy constante, podemos integrar a equagao da continuidade diretamente:

~

_3
“3(1+wy) P, &da
d 4

pX=p0_ <proca_

d
0 0
Pp X a

"



2.6 cosmologia frw: matéria e geometria

» Sabendo que hoje em dia a radiagao responde por aproximadamente 2,5 x

10-6 da densidade de energia total, podemos reconstruir a histéria cosmica:

~ radiagao
9 matéria:

1+z = a,/a




