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Hamiltoniana Integravel / Um Grau de Liberdade
(I. Percival, Cap. 8)

H(q,p)=Hy(q,p) teHi(q,P) (je|<1)

Problema: conhecidas as solucdes para € = 0, obter de forma
aproximada as solucoes perturbadas, isto €, as solucdes para € # 0.

Conhecidas solugdes para H, (J)
H= Ho (J) +& Hy (¢, ) = H (1

¢, J : variaveis de angulo e acao de H,, mas nao de H
0, | : variaveis de angulo e a¢ao de H, mas ndo de H,.



H= Ho () +e Hy (,J) =H(I)

ParaH =H,(J) assolugdessao: J=J, e d=w({)t+ P,

ParaH=H (l) as solugbes sao: I=1, e 0=Q(I)t+06,

Problema:
Conhecidas as solugdes de H, (J), e a evolugao das variaveis
d , J, obter as solucdes de H (I) e as variaveis 9, I.

Isso sera feito pela teoria de perturbacao candnica



Sistema nado perturbado, =0, H=H, (J)

Sistema perturbado, e#0, H=H,(l)

L
2n ¢

- - - trajetodria (ndo perturbada) de H,
____trajetodria (perturbada) de H



Antigas variaveis @, J escritas em funcao das novas 0, |
Transformacao Canodnica

6=00,1)+e¢V0,1)+0(e?)
J=J©@9,1)+eJM@,1) + 0(),

Nessecaso I=1, e 0=Q(l)t+0,

e=0,0=¢andI=J > ¢'90,=0 JO)G, =1

Falta calcular os coeficientes ¢(1), J)



Angulos &, 8 com periodos 21

Fungdes periodicas em 6, com periodo 2m ¢(1),J(1)

Valor médio, no intervalo de 0 a 2m, é nulo ¢( 1)



Transformagdo Candnica (¢, J) - (9 . ])

($,1=22:0)
a6, 1)

2m V2T Areas iguais no espacos de fase

1 1
I= — dgl= — d¢J
217&0 21r.0 7 (9)




Hamiltoniana perturbada K= H

H(@,J) = Ho(J) + e Hy (¢, J)  Varidveis &, J

K(I)=Ky(I)+eK,(I)+ O(e*) Varidveis b, |

K=H

K(I) =Ho(I+eJM)+eH,(0,1)+O0(e?)
) - _

=Hy(I)+e| JO 5-]-°+H1(6,1) + O(€*)

Ko(1)=Ho(1),

Ki(D) =700, 1) S2°() +H, 6,1)



21
_ 1 a¢(1)
! 5}50 da(“ezﬁ ) @ +eTM) + o)

-2
€
—I+2_1-T‘\, d9J) + O(e?),
0

A

é periddica =>» S d6 J(l)(9 1) =0

0

dp(1)
00

_ 71 aHO '
K,(DH=JU)@0,I) 7 (I)+H, (0, I) Integrandoem 6 =
2m
1

K,(I)= 7 j do H,(0, I)
0



Conhecendo  H(¢,J)=Hy(J) + eH,(9,J)
Obtemos K(I)=Ko(I) + €K (I) + O(e?)
Ko(I)=Ho (1)
2m
1

Ki(D)= > j d6 H, (8, I



Calculo dos coeficientes ¢(l), J(l)

oH '
e Ky(1)=JMO,1) ") +H, 6. 1)

1y KaD)—=H:0,1) vy =0H, /01
wo (1)

obtemos J

op(!) 3

,J=1
. > a0 ol

. . . ¢(1)
Considerando nula a média da funcao



Conhecendo  H(¢,J)=Hy(J) +eH,(¢,J)
Obtemos K(I)=Ko(I) +eK (1) + O(e?)

27

Ko(1)=Ho(I) K1(1)=§% j do H, (6, I)

0

J(l)= KI(I)_HI(B’]) Wo -_-aHo/a]
wo (1)

ap() 3y
6 ol




Transformacao Canonica

b= ¢(°)(9,]) + € ¢(1)(9, 1)+ 0(¢*)
J=JO@,1)+eJ M0, 1)+0(),

$()@,1)=6 JONG, =1

J(l)= KI(I)_HI(B’]) Wo -_-aHo/a]
wo (1)

ap() 3y
6 ol




Exemplo: Péndulo vertical em alta rotacao

- 1 .2 2
H= 3 p” —a® cos Y e=1, a=0

2

3p’ >a’ o=y, J=p
Hoz..;_pz le'—'az COS\J/

Ko(I)=2%1?

27
azg df cos 6 =0
K = — -
1 (1) 217‘0 COS

K=K, (1)



Transformacao Canodnica

J(l)zKl(])_'Hl(es]) wo_—_aHo/a] _

wo (1)
(1) = a’ cos
|
ap(t) _ o)
30  al
a9(") _ a? cos 6 > o= a’ sin 6

a0 - I 2 ]2



K(I)=5%1*+0(@*)

_ . _ . . a*sing a
p=y¢y =0+ Iz + O(a*)

2
J=p=1I+ o Icos@ +O(a®)

é = _a_{...( =I, 60=It+8& | = l, Evolugao das variaveis
ol de angulo e acao
2 . +
p=Ir+s+ 2 S0UI*E) L hady )
I? Evolucdo temporal
, das variaveis originais
+
p=l+ a“ cos (It +6) +0(@®)

I



Péndulo Vertical / Oscilacao com Amplitude Pequena

Hamiltoniana completa H(l[/, P) = %_pZ —a? COS 'J/
Para aplicar a teoria da perturbacio € = 1 a=0

Hamiltoniana aproximada

=1 (p? +0!2W2)“2—% ca?y? + 0(e?)

Ho(V,p)=5 @* +a?y?) Hi=—g5 o*y* +0¥°)

Obter variaveis de angulo e acao ¢, J de H,

Vamos mudar de ¢, J para 6, / H(p, J) =K (I)



Variaveis de angulo e agao de H, vistas anteriormente
(oscilador harmonico)

2J

. )? sin¢g, p= (20:.1’)‘:r cos ¢

Transformag¢do candénica: Y = (
H,J)=aJ =g eJ? sin* ¢ =Ho(J) +eH,(9,J)

Ko(I)=al
2m
K (I)=-%1" g df sin*g = - % I?
0
K(I)=Ko(I) +eK (1) + O(¢?)



Calculo da frequéncia Q do movimento perturbado

K(D=al—1¢ €I* +0(¢*),
Q=0K/ol=a—% el +O(e*)



Calculo dos coeficientes ¢(1), J)

K,(I)—H,6,1)

J(l) = > 2
(.00(1) 12
J) == — (F —¢sin*0)
o
]2
= e (cos 20 — % cos 46)

g_‘g(l) -._g';(l) 5> ¢ = é—(;(sin 20 — 5 sin 40),



Relacoes entre ¢, Je 0,/

¢=6+ile—a [sin 20 — % sin 40] + 0(€*)

_ el? 1 2

J=1- 5a [cos 20 — 3 cos 48] + O(e*).
o

0 =8t+6



Solucdes em termos das variaveis originais

Y = (25:{)% sin ¢, p=(2oz./)’:r cOS ¢

1 L
= (_2&{)7 [1— Ie—zl—-a (cos 26 — 3 cos 46) }2

X sin {9+ l—eila(sin 20 — § sin 40) J + O(e?)



Expandindo as funcdes até ordem &:

Y = (2.0(.].)T [sine +216_81& (3sind +a} sin30)]

p = (2al)? [ cos 0 — 2 (2cos @ —3 cos 30) ]
32



Teoria da Perturbacao (Lowenstein, Cap. 4)

_ L _dE
K = E(J)zJ—EeJ w(E) = dJ(J(E))

w com correcao de primeira ordem (n=1) w(E)=1—=-E

8

Resultado exato (Lowenstein, Cap. 4)

w(E) = %K(E/Z)



Ordem n

, 3 3
EJ)=J — iej- — iezﬂ — ié‘ﬁ _ 3 e* ] — 0 e JO
16 256 8192 262 144 2097 152
527 67 0387 T8 175045 59
67 108 864 4294967 296 274 877906 944
422 565 0 110 4194753 0 71 »
2199023255552 70368 744 177 664 )
(E)— | 1E 5 = 11 = 469 4 1379 3
LR = 8 256 2048 262 144 2097152
17223 6 56001 57 11998 869 8
67 108 864 4294967 296 274 877 906 944
41064 827 571915951
E° E'". (4.6)

2199023255552 70368744 177 664



Simple harmonic oscillator

O 3
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Lowenstein, Cap. 4



Dois Graus de Liberdade ( L. Reichl, Cap. 2)

Hamiltoniana Integravel

Hﬂ(plipE}QIaqﬂ) = HD(JI;-”TE)

Varidveis de angulo e agdo  (J1,J2,01,02)



Perturbacao
Solucdes sao periodicas; expandindo em série de Fourier:

20

H=Ho(Ji,J2)+€ Y Y Vuiny(J1,J2)cos(n1by + nabs)

1] =—00T9=—00



Antigas variaveis de angulo e agdo de Hy (.J;, J5, 61, 65)

Novas variaveis de angulo e acaode H (71,7, O, O2)

Funcao geratriz da Transformacao Candnica

G(J1, J2,61,02) = J101 + Ja02
Te Z Z 9ni,me [:Jl?JE)SiH{'ngl + nably)

T =—00 Tig=—00

Vamos determinar  (Jp, nq



4 relacdes entre as antigas e as novas variaveis

oG

Ji = @3 =Ji + En ;m ) ;mﬂigm N2 If3’[:"'3(”1'§‘|1 + HEE"E)
0, = =0; +¢ Z i 1 ,nz sin(ny0; + n2bs2)
3.73 0J;

N=—00 Ng=—0C

Substituimos 8, e J; na equagao a seguir

& )

H=H(Ji,J2)+€ Y > Vainy(J1,J2)cos(ni6y + naba)

Tl =—00Na=—00



HI(JI? \.?29611 82)

= Hy(J1,J2)+€ D> Y. (mwi +nows)gn, n, c08(n101 + nyO2)

N =—00 MNo=—00

+€ Z Z Voino (J1,J2) cos(n101 + n2Ba) + O(ez)

/ \ ,

obtemos H' (T, J2,01,02) = H (T, o) + O(€)



As novas acoes podem ser obtidas de

T nlﬂg 6 B
J=TJ —¢ Z Z n; V, CﬂE(Hl 1 + M9 2)-|-O(E2)

(njw Now
P om0 1wy + nows)

A transformacao encontrada

para as variaveis existe se [n1wy + nawa| > €V, n,

A geratriz diverge se a Orbita estiver na
regiao de ressonancia no espaco de fase

Resultado de validade geral, comum em varios sistemas!
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