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Hamiltoniana Integrável  / Um Grau de Liberdade 
(I. Percival, Cap. 8)

Problema: conhecidas as soluções para ε = 0, obter de forma 
aproximada as soluções perturbadas, isto é, as soluções para ε ≠ 0. 

H =  H0 (J) +ε H1 (φ, J) = H (I)

φ , J : variáveis de ângulo e ação de Ho, mas não de H
θ, I : variáveis de ângulo e ação de H, mas não de H0.

Conhecidas soluções para H0 (J)



H =  H0 (J) +ε H1 (φ, J) = H (I)

Para H = H0 (J) as soluções são:     J= J0   e    φ = ω (J) t +  φ0 

Para H = H (I) as soluções são:     I= I0   e    θ = Ω (I) t + θ0 

Problema:
Conhecidas as soluções de H0 (J), e a evolução das variáveis  
φ , J,  obter as soluções de H (I)  e as variáveis θ, I.

Isso será feito pela teoria de perturbação canônica



- - - trajetória (não perturbada) de H0

___ trajetória (perturbada) de H

Sistema não perturbado , ε = 0,  H = H0 (J) 

Sistema  perturbado , ε ≠ 0,  H = H0 (I) 



Antigas variáveis φ, J escritas em função das novas θ, I
Transformação Canônica

Nesse caso  I= I0   e    θ = Ω (I) t + θ0 

➔

Falta calcular os coeficientes



Ângulos φ, θ com períodos 2π

Funções periódicas em θ, com período 2π
 

Valor médio, no intervalo de 0 a 2π, é nulo 



Transformação Canônica

[φ, J] = 

Áreas iguais no espaços de fase



Hamiltoniana perturbada K = H

Variáveis φ, J

Variáveis θ, I

K = H



é periódica  ➔

➔ Integrando em θ



Conhecendo

Obtemos



Calculo dos coeficientes

De

obtemos

[φ, J] =  1 ➔

Considerando nula a média da função 



Conhecendo

Obtemos



Transformação Canônica



Exemplo: Pêndulo vertical em alta rotação 

H = ε = 1,   α≈0

K = Ko (I)



➔

Transformação Canônica

= I



I  = I0

Evolução temporal
 das variáveis originais

Evolução das variáveis
de ângulo e ação



Pêndulo Vertical / Oscilação com Amplitude Pequena

Hamiltoniana completa

Para aplicar a teoria da perturbação α ≈ 0

Obter variáveis de ângulo e ação φ, J de H0

Vamos mudar de φ, J para θ, I H(φ, J) = K (I)

Hamiltoniana aproximada    



Variáveis de ângulo e ação de H0 vistas anteriormente
(oscilador harmônico)

Transformação canônica:



Cálculo da frequência Ω do movimento perturbado



➔

➔

Cálculo dos coeficientes 



Relações entre φ, J e θ ,I



Soluções em termos das variáveis originais



Expandindo as funções até ordem ε:



Resultado exato (Lowenstein, Cap. 4)

K  = 

ω com correção de primeira ordem (n=1)

Teoria da Perturbação (Lowenstein, Cap. 4)



Ordem n 



Lowenstein, Cap. 4



Dois Graus de Liberdade ( L. Reichl, Cap. 2)

Hamiltoniana Integrável

=

Variáveis de ângulo e ação



Perturbação

Soluções são periódicas; expandindo em série de Fourier:



Novas variáveis de ângulo e ação de H

Antigas variáveis de ângulo e ação de H0

Função geratriz da Transformação Canônica

Vamos determinar 



4 relações entre as antigas e as novas variáveis

Substituimos  θi e Ji na equação a seguir



Escolhendo

obtemos



A transformação encontrada
para as variáveis existe se

As  novas ações podem ser obtidas de 

A geratriz diverge se a órbita estiver na 
região de ressonância no espaço de fase

Resultado de validade geral, comum em vários sistemas!
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