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@ Até agora estudamos sistemas Hamiltonianos continuos.

@ Suas equagdes vém direto do modelo fisico
@ Visualizamos 6rbitas utilizando segbes de Poincaré
@ Integracdo numérica é custosa e imprecisa (erros numeéricos)

@ Mas também existem sistemas Hamiltonianos discretos (mapas simpléticos)
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Objetivos

@ Definir mapas simpléticos e relacdo com sistemas Hamiltonianos continuos
@ Caracterizar 6rbitas em mapas simpléticos
@ Apresentar a condigdo twist

@ Apresentar 0 mapa padrao e sua importancia
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0 3.1 Hamiltonian Systems and Canonincal Mappings
@ 3.1a Sistemas Integraveis
@ 3.1b Sistemas Quasi-integraveis

@ Movimento Linearizado
@ 3.3b Mapas Bidimensionais

e Mapa Padréo
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0 3.1 Hamiltonian Systems and Canonincal Mappings
@ 3.1a Sistemas Integraveis
@ 3.1b Sistemas Quasi-integraveis
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Sistemas Integraveis

Dado um sistema Hamiltoniano integravel bidimensional, em varidveis de &ngulo
(61,6,) e agao (Ji,J2)
H = Ho(J1,J2)

Suas equagdes de movimento sao

Ji=——=0
06;
_OH _ Ui Ty
i = 6Jl = wilJ1,J2
com solugao
Ji(1) = Ji(0)

0;(t) = 6;(0) + w;t
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Sistemas Integraveis

Jj(l) = J,(O) Trajectory
0;(t) = 9,(0) + w;t

@ J; constantes

@ Movimento periédico em 6;

@ Periodo: 7; = 27/ w;

@ Podemos definir a se¢do de Poincaré X = {(J1,J2,61,6>) : 6, = 0} e analisar
as trajetérias do sistema nela.

@ lteracdes sucessivas em X sdo separadas por 7, = 27/ w;.

01(t +712) =601(0) + wi(t +712)

= 0,(0) + w1 + 2n(ﬂ) —0,(t) + 2n(ﬂ)
w? %)
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Sistemas Integraveis

o Definindo a = L
w2
@ Como w; = w;(J1,J2) € Hy(J1,J2) = const., @ = a(Jy)

@ Eliminando o subscrito “1”, a evolug¢ao de do par (Jy, 6,) fica:

Joi1 =Ty
Ons1 = O, + 2ma(Jps1)

@ Mapa de Poincaré de um sistema Hamiltoniano integravel.
@ Acéo constante

@ Angulo varia com a agéo por meio da fungdo twist a/(J).
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Sistemas Integraveis

@ Torus racional @ = r/s

o Orbita periodica de periodo s, dando r voltas em 6;.
e Também chamado de torus ressonante.

@ Torus irracional a # r/s

o Orbitas quasiperiédicas
e Circulos invariantes

e Torus invariantes

Jur1 = Iy
Ons1 = 6, + 2ma(Jps1)

Gabriel C. Grime

Two initial
conditions (A, 0) ————f/y
withs =6 /

« irrational

(b)
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Sistemas Quasi-integraveis

Considere a Hamiltoniana perturbada (e < 1)

H(J1,J2,01,602) = Hy(J1,J2) + €eH (J1, 2,01, 6,)

Sua sec¢ao de Poincaré pode ser descrita pelo

Mapa Twist Perturbado

@ f e g periddicas em 6.
Jnr1 = Jn + €f(Jns1,60,) ° of + 0g _
9n+1 = Gn + 271'6},’(Jn+1) + 6g(-’n+1, Hn) 6Jn+1 69n

0

@ Mapa de Poincaré de um sistema Hamiltoniano quasi-integravel
@ Acéo varia periodicamente

@ Implicito, pois J,+1 depende de J,;;
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Mapa Twist Radial

@ Mapa Twist perturbado é implicito

@ Podemos contornar esse problema considerando f = f(8,) e g = 0.

Mapa Twist Radial

Joi1 =Jp + €f(9n)
Ons1 = Oy + 2na(Jps1)

@ Explicito (mais facil e rapido de iterar computacionalmente)

@ A depender da escolha para f(6) e a(J), leva a mapas interessantes
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Definicdo de Mapa Simplético

@ Mapas simpléticos = se¢ao de Poincaré de sistema Hamiltoniano
@ Evolugao temporal € uma transformagéo candnica

@ Logo, mapas simpléticos séo transformagées candnicas!

Condigao para uma transformacgéo (p, g) — (Q, P) ou (z — Z) ser canonica:

JU.T-J=rT

0Z; .
onde J;; = a—’ s&o os elementos da JacobianaeI = ( (Ojl é)
Zj -

Para um mapa, a condigao é idéntical!

Gabriel C. Grime Mapas Simpléticos 30/10/2023



Definicdo de Mapa Simplético

Mapa Simplético

Seja z,+1 = M(z,) um mapeamento 2N dimensional, ele é dito simplético se, e
somente se, JT-T'-J =T, onde

Oy 1y 0Zn+1
F = o Jlu =
(—]]-N (O)N) ¢ y 8Zn

sdo os elementos da Jacobiana.

@ Desta definigao decorre que |det(J)| = 1 (preserva érea)
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@ Simplético
@ Contém:

@ lihas

@ Curvas invariantes

Mapa de Hénon

2 .
Xp41 = X COSY — (¥, — X;,) Sinyr

Yusl = X SINWY + (3, — x2) cOS Y 1ol

Figure: Mapa de Hénon com ¢ = 0.2114.
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Condicao Twist

O mapeamento (J,+1,60,+1) = M(J,,, 6,) € dito twist se, e somente se,

a9n+1
aJ,

ngn

£0 V(.0

. . . . . da
@ Para o mapa twist radial, esta condi¢cao é equivalente a i #0

@ Hipotese de varios teoremas importantes em sistemas Hamiltonianos e
mapas simpléticos (préxima aula).
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@ Movimento Linearizado
@ 3.3b Mapas Bidimensionais
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O mapa tangente

@ Seja z,+1 = M(z,) um mapeamento simplético bidimensional, onde z = (J, 6).
@ Seja zo um ponto fixo, isto &, M(zp) = zp.

@ A dindmica do mapa em torno do ponto de equilibrio é dada pela expansao
em série de Taylor:

Znt1 = M(z,) = M(z0) + DM (20)(z, — 20) + - ++

onde
a-’n+1 a]n+1
_| aJ a6
DM = aen-ln-l aen-tl
oJ, 00,

@ Em uma aproximacao linear, considerando até primeira ordem, a Jacobiana
J = DM dita o comportamento em torno do ponto de equilibrio.
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O mapa tangente

@ Da mecanica classica, sabemos que um ponto pode ser estavel ou instavel.
@ Em sistemas 1D, basta olhar o sinal da segunda derivada aplicada no ponto.

@ Em mapas 2D, a estabilidade depende dos autovalores da Jacobiana
aplicada no ponto.

Calculando os autovalores A de J, resolvemos det(11 —J) = 0. Ou seja,
Te() | (Tr()*

Ay = + 1
- 2 4
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O mapa tangente

Observe que os autovalores vém em pares 1, 1_ = 1, onde:
@ -2 <Tr(J) < 2: A, € C (eliptico, estavel)
@ Tr(J) > 2 ou Tr(J) < —2: A+ € R (hiperbdlico, instavel)
@ Tr(J) = +2: A, = A_ (parabdlico, instavel) Bifurcacao

N AN
TN TN

regular hyperbolic inversion hyperbolic elliptic
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e Mapa Padréo
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Mapa Padrao

Para estudar o comportamento de um sistema Hamiltoniano (mapa simplético)
em torno de um ponto fixo, fazemos uma aproximagao no mapa twist radial:

Jor1 = JIn + €f(6,)
Oni1 = Op + 2ma(Jy11)

Considerando o ponto fixo J,,.1 = J,, = Jo:

Jop1 =y + ff(an) =hh = Ef(en) =0
Opr1 =0, + 27[0/(Jn+1) =6,> a(‘]n+l) =0

Expandindo a equagao para 8 em torno do ponto fixo Jy:
Onir = O, + 21[ (o) + @/ (Jo) i1 = Jo)]
Definindo AJ = J — Jy e como a(Jy) =0

Opr1 =0, + 27TCL’,(J())AJ”+1
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Mapa Padrao

Definindo I = 2ra’ (Jo)AJ:
9n+1 =6, + In+1

Também da definicao de I, obtemos
L1 =27’ (Jo)(Jns1 = Jo)
Utilizando a segunda equagéo do mapa twist radial, J,+1 = J,, + €/ (6,,):

Lyt = 270/ (Jo){[J + € (0)] = Jo} = 2ma’ (Jo)| AT, + €f (6,)]
=2’ (Jo)AJ, + 2ra’ (Jo)ef (6,)
=1I,+ Kf(en)

onde K = 2na’(Jy)e € o pardmetro de estocasticidade.
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Mapa Padrao

Em resumo, o mapa
Ly =1, + Kf(@,,)

Op1 = O + Iy

€ equivalente a qualguer mapa twist radial em trono de um ponto de equilibrio.
Escolhendo f(08) = sin 6, obtemos o famoso

@ Sistema padrao para testar novas

Mapa Padrdo/Chirikov-Taylor técnicas
. @ Sistema twist mais conhecido na
L1 = I, + Ksin6, literatura

60,01 =6, +1,
ol = Un T Akl @ Descreve o comportamento de

trajetérias préximas a ressonancias
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Orbitas regulares no Mapa Padrédo

e [ ]

o ] _. V3731
No limite de integrabilidade K = 0: 346 P . ° °
p 3¢ ° ° .

Liyn=5, =1 Vivid
Ons1 = 0 + Lo A=t 2 :
1/3¢ [ ° .
174 @ [ ] [ ] [ ] [}

@ Torus racional: N3
e Iy = g/p: 6rbita de periodo p. o -
@ Torus irracional: ° aad ; s 10

e Iy # q/p: preenche densamente

uma curva. Figure: Typical orbits of the integrable

standard map. Irrational tori fill a line densely,
while rational tori form a discrete set of
periodic points.
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Orbitas Caéticas no Mapa Padrao

ParaK # 0

@ Torus racionais geram ilhas
(ressonancias)

o Orbitas cadticas:

@ Surgem nos pontos hiperbdlicos

@ Ocupam uma area nao-nula

o Deformam e quebram torus
invariantes préximos

@ Sensivel dependéncia as
condigdes iniciais

@ Obedecem ao teorema da
recorréncia de Poincaré’

"Orbitas sdo, eventualmente, iteradas para qualquer regido do espago de fase acessivel.
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Conclusoes

Nesta aula estudamos mapas simpléticos:

Anélogo discreto de sistemas Hamiltonianos continuos

@ Podem ser obtidos a partir de se¢des de Poincaré de sistemas Hamiltonianos
@ Preservam area no espago de fases

@ Possuem érbitas regulares

e Periddicas (torus racionais): elipticas (estaveis) ou hiperbolicas (instaveis)
o Quasiperiédicas (torus irracionais)

A perturbagao gera érbitas caéticas, confinadas pelos torus irracionais

O Mapa Padrao nao possui este nome a toa.
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Préxima Aula

@ O que acontece quando a condigdo twist & violada?



Mapa de Henon

Xpe1 = 2Cx, + Zxﬁ — Vn

Yn+l = X

@ Mostre que o mapa é simplético
@ Encontre os pontos fixos e sua estabilidade em fungao do parametro C
© Para qual valor de C ha uma bifurcagédo?
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