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Resumo

O campo magnético na borda do plasma confinado em tokamaks apresenta ilhas magnéti-
cas e linhas magnéticas cadticas. Detalhes dessa configuracao sao importantes para a
melhoria do confinamento do plasma. Em particular, o escape das linhas magnéticas tem
sido investigado para explicar o aquecimento excessivo de algumas partes da parede do
tokamak. Para investigar o escape das linhas cadticas nés usamos o mapa simplético de
Ullmann, que fornece as segoes de Poincaré do campo magnético de equilibrio perturbado
por um limitador magnético. Nos consideramos a acao de dois limitadores ergddicos para
criar uma perturbacao ressonante com numeros de onda poloidal e toroidal definidos.
Assim, obtivemos a distribuicao do escape associado ao aprisionamento das linhas cadticas
ao redor das linhas magnéticas.

Palavras-chaves: tokamak; confinamento magnético; limitador ergddico magnético;
escape das linhas magnéticas.






Abstract

The magnetic field at the tokamak plasma edge has magnetic islands and chaotic lines.
Details of this configuration are important to improve the plasma confinement. In par-
ticular, the magnetic lines escape has been investigated to explain the excessive heating
of some tokamak wall sections. To investigate the chaotic lines escape we apply the sym-
plectic Ullmann map, which gives the Poincaré sections of the magnetic equilibrium field
perturbed by an ergodic limiter. Furthermore, we consider the action of two ergodic li-
miters in order to create a resonant perturbation with chosen poloidal and toroidal wave
numbers. Thus, we obtained the distribution of the escape associated to the chaotic lines
stickiness around the magnetic islands.

Keywords: tokamak; magnetic confinement; ergodic magnetic limiter; magnetic lines
escape.
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Capitulo 1
Introducao

Um possivel uso da fusao nuclear controlada para a producao de energia resultaria em
vantagens inquestionaveis a sociedade, por exemplo, por ser uma fonte limpa e em termos
praticos, inesgotavel. Para que aconteca fusao nuclear é necessario que os nicleos dos
atomos se fundam, o que exige vencer a barreira coulombiana existente entre eles e que
pode ser realizada uma vez que os atomos possuam energia suficiente para isso. Um
forma de fornecer essa energia aos nicleos é por meio do aquecimento da matéria, que
nessa temperatura encontra-se em estado de plasma.

Se quisermos manter o plasma aquecido e estavel, nao podemos confina-lo através de
fronteiras fisicas. Felizmente, o plasma pode ser confinado por campos magnéticos e varios
dispositivos foram propostos ao longo do tempo para cumprir essa tarefa. O dispositivo
mais promissor, em termos de alcance de densidade e temperatura do plasma, para o
confinamento é a maquina tokamak [1] [2]. Um tokamak consiste basicamente de uma
camara em formato de toroide, onde o plasma fica contido pela sobreposicao dos campos
magnéticos toroidal e poloidal [3] [4]. O primeiro é formado por uma corrente elétrica
externa ao redor do tokamak, na dire¢ao poloidal, o segundo pela prépria corrente de
plasma que é criada por um campo elétrico, devido a uma variacao de fluxo magnético
no tokamak. Nesse tipo de dispositivo o plasma fica confinado em superficies magnéticas
toroidais concéntricas [5].

Dentro da camara toroidal do tokamak, os fons e elétrons que compoe o plasma circu-
lam ao redor das linhas de campo, enquanto seus centros de guia acompanham a direcao
das linhas. Desse ponto de vista, o confinamento de plasma resume-se ao estudo das linhas
de campo. Como as linhas de campo magnético possuem uma descricdo Hamiltoniana [6]
[7], hd uma variedade de trabalhos em que o estudo do confinamento é feito por meio das
secoes de Poincaré obtidas através de fluxos e mapas conservativos.

Mas o confinamento do plasma nao é perfeito, particulas atingem a parede interna do
tokamak. As interacoes entre as particulas do plasma e a parede resultam em impurezas
que prejudicam a existéncia da coluna de plasma. Uma solucao paliativa, ja que a perda

de particulas é inevitavel, foi proposta por meio de um dispositivo, chamado de limitador
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magnético ergddico, que cria um campo magnético perturbativo. Esse limitador causa
ressonancias magnéticas na configuracao de equilibrio que dao origem a ilhas magnéticas.
O tamanho dessas ilhas cresce com a intensidade da corrente elétrica de perturbagao,
aumentando a regiao cadtica a depender de quao forte é a intensidade. A finalidade da
regiao cadtica, que é formada na periferia da camara toroidal, seria distribuir homoge-
neamente o escape das linhas de campo [8] [9] [10]. Entretanto, hé trabalhos tedricos
(simulagbes computacionais) e experimentais mostrando casos em que essa exigéncia nao
¢ atendida [11] [12] [13] [14]. Em contrapartida, esses padroes de escape podem ser mane-
jados por meio da configuracao de equilibrio do campo magnético e pela escolha do modo
de perturbacao [15] [16].

Propusemo-nos, neste trabalho, a investigar o efeito de aprisionamento das linhas de
campo magnético caodticas ao redor de ilhas, na borda do plasma, e verificar como essas
ilhas influenciam o escape das linhas. Mostramos, também, como esses resultados variam
com o perfil do campo magnético de equilibrio. Toda essa analise foi feita utilizando um
campo magnético perturbativo gerado por um limitador ergdédico magnético composto
por dois anéis, permitindo uma comparacao mais adequada com outros resultados da
literatura.

Como método de abordagem ao problema, adotamos o mapa de Ullmann [17], um
mapa simplético bidimensional que descreve as interseccoes das linhas de campo em uma
secao da camara toroidal perpendicular ao eixo magnético. A versao original desse mapa é
para um limitador composto de um tnico anel e descreve um campo magnético com uma
perturbagao ressonante, somente com o nimero de onda poloidal definido. Para termos
também um nimero de onda toroidal determinado, fizemos uma pequena modificacao
capaz de permitir a utilizagdo de mais anéis.

No capitulo II apresentamos a teoria basica sobre o confinamento de plasma e discu-
timos as configuragoes do campo magnético de equilibrio e perturbado.

No capitulo IIT apresentamos o mapa de Ullmann na sua versao original, perturbado
por um limitador formado por um tnico anel. Em seguida, apresentamos o mapa modifi-
cado, que permite o uso de varios anéis limitadores. Terminamos o capitulo introduzindo
o calculo do ntimero de rotacao numérico e da transformada de Fourier, indispensaveis
para as analises no capitulo seguinte. Discutimos também o efeito de aprisionamento das
linhas de campo (stickiness) [18], ao redor das ilhas magnéticas.

No capitulo IV apresentamos os resultados sobre: o escape das linhas de campo, o
aprisionamento (efeito stickiness) das linhas de campo, a existéncia de canais de escape e
terminamos o capitulo discutindo uma conjectura a respeito da influéncia das cadeias de
ilhas sobre o escape das linhas.

Por fim, no capitulo V, apresentamos nossas conclusoes e sugestoes de continuacao do
trabalho.
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Capitulo 2
Confinamento Magnético

Este capitulo possui dois objetivos. O primeiro é apresentar o conhecimento béasico sobre
o confinamento do plasma em configuragoes toroidais, na aproximagao cilindrica. Para
isso, é apresentada a teoria da magnetoidrodinamica (MHD) e discutidas as configuragoes
magnéticas de equilibrio e perturbada que consideramos nas simulacoes. Essa primeira
parte esta longe de ser uma discussao exaustiva sobre confinamento. O segundo objetivo é
fornecer as informagoes necessarias sobre o limitador magnético ergddico, para apresentar,

no capitulo 3, o mapa de Ullmann usado nessa dissertacgao.

2.1 Plasma

O plasma, mesmo que passe desapercebido, muitas das vezes, no dia-a-dia de uma pessoa
comum, provavelmente por estar restrito as lampadas fluorescentes e televisoes de plasma,
é o estado da matéria mais comum no universo. Mais de 99% do universo encontra-se
em estado de plasma [19]. Damos o nome de plasma as substancias macroscopicamente
neutras formadas por um aglomerado de elétrons livres e &tomos ou moléculas ionizadas,
com comportamento coletivo.

Poderia-se pensar que o plasma é apenas um gas ionizado. Porém, se assim fosse, nao
faria muito sentido chama-lo de quarto estado da matéria. Diferentemente de um géas, um
plasma pode facilmente conduzir corrente elétrica, absorver certos tipos de radiacao e ser
confinado por campos magnéticos.

Porém, existem critérios que uma substancia precisa atender para ser chamada de
plasma. Apresentaremos, agora, cada um deles [20]. O primeiro exige que as dimensoes

fisicas L, caracteristicas do plasma, sejam muito maiores que o comprimento de Debye,

L >> \p. (2.1)

O comprimento de Debye ¢ tipicamente pequeno, da ordem de 10=* a 102 m para plasmas

confinados magneticamente.
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Em um plasma, sem acao de forcas externas, o comprimento de Debye é definido como
o raio de uma esfera de comprimento Ap que delimita o alcance dos campos elétricos. Isto
é, qualquer campo elétrico com origem externa a esfera nao serd sentido por uma particula
elétrica que esteja em seu centro. Esse efeito deve-se ao comportamento de coletividade
do plasma.

O segundo critério

neAd >> 1, (2.2)

onde n. é a densidade do niimero de elétrons, garante que os elétrons estejam proximos
uns dos outros.

O terceiro critério assegura a neutralidade do plasma,

Ne = Zni, (2.3)

onde n; ¢ a densidade do ntmero de ions.

O quarto, e tltimo critério, estd relacionado com a frequéncia de oscilagao de um
plasma em repouso que foi exposto a um campo elétrico externo. Esse campo, quando em
atuacao, provoca a separacao entre as particulas positivas e negativas do plasma. Quando
o campo externo é removido, os elétrons tendem a voltar para suas posicoes originais
devido a um campo elétrico criado pela separacao das particulas. Dessa forma, o plasma
restaura sua condicao de neutralidade. Mas devido a velocidade ganha ao dirigirem-se as
suas posicoes de origem, os elétrons passam da posicao de equilibrio e comegam a sofrer
uma forca no sentido oposto. O processo, descrito anteriormente, volta a acontecer agora

no sentido contrario. Fica, assim, estabelecida a oscilagdo do plasma com frequéncia [21]

Wy = (”662 ) " (2.4)

Mme€o
Onde e é a carga do elétron, m, a massa do elétron e ¢y a permissividade elétrica no
vdcuo. Os valores tipicos de w, de interesse termonuclear sao da ordem de 10* a 10" H 2.
Colisoes entre os elétrons e particulas neutras tornam as oscilagoes amortecidas, dimi-
nuindo a amplitude de oscilagdo com o passar do tempo. Se as oscilagoes sao fracamente
amortecidas, é necessario que a frequéncia de colisoes v. seja menor que a frequéncia do

plasma. O quarto critério fica, entao, definido por

Vp > Ve, (2.5)

wp
2
Entre as aplicacoes tecnoldgicas envolvendo o uso de plasma esta a producao de energia

onde v, =

por meio da fusao nuclear controlada. A fusao nuclear consiste em fundir os ntucleos de
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dois atomos, mais leves, em um terceiro, mais pesado. Porém, nesse processo ocorre um
desbalanco de massa, a soma da massa dos reagentes ¢ maior que a massa do produto.
Essa diferenca de massa Am é transformada em energia F, igual a £ = Amc?.

Mas para que a fusao ocorra é preciso vencer a barreira coulombiana que impede que os
nicleos se fundam. Essa barreira é superada uma vez em que os atomos atinjam energia
cinética suficiente para atravessa-la. Como particulas altamente energéticas implicam
em altas temperaturas (a temperatura caracteristica de fusdo é da ordem de 10°K), a
substéancia (combustivel) de fusdo encontra-se no estado de plasma.

O confinamento desse plasma é um dos grandes desafios a ser vencido pela fusao
termonuclear. Existem varias propostas de confinamento magnético, as mais conhecidas
sao aquelas que envolvem sistemas abertos e sistemas fechados.

Os sistemas abertos (espelhos magnéticos) s@o equipamentos em formato linear que
confinam o plasma por meio de um campo magnético axial, impedindo que suas particulas
atinjam as paredes, e com regides onde hé a convergéncia das linhas de campo (espelhos
magnéticos) que reduzem a perda das particulas pelos extremos do equipamento [22].

Os sistemas fechados consistem numa configuragao toroidal do campo magnético. Os
mais estudados sao os stellarators e os tokamaks. A principal diferenca entre eles esta na
origem dos campos magnéticos no interior do toroide. As méaquinas tokamaks (modo de
confinamento que esta dissertagao trata), aprisionam as particulas do plasma por meio de
um campo magnético helicoidal que é formado pela sobreposicao dos campos magnéticos
toroidal e poloidal. O primeiro desses campos é formado por uma corrente externa que
circula o vaso toroidal na direcao poloidal. O segundo campo é criado pela corrente
elétrica induzida no plasma.

Para que a geracao de energia seja rentavel, obviamente, a energia gasta para gerar
e manter o plasma deve ser menor que aquela produzida. Ha um critério, envolvendo
a densidade do plasma n, o tempo de confinamento 7 e a temperatura 7T, chamado de
Critério de Lawson que estabelece as condi¢coes minimas de viabilidade do confinamento.
Para o caso do deutério e tritio, o composto mais utilizado em tokamaks, devemos ter
nt > 10%m™3s para T > 10K [23]. O critério mostra que ha alguma liberdade de
escolha entre a densidade do plasma e o tempo de confinamento, desde que o critério seja

satisfeito.

2.2 Equacoes basicas

Para descobrir e analisar as diferentes geometrias magnéticas adequadas ao confinamento
do plasma, faz-se uso da teoria da magnetoidrodinamica (MHD). As equagoes da magne-
toidrodinamica consistem num conjunto de equagoes da mecanica dos fluidos e do eletro-
magnetismo convenientes para descrever um plasma sob a a¢ao de uma campo magnético

externo.
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Esse conjunto descreve o plasma como um fluido condutor tnico. Ou seja, nao faz
distingao entre as particulas carregadas eletricamente: fons e elétrons. Desconsiderando

a resistividade n do plasma, temos

ap B
a5 +V-(pv) =0, (2.6)
pa—: 4 p(v-V)v=—-Vp+JxB, (2.7)
A (2.8)
5 TV p/p”) =0, :
V x B = pJ, (2.9)
E+vxB=0 (2.10)
‘ OB
VxB=-"7 (2.11)

definindo as equagoes MHD ideal [24] [25].

As duas primeiras equagoes pertencem a mecanica dos fluidos. Onde Eq.(2.6) é a
equagao da conservacao de massa. Sendo p a densidade do plasma e v a sua velocidade.
A segunda equagao, Eq(2.7), é a equacao do movimento e considera o plasma sob influéncia
de duas forcas. Uma devido ao gradiente da pressao Vp, e a outra, a forca de Lorentz,
devido a agao do campo magnético externo B sobre as particulas do plasma com densidade
de corrente J. A terceira equagao, Eq.(2.8), estd relacionada com a evolugao temporal da
energia, onde v é a razao entre os calores especificos.

As tltimas trés sao equagoes do eletromagnetismo. Sendo a Eq.(2.9) a lei de Ampere,
onde é desconsiderada a corrente de deslocamento. Ja a Eq.(2.10) é a lei de Ohm, para o

caso em que 7 = 0. Por fim, a Eq.(2.11) é a lei de Faraday.

2.3 Equilibrio MHD e superficies magnéticas

Para uma plasma confinado magneticamente, admite-se que ele esteja em um estado
estacionério. Portanto, devemos considerar que /9t = 0 e v = 0 no conjunto de equagoes

MHD ideal. Assim, na condigao de equilibrio o plasma satisfaz as equagoes [19] :

Vp =J x B, (2.12)
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V-B=0. (2.14)

Fazendo uso das equacgoes anteriores é possivel mostrar que as linhas de campo magnético
e a densidade de corrente estao sobre superficies isobaricas. Para isso, basta tomar o pro-

duto escalar, por J e por B, na Eq.(2.12). Assim,

B-Vp=J-Vp=0. (2.15)

Portanto, se um plasma esta confinado magneticamente, ha superficies, chamadas de
superficies magnéticas, onde a pressao é constante e onde, também, jazem as linhas de
campo magnético e a densidade de corrente. Para um sistema com simetria toroidal,
caso do tokamak, as superficies magnéticas que se formam sao toroides concéntricos. Ver

ilustragao na Fig.(2.1).

Figura 2.1: Pequeno segmento toroidal ilustrando o arranjo das superficies magnéticas.

A existéncia de superficies magnéticas permite definir uma funcao de fluxo 1 que é

constante sobre essas superficies. Isto é,

B- V¢ = 0. (2.16)

As funcoes de fluxo serao tteis no final deste capitulo, quando formos calcular a largura

das ilhas magnéticas.

2.4 Fator de seguranca

Para cada linha de campo magnético de um plasma confinado, podemos associar um
numero ¢, chamado de fator de seguranca, que mede o quanto a linha de campo gira na

diregao poloidal a cada volta toroidal [26]. Essas dire¢oes podem ser vistas na Fig.(2.2).
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EIXO TOROIDAL

DIRECAO POLOIDAL

DIRECAO TOROIDAL

EIXO MAGNETICO

Figura 2.2: Direcoes toroidal e poloidal em um toroide.

Sendo assim, podemos expressar analiticamente o fator de seguranca por

_ T 1

onde Af é a vari¢ao angular da coordenada poloidal ao longo de uma volta toroidal.
Na aproximacao cilindrica que usaremos, para um campo magnético B, com compo-

nentes na dire¢ao poloidal e axial (0, By, B,) obtemos, por meio da equagao

B x dl = 0, (2.18)

onde dl é um segmento diferencial da linha de campo, a relacao

@ _ B,
dz rB,

(2.19)

expressa em coordenadas cilindricas.

Como

0(27Ro) 27 Ro do’
= / do' = / i (2.20)
6(0) 0 dz

somos capazes, entao, de relacionar o fator de seguranca com o campo magnético de
confinamento, por meio da expressao:

1 1 [?rRo B,

qzﬁo rB,

dz. (2.21)

Na secao seguinte apds estabelecermos explicitamente os campos magnéticos para o
equilibrio, seremos capazes de tracar o perfil do fator de seguranca, por meio da Eq.
(2.21).
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2.5 Tokamaks e a aproximacao cilindrica

Tokamaks sao maquinas em formato toroidal que confinam o plasma pela sobreposicao
de dois campos magnéticos. Seus parametros fisicos caracteristicos sao o raio maior Ry,
determinado pela distancia do eixo toroidal ao eixo magnético e o raio menor b, distancia
do eixo magnético a parede do vaso toroidal. Um parametro muito utilizado é razao de
aspecto € = Ry/b. Para tokamaks com ¢ >> 1 é aceitdvel trata-lo como um cilindro

periédico de comprimento 27 Ry. Exemplo, Fig.(2.3).

N

ZmRo

i
g

Figura 2.3: Aproximacao cilindrica para o tokamak, com limitador ergédico.

Nesta dissertacao consideramos os parametros do tokamak TCABR, instalado no Ins-
tituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo. Trata-se de um tokamak de porte médio,
de segao circular, aquecido ohmicamente [10]. Seus principais parametros podem ser

visualizados na Tab.(2.1).

Parametro Simbolo | Valor numérico
raio maior Ry 0,61m
raio menor b 0,21m
raio da coluna de plasma a 0,18m
campo toroidal de equilibrio By 1,07
fator de seguranca na borda do plasma q(a) > 3,0
largura do limitador ergodico g 0,08 m

Tabela 2.1: Parametros do tokamak TCABR. [30]

O principio basico de funcionamento de uma maquina tokamak consiste na criacao de
um campo magnético na diregao toroidal, B, obtido por meio de correntes externas que
circundam a camara na dire¢ao poloidal. Porém, apenas B nao ¢é suficiente para confina-

lo [27], pois um campo magnético assim criado, possui um gradiente VB que causa a

19



separacao das particulas positivas e negativas na direcao B x VB, com velocidade de
deriva (drift) Vyp:
Vyp=——7-+—. (2.22)
q

Essa separagao de cargas gera um campo elétrico E, levando as particulas a se movimen-

tarem na direcao E x B, com velocidade de deriva Vgy«g

ExB

~ (2.23)

VEXB =

fazendo com que as particulas atinjam a parede do tokamak. Na Eq.(2.22), K, é a
energia cinética das particulas eletricamente carregadas, em relacdo ao movimento na
direcao perpendicular as linhas de campo magnético e ¢q é a carga da particula.

Por esse motivo, ¢ necessario também que exista um campo magnético na direcao
poloidal. Esse campo magnético é obtido pela propria densidade de corrente do plasma
J. Em todas as nossas simulagoes adotamos um perfil de densidade de corrente do tipo
parabdlico [28] [29]

r\2]7
I(r) = jo [1 - <5> ] O(a — 1)z, (2.24)
onde O©(a — r) é fungao de Heaviside que assume o valor um para r < a e é nula para
r > a, onde a < b é a coluna de plasma. A constante v (ndo confundir com a constante
da Eq.(2.8)) fica determinada pelos valores do fator de seguranca no centro do tokamak
q(0) e na borda da coluna de plasma q(a), a ordem de grandeza de v é a mesma de g(a).

A corrente elétrica induzida no plasma ocorre ao gerarmos um fluxo magnético, de-
pendente do tempo, na regido externa a camara toroidal (circulo de raio Ry — b).

Vamos agora determinar a configuracao do campo magnético de equilibrio que sera
usada ao longo da dissertacao. Consideraremos que o plasma esté confinado em equilibrio
magnetoidrodinamico num cilindro periédico, com periodo 27 Ry, ver Fig.(2.3). Desconsi-
deraremos qualquer efeito toroidal, portanto o campo magnético toroidal Bg é homogéneo
em todo o cilindro. O campo magnético By pode ser obtido facilmente utilizando a lei
de Ampere. Como a densidade de corrente, Eq.(2.24), s6 depende de r, assim também

devera ser com o campo. Logo, B(r) = pol(r)/2nr. Onde,

I(r) = 7{ J-ds (2.25)

determina a corrente que atravessa uma secao circular do cilindro com raio 0 < r < b.
Portanto, a intensidade do campo magnético By é (o perfil caracteristico desse campo

pode ser visto na Fig.(2.4a))

aBy(a)

Bg(?”) =

a

1 [1 - (fﬂ - Oa — r)] . (2.26)
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O campo magnético na configuracao de equilibrio, B, fica definido pela sobreposicao

desses dois campos

B(r) = Bo + By(r) (2.27)

e as linhas de campo formadas possuem a forma de hélices.

Como agora ha expressoes para os campos poloidal e toroidal, podemos também es-
crever explicitamente uma funcao para o fator de seguranca, na situacao de equilibrio,
para o caso cilindrico. Fazendo uso da Eq.(2.21), obtemos

B()?“

q(r) = RoBo(r)’ (2.28)

Na Fig.(2.4b) plotamos o perfil do fator de seguranca, para o caso em que g(a) = 4, nota-se
que ele é sempre mondtono crescente. O perfil do fator de seguranca é um fator relevante
para o confinamento, pois influéncia diretamente na topologia do campo magnético. O
caso que escolhemos para representar graficamente pertence ao intervalo de valores de
q(a) que utilizaremos nas simulagoes.

Na Tab.(2.1) o valor para vy nao foi informado, porque utilizamos diferentes valores do
fator de seguranca na borda do plasma. Contudo, para evitar instabilidades o fator de
seguranca, no eixo magnético, foi sempre mantido em ¢(0) = 1 e como = est4 relacionado

com ¢(0) e g(a) pela equagao

g(a)
q(0) = : (2.29)
v+1
onde ¢(0) = lim,_,oq(r). Sempre que determinarmos ¢(a), automaticamente =y ficara
determinado.
0.12 T 5.5 T T
5 |- -
0.1 B
45t .
0.08 - b 4 - b
— 35+ 4
E o6l ] -
[1a] 3 4
0.04 - b 251 1
2 - |
0.02 B
15 1
O Il 1 Il Il 1 1 1 Il Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
r(m) r(m)

(a) (b)

Figura 2.4: Na figura (a) estéd o perfil para By. Em (b) esta o perfil do fator de seguranga.
Parametros do tokamak TCABR e q(a) = 4.
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2.6 O limitador ergédico magnético

Interacoes do plasma com a parede da camara toroidal levam impurezas ao plasma, po-
dendo tornar o confinamento impraticavel. Por exemplo, ions podem atingir a parede
do tokamak, tornarem-se neutros, retornarem ao plasma e, novamente, se ionizarem e,
eventualmente, retornarem a parede do tokamak. Repetindo o ciclo. Outra possibilidade,
também causada por particulas que atingem as fronteiras do tokamak, é provocar o des-
prendimento de dtomos que compoem a parede do tokamak. Este efeito é conhecido como
efeito “sputtering” [23].

Essas interacoes sao indesejadas, pois provocam perda de energia por radiacao e uma
significativa diluicao da coluna de plasma. Porém, como o confinamento nunca é perfeito,
nao se pode evitar que particulas do plasma atinjam as fronteiras fisicas internas da
camara toroidal. Como solucao para amenizar esse efeito, ha alguns métodos como o uso
de diversores e limitadores fisicos [23] [31].

Outra possibilidade é o uso de um limitador ergdédico magnético. Um anel ou um
conjunto de anéis, externos a camara toroidal, produzem um campo magnético que gera
ressonancias em algumas das superficies magnéticas [32]. A depender de quéo fortes sdo
essas perturbacgoes, algumas superficies magnéticas sao destruidas, levando a uma camada
de caos nas proximidades da parede do tokamak. A funcao dessa regiao cadtica é isolar o
plasma aquecido do vaso toroidal [33].

O modelo de limitador ergédico que consideramos possui largura g, tal que g << 27 R,
e ¢ composto de m pares de correntes elétricas I, na diregao toroidal, ver Fig.(2.3). O
campo magnético gerado pela porgao da corrente na direcao poloidal é desprezado. Os
primeiros limitadores ergddicos nao foram propostos na forma de anéis. Eles consistiam
em um conjunto de correntes, com sentidos alternados, enrolando a superficie da camara
toroidal de forma a copiar a helicidade das linhas de um campo na superficie com interesse
em criar uma ressonancia [34]. Esse método é inconveniente, pois subtrai espago para
instalagao de janelas para medicao do plasma.

A obtencdo analitica para o campo magnético B gerado pelo limitador ergédico,
desconsiderando a existéncia do plasma, é obtida ao resolver o problema de m pares de fios
transportando uma corrente [, com sentidos alternados para pares adjacentes, enrolados
helicoidalmente em torno da camara toroidal. Tomando, em seguida, o limite em que o
passo de enrolamento dos fios ¢ infinito. A deducao, por meio da solucao do potencial
magnético @, através da equagao de Laplace V2® = 0, pode ser vista na referéncia [32].

As componentes do campo magnético do limitador sao:

B(r0,0) = 0 (7)" senont > 86~ 2ni) (2.30)

j=—00
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B (r,0,¢) = —%?Ih <%>mlcos(m9) i 5(¢ — 21j). (2.31)

Jj=—00
O aparecimento de funcao delta de Dirac, deve se ao fato do limitador ser muito
menor que o comprimento do toroide g << 2mR,. Portanto, o limitador é modelado
matematicamente de forma a criar uma perturbacao na linha de campo, somente na
regiao onde ele esta localizado. Dessa forma assumimos que a linha de campo percorre
o interior da camara toroidal sob acao do campo magnético de equilibrio, mas quando

passa na regiao onde o limitador esta localizado sofre a acao do campo perturbativo.

2.7 Descricao Hamiltoniana

As linhas de campo magnéticas, responsaveis pelo confinamento do plasma numa geo-
metria toroidal, podem ser estudadas por meio do formalismo Hamiltoniano. Desde que
utilizemos um sistema de coordenadas conveniente [35].

Como mostrado anteriormente, no caso de um confinamento (em equilibrio), as linhas
de campo estao sobre superficies magnéticas. Um modo de localizar um ponto da linha de
campo seria determinando sua posigao toroidal ¢ (dngulo na dire¢ao do eixo magnético),
sua posi¢ao poloidal 6 (dngulo na dire¢ao poloidal) e o valor do fluxo toroidal magnético
1y, determinado pela superficie magnética sobre qual esta a linha de campo que desejamos
localizar. Em resumo, (¢, 8, ¢) localiza um ponto da linha de campo univocamente. Como

o campo magnético deve satisfazer

V-B=0 ¢ B-Vy, =0. (2.32)

E possivel chegar as equacoes diferenciais [36]

d 0 g o

Wi _ Oy dD_0Yy (2.33)

do 00 dp Oy
desde que B seja escrito na forma de Clebsch. Onde v, é o fluxo magnético poloidal na
regiao formada entre o eixo magnético e a linha, com angulo 6, que se estende do eixo
magnético a superficie magnética.

As equacgoOes acima possuem a mesma forma que aquelas de um sistema Hamiltoniano.
Por analogia as equacoes de Hamilton, 1, é a Hamiltoniana, ), o momento conjugado e
¢ o tempo.

Para o caso de equilibrio, onde 1, = 1,(¢¢). Obtemos,

di)y de
— =0, —=w
d¢ d¢

onde, w(1;) é o nimero de rotacao e seu inverso ¢ definido como o fator de seguranga q.

(1) (2.34)

23



O equilibrio é um sistema integravel, com um grau de liberdade, e esta escrito em
variaveis de angulo-acao. Cada trajetoria do espaco de fase anda sobre um toro, com
uma frequéncia w(t;). A adigdo do limitador pode ser descrita como uma perturbagao

Y1 (Y1, 0, ¢) no sistema original,

(e, 0, 0) = hp(ve) + U1(¢r, 0, 0), (2.35)

dando origem a um sistema com um grau e meio de liberdade. Os toros racionais podem
ser destruidos conforme a ressonancia que a perturbacao cria, dando origem as ilhas
magnéticas no espaco de fase. Essas ilhas, quando sobrepostas, levam ao aumento de caos.
Por outro lado, o teorema KAM garante que a maioria dos toros irracionais sobrevivam.
O espaco de fase fica, dessa maneira, formado por trajetorias regulares, cadeias de ilhas
e caos. No préximo capitulo apresentaremos segoes de Poincaré caracteristicas desse

sistema.

2.8 Calculo da largura das ilhas magnéticas

Jé foi discutido que a acao do limitador ergddico sobre a configuracao de equilibrio provoca
ressonancias, levando ao surgimento de ilhas magnéticas. Mostraremos a deducao de
uma expressao matematica que determina, de forma aproximada, a largura dessas ilhas
magnéticas. Usaremos o conceito de fungoes de fluxo e consideraremos que a fungao de

fluxo 1, para a condicao perturbada, é

Y &P+ U (2.36)

onde 1y e 1, sao fungoes de fluxo para a configuracao de equilibrio e para o limitador
ergdédico magnético, respectivamente, obtidas separadamente. Por isso, a aproximagao na

Eq.(2.36). Seguiremos de perto as referéncias [32] [37].

2.8.1 Funcoes de fluxo ¢y e 1

Entretanto, antes de deduzirmos a expressao para a largura das ilhas magnéticas é preciso
determinar explicitamente as fungoes de fluxo vy e ¥;. Vamos comecar por .

O campo magnético na condicao de equilibrio,
B = ByZ + Byb), (2.37)

possui simetria helicoidal, portanto as linhas de campo sobre cada superficie magnética
seguem uma lei de enrolamento do tipo u = m# — kz = constante, onde k = n/Ry e m

e n pertencem ao conjunto dos ntimeros naturais. Devemos deduzir uma funcao de fluxo
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Yo que seja constante sobre as superficies magnéticas, por onde caminham as linhas de

campo da configuragao da Eq.(2.37). Essa condigao ¢ atendida se

B- Vi, = 0. (2.38)

Como o campo magnético pode sempre ser determinado por um potencial vetorial A, tal

que

B=VxA, (2.39)

teremos, no caso mais geral, que as componentes do campo magnético para o confinamento

em equilibrio (em coordenadas cilindricas) sao:

B, = — k——= 2.4
" r Ou + ou’ (2.40)
0A 0A
By=—-k—" — z 2.41
b ou or ( )
© 10(rAs)  moA
T Ag m r
B, =~ = . 2.42
r Or r Ou ( )
Onde % = m% e % = —k%.
Pode-se verificar por substituicao que
o(r,u) = mA,(r,u) + krAg(r,u) (2.43)

é solucao da Eq.(2.38) [37].

A fungao de fluxo determinada pela Eq.(2.43) refere-se ao caso mais geral, onde B =
B(r,u). Devemos impor algumas restrigoes a ela, pois o campo magnético de equilibrio
que estamos considerando é da forma B = B(r).

Assim, considerando as Eqs.(2.37, 2.40 - 2.42), devemos ter

B, =0, (2.44)
dA,
By = — 2.4
o dr (2.45)
¢ 1d

Também, concluimos que a fungao de fluxo para o equilibrio depende somente de r,

Yo = tho(r) . Logo,
dyp
r
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Donde, integrando, obtemos finalmente uma expressao para g,

o(r) = "”"2230 Cm /0 "Byl (2.48)

A funcao de fluxo para o limitador é obtida de um modo andlogo ao considerar as
Eqgs.(2.30) e (2.31), para o campo magnético do limitador ergédico. Vamos nos restringir,

somente, a apresentar o modo ,,, da expansao de Fourier de ¢ (r,0,u),

(r,0,2) Z%m emo—ng), (2.49)

O modo Y,,, apds desprezarmos os termos que nao contribuem para a ressonancia, é

dado pela expressao [32]

(1), 1) = “20;7;2109 (5)" costw). (2.50)

2.8.2 Determinando a largura das ilhas magnéticas

A ressonancia acontece onde a helicidade do modo ,,,, coincide com a helicidade de
alguma das superficies magnéticas. Portanto, fazendo uso da aproximagao (2.36), vamos
considerar a fungao de fluxo ¥,,/, determinada pela soma da funcao de fluxo de equilibrio

mais (Y1 )m/n. Assim,

Como estamos interessados em olhar para a regiao onde ocorre a ressonancia, devemos
considerar a regidao em torno de r = ry,/,, tal que, ¢(rm/) = m/n na condigao de
equilibrio.

Por isso, faremos uma expansao de Taylor de ¥,,, em torno de r,,,. Dessa maneira,

obtemos:

\If(’f‘, u)m/n ~ 2/}0(7&771/71) + (¢1)m/n(rm/n7 u) + ¢6(Tm/n)(7" - rm/n)+
(2.52)
5%’(7“ — Pyyn)’ = constante,

onde houve truncamento de 1y no termo de segunda ordem e, de (¢1)p,/n Do termo de
ordem nula. Termos de ordem maior em (¢;),,/, ndo foram considerados, por serem
despreziveis.

Ha algumas simplificacoes que podem ser feitas na Eq.(2.52). Primeiro, ¢o(7m/m) =
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constante, porque estd sobre uma superficie magnética. Depois, ¥, (rm/») = 0, pois

dr _Ror "

q(r)

e como estamos lidando, justamente, com o caso q(ry,/n) = m/n, temos que ¥, (r) = 0

Ao B"[ m] (2.53)

para r = T, /n.

Portanto, podemos reescrever a Eq.(2.52) da seguinte maneira

o B = @)ma(rmyn, )]
" \/ ) .

onde K é o agrupamento de todas as constantes na Eq.(2.52).

Se fixarmos um valor para z, que por critérios de simplificacdo, adotaremos como
z = 0, poderemos plotar as interseccoes das superficies magnéticas com o plano z = 0.
A figura formada é semelhante ao espaco de fase do oscilador harmonico simples para
diferentes valores de energia.

Logo, a Eq.(2.54) gera curvas de libragdo ou rotagao dependendo do valor que K
assume, o que nos possibilita estimar um valor para a semi-largura das ilhas por elas
formadas.

Usaremos o formalismo Hamiltoniano para determinar e classificar os pontos fixos.
Dessa maneira é possivel localizar o centro das ilhas (pontos elipticos) e os pontos per-
tencentes & separatriz (pontos hiperbdlicos).

A funcao ¥,,,, tem um cardter Hamiltoniano, onde 7 é o momento conjugado e ¢ a

coordenada conjugada. Vamos adota-la como a Hamiltoniana do sistema,

‘I’(’l“, u)m/n = ¢D(Tm/n) + (¢l)m/n(rm/na U) + wé(rm/n)(r - rm/n)"‘

1 (2.55)
§¢Z(T - rm/n)Q'
Os pontos fixos, ou estaciondrios, (7,6) sio determinados por
OV, /m
a—/ =0 (2.56)
RGO
‘ ou
m/n
= 0. (2.57)
ol "6)

Essas expressoes nos levam a (7,6) = (75, pm/m), onde p € N.
Estamos perto de encontrar uma expressao para a semi-largura das ilhas. Precisamos,
agora, classificar os pontos fixos, porque a semi-largura das ilhas sera determinada pela

diferenca entre os momentos conjugados do ponto eliptico e da separatriz.
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A classificagao dos pontos fixos se dd por meio da resolucdo da equagao det[J(7,0) —
M| =0 . Onde J é o jacobiano definido por

or 00
J = : (2.58)
20 90
or 00
Resolvendo esse determinante, obtemos
3
Mo ]hg T'm/n
N = (r) 5 R ( b/ ) cos(pm) = 0. (2.59)

Afirmamos aqui que ¢ > 0, no apéndice A ha uma discussao sobre o sinal dessa fungao.
Se p é par, entao A é real. Mas se p é impar, A\ é imaginario. Assim, para A real, o
ponto é hiperbdlico e para A imaginario, o ponto é eliptico [38]. O trabalho de classificar
os pontos fixos esta feito.
Falta determinar o valor da constante K de modo que Eq.(2.54) trace a separatriz. O
valor que K deve assumir, fica determinado pelo valor que a Hamiltoniana ¥, , assume no
ponto hiperbélico, vamos considerar o ponto hiperbélico (7., 0) (qualquer outro ponto

hiperbdlico poderia ter sido escolhido). Portanto, a Hamiltoniana assume o valor:

\Ilm/n<rm/n7 O) = wO(rm/n) + (‘Ill)m/n('rm/ny 0) (260)

logo, K = (¥1)m/n(Tm/m,0).
Dessa maneira, por meio da Eq.(2.54), obtemos

2Ky /n[1 — cos(mB)]
- . 2.61
_— \/ Lo 261

onde,

. ,uomfhg (Tm/n>m (2 62)

b = gy b

Precisamos, agora, descobrir para qual valor de 6, r — 7,,/, ¢ méximo, pois isso nos
dard o valor da semi-largura da ilha Ary,/,. Basta, entao, usarmos o valor da coordena
6 do ponto eliptico (rp,/n, ), (poderfamos ter escolhido qualquer outro ponto eliptico).

Obtemos dessa forma a semi-largura da ilha

Arm/n:\/[ fn. & K] (2.63)

szg(rm/n)

ou ainda, de forma mais explicita,
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2uomipg Tm/n\™
A = ) 2.64
Tm/n \/W2Ro¢g(rm/n) ( b > ( 6 )

O tamanho da ilha é entdao proporcional & /I, e a /(7,, /n)™. Isso implica em um
aumento da largura da ilha com o aumento da corrente perturbativa e também numa difi-
culdade para a formagao de cadeias nas superficies com valores mais baixos de ¢ (cadeias
na regido mais interna ao plasma serdao, a priori, menores).

A largura da ilha depende ainda do shear do campo magnético, representado pela se-
gunda derivada da funcao de fluxo do equilibrio. Assim, o gradiente do fator de seguranca

também influéncia a largura da ilha.
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Capitulo 3
Mapa de Ullmann

Neste capitulo apresentamos, inicialmente, o mapa de Ullmann na sua versao original
que simula a dinamica das linhas de campo sob a agao de um tunico limitador ergddico.
Em seguida, apresentamos as modificacoes necessarias para permitir que mais limitadores
sejam implementados. Posteriormente, na segunda parte deste capitulo, hd uma discussao
sobre o parametro de correcao toroidal do mapa de Ullmann e os métodos do calculo do
fator de seguranca e da transformada de Fourier sao apresentados. Estes serao de grande
valia no capitulo seguinte. Aproveitamos, ainda, este capitulo para comentar sobre um
efeito muito comum em sistemas Hamiltonianos chamado de aprisionamento (stickiness)

e que possui papel importante no capitulo seguinte.

3.1 Mapa

Sistemas Hamiltonianos integraveis, quando descritos por varidaveis de acao e angulo,
tornam a andlise do espaco de fase menos complexa. Se restringirmos a discussao aos
problemas com dois graus de liberdade, o espaco de fase fica determinado por meio de um
toroide, onde as variaveis de agao .J; e Jo representam os raios maior e menor do toroide
e os angulos 6 e 65, os angulos ao longo do eixo toroidal e circular.

Se fixarmos 6; e construirmos um plano que corte o toroide perpendicular ao eixo
circular, definimos uma se¢ao de Poincaré. Cada ponto (Js, 62) nessa segao ird retornar a
ela ap6s uma volta toroidal, marcando um outro ponto na segao.

Isto permite que o sistema, inicialmente continuo, seja discretizado por meio de um

mapa

Xos1 = M(X,,). (3.1)

Onde X,, é o n-ésimo ponto na se¢ao de Poincaré, M é o mapa e X, 11, o (n + 1)-ésimo

ponto na secao de Poincaré.
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Um mapa twist, construido como descrito acima, é da seguinte forma [39]:

Jn+1 - Jn (32)

Opni1 =0, + 21w(J,). (3.3)

Onde os subindices nas varidaveis J e # representam agora as iteragoes e w é uma funcao
monotonica de J,. Cada valor de J determina um valor para w, que é chamado de niimero
de rotacao. Se w é racional, a se¢cao de Poincaré fica marcada por um certo ntimero finito
de pontos ao longo de um circulo e a érbita é periédica. Entretanto, se w é irracional,
a orbita é quase periddica, e a se¢ao de Poincaré é marcada por um numero infinito de
pontos ao longo de um circulo.

O modo mais geral de descrever esse mapa, quando sob a acao de uma perturbacao, é

Tuir = I + €f (Jn, 0) (3.4)

Opi1 =0+ 21w( ) + €9(Jn, 0,), (3.5)

onde € é um coeficiente de perturbagao.
Para garantirmos que o mapa continue sendo conservativo, devemos impor que o

jacobiano J (determinante da matriz jacobiana),

aJn«&»l aJn+1

OJn 00,
J = det : (3.6)
0041 O00ni1
OJn 00,

seja unitario, e para continuar sendo twist, devemos impor que

89n+1
0J,

Como as linhas de campo magnético, no confinamento do plasma em equilibrio, cons-

£0. (3.7)

tituem um sistema Hamiltoniano integravel e como estamos usando um perfil de fator
monotonico, podemos fazer uso de mapas do tipo twist para descrever a dinamica dessas
linhas ao longo da camara toroidal.

E exatamente isso o que faremos na se¢ao seguinte, ao apresentarmos o mapa de

Ullmann.
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3.2 Mapa de Ullmann

3.2.1 Um limitador

O mapa de Ullmann é um aprimoramento do mapa de Viana, cuja funcao era descrever
as linhas magnéticas num tokamak, levando em conta os efeitos da geometria toroidal,
perturbadas por um campo magnético de um limitador ergdédico. As mudancas realizadas
nesse mapa tornam-o simplético e permitem a convergéncia de algoritmos que exigem um
grande numero de iteragoes como, por exemplo, o fator de seguranca e o expoente de
Lyapunov [17].

Para assegurar que o novo mapa fosse simplético, Kai Ullmann [40], propos uma fungao
geratriz capaz de reproduzir o mapa de Viana no equilibrio para o caso cilindrico. Em
seguida, acrescentou uma corre¢ao, na forma de uma outra funcao geratriz adicionada a
primeira, para tratar os efeitos da geometria toroidal sob o campo magnético de equilibrio.
No restante dessa subsecao, reproduziremos os passos tomados por Ullmann para a ob-
tencao desse novo mapa.

O mapa de Viana, para o equilibrio e com simetria cilindrica, é dado pelas expressoes
[32]:
rr=r, (3.8)

2w
Q(rn).

Onde (r,,6,) é a posigao inicial da linha de campo, no plano onde é definido a se¢ao de

0 =0, + (3.9)

Poincaré, e (17, 0") é a posigao, neste mesmo plano, apés uma iteracao. O jacobiano deste

n’n

mapa, que é facilmente calculado, é igual a um. Portanto, o mapa é conservativo e deve

existir uma fungao geradora para ele. Logo, se introduzirmos uma func¢ao geradora do

tipo
o dx
G (1 0) = O, + 21 / . (3.10)
o q(@)
Vemos que ao utilizarmos as expressoe [41]
aGC’il
- =0, 3.11
ory " (3.11)
’ oG
cil.
00, " (3.12)

que relacionam as varidveis antigas (r,,6,) com as novas, reobtemos o mapa:

. 8Gcil. . Q + 2’/T
ooy qry)

o (3.13)
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aG(cil. o
= g =1 (3.14)

Entretanto, este mapa corresponde ao caso cilindrico. Para dar conta dos efeitos

toroidais, uma modificagao na fungao geratriz citada anteriormente é sugerida. Mas o
novo mapa deve atender a certos critérios: ser simplético, tender ao caso cilindrico quando
b/ Ry — 0 e possuir perfil do fator de seguranga semelhante aos observados em tokamaks.
A primeira exigéncia é automaticamente satisfeita, por estarmos deduzindo um novo mapa
por meio de uma funcao geratriz. As outras duas exigéncias podem ser satisfeitas, se

tomarmos como nova fungao geratriz a expressao [17]:

[e's) %\ !
Gtor. (7":7 Qn) = Gcil.<T:La Qn) + Z dl (;—n) COSl Qn (315)
0
=1

A sugestao acima para GYy,,. € bastante razoavel, porque os @;’s podem ser ajustados de
forma que o novo mapa tenha o perfil do fator de seguranca semelhante ao de um tokamalk,
e a redugao ao caso cilindrico ocorre devido ao termo (7 /Ry)!. Mantendo apenas o termo
ap, por questoes de simplicidade, e utilizando novamente as Eqs.(3.11) e (3.12), obtemos

0 mapa conservativo com corregoes toroidais:

,
L — 3.16
"n 1 — aysend, ( )
. 2T
0r =0, + ——+ajcosb,, (3.17)
q(ry)

onde a; = a1/ Ry. Se considerarmos um perfil de fator de seguranca monotonico, como é
0 N0SSO caso, 0 mapa é twist e a corre¢ao toroidal, conforme comparagao com as Eqs.(3.4)
e (3.5), pode ser vista como uma perturbagao no mapa, Eqgs.(3.8, 3.9). Ainda por com-
paragao, encontramos a relacao w = 1/q.

Procedimento semelhante ao que acabamos de fazer sera executado agora para obter-
mos o mapa de perturbacao, devido a agao do limitador ergdédico. Devemos, portanto,
encontrar uma funcao geradora para o mapa perturbativo, mas sem nos preocuparmos com
os efeitos toroidais desta vez, porque estamos considerando o caso onde g/2m Ry << 1, isto
é, a largura do limitador ergddico é muito menor que o comprimento da camara toroidal.

Novamente, auxiliado pelo mapa de Viana, com a diferenca que utilizaremos o mapa
perturbativo, vamos deduzir um mapa simplético que descreva o efeito do limitador

ergddico sobre as linhas de campo no equilibrio. O mapa de Viana perturbado é [32]

*

m—1
Tni1 =1, — bC <%’“> sen(m@,) (3.18)
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*

m—2
Op1 =0, —C (%) cos(md}), (3.19)
onde C' é uma constante adimensional,
2emga®

C = TG (3.20)

e (rr,0%) é a posigao da linha de campo imediatamente antes de passar pelo limitador e

(rna1,0n41) € a posigao da linha de campo imediatamente apds sair do limitador e, ainda,
e=1 h / I p-

O jacobiano desse mapa nao é unitario. Por isso, como ja comentado, vamos adotar o
mesmo procedimento feito para o mapa de equilibrio para torna-lo simplético.

Vamos considerar uma funcao geradora perturbada G, do tipo:
Gpert. = Gpert. (Tn—i-la 9;) (321)

Considerando a variagao angular mais relevante que a variacao radial, vamos adotar

a aproximacao 7, ~ r,41. Dessa maneira, obtemos:

Gpert. - /drn—l-len—l—l(rn—l—he;)- (322)
Logo,
% Ob T'n+1 %
Gpert. = 00141 — — ( b+ > cos (m@y). (3.23)
De r* = 8%§i”', obtém-se a evolugao da coordenada radial
mCb 7,1\ !

* _ Y. .24
Ty = Tp41 + —1 ( 2 ) sen(md) (3.24)

De 6,41 = %C:L‘ﬁ, a evolucao da coordenada poloidal

m—2
O = 0" — C (T”gl) cos (mh?). (3.25)

As Egs.(3.16), (3.17), (3.24) e (3.25) determinam o mapa de Ullmann perturbado.
Para a n-ésima interacao, com origem (r,,6,) na secao de Poincaré, obtemos a evolugao
toroidal da linha de campo (r},0") por meio das Eqgs.(3.16) e (3.17). Responsaveis por
descrever as linhas de campo na configuracao de equilibrio. Para obtermos um novo ponto
(rn+1,0n+1) na secdo, utilizamos as Eqs.(3.24) e (3.25) que descrevem a perturbagao na
linha de campo devido ao limitador ergodico.

Na Fig.(3.1) se¢bes de Poincaré sao mostradas para o mapa de equilibrio e perturbado,
para o caso em que a; = —0,02, ¢g(a) =5, m =5 e I, = 4000 A. Representamos o mapa

de equilibrio em coordenadas polares (normalizadas) X, = rcosf/b e Y, = rsenf/b,
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permitindo desa maneira visualizar o deslocamento das superficies magnéticas em relacao
ao eixo magnético, este descolamento é previsto pela equagao de Grad-Shafranov [5].

A se¢ao para o mapa perturbado pelo limitador esta representada em coordenadas
cartesianas (normalizadas), facilitando a visualizagdo das cadeias de ilhas. Adotamos
x=0/2r) ey = (b—r7)/b, e sempre que estivermos lidando com o mapa perturbado
representaremos as segoes de Poincaré dessa maneira. Para a criacao de Fig.(3.1b), seleci-
onamos por volta de 20 condicoes iniciais em um reta perpendicular ao eixo x e iteramos
cada condicao inicial até, no maximo, 5000 iteragoes.

Vemos que as principais cadeias formadas sao as cadeias 4/1, 5/1 (cadeia que es-
peravamos visualizar devido a perturbacao m = 5) e 6/1. Com uma cadeia /s, onde r
e s sao dois nimeros naturais, queremos dizer a formacao de uma cadeia composta por r

ilhas, onde as cadeias sao visitadas pulando-se s ilhas a cada iteragao.

- R —
0.8} -
0.8F ]
04f - — — — —
0.6F
53 0.0] |
04f O
0.8}
110 08 06 04 02 00 02 04 06 08 10 .
X, T
(a) Equilibrio. (b) Perturbado.

Figura 3.1: Segoes de Poincaré geradas pelo mapa de Ullmann nas situagdes de confi-
namento do plasma no equilibrio e perturbado. Para q(a) =5, m = 5, I;, = 4000 A e
a; = —0.02.

3.2.2 N anéis limitadores

Quais modificacoes devem ser feitas no mapa de Ullmann, se quisermos aplica-lo a um
limitador formado por N anéis? Antes de comecarmos as modifica¢oes, vamos estabele-
cer que os N anéis limitadores ficarao dispostos em intervalos toroidais A¢, igualmente
espagados. Onde A¢ = QW”

A primeira modificacao a ser feita é sobre a evolucao das linhas de campo na regiao en-
tre os anéis limitadores. Para isso, precisamos redefinir o mapa de equilibrio, considerando
agora a existéncia de mais de um limitador.

De,

B xdl=0 (3.26)
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temos que (no caso cilindrico):

dr B,

o 2
dz BO <3 7)
¢ 40 By(r)
o\T
- _ _ 28
dz rB, (3.28)

Como a componente radial do campo magnético de equilibrio é nula, concluimos da
Eq.(3.27) que a posi¢ao radial de uma linha de campo nao depende de z. Ou seja, a
posicao inicial (r, ) e final (r*,6*) de uma linha de campo entre dois limitadores conse-
cutivos é tal que r* = r. Integrando a equagao (3.28), obtém-se uma relacao entre 6 e
0*. Devido a insercao de mais anéis limitadores, devemos fazer a integracao no intervalo

[, ¢ + A¢|] (no caso de um tunico limitador integrariamos no intervalo [0, 27]). Assim

0* O+AP R.B ( )
do’ = S AN 3.29
/0 /¢ g (3.20)

onde utilizamos o fato que dz = Rod¢’. Logo, o mapa para a evolucao da linhas de campo
entre dois limitadores é:

rt=r (3.30)

2T
Nq(r)

Este mesmo mapa pode ser deduzido da funcao geratriz

0" =0+ (3.31)

G (*,0) = Or* + 27 / —. (3.32)

Conforme proposto em [40], para considerarmos o efeito toroidal vamos acrescentar um
termo de corregao na Eq.(3.32). Assim, a fungdo geratriz para o mapa com corre¢ao
toroidal fica determinada pela Eq.(3.33):

* * 1 S — r* : l
Gtor.(r 79) = Gcil.(r ,0) + N lz:;(ll (R—O) cos' 6. (333)

Essa expressao gera o mapa de equilibrio com correcao toroidal para linhas de campo que
sofrem um deslocamento toroidal Ag.

Usando as definigoes (3.34), (3.35) e fazendo a aproximagao a; = 0 para [ > 1

aG(tor.
= — (3.34)
* aG!tor.
0= (3.35)
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obtemos o mapa,

,
e —— 3.36
" 1-— %alsenQ ( )

2T 1
0" =40 — 0 37
+ N0 + qracosd, (3.37)

onde a; = a;/Ry.
Logo, partindo de uma posi¢ao X; = (7;,6;) na secao de Poincaré, devemos iterar o

mapa NN vezes, até retornarmos a uma nova posicao Xg = (7, 0y).

3.2.3 Mapa perturbativo

O objetivo em utilizar mais anéis limitadores é reproduzir uma perturbagao com modo
(m,n). Sabemos que esse tipo de perturbagao ocorre para fios (conduzindo corrente
elétrica) enrolados em torno do tokamak, de forma a darem m voltas poloidais e n voltas
toroidais, antes de se fecharem em si mesmos [42]. Sabemos ainda que uma perturbacao
de modo (m,n) ocorre na superficie magnética com fator de seguranca ¢ = m/n. E,

lembrando que

2w
q(r) 0 (3.38)
onde () é variagao poloidal da linha de campo numa volta toroidal. Temos que,
n
1(0) = 2m— 3.39
i(6) = 27 (3:39)

é o quanto um fio deveria girar na direcao poloidal, numa volta toroidal, para perturbar
a superficie com ¢ = m/n.

Agora, para emular esse mesmo efeito com N anéis, devemos impor uma defasagem
A, na variavel § do mapa de perturbacao, entre limitadores vizinhos. A defasagem é

dada pela expressao:

_27rn

A = ——. 3.40
N (3.40)

Portanto, a corre¢ao na varidvel § do mapa perturbativo é [32]
01 =06,+ A0 (3.41)

onde, j =1,..., V.
A expressao (3.41) pode ainda ser reescrita de um modo mais conveniente para o nosso

propésito:
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0; =0, + (j — 1)A0. (3.42)

Precisamos, agora, determinar o mapa para a perturbacao dos limitadores. A funcao
geratriz desse novo mapa pode ser obtida com o auxilio do mapa perturbativo de Viana
[32], a mesma que utilizamos ao deduzir o mapa de Ullmann, acrescida da defasagem po-

loidal que deve existir entre os limitadores, Eq.(3.41). Assim, as duas equagoes seguintes:

ry=r1; —bC (r_bj) : sen[m(0; + (j — 1)A0)] (3.43)
0;=0;-C (%)m_ cos[m(0; + (j — 1)A0)], (3.44)

representam um primeiro mapa perturbativo para cada limitador j, t.q. 7 = 1,2,..., N.

Onde (r},05) é a posigao da linha de campo que entra no j-ésimo limitador, e (r;,0;) a

posicao da linha de campo que sai do j-ésimo limitador.

Para que o mapa também seja conservativo, precisamos que ele derive de uma func¢ao

geratriz Gpert. (15,05). A fungdo geratriz que queremos, dado que 6; = 8%??”‘, pode ser
J

encontrada por meio de

Gert(11,07) = / dry6,(r;,07), (3.45)

se utilizarmos a equagao angular (3.44) e fizermos a aproximagao r; ~ 17 [40],

Obtemos assim,

. . b(C r.\m—1 . ]
Gert (1j,05) = 7 — ——— (3]) cos[m (6} + (j — 1)A0)]. (3.46)
Utilizando 7* = %, obtemos a coordenada radial. Ficamos assim, com

. bmC" /rj\m—1 . .

=t (EJ) sen[m(6; + (j — 1)A0)] (3.47)
e
* T m=2 * .

0;=0;-C <3> cos [m(0; + (j — 1)A0)]. (3.48)

Recapitulando, as Eqs.(3.36) e (3.37) tratam da evolugao das linhas campo na regiao
entre os limitadores e as Eqs.(3.47) e (3.48), do mapa perturbativo no j-ésimo anel. Uma
volta completa de uma linha de campo fica determinada ao iterarmos-a entre a secao
de Poincaré e o primeiro anel limitador, Eqs.(3.36) e (3.37) depois, pelo primeiro anel
limitador, Eqs.(3.47) e (3.48). Em seguida, basta repetir esse mesmo processo para todos
os outros trechos do tokamak, até que a linha de campo retorne ao plano que definimos
como nossa secao de Poincaré.

A Fig.(3.2b) mostra uma segao de Poincaré para o mapa de Ullmann perturbado por
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(a) Equilibrio. (b) Perturbado.
Figura 3.2: Mapa de Ullmann para dois anéis limitadores, a; = —0.02, g(a) = 4 e

(m,n) = (4,1) e I, = 4000 A.

um limitador ergédico, formado por dois anéis. Os parametros utilizados foram a; =
—0,02, g(a) =5, I, = 4000 A e 0o modo (m = 4,n = 1). Como era esperado, devido ao

modo de perturbacao utilizado, a principal cadeia de ilhas formada é a cadeia 4/1.

3.2.4 Discussao sobre o fator a;

Um modo alternativo, ao proposto por Ullmann, para determinar o valor do termo ay,
pode ser feito ao comparar o perfil do fator de seguranca, no equilibrio cilindrico com
correcoes toroidais, com o perfil do fator de seguranca numérico do mapa de Ullmann.

O fator de seguranga também pode ser determinado por [23]:

1 2 TB¢
- — [ . 4
o) = 5= | Tt (3.49)

Esse modo de determiné-lo é conveniente, por que permite considerar os efeitos da ge-
ometria toroidal, se levarmos em conta as corregoes nos campos magnéticos toroidal e
poloidal, respectivamente By e By. O campo By pode ser obtido por meio da lei de
Ampere, semelhante ao modo de obter o campo para um solenoide de comprimento 27 R.
Mas levando em consideracao que R = Ry + r cos .

Assim, a expressao corrigida para intensidade do campo magnético toroidal é

By

By=——""—.
¢ 1+RLOCOSG

(3.50)

I o
Onde By = ;SR‘; , sendo I, a corrente elétrica da coluna de plasma.
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A corregao no campo By é obtida de forma semelhante [43]:

By

= 3.51
1+Riocosﬁ ( )

By

Entao, considerando as Eqs.(3.50) e (3.51), o fator de seguranga cilindrico com corregoes
toroidais fica determinado pela Eq.(3.49). Na Fig.(3.3), comparamos o perfil do fator de
seguranga, obtido por meio dessa integral (linha em vermelho), com o perfil do fator de

seguranca para o mapa de Ullmann no equilibrio, Eqs.(3.36) e (3.37), para diferentes

valores de a;.

? ! | ! I ! | ! I

LN
I
ola)

q(a)

e Integracao
11— a, = -0.02 1
I a; =-0.04 ——

a, = -0.06
0 ' 4 ) .

0 0.05 0.1 0.15 0.2
r(m)

Figura 3.3: Comparagao entre o perfil do fator de seguranca obtido por integracao e
numericamente, através do mapa de Ullmann, para diferentes valores de a;.

O valor de a; que melhor se ajusta ao mapa é a; = —0, 04, idéntico ao encontrado por
Ullmann, utilizando parametros do tokamak TBR [17]. Mas as simulagdes que fizemos
utilizando esse resultado levaram a secoes de Poincaré com linhas invariantes senoidais
bastante acentuadas na borda do tokamak, onde o escape das particulas era muito rapido,
da ordem de uma iteracao. Essa escolha de a; seria inconveniente para a andlise que pre-
tendiamos fazer, além de nao condizer com outros resultados ja apresentados na literatura.
Optamos, devido aos motivos citados, modificar o valor para a; = —0.02. As simulagoes

com esse novo valor mostraram-se em maior alinhamento com a literatura.
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A conclusao da discussao aqui levantada é que, talvez, seja necesséario reconsiderar o

valor a; quando o mapa de Ullmann for aplicado para diferentes tokamaks.

3.3 Fator de seguranca numeérico

Dado o mapa de Ullmann, podemos determinar o fator de seguranga para uma linha de
campo pela Eq.(3.52) [32] [44]. A intui¢do por trds desse método esta no fato que, se
tomarmos o inverso da média da variacao da coordenada 6 em relacao ao nimero de
voltas toroidais 2w /N, onde N é o ntimero de interacoes, obteremos uma boa aproximacao

para ¢, caso N — oo.

. 2N
q= A}lm ~
=00 % 1 (0541 — 0;)

Para cada linha, o método pode convergir ou nao. Caso convirja para um nuimero

(3.52)

racional, significa que a linha de campo é regular e esta sobre um toro racional ou trata-
se de uma ilha magnética. Se convergir para um numero irracional, esta sobre um toro
KAM. Caso nao convirja, a linha de campo é cadtica.

Para a secao de Poincaré apresentada na Fig.(3.2b), escolhemos duas érbitas que
podem ser vistas nas Figs.(3.4b) e (3.4d), e calculamos seu ntimero de rotacao w = 1/q
pelo método definido em Eq.(3.52).

Para a cadeia de ilhas, rapidamente houve convergéncia para w = 0,2. J4 para a linha
cadtica (iteramos até que ela atingisse a parede do tokamak), ndo houve convergéncia,
ver Fig.(3.4c). Até existe uma aparente convergéncia, causada pelas cadeias de ilhas
localizadas na regiao onde a linha de campo transita Fig.(3.4d), mas ¢ diferente do com-
portamento observado para linhas de campo que realmente convergem, Fig. (3.4a). Além
disso, como veremos no final deste capitulo, essa linha tem um uma padrao de espectro

de Fourier completamente diferente de uma linha de campo regular.

3.3.1 Aprisionamento das linhas de campo

O espago de fase de um sistema Hamiltoniano nao é uniforme [45], ha regides com arma-
dilhas dinamicas que fazem com que certas trajetérias passem um longo tempo, porém
finito, em uma porcao limitada da secao de Poincaré. Uma das razoes dessa nao unifor-
midade acontece no entorno das cadeias de ilhas. O aumento da perturbagao no sistema
leva a quebra dos torus KAM que circundam a cadeia de ilhas, dando origem a cantori.
Dé-se o nome de cantori ao conjunto infinito de pontos que sao invariantes no sistema
(conjunto de cantor), mas que nao dividem o espago de fase em duas dreas sem passagem
de uma para a outra [39] [46].

Cantori sao como orbitas periddicas de periodo infinito, com um nimero infinito de
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Figura 3.4: Linhas de campo regulares possuem um nimero de rotacao bem definido,
Fig.(3.4a). Enquanto que linhas cadticas nao, Fig.(3.4c).

espagos (gaps) [46]. Quanto mais perto um cantori estd de uma ilha mais estreitos sao
esses espagos, fazendo com que o tempo de permanéncia nessa regiao aumente. Isso
explica a concentracao de pontos na regiao imediatamente proxima a fronteira das ilhas.

Para o nosso caso, o efeito do aprisionamento das linhas de campo pelas cadeias de
ilhas leva a uma pseudo convergéncia, quando calculamos o nimero de rotagao por meio
de Eq.(3.52). Como a linha passa um grande nimero de interagoes ao longo das cadeias de
ilhas, um grafico da evolucao do método, a cada iteragao, sugere que haja convergeéncia.
Um exemplo dessa situagao é mostrado na Fig.(3.5a), onde escolhemos uma trajetéria
cadtica préxima a cadeia de ilhas 5/1 e a iteramos até a linha ter atingido a parede do
tokamak.

A linha de campo contorna a cadeia de ilhas 5/1, como se ela prépria fizesse parte da
cadeia. Isso explica uma tendéncia de convergéncia da ilha de campo, como pode ser visto
na Fig.(3.5b). Mas préximo a iteracao N = 15000, a linha de campo escapa da cadeia de

ilhas fazendo com que a convergéncia deixe de existir, como pode ser visto na Fig.(3.5¢).
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Figura 3.5: Na figura (a) é representado a linha de campo (em vermelho) aprisionada pela
cadeia 5/1, para (m = 5,n = 1), q(a) = 5 e I, = 4000. Nas figuras (b) e (c) é mostrado
o calculo numérico do nimero de rotagao.

No capitulo 4 voltaremos a discutir o aprisionamento das ilhas magnéticas e veremos

sua relacao com os padroes de escape formados na parede interna do tokamak.

3.4 Transformada de Fourier

Um outro modo de analisar a natureza de uma trajetoria, entre regular ou cadtica, pode
ser feita por meio do calculo do espectro de poténcia que é determinando pelo médulo
ao quadrado da transformada de Fourier. Trajetérias regulares possuem um espectro
de poténcia discreto, enquanto que trajetdrias cadticas possuem espectro continuo [47]
[48]. Os espectros de poténcia das linhas de campo, para as Figs.(3.4b) e (3.4d), foram

calculados por meio da transformada de Fourier discreta [49]
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S(wn) = 5= Y fk)en. (3.53)

Onde f(k) = zyr é o produto das coordenadas retangulares do mapa de Ullmann para a
k — éstma iteragao, t, = k e w, € a frequéncia angular,
2mn
W = —5 (3.54)

n=0,1,2,..,2N —1 e T = 2N é o nimero (par) total de iteragoes.

Na Fig.(3.6a) é apresentado o espectro de poténcia para a cadeia de ilhas da Fig.(3.4b),
o resultado é um espectro discreto, com um pico méximo em w = w, (frequéncia prin-
cipal) que é igual ao nimero de rotagao da ilha. Ainda nessa figura, podemos ver uma
frequéncia multipla de w,, em w = 0,4, e duas outras frequéncias em ambos os lados
da frequéncia principal, determinadas pelas combinagcoes lineares da frequéncia principal
mais a frequéncia secundaria ws.

Ja na Fig.(3.6b) estd o espectro de poténcia para a trajetdria cadtica, Fig.(3.4d),
como esperado o espectro é continuo. O pico que aparece para w = 0,25 deve-se ao
grande numero de iteragdes que a linha de campo passa ao redor da cadeia de ilhas 4/1.

Optamos por plotar o espectro de poténcia em funcao de w = Z. por conveniéncia.
T7
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Figura 3.6: Espectro de poténcia para a cadeia de ilhas e a trajetéria cadtica das
Figs.(3.4b) e (3.4d), respectivamente.
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo analisamos o escape das linhas de campo em configuragoes bem especificas.
Nessas configuracoes, a borda do plasma e a regiao entre esta e a parede do tokamak estao
tomadas por caos e cadeias de ilhas, sem a presenca de superficies magnéticas inteiras.
Utilizamos a palavra escape para referirmos a situagao em que uma linha de campo atinge
a parede do tokamak, também usamos como sinénimos de escape as palavras fuga e perda.

A motivacao por esse tipo de configuracao ¢é a existéncia de linhas de campo préximas
a parede do tokamak com grandes comprimentos de conexao e que chegam, até mesmo, a
atingir a regiao do plasma. Nesse caso as particulas, que seguem essas linhas de campo,
estao altamente energéticas no momento em que escapam. QOutra motivacao estd no
fato de haver configuracoes onde o limitador ergddico, responsavel, a priori, em tornar
homogéneo o escape das linhas de campo nao cumpre seu papel, fazendo com que haja
regioes da parede mais atingidas que outras pelas particulas. Estd ai formado um cenario
indesejado. Particulas altamente energéticas com escape concentrado em certas regioes
da camara toroidal.

O presente capitulo estd dividido em trés partes. Na primeira mostramos exemplos
de linhas de campo aprisionadas e na segunda os padroes de escape. Por fim, na terceira
parte, mostramos resultados que sustentam uma conjectura sobre o aprisionamento das

linhas de campo nas cadeias de ilhas proximas a borda do plasma.

4.1 Orbitas aprisionadas

Escolhemos o modo de perturbacao e a corrente perturbativa como (5,1) e I, = 4000 A,
respectivamente. Algumas segoes de Poincaré, com diferentes valores de q(a), foram
obtidas. Como o fator de seguranca ¢ inversamente proporcional a corrente de plasma,
ao variarmos q(a), também variamos a razao perturbativa e = 5 /i,. Este procedimento
resultou no conjunto de segoes de Poincaré mostradas na Fig.(4.1).

Conforme a variagdo de q(a), novas ilhas surgiram na regido abaixo das superficies

magnéticas nao destruidas. Por exemplo, a cadeia 4/1, na Fig.(4.1a), passa a aparecer
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na regiao caética a partir da Fig.(4.1c). O deslocamento das cadeias de ilhas, devido a
variagao de q(a), ao longo da segao de Poincaré e sua relacdo com as drbitas aprisionadas
sera relevante para os resultados mostrados futuramente, quando abordarmos, no final
deste capitulo, a conjectura sobre o aprisionamento das linhas de campo cadticas na
borda do plasma.

Motivados pela busca de linhas de campo que levam um longo tempo para escapar,
representamos em vermelho, ainda na Fig.(4.1), as linhas com o maior comprimento de
conexao, que partem da parede do tokamak e para 1a retornam. Essas linhas foram es-
colhidas como sendo aquelas que possuem o maior comprimento de conexao, entre 10°
condicoes iniciais, com intervalos iguais de separacao, partindo da parede do tokamak.
Denominamos comprimento de conexao N, o niimero minimo de iteragoes do mapa sufi-
ciente para que uma linha de campo, com condi¢ao inicial na parede do tokamak, retorne
a parede. Nas secoes de Poincaré apresentadas, nota-se que as 6rbitas em vermelho estao

sempre associadas a alguma cadeia de ilhas.

09 02 04 0.6 08 10 0005 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

(c) q(a) = 4,0. (d) g(a) = 3,916.

Figura 4.1: Segoes de Poincaré para diferentes valores de g(a), I;, = 4000 A e (m = 5,n =
1). Em vermelho estao as linhas com maior comprimento de conexao.
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Para obter uma nogao mais clara da influéncia de g(a) sobre as linhas de campo, um
diagrama de comprimento de conexao fora criado.

Nesse diagrama, o eixo horizontal marca os valores assumidos por ¢(a) e o eixo verti-
cal a coordenada z na parede do tokamak. Para cada valor de ¢g(a) fixado, 1000 pontos
distribuidos de forma homogénea na parede do tokamak, isto é, em y = 0, foram conside-
rados como condigoes iniciais. Cada condicao inicial foi iterada por até 16 vezes, e uma
cor foi atribuida conforme seu comprimento de conexao. Em amarelo estao as condigoes
iniciais que nao escaparam nas 16 primeiras iteracoes, ver Fig.(4.2).

Alguns fatos interessantes foram obtidos dessa simulacao. Certas regices da parede
sofrem modificagoes no comprimento de conexao, conforme q(a) varia. Por exemplo, para
r = 0,2. Em contrapartida, outras possuem o mesmo comprimento de conexao, por
exemplo para x = 0,7. Ha, também, a presenca de estruturas em formato “bumeran-
gue”, que sao conhecidas da literatura e que foram obtidas por meio de outros mapas ou
experiéncias fisicas [12] [15] e o nimero de faixas horizontais coincide com o valor m do

modo de perturbagao (m,n) [15].

1.0

0.8

0.6

04

Figura 4.2: Comprimento de conexao, N, na parede do tokamak em funcao de ¢(a).

Apo6s a investigagao da relagao entre g(a) e IV, voltamos nossa atenc¢ao para os casos

isolados apresentados na Fig.(4.1). Utilizamos o célculo do nimero de rotagao a tempo
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finito, ver Eq.(4.1), para determinar o niimero de rotagao das linhas de campo em destaque
na Fig.(4.1).

S (61— 6;)
2k

O calculo do nimero de rotagao a tempo finito é semelhante ao definido com o uso

Wy = (4.1)

da Eq.(3.52). A diferenca esta no fato de considerarmos a trajetéria da linha de campo
em partes. Dada uma linha cadtica, ao invés de considerarmos N, como o limite da
somatoria, consideramos k < N, iteracoes consecutivas. E justificdvel o uso do célculo
do ntumero de rotagao a tempo finito, ja que linhas de campo cadticas nao possuem um
ntumero de rotagao bem definido e, portanto, o uso de Eq.(3.52) nao faria sentido.

Na Fig. (4.3), estd representado o nimero de rotagao a tempo finito para cada intervalo
contendo k = 500 iteragoes da trajetdria selecionada (a linha em vermelho, ligando os
pontos, serve apenas para guiar os olhos durante a leitura dos resultados). Isso permitiu
identificar em qual cadeia de ilhas a érbita fica ‘presa’ — sao as regioes onde hé a formagcao
de patamares. — Permitiu também estimar o momento em que a linha de campo é
aprisionada — primeiro ponto obtido no patamar. — Assim como o momento em que ela
escapa do aprisionamento — 1ltimo ponto obtido no patamar.

Na Fig.(4.3a) a linha fica presa pela cadeia de ilhas 5/1, leva menos que 1000 iteragoes
para alcangar o entorno da cadeia e quando de la escapa, rapidamente atinge a parede
do tokamak. Os resultados para as Figs.(4.3b) e (4.3c) s@o parecidos. As diferengas sao
apenas o menor numero de iteragoes gastas, até que ocorra o aprisionamento das linhas,
e o fato do aprisionamento acontecer na cadeia 21/5, para a Fig.(4.3c).

Porém, na Fig.(4.3d) a dinamica ¢ significativamente diferente dos demais casos. Pois,
tanto a atracao quanto o escape demoram mais a acontecer e em comparacao com 0s
casos anteriores, a trajetoria demora mais para atingir a cadeia responsavel pelo seu
aprisionamento, por volta de 18000 iteracoes, e quando escapa leva um tempo, também,
maior para atingir a parede do tokamak, que nos exemplos anteriores. Além disso, entre
a iteracao da primeira atragao (aprisionamento) até o seu retorno a parede do tokamak,
a linha ora estd circundando a cadeia de ilhas 4/1, ora nao.

Para auxiliar na interpretacao dos resultados obtidos com o nimero de rotacao a
tempo finito, criamos isoladamente a secao de Poincaré para a trajetéria correspondente
a Fig.(4.3a) e destacamos alguns de seus pontos durante a evolugao toroidal. Os pontos
em vermelho representam as primeiras iteragoes e os em amarelo uma pequena fracao da
regiao com aprisionamento.

Por fim, nesta tltima parte da se¢ao apresentamos como os comprimentos de conexao
das linhas de campo estao distribuidos ao longo da parede do tokamak e por quais regioes
essas linhas escapam.

Para obter os graficos mostrados na Fig.(4.5), 10° condigoes iniciais foram definidas na
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Figura 4.3: Numero de rotagao a tempo finito, calculado a cada 500 iteragoes, para as
linhas em destaque da Fig.(4.1).

parede do tokamak. Essas condigoes foram escolhidas de forma homogénea, e cada uma
delas foi iterada até que retornasse a parede do tokamak. No eixo vertical esta registrado
o comprimento de conexao para cada uma dessas condigoes iniciais.

Conforme o valor definido para ¢(a), mais ou menos regides apresentaram condigoes
iniciais com grandes comprimentos de conexao. Por exemplo, na Fig.(4.5a) ha apenas
um pico na regiao proximo a x = 0,2, mas nas Figs.(4.5¢) e (4.5d) hé cinco regides com
picos. Nota-se também que, nas quatro situacoes apresentadas, as regioes com N, = 1,
ou seja, casos em que a linha de campo escapa na primeira volta toroidal, sao basicamente
as mesmas. Ha ainda pequenas regioes onde o comprimento de conexao é constante para
certos intervalos de .

Uma ampliacao da Fig.(4.5¢) foi feita na regidao em torno do segundo pico, contado
da direita para a esquerda. Apesar dessa regiao com grande comprimento de conexao
ser pequena, quando fizemos ampliagoes percebemos a existéncia de uma estrutura, ver
Fig.(4.6).

Na Fig.(4.2) vimos como o comprimento de conexdo na parede do tokamak muda
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Figura 4.4: Linha de campo em destaque da Fig.(4.1a). Os pontos em vermelho e amarelo
sao, respectivamente, os pontos das primeiras iteragoes e alguns dos pontos aprisionados
pela cadeia de ilhas 5/1.

com (a). Fizemos o mesmo procedimento na Fig.(4.7), s6 que agora nao olhamos para
o comprimento de conexao, mas sim para a regiao de saida de cada linha de campo
magnético. Para isso, dividimos o perimetro circular do raio menor do tokamak em 10
partes iguais e associamos uma cor a cada uma dessas saidas. A saida pela qual certa
regiao de condigoes iniciais escapa, modifica-se conforme q(a) varia.

Investigamos nesta segao a existéncia de érbitas com grande N, e sua relagao com g(a).
Verificamos como a varigdo de ¢g(a) pode influenciar no escape dessas linhas de campo.
Na préxima secao, examinaremos como ocorre o escape das linhas em toda a regiao de
influéncia do limitador ergddico e seus padroes de escape. O assunto sobre transicoes de
cadeias de ilhas, comentado brevemente aqui, voltara a ser discutido na parte final deste

capitulo.

4.2 Padroes de escape

Na secao anterior, apesar de interessados na influéncia do limitador ergddico sobre as

linhas de campo, restringimos a nossa atengao somente as linhas de maior comprimento de
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Figura 4.5: Distribui¢ado dos comprimentos de conexao, para diferentes valores de q(a),
com condigoes iniciais na parede do tokamak.

conexao. Diferentemente, nesta secao apresentaremos os resultados relacionados com toda
a regiao cadtica préoxima a parede do tokamak. Essa regiao, como ja citada anteriormente,
é fortemente influenciada pela atuacao do limitador ergddico.

Por isso, das se¢oes de Poincaré mostradas na Fig.(4.1), selecionamos os casos ¢q(a) =
5,0 e g(a) = 4,0 para mostrar por qual regido da parede do tokamak cada condigao
inicial escapa e qual o tempo de escape para cada uma das condigoes iniciais. Isso possi-
bilitou um primeiro entendimento tanto do padrao de escape quanto da distribuicao dos
comprimentos de conexao sobre a parede interna do tokamak.

Damos o nome de tempo de escape 7. ao nimero de iteracoes necessarias para que
uma linha de campo, com condicao inicial na regiao interna a parede do tokamak, atinja
a parede. Ao longo dessa secao faremos referéncias diversas vezes a 7. grande e pequeno.
Como isso queremos dizer que a ordem de grandeza ¢ de 10? para 7. pequeno e 103, ou
mais, para 7, grande.

As bacias de saida (conjunto de condi¢des iniciais na se¢ao de Poincaré com linhas

de campo escapando por uma mesma regiago do tokamak) apresentadas na Fig.(4.8) foram
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Figura 4.6: Ampliagoes sucessivas de uma parte da Fig. (4.5¢).

criadas ao tomarmos uma grade de condicoes iniciais, contendo 10° pontos, na regiao
entre a parede do tokamak e a primeira superficie magnética nao destruida. Para cada
condicao inicial, iteramos o mapa até a linha de campo escapar ou atingir o maximo
de 6000 iteracoes. Em amarelo estao tanto as trajetérias que escaparam na iteracao de
nimero 6000, quanto aquelas que nao escaparam. J& para as Orbitas que escaparam,
outras cores foram atribuidas conforme a regiao da parede do tokamak. As regides de
saida para as linhas de campo foram definidas por meio da divisao da parede em trés
arcos de circunferéncia idénticos, com uma cor representando cada regiao.

Os resultados obtidos exemplificam as situagoes mais comuns encontradas, por nds,
ao explorarmos as bacias de saida das linhas de campo. Sao duas as situagoes. Uma
representada pela Fig.(4.8a), onde ha a existéncia de duas regides com estruturas diferen-
tes. Uma regiao, a mais préxima a parede do tokamak, as fronteiras entre as bacias sao
bem definidas. A outra, mais distante da parede do tokamak e mais proxima a cadeia de
ilhas mais interna, possui uma estrutura mais complexa e sem fronteiras bem definidas.
Adiante faremos uma exploracao maior dessa ultima regiao.

A segunda situagao, representada pela Fig.(4.8b), difere da primeira apenas pelo fato
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Figura 4.7: Bacias de saida, com 10 intervalos de escape indicados na escala de cores,
para linhas de campo com condigbes iniciais () na parede tokamak. Em amarelo estao
as orbitas que nao escaparam.

da regiao mais interna, onde a perda de linhas de campo que ocorre por diferentes bacias
para o caso da Fig. (4.8a), passa a ocorrer por uma tnica bacia.

Retornando a regido sem fronteiras bem definidas da Fig.(4.8a), mencionada anteri-
ormente, definimos nela um retangulo e fizemos ampliagoes sucessivas da area por ele
delimitada, ver Fig.(4.9). Pelos resultados obtidos e em comparagao com os resultados da
referéncia [50], essa regiao aparenta possuir estrutura fractal.

Nota-se ainda que ha uma mistura dessa regiao possivelmente fractal, com uma regiao
similar aquela que surge proxima a parede do tokamak. Isto é, coexistem nessa regiao os
dois tipos de estruturas. Enquanto que as regioes mais externas das Figs.(4.8b) e (4.8a)
nao sugerem a existéncia mutua de regides com e sem fronteiras bem definidas.

Além das bacias de escape, investigamos o tempo de escape das linhas de campo na
regiao das secoes de Poincaré consideradas nos exemplos anteriores.

Novamente tomamos uma grade com 10° condicoes iniciais, na regido entre a parede do
tokamak e a primeira superficie magnética nao destruida, onde iteramos cada condig¢ao

inicial por, no maximo, 6000 vezes e atribuimos uma cor conforme o valor de 7.. Em
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Figura 4.8: Bacias de escape para dois valores diferentes de ¢(a), mostrando os padroes
mais comuns encontrados. Em amarelo estao as condigoes que nao escaparam, as outras
cores representam cada um dos trés intervalos em que a parede do tokamak foi dividida.

amarelo estao as condigoes iniciais de 6rbitas que nao escaparam apos 6000 iteragoes. Das
Figs.(4.10a) e (4.10c) nota-se que ha duas regides bem distintas. Uma com escape rapido,
localizada proxima a parede do tokamak e com fronteiras bem definidas. E outra, com
escape lento, predominante na regiao mais proxima as primeiras superficies magnéticas
nao destruidas e sem possuir fronteiras bem definidas.

Esses resultados quando comparados com as bacias de saida, sugerem que as regioes
com tempo de escape pequeno estejam associadas com as regides das bacias de saida
com fronteiras bem definidas. Enquanto as regioes com tempo de escape grande, com as
regioes de fronteiras complexas, aquelas possivelmente fractais.

Devido a grande diferenca que pode haver entre os tempos de escape de duas érbitas
na regiao de atuacao do limitador ergddico, em um primeiro momento a regiao com escape
rapido parece nao apresentar nenhum tipo de estrutura. Como se nessa regiao, todas as
condicoes iniciais possuissem o mesmo comprimento de conexao, ver regiao em escuro nas
Figs.(4.10a) e (4.10c). Entretanto, se reduzirmos o nimero méaximo de iteragoes para 15,
veremos que nessa regiao também h&d uma estrutura, onde as regides com niumeros de
escapes diferentes possuem fronteiras bem definidas, ver Figs.(4.10b) e (4.10d).

Em seguida, fizemos uma ampliacao nas regioes com escape rapido e lento das fi-
guras anteriores. O padrao em relacao as fronteiras se mantém. Mas somente com as
ampliagoes foi possivel perceber que, mesmo na regiao onde as linhas escapam lenta-
mente, Figs.(4.11a) e (4.11c), hd também regides com escape réapido. Porém, o mesmo
nao acontece com a regiao de escape rapido. Apesar de ampliarmos a imagem, nao vi-
mos o aparecimento de condigoes iniciais com grande tempo de escape, ver Figs.(4.11b) e
(4.11d).

Para melhor visualizar as regides com escape rapido que aparecem nas Figs.(4.11a)

e (4.11c), refizemos as simulagoes utilizando valores menores para o limite de iteragoes.
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Figura 4.9: Ampliacoes sucessivas das bacias de escape da Fig. (4.8a) numa regiao sem
fronteiras bem definidas.

Permitindo, assim, visualizar as regioes com pequeno 7, existentes na regiao onde o escape
¢ predominantemente lento, ver Fig.(4.12).

Os 1ltimos resultados voltam a reforcar a ideia de duas regioes distintas na regiao
cadtica, uma contemplada por escape réapido, sem a presenca de estrutura fractal. E
outra dominada majoritariamente, mas nao unicamente, por condicoes iniciais com grande
tempo de escape e possivelmente com estrutura fractal.

Motivados pelo efeito prejudicial que as linhas de campo cadticas com valores grandes
de 7. podem exercer sobre o confinamento do plasma, investigamos isoladamente o escape
dessas linhas na regiao em que ficam aprisionadas pelas cadeias de ilhas.

Na Fig.(4.13), cerca de 1000 condigoes iniciais foram escolhidas em um retangulo
muito pequeno, formado por pontos em vermelho, na regiao onde ha aprisionamento para
as segoes de Poincaré com ¢(a) = 4,706 e g(a) = 4,0, Figs.(4.1b) e

inicial foi iterada até atingir a parede do tokamak. Isso permitiu visualizar que o escape

(4.1c), cada condigao

dessas linhas de campo ocorre, somente, em certas regioes da parede.

Portanto, a fuga das linhas de campo com grande tempo de escape, em geral, nao estao
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Figura 4.10: Relacao entre o comprimento de conexao e as fronteiras formadas.

permitidas a ocorrer por qualquer lugar do tokamak. A regiao com perda rapida das linhas
de campo funciona como um obstaculo, impedindo a fuga das linhas com stickiness em
certas regioes do parede.

Até este ponto as andlises, feitas sobre as linhas de campo sob influéncia do limitador
ergddico magnético, foram de carater qualitativo. Porém, nesta tultima parte da secao
fizemos uma abordagem quantitativa da distribuicao das linhas que atingem a parede do
tokamak e do tempo de escape dessas linhas. Pois, se tivermos informagoes da porcen-
tagem de linhas que estao escapando por certa regiao e quais os possiveis valores de 7,
que podem acorrer nessa regiao, podemos determinar se o padrao de escape causado pelo
limitador é mais ou menos desfavoravel.

Assim, utilizamos os casos ¢(a) = 4,706 e q(a) = 4,0 para obtermos informagoes da
distribuicdo de 7, e da porcentagem das linhas que escaparam. Nas Figs.(4.14a) e (4.14c¢),
para cada condi¢ao inicial das segoes de Poincaré com ¢(a) = 4,706 e g(a) = 4,0, foi
determinado um numero muito grande de condicoes iniciais na regiao entre a parede do
tokamak e a primeira superficie magnética nao destruida. Para cada condigao inicial o
mapa foi iterado por, no maximo, até 20000 vezes. Do conjunto de linhas de campo que

escaparam, calculamos a porcentagem daquelas que atingiram cada um dos 360 setores
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Figura 4.11: Ampliacao das Figs. (4.10a) e (4.10c), nas regides com grande e pequeno
comprimentos de conexao.

circulares em que foi divido a se¢ao circular do vaso toroidal.

Os resultados mostram que os locais de fuga das linhas de campo ficam concentrados
em certas regioes da parede, que coincidem com os canais de escape. Basta comparar a
localizac¢@o dos picos no eixo = das Figs.(4.14a) e (4.14c), com a regido em que os canais
de escape interceptam o eixo x nas Figs.(4.13a) e (4.13b). Um outro resultado, até certo
ponto inusitado, foi o fato de haver regioes da parede do tokamak onde o escape ¢é nulo.

Em seguida, sempre buscando relacionar as regioes de escape com os tempos de escape,
olhamos para os valores de 7. das linhas que escapam por cada um dos 360 setores,
Figs.(4.14b) e (4.14d). Vimos que os maiores tempos de escape coincidem com as regioes
onde acontecem os picos nos graficos das porcentagens. Reafirmando a constatagao de
que as linhas de campo, que sao aprisionadas pelas cadeias, escapam somente por certas
regioes da camara.

As figuras mostram ainda que as regioes por onde saem as linhas com os maiores 7, sao
as regioes com maior incidéncia de linhas de campo. Enquanto, as regioes com pequeno
7. sao melhores distribuidas.

Nesta secao analisamos as regioes de fuga e o tempo de escape das linhas de campo
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Figura 4.12: Reprodugao das figuras (4.11a) e (4.11c) considerando um valor menor de
iteragao maxima.

entre a parede do tokamak e a primeira superficie magnética nao destruida. Foi observado
a existéncia de duas regioes diferentes no mar de caos. Uma com escape rapido que
forma bacias de fronteiras bem definidas. E outra com escape lento, formando bacias
com estrutura aparentemente fractal. Observou-se, também, que as linhas de campo
na regiao com aprisionamento escapam somente por certas regioes da camara toroidal.
Conhecidas na literatura como canais de escape [15]. A anélise qualitativa da influéncia
do limitador no escape das particulas evidéncia que, do ponto de vista do actiimulo de
particulas altamente energizadas na parede do tokamak, configuracoes dos parametros do
mapa de Ullmann podem levar a situagoes com influéncia negativa maior ou menor, por

parte do limitador ergédico.

4.3 Conjectura de Kroetz

As secoes de Poincaré mostradas no inicio da primeira secao deste capitulo, leva-nos a
supor que exista uma relagao entre as linhas de campo com grande comprimento de co-

nexao, as cadeias de ilhas na regiao cadtica, proximas as primeiras superficies magnéticas
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Figura 4.13: Canais de saida para as érbitas com origem (pontos em vermelho) na regiao
com aprisionamento.

nao destruidas, e o fator de seguranca na borda do plasma q(a).

Por isso, para cada ¢(a) no intervalo que consideramos nas simulagdes anteriores,
selecionamos a linha com maior comprimento de conexao, entre 10° condicdes iniciais,
igualmente distribuidas, na parede do tokamak. Em seguida calculamos seu espectro de
poténcia, plotando no eixo vertical a frequéncia w correspondente ao maior valor do seu
espectro.

Obtivemos, assim, o diagrama apresentado na Fig.(4.15). A distribui¢ao dos pontos
em patamares esta relacionada com a existéncia de certas cadeias de ilhas magnéticas.
Para comprovar essa relacao, selecionamos algumas linhas de campo correspondentes aos
principais patamares. A origem de cada uma das flechas, na figura, marca os pontos
selecionados. Enquanto os valores, para os quais as flechas apontam, sao o inverso do
nimero de rotacao das cadeias de ilhas onde essas trajetorias ficam aprisionadas. Para os
casos considerados houve equivaléncia entre o niimero de rotacao da cadeia de ilhas e a
frequéncia maxima do espectro de poténcia. Para fazer essa comparacao é preciso lembrar
que w = 1/q.

As segoes de Poincaré para os casos considerados sdo mostradas na Fig.(4.16). Em
destaque, na cor vermelha, aparecem as orbitas selecionadas pelo método.

Por meio do diagrama, podemos afirmar que em geral as linhas com grande compri-
mento de conexao, encontradas nas investigacoes ocorrem devido a existéncia de cadeias
de ilhas magnéticas que aprisionam as trajetérias por varias voltas toroidais.

Os patamares no diagrama surgem porque, para varias das trajetdrias suas frequéncias,
correspondentes ao maior espectro de poténcia, coincidem. Porém, isso acontece quando
h& uma mesma cadeia de ilhas aprisionando essas linhas por um longo tempo, fazendo
com que seus espectros tenham um pico maximo na frequéncia que coincide com o niimero

de rotacao da cadeia de ilhas.
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Figura 4.14: As figuras (a) e (c) mostram a porcentagem de linhas de campo que escapa-
ram por cada regiao da parede do tokamak. J4 as figuras (b) e (d) mostram os diferentes
valores de comprimentos de conexao das linhas de campo que por essas regioes escaparam.
Cada condicao inicial foi iterada, por no maximo, 20000 vezes.

O diagrama também mostra que dependendo do intervalo em que q(a) é variado, a
cadeia responsavel pelo aprisionamento alterna-se com uma outra. E o caso de q(a) no
intervalo [4, 4, 5] para as cadeias (5/1) e (13/3).

Na referéncia [15], Kroetz interessado em diferenciar as cadeias de ilhas responséveis
pelo aprisionamento daquelas responsaveis pelos canais de escape, apresentou o método
utilizado nesta secao, mostrando resultados, semelhantes com aqueles por nés obtidos,
para o caso de um perfil de fator de seguranca nao monotonico.

Enfim, nesta tltima secao mostramos o papel fundamental das cadeias de ilhas, proximas

as superficies magnéticas, no aprisionamento das trajetérias cadticas.
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Capitulo 5
Conclusoes

Nesta dissertacao, analisamos os padroes de escape, em tokamaks, das linhas de campo
magnéticas decorrentes da acao de um campo perturbativo, sobreposto ao campo de
equilibrio na borda do plasma. Como perturbagao, consideramos o campo gerado por
uma corrente elétrica de um limitador ergddico, formado por anéis de largura muito
menor que o comprimento do tokamak.

Em nossas simulagoes, o campo de equilibrio esteve sob efeito ressonante de um limita-
dor composto de dois anéis. Essa configuracao magnética foi descrita por uma adaptacao
do mapa simplético de Ullmann, que gera as interseccoes das linhas de campo magnético
com uma sec¢ao do tokamak perpendicular ao eixo magnético, a cada volta toroidal. Neste
modelo, cada linha percorre o espacgo entre os anéis do limitador apenas sob a acao do
campo magnético de equilibrio. Mas ao atingir a posicao de um anel, sofre uma per-
turbagao impulsiva causada pelo campo magnético perturbativo.

O cerne da pesquisa é exposto ao longo dos capitulos trés e quatro. No capitulo trés,
propomos uma extensao do mapa de Ullmann, originalmente proposto para um anel, para
simular as linhas de campo sob agao de um limitador ergédico formado por dois anéis.
Essa modificagdo permitiu selecionar um modo perturbativo (m,n), diferentemente do
caso para um unico anel, com um nimero poloidal m, mas sem ntmero toroidal n definido.

Ainda neste capitulo, discutimos como escolher a expansao de primeira ordem da
funcao geratriz, que descreve a correcao toroidal na aproximacao de tokamaks com grande
razao de aspecto.

No capitulo 4, apresentamos os resultados das simulagoes em trés se¢oes. Na primeira
discutimos a existéncia de orbitas cadticas com grande comprimento de conexao. Vimos
que, em geral, elas estao relacionadas com cadeias de ilhas, na borda do plasma, proximas
as primeiras superficies magnéticas externas nao destruidas. Observamos que a variagao de
q(a), fator de seguranga na borda do plasma, dentro do intervalo considerado, influencia
o comprimento de conexao das linhas de campo com origem na parede do tokamak.
Nesta parte da pesquisa conseguimos visualizar as estruturas em formato “bumerangue”

ja discutidas na literatura [12] [14] [15]. Em seguida apresentamos o nimero de rotagao
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a tempo finito, um método que permite estimar o momento de aprisionamento e escape
da linha na cadeia de ilhas. Investigamos a distribuicao do comprimento de conexao e
descobrimos que as regioes com grande comprimento de conexao, com ordem de grandeza
de 10%, estao restritas a pequenas regioes da parede do tokamak e que essas regioes se
modificam, em posi¢do e nimero, com a mudanga de q(a). Por fim, vimos que as bacias
de saida, para as condigbes iniciais na parede, do tokamak sdao modificadas por q(a) em
uma estrutura geométrica semelhante aquela para o comprimento de conexao.

Na segunda se¢ao lidamos com o padrao de escape das linhas de campo considerando
toda a regiao cadtica entre a parede do tokamak e a primeira superficie magnética nao
destruida. Notamos que as regioes de escape dividem-se em duas, uma com escape rapido
e fronteiras entre as bacias (de escape ou comprimento de conexao) bem definidas e outra
onde as fronteiras nao sao bem definidas e sugerem fractalidade.

Com base nos exemplos selecionados, a regiao da secao de Poincaré, onde ha o apri-
sionamento das linhas de campo, tem como escape regidoes bem definidas da parede do
tokamak, sugerindo a existéncia de canais de escape.

As simulacoes das pegadas magnéticas permitiram observar que as linhas de campo,
com maior comprimento de conexao, escapam pelas regioes onde também ha maior in-
cidéncia de linhas na parede do tokamak.

Finalmente, na secao 3, confirmamos a conjectura de Kroetz [15], sobre a predo-
minancia de aprisionamento das linhas cadticas, ao redor das ilhas principais, proximas
as superficies magnéticas nao destruidas, para o nosso modelo de confinamento (perfil do
fator de seguranca monotonico).

Quando q(a) é utilizado como fator de variagao, verificamos que uma ou mais cadeias
de ilhas sao responsaveis, em geral, pelo aprisionamento das linhas de campo. Com a
variagao de q(a) notamos a alteracao das cadeias dominantes. Essas sdo também res-
ponsaveis pelo escape das linhas de campo e pela formacao do padrao de escape. Depen-
dendo do valor de g(a), o modo perturbativo (5,1) pode provocar um depésito de linhas
concentrado em apenas uma fracao da parede.

O mapa de Ullmann, deduzido a partir de um modelo simplificado que considera o
plasma confinado numa geometria cilindrica com corre¢ao toroidal, facilmente implemen-
tado e modificado (por exemplo: parametros dimensionais do tokamak, densidade de cor-
rente e campo perturbativo), mostrou-se capaz de reproduzir resultados similares aqueles
apresentados por mapas mais sofisticados ou por experiéncias realizadas em tokamaks.

Como continuidade ao trabalho apresentado poderiamos calcular as variedades estaveis
e instaveis para complementar a explicacao do aprisionamento e escape das linhas magnéti-
cas. Os resultados relacionados com a distribuigao dos comprimentos de conexao e as fron-
teiras das bacias de escape poderiam ser verificadas se, realmente, apresentam estrutura
fractal.

O parametro de varia¢ao, no nosso caso ¢(a), poderia ser trocado pela corrente de
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perturbagao I, permitindo investigar a influéncia desta sobre o aprisionamento das linhas
de campo na borda do tokamak. Poderiamos, também, explorar a melhor escolha para os

modos perturbativos.
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Apeéendice A
Derivadas da funcao de fluxo

Vamos determinar as derivadas primeira e segunda da funcao de fluxo ¢, entao discuti-

remos o sinal de ¥ (7 /).

Dado que
B, 2 T
Yo(r) = 20— | By, (A1)
2R0 0
entao B
nByr
() = "2~ mBy (). (A2)
0
Como
T'BO
= - A-3
i) = 7 (A3)
podemos reescrever a expressao (A.2) da seguinte maneira
Bor { m }
o(r)=—1|n———|. A4
77ZJO( ) RO Q(T') ( )
A derivada segunda de g é
By [ m } Bor { m dq]
0=—|n— + — A5
IO C ol R N PR .
e como ¢(7ym/m) = m/n, entdo
mBorm/m 1 dq
g(rm/n) = R() _|T:7‘m/n- (A6)

(") dr
Ja que para o fator de seguranga, por nds adotado, sempre vale a desigualdade dq/dr > 0,

entao Vg (rp/m) > 0.
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