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“It is impossible to explain honestly

the beauties of the laws of nature without
some deep understanding of mathematics.”
(Richard P. Feynman)



Resumo

Perturbagoes na borda de plasmas confinados magneticamente geram turbuléncia e alto
transporte de particulas. Este transporte tem origem na deriva E x B causada por
flutuacoes eletrostaticas e pode ser reduzido utilizando perfis especificos de campo elétrico,
gerando barreiras de transporte no plasma. Entretanto, os mecanismos de formacao dessas
barreiras nao sao bem compreendidos. Nesta dissertacao investigamos a influéncia do
perfil de campo magnético do plasma sobre a formacao e destruicao de barreiras de
transporte. Utilizamos um modelo Hamiltoniano que descreve a trajetéria de particulas
sujeitas a deriva E x B, devido aos campos de equilibrio, e as flutuacoes eletrostaticas.
Integrando numericamente as equagoes diferenciais deste modelo identificamos érbitas
invariantes resistentes a perturbacao, nomeadas Barreiras de Transporte sem Cisalhamento
(BTSC). Analisamos como essas barreiras sao formadas e destruidas variando o perfil
do campo magnético. Utilizando um perfil nao monotonico encontramos mais de uma
BTSC. Aproximando as equagoes do modelo deduzimos um mapa com dindmica similar as
equagoes diferenciais. Concluimos que multiplas BTSC sao possiveis utilizando perfil nao
monotonico de campo magnético e, a partir do mapa, que elas tém origem em bifurcagoes
decorrentes de sua nao monotonicidade.

Palavras-chave: Tokamak. Transporte. Sistemas Hamiltonianos.



Abstract

Edge perturbations in magnetic confined plasmas generate turbulence and high particle
transport. This transport arise from E x B drift due to electrostatic fluctuations and
can be reduced using specific electric field profiles, creating plasma transport barriers.
However, the formation mechanisms of these barriers is not well understood. In this work,
we investigate the influence of the plasma magnetic field profile on the formation and
destruction of transport barriers. We apply a Hamiltonian model to describe the trajectory
of particles subject to E x B drift due to equilibrium fields and electrostatic fluctuations.
Integrating numerically the equations of this model, we identify perturbation resistant
invariant orbits, named Shearless Transport Barriers (STB). We analyze how these barriers
are created and destroyed modifying the magnetic profile. Applying nonmonotonic profiles,
we find more than one STB. Approximating the model equations we derive a map with
similar dynamics to the model’s differential equations. We concluded that multiple STB
are possible when nonmonotonic magnetic profiles are applied and, from the map, that his
origin is from bifurcations due to the nonmonotonicity.

Keywords: Tokamak. Transport. Hamiltonian Systems.
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1 Introducao

Produzir energia limpa é fundamental para a reducao do aquecimento global no
planeta e, consequentemente, manutenc¢ao da vida humana na Terra [1]. Dentre as fontes
de energia limpa e renovavel a termofusao nuclear é a mais promissora, pois nao produz
rejeitos poluentes e seus combustiveis (Deutério e Tritio) sdo abundantes [2]. O principal
dispositivo utilizado para esta finalidade sdo os tokamaks: cAmaras de confinamento

magnético de plasmas em formato toroidal [2].

Desde a década de 1950, muitos foram os esforcos para a construc¢ao de um reator
comercial capaz de produzir energia por meio da fusdo. Atualmente, varios tokamaks
operam em diferentes paises, e com finalidades diferentes. Dispositivos menores, como o
TCABR em operacao no Brasil, sdo utilizados para pesquisa basica. O maior tokamak,
ainda em construcao é o ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor): um
consorcio entre diversos paises, cujo objetivo é comprovar a viabilidade da fusao nuclear

para produgao de energia. O custo estimado deste reator estd em 15 bilhoes de euros [3].

Algumas questoes dificultam o sucesso dos tokamaks para termofusiao nuclear [4].
Um dos fatores que limitam a eficiéncia de um tokamak é o alto transporte de particulas
e energia para fora do plasma, causado por turbuléncia [5, 6]. Essa turbuléncia tem
origem na deriva E x B causada por flutuagoes que se propagam na borda do plasma
[6]. Um dos avangos mais importantes no confinamento em tokamaks ocorreu em 1982
com a descoberta de um regime de alto confinamento no tokamak ASDEX, localizado
na Alemanha [7]. Desde entao, modelos foram propostos para explicar esta melhoria no
confinamento, mas nao hé uma teoria completa capaz de explicé-lo satisfatoriamente [8].
Verifica-se experimentalmente uma correlacdo entre alteragoes no perfil de campo elétrico

na borda do plasma e criagao de barreiras que reduzem o transporte [9].

Horton propos em 1998 um modelo que prevé barreiras de transporte na borda do
plasma [10]. Ele analisa o movimento de uma particula teste imersa na borda do plasma,
sujeita a deriva E x B causada pelos campos presentes na regiao. O campo elétrico é a soma
de uma componente de equilibrio e um termo flutuante, que modela a acdo das oscilagoes
causadoras do transporte turbulento. Umas das componentes do campo flutuante gera
uma deriva E x B na dire¢ao radial, explicando o transporte medido experimentalmente.
Célculos do coeficiente de difusao das particulas mostraram uma grande melhoria no
confinamento do plasma quando utilizados perfis ndo monotonicos de campo elétrico ou

campo magnético [10], confirmando resultados experimentais [11].

O modelo de Horton é abordado utilizando técnicas de sistemas Hamiltonianos

[12]. Na auséncia das oscilagoes elétricas as equagoes do modelo indicam que as 6rbitas
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sao regulares e que nao ha transporte. A adicao de flutuacoes resulta na criacao de orbitas
cadticas, com movimento altamente irregular, que levam ao transporte de particulas de

dentro para fora do plasma.

Em geral, sistemas Hamiltonianos com perfis nao-monotonicos possuem barreiras
que impedem o transporte global no espaco de fase. Tais barreiras sao nomeadas barreira
de transporte sem cisalhamento, pois sao caracterizadas por orbitas de cisalhamento nulo.
Um dos modelos mais simples, que captura o mecanismo da barreira de transporte sem
cisalhamento, é o Mapa Padrao Nao- Twist (MPNT). Proposto inicialmente para modelar
fluxos ndo monotdnicos em fluidos [13], o MPNT é aplicével ha diversos sistemas fisicos
como linhas de campo magnético em tokamaks [14, 15], 6rbitas planetarias [16] e ao

transporte turbulento de particulas devido a deriva E x B [10].

Conjectura-se que barreiras sem cisalhamento de sistemas hamiltonianos reduzem
do transporte anémalo em plasmas. Evidencias experimentais que corroboram com esta
proposigao foram obtidas em tokamaks [17] e no Texas Helimak [18]. A partir desses
resultados experimentais foram realizados estudos teéricos sobre barreiras de transporte
sem cisalhamento em plasmas. As referéncias [19, 20] indicam que, em tokamaks, perfis nao
monotonicos de campo elétrico geram barreiras de transporte e que o perfil de velocidade
afeta o transporte na borda do plasma. Conclusoes similares sao obtidas para o Texas
Helimak [21]. Os artigos [22, 23] estudam a influéncia da amplitude das perturbagoes
no plasma e concluem que o transporte é dependente delas. No tltimo. sao reportados

cenarios com mais de uma curva sem cisalhamento.

O confinamento em tokamaks ocorre através de um campo magnético. Dentro e fora
do plasma, este campo é altamente nao uniforme. Seu perfil radial afeta as propriedades
do plasma e é determinante na formagao de barreiras de transporte [24]. Assim, o objetivo
deste trabalho é investigar o surgimento e destruicao de BTSC na borda de tokamaks
devido a alteragoes do perfil radial de campo magnético do plasma. Para desenvolver este
estudo, consideramos o sistema dinamico formado pelas equacoes diferenciais introduzidas
no modelo de Horton [10]. Variando o campo magnético do tokamak obtivemos cenérios
atipicos de érbitas, decorrentes de bifurcagoes. Um deles, utilizando perfil ndo monotonico
de campo magnético, encontramos mais de uma barreira sem cisalhamento. Também
deduzimos, a partir do modelo de Horton, um mapa aproximado para explicar a origem

destas miultiplas barreiras sem cisalhamento.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 2 introduzimos o
conceito de plasmas, tokamaks e trasporte. No capitulo 3, defini¢oes e propriedades bésicas
envolvendo sistemas Hamiltonianos sao apresentadas. Nos capitulos 4 e 5 estao os resultados
obtidos analisando a influéncia do perfil de campo magnético. No capitulo 6, deduzimos
um mapa aproximado, capaz de explicar alguns resultados obtidos nos capitulos 4 e 5. Por

fim, no capitulo 7, estdo as conclusoes referentes aos resultados desta dissertacao.
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2 Transporte por ondas de deriva

Este capitulo tem por objetivo discutir o transporte em tokamaks. Por completeza,
no inicio do capitulo definimos o que é um plasma, suas propriedades e as diferentes
abordagens tedricas utilizadas para descrevé-lo. No quesito transporte, o capitulo descreve
0 que sao barreiras de transporte em tokamaks e sua relevancia. Por fim, apresentamos o
modelo de Horton, utilizado neste trabalho, e como o mesmo é obtido a partir da teoria

de oOrbitas.

2.1 Plasma e tokamaks

Em resumo, um plasma é formado sob a condigdo da energia cinética dos elétrons
exceder substancialmente a energia de ligacdo entre um fon e seu elétron de valéncia
[25]. Definimos plasma como: um gds ionizado que exibe comportamento coletivo devido a
interagoes coulombianas [26]. Este gés ionizado, constituido de fons positivos e elétrons,
possui propriedades distintas em relagdo a um gas neutro. A presenca de particulas
carregadas origina interacoes eletrostaticas que influenciam no seu movimento. Em um
plasma, qualquer separacao substancial entre elétrons e ions gera uma forca restauradora.

Consequentemente, a densidade de cargas positivas e negativas é aproximadamente igual.

Entretanto, nao podemos atribuir o nome plasma a qualquer gas ionizado. Existem
critérios objetivos para diferencid-los. Tais condig¢oes dizem respeito a escalas de tempo e
comprimento caracteristicos do sistema [27]. Um dos critérios é: o comprimento de Debye

(Ap) do plasma deve ser muito menor que a dimensao caracteristica do sistema. Definimos

EOkBTe
Ap = 2.1
b=y 5 (2.1

onde € ¢ a permissividade elétrica do vacuo, kg a constante de Boltzmann, T, a temperatura

Ap pela equacao:

dos elétrons, e a carga do elétron e n a densidade do plasma'.

Outro critério para definir um plasma refere-se a escala de tempo das colisdes entre
elétrons e 4tomos neutros. A escala de tempo do movimento coletivo de elétrons é dada
pela frequéncia de plasma dos elétrons, w,., definida pela equacao:

TL€2

(2.2)

Wpe =
P Mme€o

1 Devido & quasi-neutralidade, a densidade de ions e elétrons sdo aproximadamente iguais. Sua soma.,

n; + ne, é definida a densidade do plasma.
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Colisoes elétron-neutro tendem a amortecer as oscilagoes naturais do plasma e
estabelecer equilibrio térmico entre elétrons e neutros. Para manter o plasma a frequéncia

de colisao elétron-neutro (we,) deve ser menor que a colisdo de plasma dos elétrons.

Plasmas usados na termofusio nuclear possuem 7T, ~ 10 keV e n ~ 10?° m=3. Logo,
Ap ~ 0.1 mm e wy ~ 10'* Hz. O comprimento caracteristico de um reator ¢ da ordem do
metro e a we, ~ M Hz [28]. Portanto, descargas em tokamaks satisfazem os critérios de

plasma.

Plasmas sao sistemas de muitas particulas que interagem mutualmente. Tais siste-
mas apresentam comportamento emergente e alto grau de nao-linearidade: ¢ um sistema
complexo. Um tinico modelo é incapaz de prever toda a gama de fendmenos inerentes ao
plasma. Logo, existem quatro abordagens tedricas utilizadas para descrever um plasma,
cada uma capturando diferentes aspectos do sistema e sendo utilizadas a depender das
circunstancias. Sao elas: teoria de 6rbitas, abordagem estatistica (teoria cinética dos gases),
teoria de fluidos e a Magnetoidrodindmica (MHD) [26].

Na teoria de orbitas, estuda-se do movimento de uma particula teste, no plasma,
sujeita a acao de campos eletromagnéticos. Esta abordagem ¢é 1til no estudo de plasmas
com baixa frequéncia de colisao. A teoria MHD considera o plasma como um tnico fluido
condutor, formado pelo conjunto de elétrons e ions. Faz-se uma aproximacgao de baixa
frequéncia de colisao e alta condutividade, facilitando a modelagem, mas impde limitacoes.
Ela é amplamente utilizada no estudo de fendmenos macroscépicos como o equilibrio de

plasmas confinados magneticamente.

Devido ao alto grau de complexidade do plasma, para cada fendémeno escolhemos
uma (ou mais) abordagem(s). Para modelar o confinamento de plasmas em tokamaks e
controlar seu formato e posicao, a teoria MHD ¢ suficiente. Para fendmenos cuja escala
de tempo é pequena, em comparacao as colisoes no plasma, o equilibrio entre as espécies
nao é atingido e as abordagens de dois fluidos e/ou teoria cinética sao necessarias. Para
estudar o transporte anomalo em tokamaks, nenhuma das trés abordagens citadas acima

¢é exequivel. Portanto, a teoria de orbitas é utilizada.

Tokamak é um acrénimo russo para “toroidal’naya kamera v magnitnykh katush-
kakh” (cAmara de confinamento magnético toroidal). Trata-se de um dispositivo toroidal
para confinamento magnético de plasmas, cujo objetivo é a fusdo termonuclear [28]. O
campo magnético é a soma de um campo toroidal, produzido pelas bobinas de campo
toroidal, e uma componente poloidal, produzida, principalmente, pela corrente do plasma.
O sistema também possui bobinas que geram campo poloidal necessario para equilibrio de
forcas, controle de posicao e formato do plasma. As linhas de campo magnético resultante
sao helicoidais. Uma representacao de um tokamak esta na Figura 1. A corrente de plasma
¢ produzida pelo solenoide central: uma bobina de campo magnético poloidal localizada

no centro do tokamak. O campo magnético gerado pelo ele é variavel. Devido a lei de
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Faraday, esta variacdo induz um campo elétrico circular na direcao toroidal, responsavel

pelo breakdown do plasma e por manter sua corrente elétrica.

Inner poloidal field coils
(primary transformer circuit)

Poloidal magnetic field Quter poloidal field coils
(for plasma positioning and shaping)

Toroidal field coils

Resulting helical magnetic field

Toroidal magnetic field

Plasma electric current
(secondary transformer circuit)

Figura 1 — Representacao esquematica de um tokamak e seus principais componentes.

A soma dos campos toroidal e poloidal forma linhas de campo helicoidais.
Retirado de [29].

Tokamaks, assim como toros, possuem um raio maior R e um raio menor a. O
quociente R/a é chamada razao de aspecto. Esta grandeza mede a toroidicidade do sistema
e ¢ um fator determinante para diversas propriedades como instabilidades MHD e ganho
de fusdo [30, 31]. Nesta dissertagao consideramos tokamaks de grande razao de aspecto
e desprezamos os efeitos da geometria toroidal na modelagem do equilibrio do plasma.
Modelamos o tokamak por uma coluna de plasma cilindrica e periédica, ou seja, as
tampas do cilindro coincidem. Trata-se de um cilindro com a topologia de um toro. Efeitos
de curvatura toroidal, no equilibrio, nao sdo considerados, simplificando o sistema de

coordenadas.

Podemos modelar a helicidade das linhas de campo pelo fator de seguranca q.
Para qualquer linha de campo fechada podemos definir seu fator de seguranca como a
curvatura média. Em geral, as componentes toroidal e poloidal sao fungoes da posicao
em um tokamak. Se o sistema possuir simetria cilindrica, o fator de seguranca sera uma
funcao da coordenada radial ¢ = ¢(r). Para um tokamak em aproximacao cilindrica, o

perfil do fator de seguranca ¢é definido por:

TB¢

= — 2.3
i) = (23)
onde By ¢ a magnitude do campo toroidal e By, do campo poloidal.

O perfil do fator de seguranca é uma grandeza determinante para uma descarga

em tokamaks. Alguns limites de operacao impoe restricao ao seu valor na borda do plasma
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q(r = a) = q,, por exemplo, a condigao de Kruskal-Shafranov [27]. Aplicando a lei de

Ampére para calcular o campo poloidal, obtemos:

21w a’ B
o= ——=2 (2.4)
Ko R ]p

em que I, é a corrente de plasma, cuja medida experimental é simples e precisa.

2.2 Movimento do centro de guia e deriva elétrica

O movimento de particulas, em tokamaks, é uma sobreposicao de diversos movi-
mentos. A presenca de campos eletromagnéticos nao uniformes e/ou varidveis no tempo,
promove diversas derivas, aumento de energia, entre outros. Ao tratar o movimento indi-
vidual das particulas em um plasma confinado magneticamente, partimos do caso mais
simples: carga em uma regiao de campo magnético uniforme. Nestas condi¢oes o movimento
resultante é helicoidal em torno das linhas de campo B. Tal movimento é formado pela
sobreposicao de uma velocidade uniforme na dire¢do do campo e um movimento circular
uniforme no plano perpendicular [26]. O centro instantdneo deste movimento circular é
chamado Centro de Guia (CG). Portanto, a equagdo de movimento do CG em um campo

magnético uniforme B ¢é

dr B
— == 2.5

Tl (2.5)
o que implica uma velocidade constante v paralela as linhas de campo magnético. Contudo,
em um plasma nao hé, apenas, campos magnéticos. A presenca de um campo elétrico
E introduz uma deriva ao movimento do CG da particula. Tal deriva, chamada deriva

elétrica, ¢ dada por:

ExB
VE = B2 .

(2.6)

Adicionando a deriva elétrica a equagao de movimento do CG (2.5), obtemos

dr B ExB

@B B

(2.7)
que representa o movimento do CG de um ion, ou elétron, em uma regiao com campo
elétrico E e magnético B. A equacao (2.7) captura dois aspectos essenciais do movimento:
(i) a particula se move na dire¢ao paralela ao campo magnético com velocidade constante
e (ii) possui uma deriva E x B. Esta equac¢ao tem validade para campos magnéticos sem

curvatura, pois, neste caso, outras derivas surgem.
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2.3 Transporte anomalo e barreiras de transporte

Em tokamaks, o transporte na borda do plasma medido experimentalmente é uma
ou duas ordens de grandeza maior em comparacao a teoria neoclassica, que considera
apenas efeitos difusivos [5]. Esta diferenca entre o transporte medido e o neocléssico,
nomeamos de transporte anémalo. Um modelo completo para o transporte anémalo ainda
nao existe. A literatura indica que ele ocorre pelo transporte radial devido a deriva E x B
causada por flutuagoes eletrostaticas na borda do plasma [32, 6]. Tais flutuagdes sao
decorrentes de ondas de deriva que se propagam poloidalmente na borda do plasma. O
campo elétrico resultante dessas oscilacbes tem uma componente poloidal Eg. Logo, a

deriva Eg x By € radial, mecanismo pelo qual ocorre o transporte anoémalo.

Observacoes experimentais indicam que, em certas descargas de tokamaks, o
coeficiente de transporte na borda do plasma é reduzido, melhorando o confinamento
de particulas. Esta redugao é consequéncia de uma barreira de transporte, que pode ser
obtida por um feixe de particulas neutras aquecidas [7], ou pela a¢ao de um eletrodo
polarizado na fronteira do plasma [33]. Verifica-se experimentalmente que estas barreiras
estao relacionadas a um cisalhamento negativo do campo elétrico radial na regiao da

barreira [9].

2.4 Modelo de Horton

Para desenvolver o estudo da influéncia de oscilagoes eletrostaticas no transporte
de particulas, consideraremos o sistema dindmico baseado nas equacoes diferenciais do
modelo de Horton [10]. Este modelo tem como ponto de partida a equac¢ao de movimento
do centro de guia de uma particula imersa em uma regiao de campo eletromagnético,
equagao (2.7), que utiliza coordenadas polares locais, x = (7,0, ¢), obtidas a partir da
aproximacao cilindrica de um tokamak com grande razao de aspecto. Neste sistema de
coordenadas, ¢ é o dngulo toroidal e o par (r,#) sdao as coordenadas polares medidas sobre
o eixo do toro. O campo elétrico E possui duas contribui¢oes: uma componente radial E,
de equilibrio ¢ uma componente flutuante E = —V¢ referente as oscilacdes eletrostéticas?.

Nestas condigoes, as componentes da eq. (2.7) ficam:

2 Em plasmas, devido & presenca de matéria carregada, é possivel a propagacdo de ondas cujo campo

magnético ¢ constante no tempo. Neste caso, V X E=-6B /0t = 0. Logo, o campo elétrico é derivado
a partir de um potencial ¢(x,t).
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dr 1 9¢
— = 2.
A&~ rBo9 (2.80)
do UH Bg 1 8¢ ET
— = —— - — 2.
dt r B * rBor rB (2.8b)
dgb B UH
=R (2.8¢)
O campo magnético é a soma das componentes poloidal e toroidal,
B = B, + By. (2.9)

Em tokamaks com grande razao de aspecto By >> By, logo, aproxima-se B ~ B;. A
componente poloidal do campo magnético pode ser escrita em funcao do fator de seguranca,

segundo a equagao (2.3). Nestas condigoes, as equagoes de movimento (2.8) ficam:

dr 1 ¢

- _—__- 7 2.1

dt ~ 1B, 00 (2.10a)
do )| 1 3(;5 E,

== 2 2.10b
dt Rq rB,Or rDBy (2.10b)
d¢ UH

== 2.1

it~ R (2.10c)

A modelagem do potencial flutuante é tema de discordancia na literatura. Ha
modelos, como o de Hasegawa—Mima, que propoe uma perturbagao que varia radialmente
[34, 17]. J& o modelo de Horton, no qual este trabalho é baseado, considerara flutuagoes
localizadas somente na borda do plasma. O caso mais geral de uma flutuagao localizada
na borda é um espectro de ondas de modos de oscilagdao espacial e temporal, definido pela

equacao

b(x,t) = > ¢ cos (ml — 1 — nwot) (2.11)

m,l,n

onde m e [ sdo, respectivamente, os modos oscilagao poloidal e toroidal. J& wq € a frequéncia

angular do primeiro modo temporal n = 1.
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3 Sistemas Hamiltonianos

O modelo de Horton pode ser estudado utilizando a abordagem de sistemas Ha-
miltonianos, utilizada neste trabalho. Neste capitulo revisaremos os principais resultados
referentes a sistemas Hamiltonianos quase-integraveis. Abordaremos sistemas Hamiltonia-

nos a tempo continuo (fluxos) e discreto (mapas simpléticos) e como ambos se relacionam.

3.1 Definicoes basicas

Sistemas Hamiltonianos sao caracterizados por uma funcao Hamiltoniana H =
H(p,q,t) do par de varidveis q = (¢1, ...,qv) e p = (p1, --.,qn) €, em geral, do tempo
t. O conjunto {¢;,i = 1, N} é formado pelas coordenadas generalizadas e {p;,i = 1, N},
os momentos generalizados. Define-se o nimero de graus de liberdade do sistema como a
quantidade de coordenadas (ou momentos) generalizados, N. A evolugao temporal de q e
p ocorre no espago de fase p x q, 2N-dimensional, governada pelas equagdes canonicas de
Hamilton [35]:

0H . OH

—aa q= % (3.1)

p=

As equagoes canonicas concedem propriedades particulares a sistemas Hamilto-
nianos. Por exemplo, o teorema de Liouville afirma que as trajetorias no espaco de
fase comportam-se como em um fluido incompressivel. Matematicamente, seja F =
(— 0H/0q , 0H /0p) o fluxo de trajetérias Hamiltonianas no espago de fase, entdo, V-F = 0
[36]. Algumas consequéncias deste teorema sao fundamentais para sistemas cadticos, por

exemplo, o teorema da recorréncia de Poincaré [37].

H& uma classe de sistemas dinamicos, chamados autonomos, cujas equagoes nao
dependem explicitamente do tempo [38]. No caso de sistemas Hamiltonianos, se a Hamil-
toniana H nao depende explicitamente do tempo, o sistema é autonomo. Caso contrario,
é chamado ndo-autonomo. Sistemas Hamiltonianos, de N graus de liberdade, com de-
pendéncia explicita no tempo sao equivalentes a sistemas auténomos no espaco de fase
estendido de dimensao 2N + 2. Nesse novo espago de fase o tempo ¢ € uma nova coordenada
generalizada, o nimero de graus de liberdade é acrescido em uma unidade e a dimensao

do espago de fase, em duas [39].

Pode-se escrever as equagoes de Hamilton em qualquer sistema de coordenadas
e momentos desde que a forma das equagoes (3.1) seja preservada. Uma classe especial
¢ chamada coordenadas de agdo e angulo (I,0) [35]. As equagbes canonicas (3.1) nestas

novas variaveis se tornam:
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j_ 0K 0K

j 90, = a1, (3.2)

onde K = K(I,0) é a nova Hamiltoniana.

Em sistemas com dois ou mais graus de liberdade a visualizagao do espago de fase
completo é impossivel, ja que o mesmo possui mais de trés dimensdes. Em um espaco
de fase 2N-dimensional, a secdo de Poincaré é uma hipersuperficie N — 1-dimensional,
transversal ao fluxo de trajetérias. Definimos o mapa de Poincaré como: o conjunto de
pontos gerados pela intersecao de uma orbita do espago de fase na secao de Poincaré, que
possui uma dimensao a menos em relagao ao espaco de fase. Pode-se provar que o mapa de
Poincaré preserva as propriedades dinamicas da trajetoria, ou seja, se a orbita é periddica,

quase-periddica ou caética [40].

Uma classe especial de secoes de Poincaré ¢ utilizada para gerar mapas estrobos-
copicos, muito uteis na analise de hamiltonianas com dependéncia temporal periddica
no tempo [41]. Dada uma hamiltoniana dependente explicitamente no tempo, perioédica,
de periodo 7. No espago de fase estendido, pode-se plotar (p,q) em intervalos de tempo
igualmente espagado de 7. O mapa resultante desse conjunto de pontos é chamada mapa
estroboscépico. Percebe-se que esta nao é uma secao de Poincaré pela definicao acima.
Contudo, é um jargao chamar o mapa estroboscopico de mapa ou se¢ao de Poincaré, ja

que ambos desempenham o mesmo papel.

3.2 Sistemas integraveis

H&4 uma classe de sistemas Hamiltonianos, chamados sistemas integraveis, cuja
solucdo das equagoes de movimento (3.2) é trivial nas coordenadas de acao e dngulo.
A integrabilidade é um conceito fundamental em sistemas Hamiltonianos. Ela se refere
a possibilidade de encontrar solugoes explicitas para as equagoes de movimento [37].
Definimos um sistema Hamiltoniano, de N graus de liberdade, como integravel se, e somente
se, ele possui N constantes de movimento em involucao'. Sobre sistemas integraveis, o
principal resultado ¢ o teorema de Liouville-Arnold, demonstrado em [36]. Seu enunciado

afirma: seja um sistema Hamiltoniano integravel, com N graus de liberdade, entao:

(i) Existem varidveis de acao e angulo (I, ) tais que H = H(I), de modo que a solugao

das equagdes de movimento sao

I; = constante, 0, =0;(0) + Q(I)¢ (3.3)

I Duas constantes de movimento F; e F; estdo em involugdo se, e somente se, o parenteses de Poisson

delas é nulo: [F}, F;] = 0.
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sendo Q;(I) = 0H/0I; é uma constante.

(ii) As trajetdrias no espago de fase residem na intersegao das superficies definidas pelas
N constantes de movimento. Portanto, estao limitadas a uma variedade descrita por

N angulos, que coincide topologicamente a um torus /N-dimensional.

3.3 Sistemas quase-integraveis

A integrabilidade de um sistema pode ser quebrada por uma perturbagdao na
Hamiltoniana. Os teoremas de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) e Poincaré-Birkhoff
(PB) fornecem o cendrio das solugoes do sistema nao integravel quando esta perturbagao é
suficientemente pequena. Por definicao, sistemas quase-integraveis possuem hamiltoniana

da forma

H(L,0) = Hy(I) + Hy (L ) (3.4)

onde Hy é uma hamiltoniana integravel, e é um parametro adimensional, H; o termo

perturbativo e (I, 0) as varidveis de agao e angulo do sistema integravel.

O teorema de KAM afirma: se as frequéncias €); do sistema integravel Hy sao
racionalmente independentes e suficientemente irracionais?, entdo, para e suficientemente
pequeno as solugbes do sistema perturbado (3.4) sdo predominantemente quase-periédicas
e diferem ligeiramente do sistema integravel [37]. A quantidade de torus nao-ressonantes
preservados no sistema perturbado depende do parametro de perturbagao e. Uma das
premissas do Teorema de KAM é a nao degenerescéncia da Hamiltoniana integravel, ou

seja, que a condigao twist,

o _ O Hy
ol 012

# 0, (3.5)

seja satisfeita. Sistemas quase-integraveis cuja hamiltoniana depende periodicamente do
tempo, geralmente, satisfazem as hipoteses do teorema de KAM no espaco de fase estendido

[43]. Um exemplo é o oscilador de Duffing conservativo [44].

O teorema de PB remete-se ao destino dos torus ressonantes de Hy sob a acao
da perturbacao H;. Ele complementa o teorema de KAM, que se refere aos torus nao-
ressonantes. Ele afirma: dado um toro racional r/s do sistema integravel Hy, a acdo da
perturbacao H; gera um nimero par 2ks de pontos periédicos, onde k£ é um inteiro positivo.

Metade dos pontos sao estaveis e dao origem a ilhas, a outra metade sao instaveis, gerando

2 Pode-se aproximar qualquer nimero irracional por um nidmero racional utilizando fracdes continuas. A

condicao suficientemente irracional indica: a diferenga entre o nimero irracional e seu racional mais
préximo é menor que um determinado valor 0. Para mais detalhes consulte a referéncia [42].
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selas hiperbdlicas. As ilhas sdo agrupadas em cadeias envoltas por uma variedade chamada
separatriz, que une os pontos hiperbdlicos. O teorema nao prevé o valor de k, mas, na
maioria dos casos, k = 1 [39]. Destaca-se que, conforme o pardmetro de confinamento €
aumenta, mais torus de KAM sao quebrados e os pontos hiperbdlicos dao origem ao caos

de separatriz [45].

3.4 Mapas simpléticos

Sistemas Hamiltonianos quase-integraveis do tipo (3.4), em geral, possuem mapa

de Poincaré aproximadamente modelado pela relacao de recorréncia:

Iy =1, +€ef(6,) (3.6a)
9n+1 = en + W(In—H) (36b)

na qual f é funcao periédica de #. Sua dependéncia na variavel de acao I, em oposicao

a I,,, garante a preservacao de area’.

Mapas do tipo (3.6) podem ser derivados de hamiltonianas, mas sao considerados
sistemas dinamicos a parte. Dependendo das fungoes f e w escolhidas, este mapa modela
uma gama de comportamentos apresentados por sistemas Hamiltonianos quase-integraveis
[39]. E preferfvel trabalhar com mapas, em oposicao a fluxos, pois seu estudo analitico é
mais simples e a resolu¢do numérica é mais rapida computacionalmente. Alguns mapas
possuem propriedades de simetria espacial que permitem criar algoritmos para encontrar

érbitas periddicas, o que nao é possivel em sistemas continuos [46].

A funcao w é chamada funcdo twist do mapa: ela fornece o dngulo entre duas
iteragdes do mapa integravel. Logo, definimos o nimero de rota¢io de uma érbita em geral,

), como:

9n+1 - 90 (3 7)

n
= lim Z Oiv1 — = lim
n—oo 0 n n—o0 n
=
No caso do mapa sem perturbacao, e = 0, a agdo é constante, 1,1 = [,, = constante,
caracteristica de sistemas integraveis. Neste caso, a prépria funcao twist é constante. Em

mapas sem perturbacao, ou integraveis, ha somente solucoes regulares de dois tipos:

3 Um mapa M(0,,, I,,) = (0,41, [,+1) preserva area se sua matriz Jacobiana possui determinante unitério,
ou seja

a(In+17 071+1) o
det{ 20,0, =1
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(i) Periddicas: caracterizadas por um niimero finito p de pontos. Seu niimero de rotagao é
racional €2 = p/q, onde p é o periodo da drbita e ¢ o nimero de revolugoes necessarias

para formar os p pontos.

(ii) Quase-periddicas: caracterizadas por um numero infinito de pontos, que nunca
coincidem. Formam as chamadas curvas de KAM. Possuem nimero de rotacao

irracional.

Para € # 0, a acao I nao é constante e o sistema nao é integravel. Se o parametro
de perturbacgao for pequeno, o cenario do mapa é determinado pelos teoremas de KAM e
PB: 6rbitas periddicas levam a cadeias de ilhas, quebrando as o6rbitas quase-periddicas
proximas. O surgimento do caos em sistemas Hamiltonianos ocorre quando o parametro
de perturbacao é suficientemente grande, mas varia de um sistema para outro. A préxima
secao discute a transicao para o caos em dois mapas Hamiltonianos: o Mapa Padrao Twist
(MPT) e o Mapa Padrao Nao-Twist (MPNT).

A fungdo twist de um mapa abriga uma importante caracteristica do mesmo. Uma
das hipéteses do teorema de KAM é a nao degenerescéncia da Hamiltoniana, equacao

(3.5). A condicao equivalente para mapas é

agn—i—l

a1, 70 (3.8)

ou seja, a fungao twist deve ser monotonicamente crescente, ou decrescente [46].

3.4.1 Mapa padrao twist

O Mapa Padrao Twist (MPT), definido por:

I = I, + K sin (276,,) (3.9a)
9n+1 = Qn — Ipy1 mod 1 (39b)

é um mapa, nao-linear, que descreve o comportamento local de sistemas nao integraveis
proximo & separatriz de um ressonancia ndo linear [47]. E um caso particular de (3.6), no
qual f(0) = sin(270) e a fungao twist escolhida é w(l) = I. Esta fungdo satisfaz a condigao
twist (3.8), entdo, os teoremas de KAM e PB sao aplicaveis. O parametro de perturbagao

K é definido para valores nao negativos e a variavel de dngulo é normalizada: 6 € [0,1).

O espago de fase do MPT, para alguns valores de K, estd na Figura 2. Para K = 0,
o mapa (3.9) possui solugao: I = Iy e 0,, = 0y + nly, Figura 2a. Aumentando o valor da
perturbacao surgem ilhas dos pontos periddicos, quebrando os torus invariantes proximos,

assim como prevé os teoremas de PB e KAM, Figura 2b. Ainda nesta figura, nota-se o
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caos de separatriz que surge na ilha central. Na Figura 2c¢ as regioes cadticas tomam maior
volume do espago de fase e mais torus invariantes sao quebrados. Para K = (0.198 todas as
curvas invariantes, externas as ilhas, foram quebradas. Restam apenas ilhas imersas no mar
de caos, Figura 2d. De fato, o ultimo torus é quebrado para um valor critico K. =~ 0.15464
[48].

0.5 :
I 00F
-0.5 '
0.0 0.5
0
(a) K=10"*
0.5
I 00

o PN
0.0 0.5

1.0 0.0 05 1.0

0 0
(c) K =0.135 (d) K =0.198

Figura 2 — Espaco de fase MPT. O parametro de perturbacao K controla o tamanho das
ressonancias. Conforme as ilhas crescem, torus invariantes sao quebrados e caos
de separatriz surge. Para K = 0.198 restam apenas ilhas em um mar de caos

(d).

O transporte cadtico no espaco de fase é tema de estudo em sistemas Hamiltonianos.
A presenga de curvas invariantes caracterizam barreiras de transporte no espacgo de fase,
que impedem uma regiao cadtica acessar valores maiores na coordenada de acdo. Na Figura

2c¢ as Orbitas cadticas estao contidas, aproximadamente, entre I = —0.3 e I = 0.3, devido
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aos toros invariantes. Ja na Figura 2c, o mar de caos acessa todo o espaco de fase.

H4, ainda, outro tipo de barreira de transporte. Quando as Orbitas invariantes,
préximas a essas ressonancias secundarias, sao quebradas devido a perturbagao, surgem
cantoros: conjuntos invariantes de infinitos pontos que nao formam uma curva continua.
Tais estruturas sao responsaveis pelo aprisionamento de orbitas, ou stickiness: érbitas
cadticas que permanecem ao redor de cadeias de ilhas por longo tempo, entao escapam

novamente para o mar de caos [45].

3.4.2 Mapa padrao nao-twist

O Mapa Padrao Nao-twist (MPNT) é definido por [46]:

Iy = I, — bsin (276,,) (3.10a)
Oni1 =0, +a(l—12,,) mod 1 (3.10b)

no qual a é um parametro que controla a funcao twist e b é a amplitude da perturbacao.
O grafico de sua funcao twist, e do MPT, esta na Figura 3. Observa-se um perfil nao

monotonico. Ele viola a condi¢ao twist em uma tnica érbita:

aenJrl
=0 = [,.1=0
ol, nt
0.4 . :
1.0 | 1
02 | |
) 00 | 1 09t ]
02 | |
0.8 | 1
0.4 . '
0.5 0.0 0.5 0.5 0.0 0.5
I I

Figura 3 — Fungao twist do MPT (a) e do MPNT (b). A dltima possui um ponto de
maximo, em vermelho, no qual o teorema de KAM falha.

Sistemas nao-twist ocorrem em diversos sistemas de interesse fisico: linhas de
campo magnético em tokamaks [49], na teoria de fluidos [13], na fisica molecular [50].

Sua peculiaridade reside na violacdo da condigao twist, que impossibilita de aplicar os
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teoremas de KAM e PB nesta regidao. Por outro lado, a ndo monotonicidade do perfil do
numero de rotacao implica na presenca de duas érbitas com o mesmo nimero de rotacao.
A orbita referente ao extremo do perfil de €2 possui frequéncia irracional sendo chamada

curva invariante sem cisalhamento, ou simplesmente, Curva Sem Cisalhamento (CSC).

O efeito da perturbacdo no MPNT esta na Figura 4. Assim como no MPNT, no
limite da perturbacao b — 0, o mapa ¢é integravel e as solugoes sao linhas invariantes,
Figura 4a. Aumentando a perturbacao duas ilhas se formam (nas cores cyan e magenta),
referentes a dois pontos fixos do mapa, Figura 4b. Cadeias de ilhas se formam proximas
a curva sem cisalhamento, devido a presenca de pontos periddicos na regiao, Figura 4c.
Nesta mesma figura, nota-se que o caos surge da separatriz das ilhas, comportamento
idéntico ao MPT.

Para b grande, o caos esta presente em um grande volume do espaco de fase. Na
Figura 4d observa-se duas regioes cadticas, uma com pontos em verde e a outra em azul.
Em cada um das regioes o caos domina, mas nao hé transporte entre elas. Isso ocorre
pela presenca de torus invariantes que separam as regioes de caos. Dentre esses torus
esta a CSC, em vermelho. Ressalta-se a presenga da curva sem cisalhamento para uma
amplitude de perturbacao b = 0.8, maior que o valor critico K. do MPT. Na Figura 4e a
perturbacao destruiu a curva sem cisalhamento, mas ha um grande stickiness. Uma orbita
que inicia nesta regiao, marcada em preto, permanece nela por um nimero grande de
iteracoes, até que escapa para o caos em verde e azul. Na literatura, ¢ chamada barreira de
transporte sem cisalhamento. Na Figura 4f nao ha stickiness, logo, a barreira de transporte

é inexistente.

A curva sem cisalhamento, e os toros em sua vizinhanga, sdo resistentes a per-
turbagoes: atuam como uma barreira de transporte. Mesmo apds sua quebra, a barreira
de transporte esta presente no efeito stickiness, que possui caracteristicas proprias em

sistemas nao-twist [51, 52].
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Figura 4 — Espago de fase do MPNT. A curva sem cisalhamento (em vermelho) é resistente
a perturbagoes e atual como uma barreira de transporte. Parametro a = 0.354.

3.4.2.1 Cenarios de 6rbitas periddicas

A presenca de um ponto de extremo no perfil do niimero de rotagdo permite a
presenca de orbitas com mesmo niimero de rotacao, ou seja, ilhas isécronas em posigoes
distintas no espaco de fase. Devido a propriedades de simetria espacial ha possibilidade
de érbitas periddicas isdcronas 4 colidirem e aniquilarem-se. Este processo é precedido
por uma reconexao entre as separatrizes das duas cadeias. Tal reconexao ¢é afetada pelo
periodo da orbita. Ou seja, colisoes de orbitas com periodo par sao distintas dos processos

envolvendo érbitas de periodo fmpar.
Cenario par

Orbitas de perfodo par déo origem a bifurcacoes similares as presentes na Figura 5.
Na figura, ao lado de cada mapa, encontra-se o perfil do nimero de rotagao associado. O
processo inicia-se com duas cadeias gémeas possuindo duas ilhas, Figura 5a. No perfil de
Q) observa-se que ambas possuem o mesmo numero de rotacao. Alterando o pardmetro
a, os pontos hiperbodlicos colidem formando uma tnica separatriz e suprimindo a Curva
Sem Cisalhamento (CSC), Figura 5c¢. Uma bifurcagao duplica os pontos hiperbélicos. O

cenario segue com a aproximacgao dos pontos elipticos, reduzindo o tamanho das ilhas.

4 Orbitas com mesmo niimero de rotacao.



Capitulo 3. Sistemas Hamiltonianos 30

No limite, tais pontos peridédicos colidem e a curva sem cisalhamento retorna ao sistema,
Figura 5g. Observamos um par de cadeias gémeas, na fronteira das regioes cadticas, com
trés ilhas cada. Variando o parametro a, essas cadeias se desprendem do caos, em direcao
a curva sem cisalhamento. Cada uma das cadeias possui trés ilhas, logo, sua evolucao

segue o cenario impar descrito a seguir.
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Figura 5 — Cenério par de reconexao de separatrizes do MPNT. A esquerda, o espaco de
fase do MPNT e a direita, o perfil de €2, utilizando 6, = 0.5. Fixado b = 0.29.
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Cenario impar

O cenario de reconexao para as Orbitas de periodo impar difere substancialmente
do cendrio par. A Figura 6 exemplifica tais bifurcagoes. Na Figura 6a observamos duas
ilhas gémeas de periodo trés e a curva sem cisalhamento, em vermelho. Observamos uma
topologia heteroclinica da separatriz. Na sequéncia, Figura 6b, as separatrizes de ambas
as cadeias se unem e a curva sem cisalhamento é suprimida: aqui ocorre a reconexao de
fato. Em seguida, a CSC retorna e ha uma troca de posicao relativa a separatriz, entre
as duas cadeias, Figura 6¢c. A separatriz muda sua topologia para homoclinica, levando a

formagao de meanders® [53].

O cenario evolui com a aproximacao dos pontos elipticos e hiperbélicos, até que os
mesmos colidem e se aniquilam. Desta colisao, surgem curvas sem cisalhamento adicionais,
marcadas em azul e verde, Figura 6d. Os dois pontos de maximo no perfil de €, referentes
as curvas sem cisalhamento adicionais, sao atenuados variando o parametro a. O resultado
é uma bifurcacao que extingue as CSC verde e azul, restando apenas a vermelha, Figura
Ge.

Estas novas curvas sem cisalhamento, possuem caracteristicas distintas da CSC
vermelha, Figura 6d. Elas tém origem em bifurcac¢oes oriundas da perturbagdao no mapa,

possivel de detectar somente no cdlculo numérico do perfil do niimero de rotagao [54, 55].

5 Torus invariantes que ndo sio um mapeamento sobre a varidvel § sdo chamados meanders.
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Figura 6 — Cendrio impar de reconexao de separatrizes do MPNT. A esquerda, o espaco
de fase e a direita, o perfil de €, utilizando 6, = 0.5. Os parametros utilizados
sao: b =0.32, (a) a = 0.345, (b) a = 0.341806, (c) a = 0.340, (d) a = 0.3384 e
(e) a =0.337.
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Através de métodos analiticos é possivel encontrar, aproximadamente, os valores
criticos de a e b para os quais a reconexao ocorre. Tanto no cenario par, quanto no impar,
é possivel propor hamiltonianas quase-integraveis que possuem configuracoes de ilhas

similares ao mapa. Exemplos deste método sdo encontrados em [56, 57, 46].

Além dos cenéarios par e impar supracitados, o MPNT também possui cenarios
“nao-padrao” de orbitas periddicas. Tais cenarios possuem dois ou mais pares de cadeias
gémeas, ou seja, a presenca de quatro ou mais cadeias de ilhas isdcronas provenientes de

sucessivas bifurcagoes [58].

3.5 Abordagem Hamiltoniana no Modelo de Horton

A partir do modelo de Horton obtém-se a equagao (2.10), que descreve a evolucao
temporal da posicao de uma particula teste imersa na borda do plasma. A referéncia
[12] mostra que estas equages formam um sistema Hamiltoniano. Fixando os modos de

oscilagdo espacial M e L e definindo varidveis de agao e angulo® (I,):

I= <T>2 (3.11a)

a
Y =M0—L¢ (3.11b)

podemos reescrever as equagoes de movimento (2.10), obtendo:

illi = é];i > ¢y sin(v — nw,t) (3.12a)
dl/} . UH(I) MET(I)
T o) [M — Lq(I)] — BaJT (3.12b)

Definindo os perfis de campo elétrico de equilibrio E.(I), fator de seguranga
q(I), velocidade paralela v (1), amplitudes ¢, e frequéncia fundamental wy dos modos
ressonantes, podemos resolver as equagoes (3.12). Para ¢, = 0, na auséncia de oscilagoes
eletrostaticas na borda do plasma, a acdo I é uma constante de movimento e o sistema ¢
integravel. Se ¢, # 0, a acdo oscila devido as perturbagoes, caracterizando um sistema
Hamiltoniano quase-integravel no qual podemos aplicar a teoria discutida na secao 3.3.
Caso o sistema possua infinitos modos temporais, em fase, com mesma amplitude ¢,, = ¢,

pode-se utilizar as identidades

6 A varidvel ¢ é o angulo helicoidal formado pelo modo de oscilagio M/L. Seu cardter periédico é

evidente. A variavel I corresponde & coordenada radial normalizada, ao quadrado, pois a agdo deve
representar a area no espaco de fase original.
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+o0o +o0o +oo
> cos(nwot) =21 > d(wet —2mn) e Y sin(nwet) =0

para integrar as equagoes (3.2) utilizando propriedade da funcao delta de Dirac [10]. A
soma destes infinitos modos gera pulsos espagados por um periodo T' = 27 /wy. Desta

integracao resulta o mapa

ArMeo

[n+1 = [n + m Sin (‘I’n) (313&)
2 M — Lq(1, M E.(I

U, =0, + 27 q(Lns1)] (1) (3.13b)

wolt q(In+1) ~ Baw, T

que descreve o movimento da particula entre dois pulsos consecutivos através de um
mapeamento. Pode-se fazer uma anélise do comportamento que o mapa (3.13) possui
discutindo alguns casos limite. No limite v > E, /B podemos desprezar o termo associado

ao campo elétrico de equilibrio. Neste caso, o mapa resulta em:

drMo .

I =1, 2B, sin (V,,) (3.14a)
2 M — Lq(1,

Uy = 0, + 27l ACESY) (3.14b)

WOR Q(In-i-l)

A partir das equagoes (3.14), dependendo do perfil escolhido para o fator de
seguranca, é possivel obter o MPT e o MPNT [10], discutidos na sec¢ao anterior. Escolhendo
um perfil monotdnico para o fator de seguranca e expandindo ¢(I) em torno de I = I,

obtém-se a expressao:

o(I) = g+ q.(I = L). (3.15)

Substituindo na eq. (3.14),

q ¢ +q.(I - L) G 14+ L(I-1,)

ax

Definindo § = M — Lg, e utilizando a expansio (1+z)~! &~ 1—z para o denominador,

(M —La) Ly o ey
e 0= Lg,(I - 1,)] [1 q*(l I*)]
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Desprezando termos de ordem quadratica ou superior, obtém-se

v,.1=Y,
+1 " g

27|10 [1 Lq.

s - 1*)] (3.17)

Introduzindo as variaveis, normalizadas:

N UH(S Lq*
. 27 ¢ y woRq, [ 5q*< )
obtemos
Lq. 4t M
Ynt+1 = Yn — UH G =T gb sin (27Tl‘n) (318)

woRq. a?Buwy

Definindo o parametro

47TMLUH(];

K =
Ra2q,.w3

transformamos as equagoes (3.14) no mapa:

Tp+1 = Tp + Yn+1

Yn+1 = Yn + K sin (27z,,)

equivalente ao MPT, equagdes (3.9). Nota-se que o pardmetro de perturbac¢ao do mapa,
K, é proporcional & amplitude dos modos de oscilacao ¢. Portanto, utilizando um perfil

monotoénico para ¢, o mapa (3.14) possui comportamento local descrito pelo MPT.

Por outro lado, ao expandir um perfil ndo monoténico de ¢(I) em torno de seu

ponto de minimo I = I,,, obtém-se o MPNT, como esta descrito abaixo.

Utilizando o perfil do fator de seguranca:

17

g(I) = g + %”(I 1) (3.19)

concluimos que

q//
M — Ly, — L-2(I — I, )2 " "
M—L 1 m m 1
q m q dm
14+ (1 —1,,)2
o )

(3.20)
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onde 6 = M — Lgq,,. Desprezando termos de ordem superior a dois, e substituindo nas

equagoes do mapa (3.14),

\Ijn—&—l =V

27T’UH5 1 Lq;:I
! RQmWO

1y~ |

Efetuando a transformacao linear

obtemos

(L amM .
n — Yn S11 Tn
Ynt1 =4 20 Ba2wy
Definindo as constantes
o arM¢ (Lgi\"?
o= —— e = — —T
Rq,nwo 7 a?Buwy \ 20

o0 mapa acima se torna o MPNT"

Tpi1 = Tp + @ (1 - yi—i—l)

Yn+1 = Yn — fVSin (27Txn)

(3.21)

Devido a sua funcao twist, o MPNT possui uma curva sem cisalhamento. Ou seja,

o modelo de Horton prevé uma barreira de transporte sem cisalhamento localizada na

posicao radial correspondente ao minimo do perfil de gq.

O sistema Hamiltoniano que resulta do modelo de Horton, equagoes (3.12), descreve

o movimento de uma particula teste na borda de um tokamak, sujeita a deriva E x B.

Através de aproximagoes que desprezam o efeito do campo elétrico de equilibrio, conclui-se

que o espaco de fase deste sistema possui propriedades tipicas de sistemas twist, como o

MPT. Empregando perfis ndo monotonicos o sistema apresenta fendmenos nao-twist que dao

origem a barreiras de transporte sem cisalhamento. Estas, sao resistentes a perturbagoes

periodicas e, como conjectura, representam barreiras ao transporte de particulas em

tokamaks.
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4 |Influéncia do Perfil do Fator de Seguranca

Neste trabalho, propomos o estudo da influéncia do fator de seguranca no transporte
anomalo de particulas na borda de um plasma confinado. Para tanto, utilizamos as equagoes
(3.12) para modelar o movimento do centro-guia dos ions, sujeitos a a¢do das ondas de deriva
e o transporte radial que elas causam. Neste capitulo, na primeira se¢ao, apresentaremos
os perfis de plasma utilizados, incluindo o fator de seguranga. Logo apds, discutiremos
como o fator de seguranca modifica a barreira de transporte sem cisalhamento. Destaca-se
que, mesmo no perfil monotonico do fator de seguranca, ha a presenca da curva sem

cisalhamento, ja que o campo elétrico radial introduz nao-monotonicidades no sistema.

4.1 Parametros do modelo

Devido a escala de tempo e comprimento dos processos que ocorrem em um
tokamak serem pequenas, utilizamos uma normalizacao, Apéndice A, para evitar influéncia
de flutuacao numérica os calculos computacionais. Apds normalizar os parametros as

equagoes do modelo de Horton (3.12) resultam em:

((jii =2M > ¢, sin(y) — nw,t) (4.1a)
aw _ w()  ME()

i~ o) [M — Lq(1)] Nii (4.1b)

O Quadro 1 elenca todas as variaveis do modelo. Para ¢,, = 0 o sistema ¢ integravel
e as Orbitas sao regulares. Se ¢,, # 0 o sistema é quase-integravel e se comporta segundo
o cenario descrito pelos teoremas de KAM e PB. Sistemas nao integraveis ndo possuem
solucoes analiticas, logo s6 podem ser resolvidos por integragao numeérica. Neste trabalho,
resolveremos estas equagoes utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem® [59].
As trajetorias das particulas no espacgo de fase sao as tipicas de sistemas quase-integraveis:

6rbitas quase-periédicas (torus de KAM), ilhas e trajetérias caéticas [60], [51].

1 Como mostra o Apéndice A, apés a adimensionalizacio, a escala de tempo do sistema ty = 27 /wg ~ 1.

Utilizamos um passo de integracdo At = 1072 para a resolucdo das equacdes diferenciais.



Capitulo 4. Influéncia do Perfil do Fator de Seguranga 39

Quadro 1 — Variaveis e parametros do modelo.

Perfil do campo elétrico radial de equilibrio E.(I)
Perfil do fator de seguranca de equilibrio q(I)
Perfil da velocidade toroidal dos fons v (1)
Modos espaciais de oscilagao MelL
Amplitude do n-ésimo modo temporal de oscilacao On
Frequéncia fundamental de oscilagao Wo

A ilhas presentes nos mapas de Poincaré ocorrem nas regioes onde ha ressonéancia,

ou seja, a invaridncia temporal da varidvel de acdo na equagao (4.1), isto é, para

d

E(w — nwgt) =0.

Esta condicao ¢é satisfeita para o conjunto de ac¢oes ressonantes I, que obedecem a

relagao:

_1

- 4.2
TR (4.2)

Substituindo (4.2) em (4.1), obtém-se a condi¢do para um modo perturbativo ser

ressonante:

U M Er
q(1I) VI

Da condicao de ressonéncia, equagao (4.3), podemos obter analiticamente a coor-

nwy = (M — Lq(I)] —

(4.3)

denada I da ressonancia referente ao n-ésimo modo perturbativo.

Utilizaremos se¢oes de Poincaré para analisar as trajetorias no espago de fase. Tais
secoes sao mapas estroboscopicos construidos pelas intersegoes das trajetorias na secao
toroidal correspondente aos instantes t; = j27/w, , para j inteiro. Com os mapas obtidos
numericamente, buscamos um tipo especifico de barreira de transporte, chamada Barreira
de Transporte sem Cisalhamento (BTSC) cuja origem estd na formagao de curvas sem
cisalhamento [60, 51]. Tais barreiras sem cisalhamento correspondem as trajetérias quase-
periddicas com um extremo local no niimero de rotagao da érbita, calculado numericamente

pela expressao (3.7).

Os pardmetros e perfis presentes na equagao (4.1) remetem as propriedades e
condi¢oes de equilibrio do plasma. Alguns resultados experimentais apontam um perfil
E,(I) nao monotoénico na borda do plasma [61, 62]. Neste trabalho utilizaremos o perfil

radial (4.4) para o campo elétrico de equilibrio:
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E.(r) =3ar® +26r +7, (a,8,7) = (—80.00,31.95,—6.00) x 10°> V/m. (4.4)

Trata-se de um perfil nao monotonico ja utilizado em estudos anteriores que

observaram barreiras de transporte nesses perfis [33, 17, 21].

Para a velocidade toroidal dos fons, v, utilizamos um perfil com base em dados
experimentais do TCABR [63]. Um fitting destas medidas por um perfil de tangente

hiperbdlica resulta na expressao

v(I) = —3.15 + 5.58 tanh (14.1T — 9.26) (4.5)

ja adimensionalizada. Na Figura 7 os perfis de E, e v sao plotados em funcao de r/a.

5.0 T T T '0.5 T T T

0.0 3
Yl
-5.0 - |
-10.0 ‘ ‘ ' : : : :
0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
r/a r/a

Figura 7 — Perfil de velocidade toroidal (a) obtido a partir de dados experimentais do
TCABR [63]. O campo elétrico de equilibrio (b) é um perfil ndo monotonico.

Quanto ao espectro de ondas de deriva, foi escolhido o modo espacial M /L = 16/4.
Os modos temporais também foram baseados em dados experimentais do TCABR. Dados
coletados mostram que as flutuagoes sao concentradas na regiao de baixa frequéncia, da
ordem de 10 kH z, e em uma faixa de niimero de onda estreita [17]. A frequéncia fundamental
adotada foi wy = 6x10* Hz e as amplitudes de perturbacao sendo: ¢o = 4.90 V, 3 = 0.85 V
e ¢4 = 0.10 V. Por fim, serdo utilizados dois perfis distintos para o fator de seguranca do

plasma: um monotonico e outro nao monotdnico, apresentados nas segoes seguintes.

4.2 Perfil monotonico

O perfil do fator de seguranca em um Tokamak fornece detalhes das trajetérias

de linhas do campo magnético de equilibrio. Nas chamadas descargas convencionais, o
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fator de seguranca possui um perfil monotonico tipico. Para modelar esta configuracao,

utilizamos o perfil

o) = 1.99 + (qo — 1.99)(r/a)?, r<a (46)
Qa<r/a)27 r>a

No plasma, (r < a), trata-se do segmento de uma pardbola com minimo na regiao
central do plasma. Na proximidade externa ao plasma, (r > a), o fator de seguranca é
determinado pelo campo magnético gerado pela corrente de plasma. Seu perfil é obtido
aplicando a lei de Ampére, calculando o campo magnético resultante e aplicando condigoes

de contorno na fronteira do plasma.

O parametro de controle escolhido foi o fator de seguranca na borda do plasma
q(a) = qq, uma grandeza diretamente relacionada & corrente de plasma, logo, facilmente
medida experimentalmente. Na expressao (4.6) podemos variar g, mantendo ¢(0), o fator
de seguranca no centro do plasma, fixo. O perfil ¢(r) esté representado graficamente na
Figura 8a. Uma grandeza relacionada ao fator de seguranga, é seu cisalhamento (do inglés,

shear). Na literatura, ele é chamado cisalhamento magnético e sua expressao é:

_ Ldg(r)

S, (r 4.7
() = 4 (47)
7.0 : : . 1.5 : : :
Ga =3 —
6.0 t| =2 — 1
Ga =
1.0 +
50 +
q Sy
4.0 +
05 +
3.0 +
2.0 0.0
0.0 0.0

Figura 8 — Perfil monoténico do fator de seguranca (a), e seu cisalhamento (b), para alguns
valores de ¢,.

Os perfis e parametros do plasma determinam quais modos de oscilacao sao
ressonantes. A equagdo (4.3) fornece uma estimativa da posicdo dessas ressonancias.
Alterando o parametro de controle, q,, o perfil ¢(r) se altera. Consequentemente, modificam-
se as condi¢oes de ressondncia do sistema (4.3), como mostra a Figura 9. Observamos que

os modos n = 3 e n = 4 sao ressonantes para todos os valores de ¢,, enquanto o modo
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n = 2 torna-se ressonante apenas em ¢, ~ 3. Em especial, para ¢, = 7, a ressonancian = 3

esta localizada em I =~ 0.7¢e [ =~ 1.2.

\ Qa:3 -
40 F\ Ga=5 — |-
3‘:’ qo =7

= _
:‘? /

= 30 \\ e

=

n =

2.0 \ %

02 04 06 038 1.0 1.2
1

Figura 9 — Condigoes de ressonancia dos modos de oscilagao utilizando o perfil monotonico
(4.6) do fator de seguranga. Os modos n = 3 e n = 4 sdo sempre ressonantes,
enquanto n = 2 é ressonante apenas para q, < 3.

Para este estudo, variamos o fator de seguranca na borda do plasma, no intervalo
3 < qq < 7, valores tipicos de uma descarga de tokamak [64]. A Figura 10 ilustra o tipo
de resultado obtido variando o parametro de controle. Para g, = 6.98, Figura 10a, as
trajetorias regulares dominam o espaco de fase. Ha duas ilhas em destaque, centradas em
I ~ 0.6 e [ ~1.2. Tais ilhas sao referentes ao modo n = 3, cuja posi¢ao das ressonancias
estao destacadas por pontos na Figura 9. Na regidao entre as ressonancias observam-se curvas
invariantes, sendo a curva invariante sem cisalhamento destacada em vermelho. O perfil do
numero de rotacao desta se¢ao estd na Figura 11. Notamos o ponto de minimo, destacado
em vermelho, que corresponde a curva sem cisalhamento. Note que, mesmo utilizando
perfil monotonico do fator de seguranca, o sistema apresenta curva sem cisalhamento

devido ao perfil do campo elétrico ser nao monotonico.

Na Figura 10b estd a secao referente a g, = 4.18. O caos de separatriz cresce e
toma area consideravel do espago de fase. Em ¢, = 3.78, as curvas invariantes entre as
ilhas da ressonéncia sao quebradas, inclusive a curva sem cisalhamento, Figura 10c. Este
processo de quebra estd associado ao crescimento de duas cadeias de ilhas gémeas (em
verde e azul) e a troca de posi¢ao relativa a curva sem cisalhamento [46]. Tal processo
sera detalhado posteriormente. Na Figura 10d, a curva sem cisalhamento esta presente no
sistema, indicando que ao variar q,, tal curva pode se quebrar e ressurgir. Nas Figuras 10e
e 10f o caos domina o espaco de fase, sendo que, na ultima secao, ¢, = 3.00, o modo n = 2
torna-se ressonante. A influéncia deste modo torna-se mais evidente para ¢, < 3, além do

escopo deste trabalho.
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Figura 10 — Seg¢oes de Poincaré utilizando perfil monotonico do fator de seguranga. Vari-
ando o parametro q,, a posicao e formato das ilhas se alteram, regioes cadticas
modificam-se e a curva sem cisalhamento (em vermelho) é destruida.
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Figura 11 — Perfil de €2 referente a Figura 10a. A condigao inicial utilizada foi g = 0. O
ponto vermelho é o extremo local, caracterizando a curva sem cisalhamento.
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O transporte no espaco de fase é altamente afetado pela quebra da curva sem
cisalhamento. Um exemplo desta transi¢ao estd na Figura 12. O processo se inicia com a
formacao de meanders, Figura 12a, curvas invariantes que possuem dois valores de agao
para o mesmo 1. Ha o crescimento de duas cadeias gémeas com nimero impar de ilhas,
azul e verde, responsaveis pela efetiva quebra da curva sem cisalhamento, que ocorre apos a
reconexao, Figuras 12b - 12c. Notamos uma regiao de grande stickiness acima das cadeias
verde e azul, Figura 12c, ou seja, um aprisionamento de érbitas cadticas por um longo
intervalo de tempo. Apds a reconexao a curva sem cisalhamento retorna ao sistema, Figura
12d. Variando q,, este processo de quebra e ressurgimento da curva sem cisalhamento se
repete. O cenario de ilhas pode ser semelhante ao apresentado neste paragrafo, ou nao.

Outras configuracoes de ilhas serao apresentados na secao 4.4.

(¢) qo = 3.55 (d) g, = 3.53

Figura 12 — Exemplo de quebra da curva sem cisalhamento (em vermelho) utilizando
perfil monotdnico. O processo esta relacionado a reconexao de separatrizes
das cadeias verde e azul. Mesmo na auséncia da curva sem cisalhamento a
barreira de transporte esta presente no efeito stickiness.
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4.3 Perfil nao monotodnico

Além dos cenérios tradicionais, usando perfil monoténico de ¢, existem os chamados
cenarios avancados que utilizam uma gama de perfis ndao monotonicos para o fator de
seguranga, [65]. Tais configuragoes de descarga produzem uma corrente nao indutiva no
plasma que auxilia no aquecimento, consequentemente, na fusao [66]. Para obter o perfil
nao monotonico do fator de segurancga partimos do perfil de densidade de corrente do

plasma

i) = jo [1 +e (Zﬂ [1 . (Zﬂ (4.8)

utilizado na literatura [67, 68]. Do perfil j(r), calculamos a componente poloidal do campo
magnético de equilibrio By a partir da lei de Ampére. Do perfil de campo magnético poloidal,

calcula-se o perfil do fator de seguranca. O resultado obtido é o perfil nao-monotonico:

-1
r? 2 P2\ p+1
a(r) qaa2[ <+€a2>< a2> ’ ‘ €e+,u+2 (4.9)

Fixamos p = 0.8 e gy = 3.75, tornando € uma fungao de ¢q,, o pardmetro de controle.
Variando ¢, obtém-se diferentes perfis para o fator de seguranca e seu cisalhamento
(equagao (4.7)), ilustrados na Figura 13. O perfil ndo monoténico possui um minimo que

varia de posicao em funcao do parametro gq,.

5.0 s . 2.0 : : : :
Ga =3 —
L| 4o =% — i L
45 | &2 1.5
40 1.0 ¢
q Sq
35+ g 0.5
3.0 + 0.0 |-
2.5 ! : ‘ ‘ -0.5
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r/a r/a

Figura 13 — Perfil ndo monotonico do fator de seguranga (a) e seu cisalhamento (b) para
alguns valores ¢,.

Utilizando o perfil ndo monotdnico para o fator de seguranca, equagao (4.9), obtemos
as condicoes de ressonancia presentes na Figura 14. Os modos n = 3 e n = 4 continuam
ressonantes, enquanto o modo n = 2 ¢ nao ressonante mesmo para ¢, = 3, contrastando

com o resultado obtido no perfil monotonico Figura 9.
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Figura 14 — Condigoes de ressonancia dos modos de oscilagao utilizando o perfil nao
monotonico (4.9) do fator de seguranca. Os modos n = 3 e n = 4 sdo sempre
ressonantes.

(dip/dt) fwo

G

2.0

Na Figura 15 estao alguns resultados obtidos variando 3 < g, < 5. Para valores
de g, =~ 5, Figura 15a, ha duas ilhas, referentes ao modo n = 3, centradas em I =~ 0.6 e
I = 1.1. Variando o pardmetro de controle, quebras (Figuras 15b e 15d) e ressurgimentos
(Figuras 15¢) da curva sem cisalhamento também estao presentes utilizando perfil nao
monotonico do fator de seguranca. Uma particularidade encontrada para este perfil é
a presenca de mais de uma curva sem cisalhamento, a exemplo da Figura 15e, em que
ha trés destas curvas. Cada uma delas corresponde a um ponto de extremo no perfil
Q(I), Figura 16. Assim como no perfil monoténico, as se¢oes com ¢, ~ 3, Figura 15f, sdo

caracterizadas por caos dominando o espaco de fase e suprimindo as ilhas ressonantes.
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Figura 15 — Se¢oes de Poincaré utilizando perfil ndo monotonico do fator de seguranca.
Nota-se a presenga de mais de uma curva sem cisalhamento (vermelho, verde
e azul) para determinados valores de g,.

2,624 — . .

Q 2622} i

2.620

0.40 0.45 0.50
1

Figura 16 — Perfil de Q) da Figura 15e, utilizando a condi¢ao inicial )y = 0. Ha trés pontos
de extremo no perfil indicando a presenca de trés curvas sem cisalhamento.
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Na Figura 17 estd uma sequéncia de quebra e surgimento da curva sem cisalhamento
no perfil ndo monotdnico de q. As regioes destacadas pelo quadrado estdao na Figura 18,
para melhor visualizagao. A curva sem cisalhamento presente na Figura 17a é destruida
a medida que cadeias de ilhas verde e azul crescem, Figura 17b. Mesmo apds a quebra
da curva sem cisalhamento, a barreira de transporte esta parcialmente presente no efeito
stickiness. Quando a curva sem cisalhamento retorna ao sistema surge uma cadeia cyan e
outra magenta, além das ja presentes azul e verde. As quatro cadeias, verde, azul, cyan e
magenta sao isdcronas e tém o mesmo nimero de ilhas, Figura 17d. Garantimos que as ilhas
possuem o mesmo nimero de rotacdo calculando-o para de cada uma delas, utilizando 10*
iteragoes na se¢ao de Poincaré. O resultado obtido estd no Quadro 2: todas elas possuem
Q=5/2.

- —r/2 0 /2 T i —r/2 0 /2 T

0.2 ‘ : .
— —r/2 0 /2 T - —m/2 0 /2 T
(c) go = 3.220 (d) go = 3.235

Figura 17 — Exemplo de quebra da curva sem cisalhamento (em vermelho) utilizando perfil
nao monotdnico (4.9).
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0.40 0.40
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Figura 18 — Ampliacao da Figura 17. Ap6s o surgimento da curva sem cisalhamento (d) ha
um cenario com quatro cadeias isocronas agrupadas aos pares: azul e magenta,
verde e cyan.

Cadeia Q
Azul 2.500
Magenta || 2.500
Cyan 2.500
Verde 2.500

Quadro 2 — Numero de rotagao calculado para as cadeias presentes na Figura 18d.

O stickiness, presente na Figura 18b pode ser analisado utilizando o nimero de
rotagdo a tempo finito. Ele é calculado para a érbita em roxo da Figura 18b e o resultado
esta na Figura 19. O comportamento do nimero de rotacao para esta érbita indica
convergéncia até ~ 10* iteracoes, mas o comportamento diverge em seguida, indicando

um aprisionamento parcial da érbita.
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Figura 19 — Numero de rotacao a tempo finito em funcao do nimero de iteragoes na
secao de Poincaré, N. A aparente convergéncia de {2 para N < 10* indica o
stickiness na regiao apés a quebra da curva sem cisalhamento.

4.4  Cenarios assimétricos de orbitas periddicas

O MPNT possui dois cenarios principais de érbitas periddicas: o cenario par e o
cenario impar, discutidos na subsecao 3.4.2.1. Cada um deles possui suas particularidades
na evolucao dos pontos periddicos, reconexao de separatrizes e quebra da curva sem
cisalhamento. O sistema estudado neste trabalho também apresenta cendrios que se
repetem. Alguns deles sdo semelhantes ao MPNT, como se observa na Figura 12, em
que as cadeias de ilhas evoluem de maneira similar ao cenario impar do MPNT. Ja
outras configuracoes sao particulares das equagoes (4.1), tal qual na Figura 20a, em que
observamos uma curva sem cisalhamento (em vermelho) e duas cadeias isécronas com
nove ilhas cada, representadas pelos platos na Figura 20b. Este cenario progride variando

o parametro q,.



Capitulo 4. Influéncia do Perfil do Fator de Seguranga 51
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Figura 20 — Cenario de cadeias gémeas de periodo impar utilizando perfil monotonico e
qo = 4.49. A segdo de Poincaré (a) mostra duas cadeias, preta e azul, associadas
a curva sem cisalhamento. Tais cadeias sao is6cronas como observamos no

perfil de €2, calculado em 19 = 0 (b).

A Figura 21 mostra a evolugao da area destacada pelo retangulo da Figura 20a.
Inicialmente, observamos duas cadeias gémeas, azul e preta, Figura 21a. Uma duplicacao
de pontos periddicos gera a cadeia verde que compartilha a mesma separatriz, isbcrona
a cadeia preta, Figura 21b. Na Figura 21c¢ uma nova bifurcagao extingue a cadeia preta.
Logo apés, o par azul e verde evolui como no cenario impar do MPNT: a reconexao de
separatrizes ocorre entre as Figuras 21d e 21e, seguida da colisdo de pontos periddicos,
Figura 21f, que extingue ambas as ilhas. A sequéncia descrita neste paragrafo é uma
aplicagao do Teorema do ponto fixo de Poincaré-Birkhoff. Este, afirma que um sistema
quase-integravel que possui uma 6rbita de periodo s (do sistema nao-perturbado), possui
2ks pontos fixos, onde k ¢ inteiro positivo. O teorema nao afirma o valor de k, que
pode variar conforme visto nas Figuras 21a-21c. Bifurcacgoes similares que modificam o
numero de ilhas foram observadas em sistemas que modelam interacdo onda-particula e
na hamiltoniana de Walker e Ford. [69, 70].
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Figura 21 — Bifurcacdo de pontos peridédicos utilizando perfil monotonico de ¢q. A cadeia
de ilhas verde surge (b) e suprime (c) a cadeia preta. A reconexao ocorre entre
(d) e (e) seguida pela colisao de pontos fixos que extingue as ilhas (f).

A Figura 22 mostra outro cenario de ilhas. Na Figura 22a ha duas cadeias, em
verde e azul, cada uma contendo quatro ilhas. As Figuras 22b-22f sao uma ampliagao
da regiao destacada. A evolucao ¢é similar ao cenario par do MPNT, mas neste caso as
cadeias nao desaparecem concomitantemente: nao hé simetria. No processo de reconexao a
topologia da separatriz é similar ao cenario par do MPNT, Figura 22c. Contudo, a cadeia
inferior (verde) desaparece, enquanto a azul é mantida, Figura 22d. Por fim, a prépria
cadeia azul reduz seu tamanho (Figuras 22e) e se desfaz em um processo que encerra no
ressurgimento da curva sem cisalhamento Figura 22f. Observamos que entre as Figuras 22¢
e 22e nao ha curva sem cisalhamento, mas ha outros torus invariantes separando as regioes
cadticas. Comparando com o cenario par do MPNT, em que as érbitas periddicas colidem
e se aniquilam, a sequéncia descrita acima ¢é equivalente, mas sem a simetria apresentada
pelo mapa. Uma das orbitas periddicas colide com a separatriz, restando apenas uma das

cadeias (azul), que sofre o mesmo processo em seguida.
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Figura 22 — Cenario impar assimétrico utilizando perfil ndo-monotonico de ¢. As cadeias
verde e azul colidem (c), a cadeia verde é suprimida (d) seguida da azul,
concomitantemente ao retorno da curva sem cisalhamento (d).

Na Figura 23 observamos outro cenario com bifurcacao de érbitas periddicas.
Observamos a curva sem cisalhamento e duas cadeias gémeas, verde e azul, cada uma com
seis ilhas, Figuras 23a e 23b. Em sequéncia, na Figura 23c ocorre uma bifurcacao na cadeia
inferior, que gera uma nova cadeia (cyan) com mesmo nimero de rotagao. A reconexao
ocorre de maneira nao trivial: a cadeia verde evolui similarmente ao discutido na Figura 22,
mas a cadeia cyan “desacopla” da verde e modifica sua topologia, de heteroclinica (Figura
23c) para homoclinica®. Ao final da reconexao, resta apenas a cadeia azul, Figura 23e, que

leva ao ressurgimento da curva sem cisalhamento, Figura 23f.

2 O caos dificulta a visualizacio da separatriz, mas a disposicio dos pontos elipticos evidencia a topologia

da separatriz da cadeia cyan.
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Figura 23 — Bifurcacao de pontos periédicos utilizando perfil ndo monotonico de q. Uma
bifurcagao produz a cadeia de ilhas cyan, isécrona a verde (c), seguida de uma
reconexao com a presenca das trés cadeias (d).

Neste capitulo estudamos a influéncia do perfil de campo magnético sobre barreiras
de transporte sem cisalhamento. Utilizamos um perfil ndo monotdénico para o campo
elétrico de equilibrio (4.4), e dois perfis para o campo magnético: monotdnico (4.6) e
nao monotonico (4.9). Portanto, o campo elétrico radial introduz ndo monotonicidades
no sistema, gerando curvas sem cisalhamento, que sao afetadas pelo perfil do fator de
seguranga. Sendo este monoténico ou nao monotdnico, variando seu perfil tal curva é

destruida e retorna sucessivas vezes, Figura 12 e Figura 17.

O perfil do fator de seguranca tem grande influéncia no transporte. Variando o
parametro de controle ¢,, Orbitas cadticas surgem destas ilhas e toma grande parte do
espago de fase. Separando as duas regioes cadticas estd a curva sem cisalhamento e outros
torus invariantes, a exemplo da Figura 15c¢. Cadeias de ilhas surgem da fronteira do caos.
Estas ilhas se aproximam da curva sem cisalhamento. Concomitantemente, curvas de KAM
sao quebradas e até que a propria curva sem cisalhamento é destruida. Nesta etapa ha
transporte global. Na sequéncia, as cadeias se afastam e a curva sem cisalhamento retorna

ao sistema. Um exemplo desta sequéncia esta na Figura 12.

Os resultados do paragrafo acima sao aplicaveis a ambos os perfis do fator de
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seguranca utilizado. Contudo, somente no perfil ndo monotonico foram encontrados mais

de um par de cadeias isocronas e miltiplas curvas sem cisalhamento, Figuras 15e e 17d.

Vimos que a quebra da curva sem cisalhamento estd relacionada a evolucao de
cadeias de ilhas gémeas. Tais cadeias possuem diferentes cenarios que variam o nimero de
ilhas e os processos de bifurcacao envolvidos. Encontramos, tanto no perfil monotonico,
quanto no nao monotdnico, cadeias de ilhas gémeas em configuragoes diferentes das
observadas no MPN'T. Estes cendarios atipicos sao caracterizados por quebra de simetria.
Por exemplo, na Figura 21 ha uma bifurcagdo em uma das cadeias que gera uma nova
cadeia de ilhas, isocrona, na mesma separatriz. Em outro tipo de cenario, uma das cadeias

gémeas se extingue antes de seu par, Figura 22.
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5 Bifurcacoes na Curva sem Cisalhamento

Usualmente, para os perfis de equilibrio do campo elétrico e do fator de seguranca
utilizados neste trabalho, o espaco de fase do sistema apresenta uma tunica curva sem
cisalhamento. Contudo, na secao 4.3 vimos que o perfil ndo monotonico de ¢ propicia o sur-
gimento de mais de uma curva sem cisalhamento, Figura 15e. Neste capitulo, abordaremos

o cenario dessa bifurcacao da curva sem cisalhamento.

5.1 Diagrama de bifurcacao da curva sem cisalhamento

Podemos utilizar um diagrama de bifurcacao para analisar o comportamento da
curva sem cisalhamento em funcao do parametro de controle. Este diagrama estd na
Figura 24. O grafico mostra o niimero de rotagdo da curva sem cisalhamento em funcao do
parametro g,. Quando ha mais de um ponto, implica a presenca de duas ou mais curvas.
Neste diagrama, pontos vermelhos indicam a presenca de uma curva sem cisalhamento,
pontos azuis indicam duas e os verdes, trés. Para a maioria dos valores de g, o sistema
apresenta uma unica curva sem cisalhamento. A barra acima do grafico possui cores
referentes ao nimero de curvas sem cisalhamento. As regioes em que a CSC foi quebrada
estdo marcadas em preto, como em ¢, =~ 4.5. Verificamos que as bifurcacoes da curva sem

cisalhamento ocorrem entre 3.2 < ¢, < 3.4, em destaque na Figura 24b.

3.00 . ‘ ‘ 2.65

2.80 K . .ot
0 Q 2.60
.‘. ° L] °
.o'.. .®
y .o
2.60 + ,° 1
' ‘ ‘ 2.55
3.0 35 4.0 4.5 5.0 3.1 32 3.3 34
da da

(a)

(b)

Figura 24 — Diagrama de bifurcacao da curva sem cisalhamento para o perfil ndao monoto-
nico (a), sendo (b) um destaque para a regiao 3.10 < ¢, < 3.4 onde ocorrem
bifurcagoes. Em vermelho: apenas uma curva sem cisalhamento, em azul: duas
curvas, em verde: trés curvas.
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5.2 Surgimento de novas CSC no espaco de fase

O surgimento da segunda curva ocorre apos uma bifurcacao sela-n6 em uma das
quatro cadeias de ilhas is6cronas. A Figura 25 mostra uma sequéncia de bifurcagao da
curva sem cisalhamento. Copiamos a Figura 18d na Figura 25a para facilitar a visualizacao.
Nela, observamos a presenca de uma curva sem cisalhamento e quatro cadeias isdcronas,
como discutido na secao 4.3. Alterando o parametro de controle, observamos que a cadeia
magenta se desprende da regiao cadtica superior, Figura 25b. Uma ampliacdo em uma
das ilhas desta cadeia estd na Figura 25c. As Figuras 25¢ - 25e mostram, em detalhe, a
bifurcagao sela-né e o surgimento da segunda curva sem cisalhamento, marcada na cor
azul. Apds a colisao de pontos peridédicos, permanece uma camada cadtica que contém
uma mirfade de ilhas, Figura 25d. Entao, a curva sem cisalhamento surge adjacente a esta

regiao Figura 25e.

0.55 0.55
0.50 0.50
I I
0.45 0.45
0.40 0.40
-10 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
(a) qa = 3.2350 (b) ¢ = 3.2360

(c) ¢a = 3.2360 (d) ¢a =

2380 (e) ga = 3.2390

Figura 25 — Sequéncia de bifurcacdo da curva sem cisalhamento. Préximo a CSC (vermelha)
ha quatro ilhas is6cronas (a) e (b). Uma bifurcagao sela-né na cadeia magenta
(c)-(d) é seguida pelo surgimento da segunda curva sem cisalhamento, em azul

(e).
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O processo continua com o surgimento de uma terceira curva sem cisalhamento, que
ocorre em um cendrio idéntico ao discutido na Figura 25. A Figura 26 mostra o processo
de formagao desta curva. Na Figura 26a ha duas CSC, uma vermelha e outra azul, além
de uma cadeia de cinco ilhas cyan. Realizando uma ampliacao na regiao central desta
imagem, obtemos a Figura 26b, na qual apenas uma ilha da cadeia fica evidente. Alterando
o parametro de controle, torus invariantes surgem entre a separatriz da ilha e o mar de
caos inferior (Figura 26¢). Constatamos que a topologia desta cadeia é idéntica a cadeia
magenta, da qual surgiu a segunda curva sem cisalhamento, Figura 25. Em seguida, hé a
bifurcagao sela-nd e o surgimento da terceira curva sem cisalhamento (verde), Figuras 26d
e 206e.
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(c) qo = 3.2451 (d) g = 3.2459 (€) qa = 3.2485

Figura 26 — Bifurcagao que gera a terceira curva sem cisalhamento. Das quatro cadeias
isdcronas, restou apenas a cyan (a). Uma bifurcacao sela-né na cadeia magenta
(c)-(d) é seguida pelo surgimento da terceira curva sem cisalhamento, em
verde (e).

A Figura 27 traz os perfis de 2 referentes as Figuras 26d e 26e. Na Figura 27
observamos dois pontos de extremos que correspondem as curvas sem cisalhamento, azul e

vermelho. Uma ampliacdo do retangulo destacado esta na Figura 27c. A terceira curva
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sem cisalhamento (verde) surge adjacente a esta regiao de caos. Observamos o surgimento
de um minimo no perfil do niimero de rotacao nas Figuras 27b e 27d. Novamente, a curva

sem cisalhamento surge do caos oriundo de uma bifurcacao sela-né.
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Figura 27 — Perfil de (2 referente as Figuras 26d e 26e. A terceira curva sem cisalhamento
surge adjacente ao caos gerado da bifurcagao sela-né.

5.3 Confluéncia de curvas sem cisalhamento

O ultimo processo de bifurcacao da curva sem cisalhamento encontrado, trata-se
da colisao, ou confluéncia, de duas curvas. Este processo esta na Figura 28. As Figuras
28c e 28d sao ampliacoes das regioes destacadas pelos retangulos nas Figuras 28a e 28b.
Alterando o pardmetro de controle as curvas vermelha e azul, presentes na Figura 28a, se
aproximam até a colisdo que extingue ambas, Figura 28b. Apoés a colisao, somente a CSC

verde permanece no espaco de fase.
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Figura 28 — Confluéncia de curvas sem cisalhamento. As CSC vermelha e azul colidem
aniquilando ambas (a) e (¢). Apds a colisdo, resta apenas uma curva sem
cisalhamento, em verde (b) e (d).

Nos perfis de €2, Figura 29, observamos que este processo ocorre devido a colisao
dos pontos de maximo e minimo associados as curvas sem cisalhamento. A curva verde
possui um minimo bem pronunciado, Figura 29a. Ja as CSC azul e vermelha correspondem
a um minimo e um maximo adjacentes e pouco pronunciados. Variando ¢, na ordem de
1073 os pontos de extremo se aproximam, até sua colisio. Em seguida, o perfil de €2 niao

apresenta tais pontos restando apenas o minimo referente a curva verde, Figura 29b.



Capitulo 5. Bifurcagées na Curva sem Cisalhamento 61

2.6425 : : 2.6430 : :

2.6420 | .
2.6425 | .

Q Q

2.6415 | 1
2.6420 |

2.6410 ' ‘ ' ‘ ' '

0.42 0.44 0.46 0.48 0.42 0.44 0.46 0.48
I I
(a) qq = 3.365 (b) go = 3.367

Figura 29 — Perfis de (Q referentes as Figuras 28a e 28a. Os pontos de extremo vermelho e
azul (a) colidem e aniquilam-se, restando apenas a curva sem cisalhamento

verde (b).

Na se¢ao 4.3 vimos que, ao utilizar o perfil ndo monotonico do fator de seguranca,
o espaco de fase pode apresentar multiplas curvas sem cisalhamento. O diagrama de
bifurcagdo da CSC, Figura 24, apresenta mais de uma curva, aproximadamente, no intervalo
3.2 < g4 < 3.4. Neste capitulo analisamos o cenario dessas bifurcacoes. Constatamos que
as curvas adicionais surgem da bifurcacao sela-né de uma das quatro cadeias de ilhas
isocronas, Figura 25. Ou seja, a presenca de multiplas cadeias isécronas esta relacionada
a bifurcagoes na curva sem cisalhamento. O diagrama de bifurcacao também estabelece
regioes em que hé quebra da curva sem cisalhamento: a mais pronunciada ocorre em

(o ~ 4.5.
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6 Mapa Nao- Twist Quartico

O Capitulo 3 descreve como se obtém o MPNT a partir do modelo de Horton. A
validade do MPNT para explicar os fendmenos do modelo de Horton é limitada: efetua-se
um truncamento em segunda ordem, simplificando a dinamica do sistema. Neste capitulo
estendemos as aproximagoes contidas em [10]. Concluimos que utilizando termos até
quarta ordem obtemos um novo mapa que possui multiplas ilhas gémeas e curvas sem

cisalhamento.

6.1 O Mapa Nao-twist Quartico

No Capitulo 3 expandimos o fator de seguranca, em torno do ponto de minimo,
em um perfil parabdlico. A partir da equagao (3.20), repetida abaixo, obteve-se 0 MPNT

ao desprezar termos de ordem maior que dois na variavel (I — I,,).

~
~

(I - Im)2

q m

"

J— — % R 2 1" "
Motg A MR LUl T i g

14 2‘1—’”([ —I,)?
Gm
(6.1)

Este truncamento restringe a validade do modelo (MPNT) para uma regiao préxima

do minimo do perfil de ¢. Mantendo a expansao até quarta ordem, a equagao para V¥ fica:

\Ijn-i-l =V, +

27‘('1)”5 1 Lq;;
! RQmWO

2 G 2
= 1| L - 17 62

2qm

Na equacao acima, 6 = M — Lg,,. Por meio da transformacao linear

” 1/2
v Lqg
= — (24w (11,
. o= (B) a-n

que introduz as variaveis x e y, obtemos o mapa

U 5 q//
Tpt1 = T + L (1 - yiﬂ) (1 - 2qmyrzz+1>

sin (27x,,)

Lq// >1/2 47TM¢

2
Ba*wq
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Definindo as constantes:

(0%

” n\ 1/2
Y _ arM¢ <Lq7n> / (6.3)

- Rq,,wo p= 2¢m c 7= " a2Bwg \ 26

obtemos o Mapa Nao- Twist Quértico (MNTQ), equacao (6.4). Por vezes, faremos a analise
do MNTQ no limite § — 0. Evidentemente, pelas relagoes (6.3), tal limite é incompativel
com o mapa visto que implica em q; = 0 = v = 0. Contudo, esta analise ¢ feita
considerando o mapa (6.5) como um ente matemético préprio, sem vinculos com os perfis

do plasma.

A funcao twist do MNTQ é um polindmio de quarto grau que possui trés pontos

onde a condicao twist falha, Figura 30.

Tpt1 = Tn + (1 - ?J?z+1> (1 - Byi—l-l) (6.4a)

Ynt+1 = Yn — 7y Sin (27zy,) (6.4Db)

1.0 +
w05 t
0.0
-1.0 0.0 1.0
y

Figura 30 — Fungao twist do MNTQ, o =1 e f = 1. Os pontos de extremo, em vermelho,
verde e azul, indicam a presenca de trés curvas sem cisalhamento.

Mapas nao-twist similares ja foram abordados na literatura. A referéncia [71] é
um trabalho pioneiro em mapas nao-twist. Nao obstante, foram encontrados mapas, que
violam a condicao twist em mais de um ponto, modelando a trajetoria de particulas em

plasmas quando se considera o efeito do raio de Larmor finito [72, 73].

Um trabalho recente sobre quebra de curvas sem cisalhamento em mapas com

fungdo twist cibica e quéartica é o de Wurm [74]. Definindo € = 3/(1 + 3)? e efetuando a
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transformagao linear ¢y’ = /1 + Sy, podemos reescrever a fungao twist do mapa (6.4). O

mapeamento obtido desta transformacao é:

Ty =T, +a (1 —yh ey;+14) (6.5a)
Yni1 = Y — 7sin (272, (6.5b)

idéntico ao mapa quartico proposto por Wurm, com exce¢ao do sinal que acompanha e.
Essa mudanca de sinal modifica a dindmica do sistema, ja que o mapa de Wurm viola a

condicao fwist em um Unico ponto.

O mapa quéartico, equagoes (6.4), apresenta oito pontos fixos. Utilizando a notagao

z = (z,y), estes pontos sdo:

1 1 11
27 = (0,+1), 257 = (0,1\@), 2{) = (2, il) czf’) = (2, i\/g)

Além dos pontos ficos z(1i3) , também presentes no MPNT, o MNTQ possui outras
quatro solugoes de equilibrio: z(;;l) . Tais solugoes introduzem outras duas ilhas ao espago de
fase do sistema, como veremos na proxima se¢ao. Outra distingdo do MNTQ, em relacao
ao MPNT, é o niimero de pontos de violagao da condigao twist, equagao (3.8). O mapa

quartico viola a condicao twist em trés regioes:

a$n+1 1+ /6
ayn yn+1 € y +1 2/@

Portanto, no MNTQ ha trés curvas sem cisalhamento C, Cy e (3, definidas por:

. 1+ .
Cy: y=~sin(2rx), Cos: y==+ uf + ysin (27z)

E possivel haver mais de uma curva sem cisalhamento no MPNT. Contudo, elas
sao oriundas de bifurcagoes produzidas por reconexoes em cadeias de ilhas, como visto
na subsecao 3.4.2.1. O diferencial do MNTQ é a violagdo da condigao twist na propria
funcao twist do mapa, ou seja, ¢ uma caracteristica que nao depende de perturbagoes ou

bifurcagoes.

Dos resultados analiticos acima, concluimos que a posi¢ao dos pontos fixos, e das
curvas sem cisalhamento Cs 3, é determinada pelo parametro 3. J4 a e 7y tem influéncia

similar ao do MPNT, como observaremos nos resultados numéricos.

Quando mapas simpléticos possuem simetrias, espacial e de reversao temporal,

algumas consequéncias dindmicas ocorrem. No caso do MPNT, elas auxiliam a encontrar
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6rbitas periddicas e curvas sem cisalhamento [46, 56]. Sistemas nao-twist podem, ou nao,
apresentar tais propriedades. Um exemplo de mapa que nao possui simetria espacial é o

mapa cubico presente em [74].

O MNTQ é reversivel, isto é, pode ser decomposto em duas involugoes. Seja M:

v Tpi1 = Ty + (1 - yi-&-l) (1 - 592-&-1) (6.6)

Yn+1 = Yn — 7 sin (27Txn)

O mapa pode ser decomposto nas involugées M = I, - I, definidas por:

Tp1 = —Tn

Iy: (6.7)

Yn+1 = Yn — 7 Sin (27T$N)

I Tpt1 = —Tp + (1 - y?ﬁ-l) (1 - B?J?H-l) (6.8)

Yn+1 = Yn

Além de reversivel, o MNTQ possui simetria espacial em relacao a involucao S

Tpr1 = Ty +1/2
(6.9)

Yn+1 = —Un

Ou seja, M = S~'MS. Tal simetria indica que o mapa quartico ndo possui cenérios

de ilhas assimétricas em relagao a curva sem cisalhamento.

Pode-se demonstrar que o conjunto de pontos fixos de uma involucao I; formam
uma curva I'; chamada curva de simetria. No MPNT tais curvas sao essenciais para obter
aa localizagao das drbitas periddicas [46]. As curvas de simetria do MNTQ, I'g e I'y, séo a

uniao dos conjuntos:

si={(ey le=0y=y} (6.10a)
so={(z,y) |z=1/2, y=y } (6.10b)
ss={ (wy) [z =al =)= By). y=vy } (6.10c)
si={ (z,9) |e=a(l—y") (1= By") +1/2, y=y | (6.10d)

Uma vez dispostos as consequéncias analiticas do MNTQ, abordaremos os resultados

numéricos. De inicio, uma comparagao com o MPNT. A Figura 31 exibe o efeito do termo
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de quarta ordem no MNTQ. Para f = 0, o sistema reduz-se ao MPNT, Figura 31a.
Utilizando 8 = 0.4, o espago de fase muda consideravelmente. Além das ilhas magenta e
verde-escuro, também presentes no MPNT, o MNTQ apresenta as ilhas laranja e cyan.
Destacadas em vermelho, azul e verde estao as trés curvas sem cisalhamento C| 3 3, Figura
31b. A curva vermelha, na regiao central, é idéntica ao MPNT.

O mapa quartico possui quatro ilhas agrupadas em dois pares associados as curvas

+

azul e verde. Os pontos fixos zo* e z4 também sido evidentes na Figura 31b, sendo dois

elipticos e dois hiperbélicos.

2.0 . 2.0 .

1.0 @ 1.0 @

y 00 Y 0.0
10 = — o —
-2.0 : -2.0 :
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
X T
(a) 8 =0.0 (MPNT) (b) B=04

Figura 31 — Comparagao entre o MPNT (a) e o MNTQ (b). O MNTQ apresenta trés
curvas sem cisalhamento e quatro ilhas (b). Os demais parametros sdo a =
0.3, v = 0.05.

As ilhas presentes na Figura 31b tém sua configuracao alterada ao variar os
parametros do mapa. Na Figura 32 observamos quatro ilhas, agrupadas em dois pares:
magenta e laranja, verde e cyan, cada uma delas possuindo sua separatriz. Variando o
parametro « as ilhas sofrem o processo de reconexao de separatrizes: ilhas com topologia
heteroclinica (Figura 32a), colisio e reconexao de separatrizes (Figura 32b), topologia
homoclinica e formagao de meanders (Figura 32c). Nas Figuras 32d, 32e e 32f estao os
perfis de 2 destes mapas. Observamos os trés pontos de extremo no perfil de rotagao,
marcados em vermelho, verde e azul. Também verificamos que as quatro ilhas presentes
no mapa sao isécronas. No perfil referente a o = 0.3, Figura 32d, fica evidente que elas

possuem o mesmo numero de rotacao.
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Figura 32 — Cenario de reconexao de separatrizes no MNTQ, variando «. Os demais
parametros sao § = 0.4 e v = 0.05.

6.2 Influéncia do fator de seguranca

Os parametros do mapa, «, [ e v, definidos na equagao (6.3), dependem dos
parametros do plasma e da perturbacao. Quanto ao fator de seguranca, cujo perfil utilizado
estd na equagao (3.19), ele depende dos trés parametros, seja por seu valor no ponto de
minimo g¢,,, ou pela derivada q;;L. Para analisar a influéncia desta varidvel devemos fixar
alguns valores. Escolhemos manter como parametro de controle o valor de ¢ na borda do
plasma, ¢, = q(r = a) = ¢(I = 1). Sendo assim, ¢, fica em funcdo de g4, gy € I, segundo

a relagao

v 2(4a = Gm)

Sy
O objetivo nesta secao é explicar as miltiplas cadeias isdcronas e curvas sem
cisalhamento, obtidas utilizando as equagoes (4.1). Tais resultados foram obtidos utilizando
o perfil ndo monotoénico (4.9) com pardmetro ¢, &~ 3.3. Para simular estas condigdes com
o perfil (3.19), fixamos ¢,, = 2.85 e I,, = 0.58. Dentre os demais pardmetros presentes
em (6.3), escolhemos v)| = 2.5 e g¢ = 0.001, j& normalizados. O primeiro é o valor do
perfil v(I) em I = I,,, = 0.58. J& a amplitude de perturbagao ¢ na ordem de grandeza da

amplitude ¢3, o modo ressonante mais relevante nas condigoes utilizadas.
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Os resultados obtidos variando ¢, estdao nas Figuras 33 e 34. Na primeira, variamos
3.1 < qq < 3.53. As trés curvas sem cisalhamento e as quatro ilhas isbcronas estao presentes,
Figura 33a. Variando o parametro de controle, a posicao do ponto eliptico das ilhas se
aproxima do ponto hiperbdlico, Figura 33b, até a colisao, 33c. A posicao dos pontos fixos
¢ alterada pelo pardmetro 3, que depende de ¢,,”, logo, influenciado por ¢,.

2.0 2.0 2.0

4
2
32

2.0 : 2.0 2.0 .
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
x T x
(a) ¢, = 3.100 (b) g, = 3.200 (¢) go = 3.353
0.10 : : : 0.10 : : : 0.10
y 005 | /\ 1 yoost \(\ 1 gy oot K
a N e 4 ' W
000 —— — 4 o000  — — 4 o000t : ]
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
x x

Figura 33 — Espaco de fase do MNTQ, variando ¢,. O parametro de controle modifica
os pontos fixos das ilhas, causando a bifurcagao sela-né (c) que extingue as
mesmas. (xg = 0.5)

Aumentando o pardmetro de controle, outros processos ocorrem no mapa. A
Figura 34 exibe um processo de reconexao. A curva sem cisalhamento central, presente
na Figura 34a, estd ensanduichada entre as separatrizes das ilhas magenta e verde-escuro.
Note que a cadeia magenta estd acima da curva vermelha. Variando ¢, hd uma reconexao
de separatrizes entre as duas ilhas supracitadas, levando a formacao de meanders e a troca
de posicao relativa a CSC. Por fim, Na Figura 34c as curvas verde e azul sdo quebradas
devido ao crescimento do caos, restando apenas a curva central vermelha. Isso se deve ao

parametro de perturbagao do mapa ~ ser dependente do perfil do fator de seguranca.
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Figura 34 — Mesmo que a Figura 33, para valores de ¢, distintos. O sistema apresenta
reconexao de separatrizes (b) e a destruigao das CSC verde e azul (c). (o = 0.5)

Neste capitulo apresentamos o MNTQ e como obtemos ele a partir das equacoes
do modelo de Horton. Discutimos os resultados analiticos e numéricos deste mapa e sua
relacdo com aqueles obtidos na se¢ao 4.3, utilizando perfil ndo monotoénico. Constatamos
que a presenca de trés curvas sem cisalhamento, aliada as multiplas cadeias isécronas,
decorre da fungao twist do MNT(Q ser um polinémio de quarta ordem, consequéncia da
nao-monotonicidade do perfil de g. O MPNT também possui cenarios com trés curvas sem
cisalhamento e quatro cadeias isdcronas. Contudo, resultados reportados até o momento,
indicam que no MPNT essas cadeias sao agrupadas, “aos pares”, de maneira distinta do
MNTQ. Enquanto no MNTQ as cadeias gémeas sao associadas as CSC superior e inferior
(Cy e (), Figura 32, no MPNT elas tém origem em bifurcac¢oes da curva sem cisalhamento
central [58]. Destaca-se que o mapa quértico possui simetria espacial: é simétrico perante

a transformagao S definida na equagao (6.9).
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7 Conclusao

Neste trabalho investigamos a influéncia do perfil do campo magnético de equilibrio
na formacao de barreiras ao transporte de particulas na borda de tokamaks. Tais barreiras
sao afetadas pelos perfis de equilibrio do campo elétrico e magnético. O campo elétrico
escolhido possui um perfil parabdlico, gerando uma nao monotonicidade no sistema. Para
modelar o campo magnético, utilizamos o fator de seguranca de suas linhas de campo.
Empregamos dois perfis radiais para o fator de seguranca: monotonico e ndao monotonico.
Utilizamos um modelo Hamiltoniano quase-integravel para descrever o transporte de
particulas devido a perturbacoes eletrostaticas, chamado modelo de Horton. Aplicamos
este modelo, que analisa a trajetoria de particulas na borda do plasma, a uma descarga

tipica de tokamak e resolvemos numericamente suas equagoes diferenciais.

A composicao do espago de fase do sistema foi analisada utilizando mapas de
Poincaré. O espago de fase tipico encontrado ¢é similar ao do Mapa Padrao Nao- Twist
(MPNT): ha duas regioes cadticas separadas por uma curva invariante sem cisalhamento que
atua como barreira de transporte. Esta curva tem origem em nao monotonicidades, tanto
no campo elétrico, quanto no fator de seguranca. Foi utilizado um perfil nao monotonico
do campo elétrico de equilibrio, que produz uma Barreira de Transporte Sem Cisalhamento
(BTSC). Alterando o campo magnético do sistema a curva sem cisalhamento ¢ quebrada e
restaurada sucessivas vezes. Este comportamento ocorre para ambos os perfis do fator de

seguranca, monotonico e nao monotonico.

A perturbagao do sistema se da pela amplitude dos modos de oscilagao ¢, mas
o fator de seguranca também desempenha papel importante no transporte. Variando
seu perfil a curva sem cisalhamento é destruida e retorna ao sistema, sucessivas vezes.
Tais quebras ocorrem devido a reconexao de cadeias de ilhas gémeas, que surgem nas
regioes cadticas e seguem em direcao a curva sem cisalhamento. Concluimos que tais
reconexoes podem ocorrer em cendrios idénticos ao MPNT, a saber, os cenarios par e
impar. A evolucao dessas Orbitas periddicas, por vezes, ocorria de maneira distinta do
MPNT. Nao obstante, em situac¢oes nas quais a curva sem cisalhamento foi quebrada, a
barreira de transporte permanece no sistema devido ao efeito stickiness, caracterizado por

um aprisionamento dinamico das orbitas em determinada regido do espaco de fases.

Observamos cenarios assimétricos de cadeias de ilhas que, inclusive, podem sofrer
bifurcagoes produzindo pares de cadeias de ilhas isdcronas contidos na mesma separatriz.
Um cenario atipico encontrado continha dois pares de cadeias de ilhas isécronas, observadas
utilizando perfil nao monotonico do fator de seguranga. Tais cadeias surgem a partir de

bifurcagoes de pontos periédicos devido a variagao no perfil de campo magnético. Observa-



Capitulo 7. Conclusdo 71

mos que dessas cadeias surgem duas novas curvas sem cisalhamento, localizadas acima
e abaixo da curva sem cisalhamento original. Ou seja, variando o perfil nao monotdénico
do fator de seguranca bifurcagdes dao origem a mais de uma curva sem cisalhamento no

espaco de fase.

Para compreender o mecanismo responsavel pelas multiplas curvas sem cisalhamento
e pares de cadeias gémeas, utilizamos a abordagem de mapas para analisar o modelo
de Horton. A partir de uma versdo aproximada deste modelo, vilida para perfis nao
monotdnicos, obtivemos um mapa que modela o comportamento do sistema em uma regiao
proxima a curva sem cisalhamento. O mapa obtido, nomeado Mapa Nao- Twist Quartico
(MNTQ), possui propriedades similares ao encontrado no sistema de equagoes diferenciais.
Ele viola a condigao twist em trés regioes, logo, possui trés curvas sem cisalhamento. O
mapa também possui quatro ilhas isdécronas, dispostas em dois pares, acima e abaixo das

curvas sem cisalhamento superior e inferior.

Também estudamos as propriedades de simetria do MNT(Q. Concluimos que o
mapa possui simetria espacial em relacao a curva sem cisalhamento central. Isso indica que
cenarios assimétricos de érbitas periddicas, obtidos no sistema de equagoes diferenciais,

nao sao encontrados no MNTQ.

Dos resultados obtidos nesta dissertagao, alguns temas ficaram em aberto e poderao
ser abordados em trabalhos futuros. Para o sistema de equacgoes diferenciais, na secao 4.4
obtivemos cenarios assimétricos de cadeias de ilhas. Tais assimetrias nao sao encontradas
no MNTQ. O motivo do mapa aproximado nao apresenta-las pode residir na aproximacao
realizada ter validade espacial limitada. Contudo, esta assimetria pode ter origem no
campo elétrico de equilibrio, efeito desprezado na deducao do MNTQ. Como proximo
passo, pode-se supor um perfil para o campo elétrico e deduzir um mapa aproximado.

Dependendo do perfil utilizado, o mapa resultante pode conter tais cenarios assimétricos.

Reportamos neste trabalho, para um perfil nao monoténico do campo elétrico, a
presenca de mais de uma curva sem cisalhamento no espaco de fase utilizando perfil nao
monotonico do fator de seguranga. Observamos que as cuvas adicionais tem origem em
bifurcagoes que ocorrem em um cenario contendo dois pares de cadeias isdcronas com
numero impar de ilhas. Entretanto, a presenca de miiltiplas curvas sem cisalhamento nao
é particularidade de perfis ndo monotonicos de campo magnético. Resultados semelhantes
foram observados utilizando perfil monotonico, mas o cenario em que essas curvas adicionais

surgem esta em aberto [23].
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7

APENDICE A — Normalizaco dos

Parametros

A normalizagao feita consiste em dividir os pardmetros do problema (E,, B, a,wo, R e v)
por um fator que possui a mesma dimensao e unidade da grandeza, com o intuito de
deixa-los com valores tipicos préximos a unidade. O raio menor do plasma, a, é dividido
por um fator ay com dimensao de comprimento, que representa a escala de comprimento
caracteristica do sistema. O comprimento caracteristico escolhido o préprio raio menor
do plasma, ay = 0.18m, de modo que ¢’ = a/ap = 1, na nova escala. Do mesmo modo,
escolhemos By = 1.17 = B’ = B/By = 1. O fator de normalizagao do campo elétrico foi
escolhido de modo que apés a normalizagao |E,(a)| = 1, ou seja, Ey = |E,(a)|. No SI, o

campo elétrico utilizado foi

E, =3ar* +28r +7, (a,3,7) = (=80.00,31.95, —6.00) x 10> V/m.

Logo, o campo elétrico adimensional sera

= B, =3I+ 20T+, (!, f,7') = (~1.140,2.529, ~2.639). (A1)

Os demais fatores de normalizacao sao derivados a partir de ag, By, Fo:

E
vy = go — 2067 m/s,  ty= 2 —8T07Tx 107°, ¢y =agEy = 409.3 V
0 Yo

No SI, wg = 6 x 10* rad/s. A frequéncia angular nas novas unidades serd wj =
WQto = 5.224.

Outro parametro que necessita normalizacao sao as amplitudes ¢,, do potencial

eletrostatico flutuante. No quadro abaixo estao seus respectivos valores no SI e normalizado.
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Quadro 3 — Normalizacao das amplitudes ¢,,

Modo || SI (V) || Normalizado(x1073)

b 4.90 11.97

s 0.85 2.077

o 0.10 0.2443
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